Mesures de risques en finance (M2)

Mercredi 20 Décembre 2006 (9h00-12h00)

Seul document autorisé : une feuille manuscrite recto verso.
Les exercices sont indépendants. La notation log désigne le logarithme népérien : log(e) = 1.

Exercice 1 (MESURE DE RISQUE SUR L?).
Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Soit 8 > 0. On considere la mesure de risque p définie sur
L*(P) = {X € F;E[X?] < oo} par

p(X) =E[X] + 5/ Var(X).
On désire étudier les propriétés de la mesure de risque p.
1. Montrer que p est
(a) invariant par translation (p(X +m) = p(X) +m pour m € R),
(b) invariante pour la loi (p(X) = p(Y) si X et Y ont méme loi),
(c) pertinente (p(14) > p(0) si P(A) > 0),
(d) positivement homogene (p(AX) = Ap(X) pour A > 0),
(e) sous-additive (p(X +Y) < p(X) + p(Y)),

(f) convexe (p(6X + (1 —60)Y) < 0p(X)+ (1 —0)p(Y) pour 8 € [0, 1]).

2. On suppose qu'il existe une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0,1] définie sur
(2, F,P). En considérant les variables Z, = 1<, pour p € [0, 1], montrer que p n’est
pas croissante (i.e. trouver X et Y tels que X > Y mais p(X) < p(Y)). La mesure de
risque p est-elle une mesure de risque monétaire ?

Soit X C L?(P) un espace gaussien (i.e. pour tout n > 1 si Xy,...,X, € & alors pour tous
A, ..., Ap € R la variable aléatoire Z?:l AiX; est une variable aléatoire (réelle) gaussienne ou
une constante). On suppose que X n’est pas réduit aux variables constantes. Dans ce qui suit
on consideére la restriction de p & X, notée p¥.
3. Soit X,Y € X. Monter que X > Y p.s. implique p*(X) > p*(Y). En déduire que p* est
une mesure cohérente.
4. Déterminer ensemble des positions acceptables associées a p?. En déduire que p* = VaR,
pour une valeur de « que l'on déterminera en fonction de 3, ot VaR,(X) désigne le quantile
d’ordre « de la loi de X. Comparer « avec 1/2.

A

Exercice 2 (LOI DE VALEURS EXTREMES ASSOCIEE AUX LOIS GAUSSIENNES).
On consideére une suite de variables aléatoires, (X,,,n > 1), indépendantes de loi gaussienne de
moyenne m € R et de variance o2 avec o > 0, notée NV'(m,0?). On note M,, = max{X;,1 <i <
Sauf pour la derniére question, on 2suppose m =0 et o = 1. La densité, f, de la loi N(0,1)
e 7 /2

N

est définie pour = € R par f(z) =



1. Pour x > 0, montrer, a ’aide d’une intégration par partie, que

f@)|  PX > 0)
27)

P(X >z)— <
T x

f(2)

c
2. Soit ¢ > 0. Montrer que si z(n) est solution de “—= = —, alors on a le développement
z n

limité suivant (pour n grand) :

2(m) = ol log(log(n))  log(4n) —log(c) .
)= VRlostr) 2y/2log(n)  2y/2log(n) - V2log(n) +h(n),

ou lim,_, h(n)y/2log(n) = 0.
n bn

M
3. On suppose qu’il existe a,, > 0 et b, € R pour tout n > 1 tels que (———,n >
Gnp,
1) converge en loi vers une variable aléatoire qui n’est pas une constante. Montrer que

nécessairement il existe une fonction décroissante non constante & valeurs dans [0, +00], ¢,
telle que lim nP(X > a,z + b,) = c¢(x) pour presque tout = € R.
n—oo
4. En déduire, en exhibant une suite ((ay, b,),n > 1) particuliére, que la loi gaussienne centrée
réduite, N/(0,1), appartient au domaine d’attraction de la loi de Gumbel.
5. On suppose que X, est de loi N'(m,o?). Exhiber une suite ((dn,gn),n > 1), avec a, > 0
—b
n n

n

pour tout n > 1, telle que ( ,n > 1) converge en loi vers la loi de Gumbel.

A

Exercice 3 (INTERVALLE DE CONFIANCE POUR UN QUANTILE EXTREME).
Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Cauchy de

1 1
On note M,, = max{X;,1 < i < n} pour

densité f définie pour z € R par f(z) = — .
f p par f(z) e

n > 1.
Soit ¢ > 0. On désire estimer z, le quantile d’ordre 1 — c¢n™
I’aide de I'estimateur de Hill.

1 associé a la loi de Cauchy &

1. Calculer z, et en donner un équivalent quand n tend vers I'infini.

M, —b

2. Trouver a,, > 0 et b, € R pour tout n > 1 tels que ( " n > 1) converge en loi

vers une loi de valeurs extrémes. Déterminer le parametre & de 1a loi de valeurs extrémes
généralisée associée.

3. On considere lestimateur de Hill 2, = ¢ ¢M, quand n tend vers linfini. (Remarquer
que pour simplifer, on utilise la vraie valeur £ dans la définition de cet estimateur, alors
que cette valeur est a priori inconnue.) Montrer que la suite (£,,/2z,,n > 1) converge en
loi vers une limite que ’on précisera. Donner un intervalle de confiance de z, de niveau
asymptotique 1 —r, ou r € (0,1) (on supposera que la vraie valeur de £ est connue). Quel
est l'ordre de grandeur (en n) de la largeur de cet intervalle de confiance.

4. Etendre les résultats de la question précédente aux cas ou la loi de X, est une loi du
domaine d’attraction de la loi de Fréchet.

A



Exercice 4 (FONCTION DE REPARTITION SUR R?).
Les fonctions suivantes, définies sur R?, sont-elles des fonctions de répartition d’un couple de
variables aléatoires (X,Y")? Justifier. Si oui, donner les lois marginales.

1—e™Y siz>0ety>0,
L H(z,y) = { 0 sinon.

1—e®—xe ™ si0<zx <y,
2. Hz,y)=¢ 1—e ¥V —ye™¥ si0<y<uz,
0 sinon.

A

Exercice 5 (ENCADREMENT DU PRIX D'UNE OPTION “QUANTO”).
On note S; le prix d’une action en dollar & l'instant ¢ et X; le taux de change a l'instant ¢
(c’est-a-dire, le prix d’un dollar en euro). Supposons que l'on observe pour la maturité 7' : le
prix des puts sur S sur le marché américain pour tous les strikes; ainsi que le prix des puts sur
X sur le marché européen pour tous les strikes. Etant données ces informations, le but de cet
exercice est de trouver le meilleur encadrement possible du prix en euro de 'option quanto qui
paie X(K — S7)"™ & la maturité T ot X est un taux de change fixé dans le contrat et K est
exprimé en dollar. Les variables aléatoires X et Sp sont supposées continues.

On supposera que les taux d’interét étranger r/ et domestique r? sont constants. On se place
aujourd’hui a la date t = 0. On rappelle que si Z est un flux en euro payé en T, son prix en
euro & la date t = 0 est e TR [Z], ott E? est 1'espérance sous la probabilité risque neutre sur

Z
le marché domestique. Son prix en euro a la date ¢t = 0 est encore donné par X oe_rfTEf [X—] ;
T

ot Ef est P’espérance sous la probabilité risque neutre sur le marché étranger.

X k- ST)+] .

1. Montrer que le prix de I'option quanto est donné par Xoe_TfTEf [
T

2. On note Q7 la probabilité risque neutre sur le marché étranger. Montrer que

X & K 1 U
[XT( St) } /0 du/o dv Q (XT_X’ST_U>
3. Montrer que
T,fTaPutS
0K

ott Put® est le prix sur le marché étranger d’un put sur S.

Qf (Sr<K)=e

(T' K)

4. Montrer que

rfT X
1 1 e OPut
i O . X
Q ( o2 ) ; [K 5 (T,K) Put (T,K)

ot Put® est le prix sur le marché domestique d’un put sur X.

5. Exprimer le prix de l'option quanto & l'aide de la fonction copule du couple (1/ X7, St)
sous Qf. Calculer encadrement optimal. On ne cherchera pas & simplifier le résultat.

A



Correction

Exercice 1 (MESURE DE RISQUE SUR L?).

1. Les propriétés (a) a (d) sont évidentes. Pour la propriété (e), comme I'espérance est linéaire,
il suffit de vérifier que X +— /Var(X) est sous-linéaire. Soit X,Y € L?(P) tels que E[X] =
E[Y] = 0. On a par Cauchy-Schwarz

Var(X +Y) =E[(X +Y)? <E[XH+E[Y?] +2VE[X2|E[Y?] = (y/Var(X) + y/Var(Y

Ceci implique que p(X +Y) < p(X) + p(Y). Pour X,Y € L%(P) quelconques, on pose
X' =X -E[X]et Y =Y —E[Y], et en utilisant ce qui précéde pour X’ et Y’, il vient

p(X +Y) = p(X' +Y") + E[X] +E[Y] < p(X') + p(Y') + E[X] + E[Y] = p(X) + p(Y).

La propriété (e) est donc vraie.

La propriété (f) est une conséquence immédiate des propriétés (d) et (e).

2. Onap(Z,) =p+6y/p(1—p et +§\/17 ou g(p
g(17) = —oo. La fonction g est decrmssante au voisinage (gauche) de 1. Il existe donc
p < q <1 tel que p(Zp) > p(Z,). La mesure de risque n’est pas croissante. Il ne s’agit pas
d’une mesure de risque monétaire.

= p(Z,). En particulier

3. Comme X — Y est une variable gaussienne, X —Y > 0 p.s. implique que X — Y est une
constante m > 0. On a alors, par invariance par translation, que p* (X) = p* (Y + m) =
pX(Y) +m > p*(Y). La mesure de risque p* est croissante et donc cohérente (car elle
vérifie aussi les propriétés (a), (d) et (f)).

4. Pour X € X, on note mx = E[X] et ox = /Var(X) > 0. L’ensemble des positions
acceptables associé & p% est

A={X e Xx;p¥(X) <0} ={X € X;mx + Box < 0}.

On suppose que ox > 0. La loi de G = (X —mx)/ox est la loi gaussienne centrée réduite.
En particulier, si x, = VaR,(X) est le quantile d’ordre a de la loi de X, on a

=P(X <z4) =P(G < (2o —mx)/ox)-

Soit ¢ linverse de la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite. On en
déduit que ¢(a) = (x4 — mx)/ox et donc x4 = mx + ¢(a)ox. On a p*(X) = VaRy(X)
pour « tel que ¢(a) = 3 soit @ = P(G < 3). Comme (3 > 0, on en déduit que @ > 1/2.
Siox =0, alors on a X = mx p.s. et donc p*(X) = mx. Par ailleurs le quantile d’ordre
a > 0 d’une variable aléatoire constante est égal a cette constante : VaR,(X) = mx.

On en déduit donc que pour tout X € X, on a p¥(X) = VaR4(X) avec a = P(G < ).
A



Exercice 2 (LOI DE VALEURS EXTREMES ASSOCIEE AUX LOIS GAUSSIENNES).

1. Remarquons que f(u) = —f’(u)/u. On a

PO = [0 gy [0 _/ [ 1@ 2w
u |, . u? T LU
X
On utilise la majoration d < —= / flu P( 2> 2) pour conclure.
2. Si z, est solution de @ = E, alors on a
z n
22 4 2log(z,) = 2log(n) — log(c*2r). (1)

On en déduit I’équivalent suivant z, = y/2log(n)+hi(n) ou lim,_. h1(n)//2log(n) =
En utilisant (1) avec z, = y/2log(n) + h1(n), il vient

h
2v/2log(n)hy(n) + hi(n)? + 2log <1 + %) = —log(log(n)) — log(c*4r).
og(n

_ log(log(n)) >> T ho(n) ot tim 220 _ o g

On en déduit 'équivalent suivant hi(n) =
b 1) 2¢/2log(n n—oo hy(n)
log(1
utilisant (1) avec z, = v/2log(n) — log(log(n)) + hg(n), il vient

2log(n)

bty | /2Tom0) - 1og<log<n>>] log(log(n))? o

2log(n) 8log(n)
M) = —log(c?4n
log(c?4)
2log(n)

3. La convergence en loi implique que pour presque tout x € R, la suite (P((M,, — b,)/ay, <
x),n > 1) converge. Comme

On en déduit 1’équivalent suivant ha(n) = — + h3(n) ou lim hs(n)log(n) = 0.

M, —b

P(——2 < 2) = P(M,, < anz +by) = (1 = P(X > anz + by,))" = enos(-F(XZanztbn))
an

on en déduit que pour presque tout = € R, la suite (nP(X > anx + b,),n > 1) converge

vers une limite ¢(z) € [0, 00]. Comme x — P(X > a,z + by,) est décroissante, on en déduit

que la fonction ¢ peut étre choisie décroissante.

4. On considere a,, = _ et b, = y/2log(n) — log(log(n)) __log(4r)

2log(n) 2¢/2log(n)  24/2log(n)
suffisament grand. On déduit de ce qui précede que
flapx +0b,) e*

_ e ~1
anx +b,  n +o(n™).

pour n



—T
et de la question 1 que P(X > apz + b,) = SR o(n™) et donc lim, . nP(X >
n
anx + b,) = e~ pour tout z € R. Ceci implique que la loi gaussienne centrée réduite
appartient au domaine d’attraction de la loi de Gumbel.
5. On a, pour tout n > 1, X, = m + oY, ou les variables aléatoires (Y,,,n > 1) sont
indépendantes et de méme loi N'(0,1). On a M,, = m+oN,, ou N,, = max{Y;,1 <i < n}.

n_bn

On déduit de la question précédente que ( ,m > 1) converge en loi vers la loi de

Gumbel, ou a, = oa, et Bn =m + ob,.

A
Exercice 3 (INTERVALLE DE CONFIANCE POUR UN QUANTILE EXTREME).
1. On a
1 1 11 1 1 1
P(X >z) = —— du= — — du — - du=—+40(z?).
( 7) /x Tltw /x oz /x 7 u?(l + u?) e (™)
1 1
Comme / ———— du= E, on en déduit z, = oy o(n™1).
., T 1+u? n cm
2. Ona F(z) =P(X; >z)= [~1 1+1u2 du =L +0(z73). La fonction L(z) = 2F(z) est &

variation lente car lim, ., L(z) = 1/7. La loi de Cauchy appartient au bassin d’attraction
de la loi de Fréchet de parametre 1 (le parametre de la loi de valeurs extrémes généralisée
correspondant est £ = 1). De plus, on a pour z > 0

P(rM,/n<z)=(1-P(X; >nz/7))" =(1— % +O(n_3))" — e “

n—oo
Donc la suite (mM,/n,n > 1) converge en loi vers Z de loi de Fréchet de parametre 1.
Zn M, n Z

3. 0na — = . Par le théoréme de Slutsky, on obtient que (==,n > 1) converge
Zn n Crzn z

en loi vers Z. Soit 3 = 1/log(2/r) et 7o = 1/1og(2/(2 — 1)) les quan‘gles d’ordre 7/2 et
1 —r/2 de la loi de Fréchet de parametre 1. On a

Zn Zn .
P <zn € [%, %}> =P(z./2n € [71,72]) p— P(Z € [y1,72]) =1 —r.

Zn 2
On en déduit que I, = [—n, —n] est un intervalle de confiance pour z, de niveau asymp-
Y2 M1

totique 1 — r. La largeur de l'intervalle de confiance est de l'ordre de Z,,, c’est-a-dire de
l'ordre de n. La largeur de l'intervalle de confiance est du méme ordre que ce que l'on
cherche & estimer !

4. On note F la fonction de répartition de la loi de X,, et F(z) = 1 — F(z) = P(X1 > ).
On suppose que F' appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de parametre
a > 0.0n a F(r) = 27%L(x), ou L est une fonction & variation lente. On pose a,, le
quantile d’ordre 1 — 1/n de F'. En particulier (M,,/a,,n > 1) converge en loi vers Z de loi
de Fréchet de parameétre a.



. Zn _
Montrons que lim 2% = ¢~ 1/,
n—00 (A,

< F(z,).

Soit € > 0. Comme L est a variation lente, il existe M tel que pour tout x > M, on a
L(zc*(14-e)"/*) < L(z)(1+¢) et L(zc™*(14+¢)V/*) < L(z)(1+¢). Comme lim,, o a, =
lim,, o0 2, = +00, il vient pour n suffisament grand :

_ 1 _
Par définition des quantiles, on a F(a,) < — < F(a, ) et F(z,) <
n

Slo

) —a 1
F(cl/a(l +€)1/azn) — LL(CI/O{(l +5)1/azn) < -

_ 1 _ _
c(1+e) F(zn) < — < F(ay).

Ceci implique que ¢/ *(1+ E)l/ Yzn > ap. On a également pour n suffisament grand

F(cVo(1 +e)t/%a,) = (;a—_EEL(c_l/“(l +e)/%a,) < cF(ay) < % < F(z,).

2z
Ceci implique que a, > ¢/*(1 4 ¢)~%/2z,. On en déduit donc que lim ~2 = ¢/,
n—oo a/n

Z
Le théoreme de Slutsky implique alors que (==, n > 1) converge en loi vers Z. Soit 71 et
z

n
v les quantiles d’ordre r/2 et 1 — r/2 de la loi de Fréchet de parametre o. On a

Zn 2 .
P <zn € [—", —"}) =P(2,/2n € [11,72]) —— P(Z € [y1,72]) =1 —7.
Y2 N n—00
On en déduit que I, = [z—n, Z—n] est un intervalle de confiance pour z, de niveau asymp-
Y2 M1

totique 1 — r. La largeur de l'intervalle de confiance est de 'ordre de Z,,, c’est-a-dire de
l'ordre de z,.

A

Exercice 4 (FONCTION DE REPARTITION SUR R?).

1. On a

0’H
E?x@y(x’y) =—e"Y<0 sizx>0ety>0.
Donc H ne peut pas définir de mesure positive.
2. On a
82H($ )= eV si0<z<y
Oxdy =0 sinon.
et o2
H
— dxdy = 1.
- 8may(ﬂc‘,y) zdy

Donc H est bien la fonction de répartition d’une loi de probablité bivariée. Les marginales
sont données par

F(z) = H(z,00)=1—¢€"
Gly) = H(co,y)=1—€eY—ye".



Exercice 5 (ENCADREMENT DU PRIX D'UNE OPTION “QUANTO”).

1. La regle d’évaluation risque neutre dans le marché domestique donne le prix sous la forme
d
e T Rd [X(K — Sr)*]. Le changement de numéraire le transforme en

Xoe "' TES [é(K — ST)JF} :
Xr

2. On remarque que
0o K
x(K—y)+ :/ du l{ugx} / dv l{ygv}
0 0
et il suffit ensuite d’appliquer le théoréeme de Fubini.
3. On remarque que

T Put’(T, K) = Ef [(K — Sp)*] = / * Qf (Sr < 2)dx
0

4. On remarque que
PutX(T,K) = e " TE[(K — Xr)*]

i g 1 1\"
= e_TTE KXT(X——E
T

D’ol1 en dérivant par rapport a K,

1 1 e"f7 OPut™ X
«Pf - > — K T K) — Pu [ K
< X+ — K) XO |: OK ( ’ ) t ( ’ ):|

5. Le prix de 'option quanto est donnée par

Xoe_rfT/oodu/Kdv Q' L>£'ST<U
0 0 Xr = X'~

s 00 K 1
= Xoe_T’T/ du/ dv Qf(STgv)—Qf<—§
0

0

00 K S
= Xoe_rfT/O du/o dv e'T ag;; (T, v)

rfT X S
e’ T [ X OPut X x (o X\ ip OPut
C<1 X, [u 0K <T’ u> Put (T’ u)] ¢ K (T’U)>




La borne inférieure est donnée par

oo K X S +
_tp X OPut X X X OPut
X —= T —=)]-P T =) —X T
/o du/o v <0e u OK <’u ut T 0T OK (T,v)

et la borne supérieure par

> K _(XoPutX [ X [ X dPut®
/0 du/o dv mln<g K <T,g>—Put <T,z>,X0 K (T,v)).




