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Partie I (Mesures de risque) (sur 10 points)

Soit n € N*. On note u € R" le vecteur tel que u; = 1 pour tout i € {1,...,n}, et on munit R” de
I'ordre partiel :
r,ye R x<ysiVie{l,...,n},z; <y.
Onnote P={z e R":Vie {1,...,n},z; > 0,>." ;x; = 1} et, pour z,y € R", z-y = > " | z;y; le
produit scalaire sur R™. On considere une fonction h : R® — R telle que :

i) h(0) =0,

11) Ve,ye R", x <y = h(y> < h(l’),

iii) Ve € R",m € R, h(x 4+ mu) = h(xz) —m.
On note Ay = {z € R", h(z) < 0}.

1. Montrer que h(z) = inf{m € R,z +mu € Ap}.

2. Soit a : P — [0,400] une fontion telle que inf,ep a(p) = 0. Montrer que la fonction h(z) =
sup,ep{—p - — a(p)} satisfait les propriétés i), ii), iii) et est convexe.

3. On suppose désormais h convexe. Montrer que h(r) = supyegn{z -y — h*(y)} avec h*(y) =
sup,cgpn{z-y—h(z)}, puis que h(z) = suppep{—p‘x—ah(p)}, ol ay(p) = supgepn{—p-z—h(x)}.
Vérifier que ay(p) = supeq, {—p - 7}

Pour une permutation o de {1,...,n}, et un vecteur z € R", on note x, € R™ le vecteur tel que

(x5)i = T, (;)- Par ailleurs, pour chaque x € R", il existe une permutation o, qui permet d’ordonner les
éléments de x, c’est a dire telle que x4 (1) < -+ < x5, () €t on note 7 = x,, le vecteur réordonné.

4. On suppose toujours h convexe, et en plus on fait I’hypothese que h est symétrique, c’est a dire
que h(x) = h(z,) pour toute permutation o de {1,...,n}. Montrer que «; est alors également
symétrique. En déduire que

h(z) =sup P - (—z) — an(P).

peEP
On considere Q@ = {1,...,n} et X = {X : Q@ — R}, 'ensemble des fonctions de Q2 dans R qui sera ici
I’ensemble des positions financieres possibles. On a naturellement un isomorphisme ® : X — R" défini
X(1)
par ®(X) = : . Ainsi, pour € R™, ®~1(x) est la position financiere telle que (®~1(x))(i) = z;
X(n)

pour 1 <17 < n.

5. Montrer que p : X — R est une mesure de risque monétaire normalisée si, et seulement si
hy(z) := p(®~1(z)) satisfait les propriétés i), ii), iii).

6. A l'aide du théoréme de représentation des mesures de risques convexes, retrouver le résultat de
la question 3.

On munit désormais € de la tribu discrete F = {A : A C Q} et de la probabilité uniforme P({i}) = 1/n
pour tout i € {1,...,n}.
7. On considere z € R" tel que z = 7, i.e. 71 < --- < x,. Calculer pour tout A €]0, 1], VaR\(®~1(z))
puis havar, (z) := AVaR)\ (@71 (2)).

8. Montrer que p est invariante en loi si et seulement si h, est symétrique. Dans ce cas, montrer a
I’aide de la question 4 que

h,(z) = sup Z gihavar,,, (x) — B(q),
9€P =1



avec B(q) = Supgepn D iy Gihavar,), (z) — hy(x) pour ¢ € P. [Indication : on vérifiera que W :
{p € P,p= TP} — P définie par ¥(p); = (pn—i+1 — Pn—i)i avec pgp = 0 est une application linéaire
bijective.]
Comparer ce résultat avec le théoréme vu en cours sur la représentation des mesures de risques
invariantes en loi.

9. On suppose maintenant P n’est plus la probabilité uniforme et est telle que pour tout I,J C
{1,...,n}, P(I) =P(J) = I = J. A-t-on le méme résultat de représentation qu’a la question
précédente pour les mesures de risques invariantes en loi?

Partie II (baréme indicatif /10 points)

Question 1 (1 point)

Soit F une fonction de répartition non dégénérée et inversible d’inverse F~1. Soient (a,a,b,[3) €
(0,00) x (0,00) x R x R vérifiant F(azx + b) = F(ax + ) pour tout x. Montrer que a = o et b = 3.
Question 2 (1+1 points)

Soient @ > 0, F fonction de répartition continue et F~1(y) = inf{z € R, F(z) > y}, elles vérifient
VreRety€l0,1]: Flx) >y e x> F (y).

1. Montrer que F(F~!(x)) = z.

2. En supposant que z%(1 — F'(x)) est a variation lente, montrer que F' est dans le domaine d’attrac-
tion d’une loi de Fréchet i.e. 3d, =0et ¢, = F~1 (1 — 1) avec F"(cpz + dy,) — exp(—z~%).
n oo

Question 3 (1,5+2 points)

On sait que les lois normale (centrée réduite) et log-normale, de fonctions de répartition respectives
Fy et Fp, appartiennent au domaine d’attraction d’une loi de Gumbel de fonction de répartition A
i.e. il existent des coefficients de translation d?Y et d% et des coefficients d’échelle ¢ et ck strictement
positifs tels que Fi(x/cl + dY) — A(z) et FM(x/ck + dL) — A(x). De plus, il suffit de prendre

cl = \/2log(n) et d vérifiant nFA(dY)/dY = 1.
1. Donner une expression asymptotique de d?.
2. Soient deux constantes positives p, o et le maximum M, = 1I£1§':L<X el toXi oy X1, ..., X, sont
<i<n

n observations indépendantes identiquement distribuées de loi normale centrée réduite. Lorsque

x
n — oo, utiliser le fait que P (Mn < exp (,u +od + UA,)) — A(x) pour exprimer d~ et c
Cn

n—oo
ay . N

en fonction de d,; , ¢,

, b eto.

Question 4 (1,5 points)

Soient n observations Xi, ..., X;, indépendantes identiquement distribuées de loi de Pareto généralisée
caractérisée par sa fonction de survie donnée, pour (£,3) € R x (0,00) et € D¢ g, par : G¢ g(z) =
(14 &x/B) Yelepo + e ®/Pleg ot Deg = [0,00) si € > 0et Deg=[0,—5/¢] si € <O.

Lorsque £ < 1 et E(X; —u|X; > u) = u’ expliquer le choix de u et I'estimation de (&, 3).

¢

Question 5 (2 points)

Dans un marché de gré a gré, pour tout ¢ € [0,7], Cy représente la somme des flux entre 0 et ¢
réellement transmis par la banque a son client. On note : S I'actif sous-jacent risqué, r le taux OIS
(Overnight Indexed Swap) sans risque, I' le collatéral, B I’actif de placement de la banque vis-a-vis de
son client, B° Vactif de placement du client vis-a-vis de la banque, Bf I’actif de placement de la banque
vis-a-vis de son régulateur, B’ Pactif de placement du régulateur vis-a-vis de la banque. Préciser les
expressions de n°, 7°, nf, 77 qui interviennent dans le bilan des variations du portefeuille autofinancé
de la banque : dV; = —dCy + &dS; + nfdB? + 70dB, + n! dB{ + 7! dB].



Corrigé de la Parite I :

1.
2.

On ainf{m € R,z+mu € Ay} = inf{m € R, h(z+mu) < 0} = inf{m € R, h(z)—m < 0} = h(z).
On a h(0) = —inf,cp a(p) = 0. Soient z < y. Pour tout p € P,onap-z < p-y (car p > 0)
et donc —p -y —a(p) < —p-z — a(p), ce qui donne le résultat en passant au supremum. Enfin,
comme p-u = 1,onap-(z+mu)=p-z+m,et donc h(x+mu) = h(z) —m. Enfin, h est convexe
comme supremum de fonctions convexes.

. Le premier résultat découle de la dualité de Fenchel-Legendre (h est continue car fonction convexe

sur R") : h(z) = h**(z) = supyepn = - y — h*(y), avec h*(y) = supyegn = - y — h(z). Ensuite on
observe que h*(y) < co = —y € P. En effet, soit y € R” tel que h*(y) < co. Pour z € R, on a

h*(y) = sup x -y — h(x) = sup (x + 2) - y — h(x + 2),
TzeR™ TzER™

car R" = {z + z,2 € R"}. Ainsi, en prenant z > 0, on a h(x + z) < h(x), ce qui implique
h*(y) > h*(y) + z -y puis z -y < 0 car h*(y) < co. Comme z > 0 est arbitraire, cela prouve
que y < 0. En prenant z = u, on obtient h*(y) = h*(y) + v -y + 1, et donc » ;" ,y; = —1.
Enfin on remarque que pour p € P, h*(—p) = sup,ern —2 - p — h(x) = op(p). Clairement,
an(p) > supyea, —v - p — h(z) > sup,cq, — - p, puisque h(xr) < 0 pour x € Ay. Inversement,
siz € R", x+ h(x)u € Ay puisque h(z + h(x)u) = h(x) — h(x) = 0 et donc sup,cy, —7 - p >
SUp,erpn — (2 + h(x)u) - p = sup,cpn —2 - p — h(x) ce qui donne I'égalité voulue.

Il suffit de remarquer que p, - x = Z?zlpa(i)a:i =>", PiTo-1(j) = P To—1. Alnsi, puisque
h(z) = h(z,-1), il vient ap(ps) = supgern —% - po — h(x) = SUp cpn —T,-1 - p — h(z,-1) = an(p),
la derniere égalité venant du fait que = + =, est bijective. Ainsi, ay, est symétrique. Comme h
est symétrique,

h(z) = h(—(—-z)) = 21617131% (—z) —an(p) = peglﬁe po - (—x) — an(ps).

A p fixé, ap(ps) = a(p) = a(P) et la permutation qui maximise p, - (—x) est celle qui ordonne p
dans lordre croissant. On en déduit h(z) = sup,ep 7 - (=) — an(P).

. 11 suffit d’observer que pour X,Y € X, X <Y <= &(X) < &(Y) et pour X € X,;m € R,

(X +m) =D(X) + mu.

. D’apres le théoreme de représentation des mesures de risque, p(X) = supge g s Eg[-X] — a(Q)

ol My s est I'ensemble des mesures finiment additives sur € positives et de masse 1, et a(Q) =
supxex EQ[—X]—p(X). Notons pour Q € M, ¢, ¢; = Q({i}) si bien que ¢ € P, et réciproquement,
pour ¢ € P on peut définit Q € M ¢ telle que Q({i}) = ¢;. On a Eg[—X] = —¢ - ®(X), ce qui
donne a(Q) = ap,(q) puis hy(x) = supyep —q - = — an,(q).

On a VaRy(®7!(x)) = inf{m € R : P(®~(x) < —m) < )\} = —x; pour A et i1 <
i < n. Ensuite, on utilise la formule AVaR\(®(z)) = 5 fo VaR “1(2))du. 1 vient que
AVaR)(®~(z)) = —a1 pour A €]0, 1], AVaR, (7 !(z)) = —1 iy @i pour 1 <4 < n, et pour
Aell Ml avec 1 <i<n—1, '

AVaRy(® L (z)) = %

t+1

- [(/\ — )i+ DAVaR . (@7 @) + (= = NidVaR (27 (2)) |

ce qui montre en outre que AVaRy(®71(x)) est une combinaison convexe de AVaR: (®~1(x)) et
(i +1)AVaRit1 (71 (z)), puisque +[(A — £)(i + 1) + (2L — A)i] = 1.



loi

8. Il suffit de remarquer que pour X,Y € X, X =Y <= Jo € &,,®(X), = ®(Y). Ainsi, si h, est
symétrique, p = h, o ® est invariante en loi, et si p est invariante en loi, p(®~1(z)) = p(®~(z,)).
Soit z € R™ tel que x = 7, i.e. 1 < -+ < x,. D’apres la question 4, on a

hp(x) = Sup Z —DPiTn+1—i — ah(p)
pEPp=P ;.
Grace a la question précédente, on a —zp41_; = (n—i+1)AVaRn—iz1 (&1 (x))—(n—i)AVaR i (®~(z))
et donc ! "

n

> —pitngroi= Y _pilln—i+ DAVaRy-in (@ 1(z)) = (n— i)AVaR - (@ 1(z))]
=1

pi(n —i+1)AVaRn—i (P~ (z)) — Zpi,l(n —i4+1)AVaRnii1 (D71 (2))
n i—2 n

Il
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i

@
Il
—

I
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@
I
—_

(pi — pi—1)(n—i+ 1)AVaRn_Ti+1(cIr1(x))

I

@
I
-

(pnfiJrl - pnfz)ZAvaR% ((I)_l (x))v

en posant pg = 0. Soit ¢ € R™ tel que ¢; = (Pn—it1 — Pn—i)i. On a ¢ > 0 et > ;' ¢ =
S iPn—it1— Doy Pni = Doy iPn—it1 — Dopg(i— 1)Pniz1 = iy pi = 1. Réciproquement,
si ¢ € P, on pose p1 = gn/n et p; = pi—1+ Gn—ir1/n+i—1pouri =2, ...,nsibienquep=7p
et par le méme calcul > " | p; = Y i' ;¢ = 1. Ainsi, Papplication linéaire ¥ est bijective, et
B(q) = a(¥71(q)) = Supyern Yy inVaRi (@~ (x)) — hy(z). On conclut en utilisant que

ho(e) = hy(F —suquZAVam (7)) - Bla) —supquAVam () - Blg).

q€73Z 1 qGPZ 1

Le théoreme du cours sur la représentation des mesures de risque vu en cours ne s’applique pas
ici car il suppose 'existence d’une v.a. uniforme sur (€2, F,P), ce qui est impossible avec €2 fini.
Néanmoins §’il s’appliquait, on aurait

p(X) = sup ( AVaR\(X)p(dA) — ﬁ(u)> :
peMi(0,1]) \/10,1]

ol f(p) = supyexy f]o 1 AVaR\(X)u(d\) — p(X). Comme AVaR)\(X) = AVaR,,(X) pour A €

10,1/n] et AVaRx(X) est une combinaison convexe de AVaR;;,(X) et AVaR 1)/, (X) pour

A €li/n, (i + 1)/n], ce résultat donnerait

qEP

p(X) = sup (Z G AVaR;,(X) - ﬁ(q)> :

avec B(q) = supxex Y i1 GiAVaR;/,(X) — p(X), ce qui est précisément le résultat obtenu via
I'isomorphisme ® entre X et R™. Ainsi, on a étendu le résultat du cours, & un cas ou ’espace de
probabilité ne supporte pas de loi uniforme.

9. Dans ce cas, X “'Yy «— X =Y.En effet, supposons que X a méme loi que Y. Pour
x € R tel que P(X = z) > 0, on pose [ = {i,X(i) = x} et J = {i,Y (i) = x}. Comme
P(I) = P(J), il vient I = J et donc X = Y en répétant 'argument pour tous les x tels que
P(X = z) > 0. Par conséquent, la propriété d’invariance en loi n’apporte aucune information
supplémentaire sur p (toute mesure de risque est invariante en loi) et on ne peut pas aller au
dela de la représentation donnée a la question 3. Si on prend h,(z) = —z1 i.e. p(X) = —X(1),
cela définit une mesure de risque convexe invariante en loi, mais on ne peut pas avoir h(z) =

SUP e M (10,1]) (fo 1 AVaR\ (7 (x ))u(d/\)—ﬁ(,u)) car AVaR)\(®!(x)) — +oo lorsque o —

—0Q.



