Examen du cours de “Mesures de risque en finance”
Mercredi 6 Janvier 2022 (9h00-11h00)
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Il est impératif de rédiger la réponse aux deux parties sur des copies différentes.

Partie I (10 points)

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité et X = L*>°(Q2, F,P), 'ensemble des variables aléatoires
a valeurs bornées muni de la norme || X| = inf{M > 0,P(|X| < M) = 1}. Dans tout ce
probleme, nous appellerons simplement mesure de risque une mesure de risque monétaire norma-
lisée p: X — R.

1. Rappeler les axiomes qu’une telle fonction satisfait.

On dit qu’une mesure de risque p : X — R est étoilée si :
VX € X,VA > 1, p(AX) > Ap(X).

Un ensemble B C X est dit étoilé si VX € B, € [0,1],\X € B.

2. Montrer qu'une mesure de risque p : X — R est étoilée si, et seulement si
VY € X,V €]0,1[, p(\Y) < Ap(Y).

En déduire que les mesures de risque convexes sont étoilées.

3. Montrer qu’une mesure de risque p : X — R est étoilée si, et seulement si ’ensemble des
positions acceptables A, est un ensemble étoilé.

4. On consideére une famille (pg)gco de mesures de risques étoilées. Est-ce que les fonctions
pv(X) = supgeg po(X) et pa(X) := infpce po(X) sont des mesures de risques étoilées ?

5. Montrer quune mesure de risque étoilée p qui est sous-additive, c’est a dire telle que
VXY € X, p(X +Y) < p(X) + p(Y),

est une mesure de risque cohérente.

On suppose par la suite que p est une mesure de risque étoilée. Pour Y € X', on définit ’ensemble
Ay ={AY +p(Y))+Z, A€ 0,1, Z € X t.q. Z > 0}.

6. Montrer que Ay est un ensemble de positions acceptables convexe tel que Ay C A,. En
déduire que
VX € X, p(X) < inf X
,(X) < inf pa, (X)

7. Montrer que p(X) = pa, (X) et en déduire que p(X) = infyecx pa, (X).

8. Pour X € X, on considere une suite (X,,),>1 telle que X, > X, et X;, = X, p.s. Montrer
que limy 00 pay (Xn) = pay (X). En déduire que pa, (X) = supge, (p) EQ—X] — o*(Q)
oun a*(Q) = SUD xe A, EQ[—X].



Corrigé
1. Pour X e ¥, meR, p(X +m) =p(X)—m, X <Y, p(Y) < p(X), p(0) =0.

2. La mesure p est étoilée ssi

1
VA > 1L,VX € X, p(AX) > Mp(X) <= VA>1,VX € X, Xp(X’) > p(X'/N)
<= VXN €)0,1[, X" € X, Np(X') > p(NX').

Pour une mesure de risque convexe, on a p(AX 4+ (1 = A\)Y) < Ap(X) + (1 — A\)p(Y') pour
tout A €]0,1[, X,Y € X. En prenant Y = 0 et en utilisant la normalisation, on obtient que
p est étoilée.

3. Par définition A, = {X € X, p(X) < 0}. Si p est étoilée, on a pour X € A,, A €]0,1],
p(AX) < Ap(X) < 0 et donc AX € A,. Réciproquement, si A, est étoilé, comme p(X) =
inf{m € R, X +m € A,}, il vient pour X €]0, 1],

p(AX) =inf{m e R, A(X +m/X) € Ay} <inf{m e R, X +m/X € A} = Ap(X),

I'inégalité venant du fait que X +m/A € A, = AX +m/)\) € A,, puisque A, est étoilé.

4. SiVl € ©,) €]0,1[, X € X, pp(AX) < App(X), alors supyeg po(AX) < Asupgee Apo(X) et
infpco pp(AX) < Ainfyeg Apg(X). De méme, les propriétés de normalisation, de monotonie
et d’invariance par translation sont satisfaites par py et pp qui sont des mesures de risque
étoilées.

5. Si p est étoilée et sous-additive, alors pour A €]0,1[, X,Y € X,
POX + (1= M) < pAX) + p((1 = NY) < Ap(X) + (1= N)p(Y),

ce qui prouve la convexité. Soit X € X. En utilisant la sous-additivité, on a par récurrence
que p(nX) < np(X). Mais comme p est étoilée, p(nX) > np(X) et donc p(nX) = np(X).
Pour A € [1,n], on a p(AX) > Ap(X). Comme \/n €]0,1], on a également p(AX) =
p((N/n)nX) < (A/n)p(nX) = Ap(X) et donc p(AX) = Ap(X). Il vient p(AX) = Ap(X)
pour tout A > 1,X € X, puis pour tout A\ > 0 en considérant X = X’/ comme & la
question 2.

6. Clairement si Z' > 0et X € Ay, X + Z' € Ay donc Ay est bien un ensemble de positions
acceptables. Soient X1, Xo € Ay et a €]0,1[. On peut écrire X; = N(Y + p(Y)) + Z;
avec \; € [0,1] et Z; > 0. On a X; > M (Y + p(Y)) et donc p(X1) < p(M(Y + p(Y))) <
Ap(Y 4+ p(Y)) = 0 en utilisant successivement la monotonie, la proriété étoilée et la cash-
invariance. Ainsi Ay C A,. De plus, Ay est convexe car

aXi+(1—a)Xe=[ar + (1 —a) )Y +p(Y)) + (aZy + (1 — ) Z2),

et adi + (1 —a)A2 € [0,1], (aZ1 + (1 — a)Z2) > 0.
Par conséquent, p4, est une mesure de risque convexe, et p(X) = inf{m € R, X +m €
Ay} <inf{m e R, X +m € Ay} = pa, (X).

7. Ona pa, (X) =inf{m € R, X +m € Ax}, et comme on a clairement X + p(X) € Ay, il
vient pa, (X) < p(X). En utilisant la question précédente, on obtient p(X) = pa, (X).

8. Par monotonie, pa, (Xp) < pay, (Xnt1) < pa, (X). On note L = limy, 0 pa, (X,) et on a
L < pa, (X). Par définition de pa, (X,), il existe m, € [pa, (Xn), pa, (Xn) + 1/n] tel que
mn + X, € Ay, et donc A, € [0,1] et Z,, > 0 tels que m,, + X, = A (Y 4+ p(Y)) + Z,,. On
amy, — L, X;, =& X p.s. et, quitte & extraire une sous-suite, A\, — Aso. On en déduit la



convergence presque sure de Z, vers Zoo := L+ X — Ao (Y +p(Y)), et comme P(Z,, > 0) =1,
il vient P(Zo, > 0) = 1. Ainsi, il vient

L+ X =Ao(Y +p(Y)) + Zoo € Ay.

Cela prouve pa, (X) < L et donc L = pa, (X). Grace a cette propriété de “continuité par
au-dessus”, on peut appliquer le théoréme du cours sur la représentation des mesures de
risque ce qui donne le résultat voulu.

Partie 11 (baréme indicatif /10 points)

Question 1 (2 points)

Soit f une fonction croissante et continue a droite et on lui associe son inverse généralisé
f~ly) = inf{x, f(z) > y}. On définit une nouvelle fonction g(z) = f((z/a) + b) — ¢, avec
(a,b,c) € (0,00) x R x R. En supposant que f~! est continue, justifier que f~(f(x)) = z puis
que g~ (f(x) — ¢) = a(z - b).

Question 2 (1 + 2 points)
Soit G fonction de répartition d’une loi max-stable. Lorsque G(z) €]0, 1[, nous définissons
Pinverse généralisé U de la fonction — log(— log(G)).
1. Montrer qu'’il existe une fonction réelle a(s) > 0 telle que
[U(y + log(s)) — Ullog(s))l/a(s) = Uly) — U(0).

2. Sia(s) # 1, montrer que G est la fonction de répartition d’une loi de Fréchet ou de Weibull.

Question 3 (2 + 2 points)

Soient (Uj)1<i<n des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uni-
forme sur [0,1] et soient (V;)i<i<n des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées de fonction de survie F'(z) = (1/x)1;>1. Pour X = U,V nous définissons la statistique

d’ordre (Xi(n))lggn = < min X; = X{n) < Xén) <. < szn) < max Xi).

1<i<n ~ 1<i<n

1. Montrer que (U™)1<i<p est de méme loi que (It /i1, ..., Tp/Tny1) ott Ty, = By + By +
..+ E) et (E;)1<i<n+1 sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
de loi exponentielle £(1).

2. Pour une suite k,, € {1,...,n} avec lirf k., = 400, montrer la convergence en probabilité
n—-+0o0
k
de ;”Vn(_’";)l_kn vers 1 lorsque n — 4o0.
Question 4 (1 point)

Donner deux cas possibles qui justifient la non-contradiction de I'existence de plusieurs actifs
sans-risque avec ’absence d’opportunité d’arbitrage.



