Examen du cours de “Mesures de risque en finance”
Mercredi 10 Janvier 2024 (9h00-11h00)

Aucun document autorisé.
Il est impératif de rédiger la réponse aux deux parties sur des copies différentes.

Partie I (10 points)

On cousidere (2, F,P) un espace de probabilité tel qu’il existe une variable aléatoire réelle U de loi uniforme
sous P. On considere X = L (Q, F,P), ensemble des variables aléatoires & valeurs bornées muni de la
norme || X||e = inf{M > 0,P(|X| < M) = 1}. On définit, pour o €]0, +o0],

X € X, pa(X) = ~ log(E[e*X]),

1. Montrer que p,(X) est une mesure de risque monétaire convexe. Est-elle cohérente?

2. (a) Montrer que pour X € X fixé, a — po(X) est une fonction croissante.

(b) Calculer pour X € X, po(X) := lin%)pa(X). Est-ce que pg est une mesure de risque cohérente?
a—

On introduit, comme dans le cours, M;(P) I'ensemble des mesures de probabilité sur (£2,F) qui sont
absolument continues par rapport a P. Par la suite, E désignera I’espérance par rapport a la probabilité
de référence P. Pour Q € M;(P), on note % la densité de Q par rapport a P et Eg ’espérance sous la
probabilité Q: Eq[X] = E[%X] pour tout X € X.

3. On se donne « €]0, +o00].

(a) Soit (X, )nen € XN une suite bornée (c’est a dire qu'il existe M € Ry tel que ¥n € N, || X, |00 <
M) telle que X, 2 X, p.s.. Montrer que p,(X) = hl}rl Pa(Xn).
n— n—-+4oo

(b) En déduire que
pa(X) = sup EQ[_X] —7(Q),
Q€M1(P)

oll 1(Q) = ;ggE[—X 991 — LlogEle~X]. Vérifier que 74(Q) = 271(Q)

On pose p(z) = zlog(z) , x > 0 (p(0) = 0 en prolongeant par continuité). Pour Q € M;(P), on pose
H(QP) =E[¢ (‘;%)} = Eq [log (3%)] la fonction H(Q|P) est appelée I'entropie de Q par rapport a P.

4. (a) Montrer que ¢ est convexe et minorée. En déduire que H(Q|P) a un sens lorsque Q € M, (P),
et montrer que H(Q|P) > 0.

(b) Montrer que v1(Q) > H(Q[P).

(c) On pose, pour Z € X, % = EF:Z]. Montrer que si Q € M;(PP), Q est absolument continue par

rapport a P2, et calculer &%Q}.
(d) Montrer que H(Q|P) = H(Q|P?)+E [%Z] —log(E(e?)), puis que H(Q|P) > v1(Q). En déduire

la représentation suivante de p:

1
pa(X) = sup Eg[-X]-—H(Q[P).
@GMl(P) «

QUESTIONS SUR LA PRESENTATION DU 8 NOVEMBRE 2023 :
1. Qu’est-ce que le risque opérationnel? Donner un exemple.

2. A-t-on besoin d’un modele pour gérer le risque d’une option européenne? Justifier votre réponse.



Partie 11 (baréme indicatif /10 points)

Exercice 1 (141 points)

Soient o > 0, F fonction de répartition continue et F~!(y) = inf{x € R, F(x) > y}, elles vérifient ¥z € R
et y €]0,1]: F(z) >y e x> F1(y).

1. Montrer que F(F~1(z)) = x.
2. En supposant que (1 — F(z)) est a variation lente, montrer que F' est dans le domaine d’attraction

d’une loi de Fréchet i.e. 3d, =0et ¢, =F! (1 — %) avec F"(cpx +d,) — exp(—x~ ).
n—oo

Exercice 2 (141 points)

—

Soit la fonction de répartition définie, pour z < xp, par F(x) =1 — exp < ) avec a > 0.

Trp — X
1. Déterminer, en justifiant, son domaine d’attraction.

2. Déterminer les coefficients d’échelle et de translation (c,, d,) associés & cette distribution.

Exercice 3 (2+1+1 points)

Soient (U;)1<i<n des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1]
et soient (V;)1<;<y, des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de fonction de survie

F(x) = (\/x)*1z>x. Pour X = U,V nous définissons la statistique d’ordre (X-(n))lgign = ( min X; =

7

1<i<n
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi exponentielle £(1).

an) < Xé") < ... < XM < max Xl-). On introduit 'y = Ey + ... + Ej avec (E;)1<i<n+1 sont des

1. Montrer que (Ul(n), sy U,(zn)) est de méme loi que (I'1/Thy1,..., 0 /Tnt1).

2. Pour une suite k, € {1,...,n} avec lim k, =+ooet lim k,/n =0, on introduit l'estimteur
n——4oo n——+4oo

—1
. 1< n) jyrn
Ok ,n = (k Z log(\/;( )/Vrf-s-)l—kn))

" l=n+1—kn

a. En distribution, réexprimer cet estimateur en fonction des variables I'f.

b. Démonter la convergence en probabilité de cet estimateur.

Exercice 4 (1 point)

Soit ’exemple d’'un client qui achete un put a la banque de strike K et de maturité T sur le sous-jacent S.
Soit 7 le minimum des deux temps de défauts de la banque et de son client. Quel est le flux C} réellement
transmis par la banque a son client au temps t.

Exercice 5 (1 point)

Quelle asymétrie apparait lorsqu’une banque veut couvrir le risque de défaut d’une contrepartie qui n’est
pas une banque ?



Corrigé

1. Soient X,Y € X. Si X <Y P-ps.,, e X > e Pps. et donc po(X) > pa(Y). Pour m € R,
po(X +m) = Llog(E[e*me~*X]) = po(X) —m. Pour prouver la convexité, il s’agit de montrer que
pour A €]0, 1], £ log(E[e~2A e=2(1=MYT) < 2 ]og(E[e~X]) 4+ =2 log(E[e~*¥]), ou encore

2.

3.

E[efa)\Xefa(lf)\)Y] < E[efaX])\]E[efaY}(lf)\)

)

ce qui n’est rien d’autre que l'inégalité de Holder avec 1/p = A et 1/¢ = 1 — X. Enfin p, n’est pas
une mesure de risque cohérente. En effet, Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, on a

pour A > 0, po(AX) = Llog($(1 4+ ™)) ~rioo =1982) " e qui nest pas compatible avec un
comportement linéaire.

(a)
(b)

(a)

[

Soient 0 < @ < a’. On pose p = a'/a > 1. Par l'inégalité de Jensen, E[e~*X] < E[e~PX]1/P,
et par conséquent + log(E[e*¥]) < L log(E[e~* *]).

Pour X € X, po(X) = Y peo(—a)*E[X*]/k!. 1l s’agit d'une série absolument convergente et
on a po(X) =40 1 — aE[X] + O(a?), et par conséquent po(X) = E[—X], ce qui est clairement
une mesure de risque cohérente.

Soit (X,,)nen € XN une suite telle que

n—-+oo

X, — X,p.s.
IM > 0,¥n € N, [| X, [0 < M.

Par convergence dominée, on a E[e~%X»] o Ele=*X] et donc lim,, o0 pa(Xpn) = pa(X).
n—-+0oo

En particulier, on a que p,(X) < ligJirnfpa(Xn). D’apres le théoréme vu en cours sur la
n o0
représentation des mesures de risque convexes s.c.i., on en déduit grace a (a) que

pa(X) = sup Eg[-X]—1.(Q),
QeM; (P)

oll 1,(Q) = )S(IéI;)VE[_X%] — LlogEle=*¥]. On a 7,(Q) = é;lé%E[—aX%] — logE[e=*X] =

i;ugE[fX%] —logEle™*] = 1+,(Q), puisque aX = X.
€

On a ¢/'(z) = 1 + log(z) est une fonction croissante et ¢ est donc convexe. De plus ¢'(z) < 0

pour z < 1/e et ¢/'(z) > 0 pour z > 1/e, ce qui assure que ¢ atteint son minimum en 1/e,

et donc p(z) > p(1/e) = —1/e. Ainsi, H(Q|P) = E[(p(%)] a un sens comime es%érancedd’une

variable aléatoire minorée. En outre on a par I'inégalité de Jensen, H(Q|P) = E[d—% log(d%)] >
(E[22) = 0

PUELap :

Pour n,p € N*, on pose X, , = —log(%)ll/p<%<n €X.Ona

dQ, dQ dQ
71(Q) > E {log(w)wll/p<ﬁg<n:| —log (E [Cﬂpl1/p<j§$<n]> .

Par convergence dominée, il vient en faisant tendre p — +oo que 11(Q) > E[p (fli%) Lag <) —
1og(]E[%1% <n)), puis en faisant tendre n — +o0o, on obtient par convergence monotone que
71(Q) = H(Q|P).

Pour X € X, Eg[X] = E [ X] = E |57 851 92 X| = Eps[£51 92 X]. Done Q est absolument
continue par rapport & PZ, et

dQ _ Ele?)dQ
dPZ — eZ JP’




(d) En utilisant ’égalité de la question précédente,

H(QIP) =E {dQlog (d(@ﬂ = E _dQ(Z — log(E[eZ]))] +E {d(@log ( dQ )}

P dP | dP dP dp?
= Eq[Z] —log(E[e”]) + Epz [cp(g%)]
= E C;%Z} — log(E[e?]) + H(Q|P?).

Comme, H(Q|P?) > 0 et que Z € X est arbitraire, il vient:

HQIP) > supE | 22 - og(Ee) = (@)



