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CHAPITRE |

PROBL EMATIQUE

Ce travail aborde le probleme de la  valuation des produits dérivés nanciers

une opération qui dans le cas général est colteuse en tem ps de calcul. L'une des
méthodes utilisées pour effectuer cette valuation est la méthode de Monte-Carlo
qui a la propriété intéressante d'étre facilement para llélisable, et donc de s'adapter

au mode de calcul des processeurs graphiques .

1 PRODUITS DERIVES

1.1 D ES EXEMPLES

Alice, Bob et Charlie possedent chacun leur restaurant, al ignés les uns a coté
des autres. Chaque jour, les employés d'une entreprise voi sine viennent déjeuner
au hasard dans I'un des trois restaurants, rapportant €900 au propriétaire. Ainsi,
chacun gagne en moyenne e300 par jour. Un matin, Alice ayant un besoin de
liquidités impératif pour payer ses fournisseurs, elle p ropose a Bob et Charlie le
contrat suivant : chacun lui verse e 100 en début de journée, et, si les clients son
venus chez elle, elle leur versera a chacun €390 en retour.

Du point de vue d'Alice, le contrat est avantageux : elle aura a coup sur les
€200 nécessaires pour payer ses factures. Du point de vue de B ob et Charlie,
le contrat est également avantageux, puisqu'il leur rappo rte en moyenne e 330.
Ce contrat entre Alice, Bob et Charlie est un exemple de produit dérivé : a partir
d'une valeur sous-jacente tres aléatoire (ici, les recettes de la journée), Alice a pu
constituer un contrat lui assurant un revenu moins risqué, et Bob et Charlie ont
obtenu un revenu moyen plus élevé en retour.

Plus généralement, un produit dérivé est un contrat ass urant un ou plusieurs
versement a des dates future, dont la valeur sera détermin ée au moment détre
effectuée a partir de la valeur d'un sous-jacent (ici, les recettes d'Alice pour la
journée) suivant une formule décidée a I'avance (ici, 4 3.3% des recettes) et incluse
dans le contrat. Ce contrat est alors vendu pour une somme xe et immédiate
(ici, €100). On raisonne sur les produits dérivés en termes de payoffs , qui sont
les formules mathématiques de chaque versement en fonctio n de I'état futur du
monde a l'instant T du transfert (et en particulier la valeur S des sous-jacents).

Pour I'exemple ci-dessus, le payoff est simplement :

0 siStr =0
390 sinon



Un exemple de produit dérivé réellement échangé sur le s marchés nanciers
est |'option européenne Put de prix d'exercice K. Ce contrat donne a son porteur
le droit (mais pas le devoir) de toucher une somme K a I'échéance, a condition de
payer en retour le prix du sous-jacent au moment de l'exercic e. Le porteur touche
donc soit O, soit K Sy, suivant qu'il exerce ou non le contrat, et on s'attend a
ce qu'il choisisse la plus grande des deux valeurs. L'expres sion mathématique du
payoff est donc :

P =max(K Sr;0)

1.2 VALEUR ESPEREE

A n de pouvoir comparer des payoffs a des instants différe nts, on utilise une
remise a I'échelle en considérant la valeur des payoffs a u moment de la sigha-
ture du contrat. On applique un taux d'escompte pour obtenir la valeur espérée
du produit nancier a partir de I'espérance du payoff. Cel a revient a calculer le
rendement du produit nancier relativement a un placement sans risque, puis a
comparer les rendements relatifs des payoffs au lieu de leur valeur.

H = R(T) E[P]

Les valeurs espérées de deux produits a échéances diff  érentes sont compa-
rables entre elles. Ces valeurs sont additives (la valeur es pérée d'un produit ver-
sant deux payoffs est la somme des valeurs espérées de chaq  ue payoff).

Les produits dérivés ont deux applications principales. La premiere est celle vue
dans l'exemple précédent : servir d'assurance, en diminu ant les pertes dans une
situation négative, quitte a réduire les gains dans une s ituation positive. L'autre
application est la spéculation : si le prix d'un produit dé rivé n'est pas exactement
égal a sa valeur espérée H, alors il est avantageux soit de le vendre (son prix est
plus grand que sa valeur) soit de l'acheter (son prix est plus petit que sa valeur).

On appelle cela une opportunité d'arbitrage

1.3 VALUATION NUMERIQUE

La valuation, ou pricing , des produits dérivés nanciers est le calcul de l'espé-
rance des payoffs ou de la valeur espérée du produit dériv é.

Lorsqu'on souhaite participer sur un marché de produits d” erivés nanciers,
il est impératif d'arriver a évaluer précisément la so mme moyenne que chaque
produit permet de toucher. Si I'estimation est trop différ ente de la valeur réelle,
un autre participant dont I'estimation est plus able pourr a gagner aux dépens
de celui dont I'estimation est moins able. Cela est rendu en core plus dif cile par
la vitesse des échanges : en général, les prix et les écha nges disponibles varient
rapidement au cours du temps, ce qui laisse parfois moins de g uelques minutes

pour évaluer un produit.

Pour calculer I'espérance des payoffs, on part d'un model e expliquant la va-



riation des sous-jacents. Dans notre exemple initial, le so us-jacent que sont les

recettes d'Alice suit une distribution de probabilité tr es simple :
0 avecP= 2
Sr = i
900 avecP= 3
On applique alors une transformation visant a obtenir la di stribution de  P(S)

a partir de la distribution de S. Puis on calcule I'espérance  E[P] et on applique le
facteur d'escompte R(T) pour obtenir la valeur espérée  H. Dans I'exemple initial,
le calcul de I'espérance des payoffs aboutit a :

E[P]=390 P(St 60)=130

Ainsi, la valeur du contrat d'Alice (e 130) esta comparer avec son prix (  e100) :
il est avantageux de signer.

Dans le cas des produits nanciers dérivés, le comporteme nt du sous-jacent
est le plus souvent décrit comme un mouvement brownien géo meétrique. Dans le
modele de Black-Scholes, on exprime la variation in nitésimale dS: au cours du
temps est donnée en fonction du prix instantané S: du sous-jacent, d'un terme de
dérive déterministe , d'une volatilité et d'un pas aléatoire in nitésimal dw; :

dS = ()Scdt+ (1S dW;

Certains produits, par exemple les options européennes Put, ont été étudiés
mathématiquement, et leur valeur espérée est donnée pa r une formule explicite
(et simple a calculer par une machine). Cependant, dans I'i mmense majorité des
cas, il n'existe pas de telle formule explicite pour les éva luer. On les calcule alors

par simulation numeérique.

1.4 M ETHODE DE MONTE-CARLO

Une méthode de simulation numérique est la méthode de Mon te-Carlo. Elle
consiste a calculer la valeur espérée :

z
H = R(T) P(S) dP(S)
s2

En tirant aléatoirement  * une famille ! d'évolutions possibles de S, on peut
approximer la valeur recherchée par :

1A partirde laloide S



Algorithme 1 : Résumé rapide de la méthode de Monte-Carlo
Entr ée : Une loi de probabilité  P(S)
Entr ée : Un payoff P
Entr ée : Un entier N R
Sortie : Approximation de ¢ P(S) dP(S)

/* Calcul des payoffs, un pour chaque tirage al eatoire. */
1 valeur tableau de taille N;
2 pour i2f1;:::Ngfaire
3 S tirage suivant P(S);
4 valeur(i] P(S)
5 N
/* Calcul d'une approximation de l'esp erance comme la
moyenne des payoffs simul es. */
6 esperance 0;
7 pour i2f1;:::Ngfaire
8 esperance esperance+ valeur[i]=N;
9 N
10 renvoyer esperance

L'algorithme de Monte-Carlo comporte donc deux parties : un e partie hau-
tement parallele consistant a tirer aléatoirement une t rajectoire de S possible,
puis a calculer le payoff correspondant a cette trajectoi re, et une deuxieme partie

consistant a faire la somme de tous les payoffs simulés.

2 PROCESSEURS GRAPHIQUES

2.1 CHRONOLOGIE

La plupart des ordinateurs modernes incorporent une carte g raphique dédiée
a l'accélération 3D, souvent appelée GPU (pour Graphics Processing Unit ). Celle-ci
permet d'améliorer les performances des applications qui effectuent du dessin en
trois dimensions, comme les jeux vidéo ou la conception ass istée par ordinateur.

Les premieres cartes graphiques étaient utilisées dans les années 1980-1990
pour l'accélération de dessin en deux dimensions. Ces car tes étaient certes plus
spécialisées que le processeur principal, mais restaien t néanmoins tres généralis-
tes et pouvaient étre utilisées pour d'autres types de cal culs que le dessin gra-
phique.

Une deuxieme vague de cartes graphiques est apparue a la su ite de I'apparition
des interfaces graphiques (en particulier, Microsoft R Windows R) sur la plate-
forme PC. Ces cartes étaient entierement spécialisées dans le dessin en deux
dimensions, et étaient contrlables a travers des inter faces de programmation
indépendantes du matériel (par exemple, GDI), ce qui réd uisait d'autant leur exi-
bilite. Vers le milieu des années 1990-2000, les cartes ac célératrices faisaient leur
apparition, proposant un ensemble tres faible d'opérati ons tres rapides, toutes



lites au dessin en trois dimensions.

Les années 2000 ont vu le retour des cartes graphiques gén”  eralistes a travers
le systeme des shaders , une famille de langage de programmation permettant de

mieux contréler le processus de rendu en trois dimensions ( transformation de tri-
angles, puis mise en trame et colorisation de pixels). Ces la ngages initialement
rudimentaires ont évolué et gagné en exibilité, jusqu 'a aboutir en 2004 a des
langages comme NVIDIA r Cg ou Microsoft rR HLSL. Cependant, méme ces lan-
gages n'atteignent pas la exibilité des langages de progr ammation usuels—en
particulier, un shader n'a pas d'acces aléatoire en &cri ture.

La derniere génération, apparue en 2007, regroupe des te chnologies tres géné-

ralistes : le langage de programmation NVIDIA R CUDA™ le Unied Shader Mo-
del proposé par Microsoft R DirectX 10 R, ou la série NVIDIA R Tesla™. Cette
génération propose des langages ayant le pouvoir d'expre ssivité du C, et un nou-
veau modele de calcul, et s'inscrit dans la pratique croiss ante du GPGPU ( General-
Purpose GPU) constant a utiliser la présence des cartes graphiques li vrées avec les
ordinateurs de bureau pour accélérer des calculs qui n'on t rien a voir avec du
dessin en trois dimensions.

2.2 ARCHITECTURE PARALLELE

Historiguement, les cartes graphiques prennent en entrée un ensemble de
points en trois dimensions, regroupés en triangles. Sur le s anciennes cartes TnL 2
ces triangles subissent une transformation dans un espace p rojectif (pour les pla-
cer aux bons endroits sur I'écran) et la couleur de chacun de leurs sommets est
calculée en fonction de la position de lumieres les éclai rant. Ensuite, chaque tri-
angle est mis en trame (transformé en pixels) et la couleur d e chaque pixel est
calculée en interpolant les valeurs des trois sommets du tr iangle.

Cette architecture primitive contient déja des élémen ts de parallélisation : cha-
gue triangle est transformé et éclairé indépendamment des autres triangles, et
chaque pixel est colorié indépendamment des autres pixel S. Les cartes introdui-
saient des cette époque du parallélisme matériel a I'a ide d'un grand nombre de
pipelines identiques traitant soit des points, soit des pixels.

Bien que l'apparition de matériel généraliste modie I architecture (qui désor-
mais n'est plus composée de pipelines, mais de processeurs généralistes), les
tdches a accomplir restent paralleles. Ainsi, les nouve lles cartes sont optimisées
pour réaliser un grand nombre de fois une méme opération e n parallele. La con -
guration d'une carte récente (NVIDIA R GeForce 8800 GTX) contient 128 proces-
seurs cadencés a 1.6GHz [1], dont la puissance de calcul th éorique dépasse d'un
ordre de grandeur la performance des multi-cores 3GHz les pl us récents. Mieux,
une solution dédiée au GPGPU (par exemple, le serveur de ca  Icul NVIDIA r Tesla
S870) comporte 512 processeurs.

Pour cette raison, la piste du pricing par la méthode de Mont e-Carlo en GPGPU
est plus qu'intéréssante.

2Transform and Lighting



2.3 TRAVAUX EXISTANTS ET MOTIVATION

La “mode” GPGPU se développe depuis quelques années déj a, utilisée pour

accélérer des calculs plus ou moins en rapport avec le trai tement de l'image. En
particulier, cette méthode est déja utiliséee au CERTIS [3][4], e laboratoire ou ce
stage s'est déroulé, et qui disposait déja d'un certain nombre de cartes GPU de

derniere génération.

Plusieurs laboratoires et entreprises proposent déja de s solutions pour effec-
tuer des simulations de Monte-Carlo en GPGPU. Par exemple, G PU-Tech [5] pro-
pose un systeme de développement adapté a la précéden  te génération de cartes,
et brigue un gain de performances de 1000%. De méme, le Softw are Develop-
ment Kit de NVIDIA R CUDA™ incorpore parmi ses exemples une simulation de
Monte-Carlo pour les options européennes Put. Dans des domaines autres que
la nance, des simulations de Monte-Carlo sont effectuées en GPGPU pour de la
physique quantique [6], entre autres.

Une limite des approches existantes est le niveau de compét ence requis pour
simuler un produit nancier arbitraire. En effet, il faut, p our simuler un produit
nancier inconnu, étre capable de programmer soi-méme le calcul de son payoff
en code GPGPU. Cette nécessité est trop frequente (de nou veaux produits sont
régulierement créés) et trop dif cile pour les non-sp” ecialistes.

Ce travail étudie la création d'un générateur de code ca pable de traduire une

représentation accessible aux non-initiés en du code GPG PU effectuant la valua-
tion correspondante. Il relie ainsi la simplicité d'utili sation de langages de descrip-
tion de produits existants (par exemple, le langage MLFi) au X capacités de calcul

des cartes graphiques.
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CHAPITRE |l

METHODE DE MONTE CARLO

1 PRINCIPE DE LA METHODE

Soit une loi de probabilité  P(S) et une fonction P de S. On souhaite calculer :

Z
EP(S)]I=  P(S)P(S)

Soit une suite in nie de tirages Xi suivant la loi P(S). Alors la loi forte des
grands nombres assure que :

z

X
lim — P(Xn)= P(S)P(S)
NI +1 N
n=1
De plus, le théoreme central limite assure une diminution de I'écart-type sur
la valeur observée qui est asymptotiguement équivalente a 1= N (il faut donc une
augmentation quadratique du nombre de tirages pour une amé lioration linéaire

de la précision du résultat) : pour N grand,

1 X 2
"N = E[X] N P(Xn) N O;W

n=1

Des méthodes, dites de réduction de la variance , existent pour accélérer la
convergence. Cela inclut :

— La décomposition de P(S) en P, (S) + Pc(S), ou E[Pc(S)] est donnée par une
formule explicite et  E[P, (S)], calculée par la méthode de Monte Carlo, a une
convergence plus rapide que l'estimation de E[P(9)].

— La prise en compte, pour chaque trajectoire, d'une traject oire opposée de
méme probabilité. Par exemple, si une trajectoire est cal culée a partir d'un
vecteur de gaussiennes (Gj:::Gy), alors considérer simultanément (9r:::0n)
et ( g1::: ©n) accélere la convergence.

— Plutét que de générer les valeurs de S suivant la loi de S, utiliser une loi
adaptée a P, par exemple une loi assurant une variance nulle :

P(S)P(S)
E[P(S)]

En utilisant pour  E[P(S)] une approximation rapide, on peut accélérer la
convergence en diminuant la variance.

Au niveau informatique, le principe est donc de découper I algorithme en une



phase de génération de la valeur aléatoire S suivant la bonne loi, puis une phase
d'évaluation de P a partir de la valeur de S, et enn |'étape d'accumulation pro-
prement dite qui consiste a sommer N résultats pour en calculer la moyenne.

2 CAs CONSIDERES

Dans ce travail, on s'attache tout particulierementa I'a pplication de la méthode
de Monte Carlo aux produits nanciers dérivés. Ces produi ts peuvent dépendre de
la valeur d'un ou plusieurs actifs sous-jacents, a un ou plu sieurs moments dans

le temps, et suivant des formules souvent complexes.

Voici quelques exemples :

. Vanilla Put Option

Sans doute le plus simple produit dérivé de type option. Se fonde sur un
unique actif sous-jacent S, ainsi qu'un prix d'exercice K (appelé strike ), et
offre un paiement a I'échéance calculé comme :

P =max(K Sr;0)

. Asian Put Option

Une option exotique, se fonde sur un unique actif sous-jacen t S etun
strike K. A I'échéance, offre un paiement calculé comme :

P=max(K Ar;0)

Ou At est la moyenne des valeurs de S entre une date de départ et
I'éEchéance.

. Everest

Un produit dérivé distribué par la Société Générale en 1997, avec échéance
en 2007, se fonde sur 12 sous-jacents ~ S':::S'2, une unité de ce produit
verse a I'échéance :

P =1+min i

! 0
Le capital est garanti : s'il devait rapporter moins de 1, il r apporte tout
de méme 1. Le grand nombre de sous-jacents rend I'estimatio n par Monte

Carlo lente, mais néanmoins praticable.
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. Correlation Swaps
Produit moderne basé sur les moments d'ordre deux empiriqu es. Fondé
sur 20 sous-jacents, paye la moyenne des corrélations réa lisées :
s! sk
In 7 In
1 X . t s SE,
N(N 1) P . P K
N e Pl P st
St 1 t 1
On se restreindra ici a lI'analyse du modele de Black-Schol es : le prix de l'actif

sous-jacent S; varie suivant I'équation différentielle stochastique :
dS = Si(rdt + dW )

Ou W; est un processus de Wiener (qui constitue donc la part de marc he aléatoire
du modele) et r est le terme de dérive déterministe. On supposera dans la m ajorité
des cas que r et ne varient pas au cours du temps.

Cette équation différentielle peut étre résolue de deu X manieres différentes :
— Par intégration, en utilisant une méthode d'Euler aléa toire :

p__
Si+ t=S@A+r t+ gn t

Cette méthode a l'intérét qu'elle fonctionne dans tous | es cas de gure, mais
elle est soit lente (des pas de temps faibles) soit imprécis e a cause des erreurs
numeériques.

— Par résolution, puisque la solution de I'équation est ex plicite :

2
St = Sexp rt T+ W ¢

Il faut alors simuler W;, ce qui se fait le plus souvent soit par sommation

de un ou plusieurs bruits gaussiens, soit par la méthode du p ont brownien.
Cette méthode a le désavantage de ne pas fonctionner si r ou dépendent
du temps.
On raisonnera également pour les dimensions supérieures , puisque certains
produits dépendent simultanément de plusieurs actifs. C haque produit continue

a suivre le modele de Black-Scholes :
ds! = Si(rdt + dw )

La nouveauté est que, pour assurer la corrélation entre le s différents produits,
on introduit une relation de corrélation sur les dw, a l'aide d'une matrice de
variance-covariance.

Numériquement, on construit dW; = T G a partir d'un vecteur G de bruits
gaussiens indépendants, en lui appliquant une matrice de t ransformation T telle
que TT%= . Ainsi, la variance-covariance de dW; est hien T Id T%°= . La
construction de T a partir de est effectuée par la décomposition de Cholesky.

13



3 DIRECTIONS DE TRAVAIL

Dans le cadre de ce stage, seules les approches les plus simpl es ont été envi-
sagées, a n d'effectuer une étude rapide de la faisabilit é. Pour cela :

— Les étapes de pré-calcul, qui ne font pas partie de la simu lation de Monte
Carlo a proprement parler, par exemple le calcul de la déco mposition de Cho-
lesky ou I'évaluation des parametres du modele, sont sup posées faites par les
méthodes déja existantes, et le programme GPU aura direc tement acces aux
valeurs traitées.

— La plupart des techniques d'accélération de convergenc e, de méme que bon

nombre d'astuces de calcul spéciques a certains produit s, seront ignorées
par souci d'obtenir une approche simple de la simulation.
— Un grand soin sera attaché aux méthodes de génération d es trajectoires, et

en particulier des nombres aléatoires utilisés.

La solution recherchée devra étre capable de supporter un nombre arbitraire
d'actifs sous-jacents, et si possible une classe de payoffs aussi large que possible 2.

En n, le stage devra s'orienter a la fois autour d'une étud e de faisabilité per-
mettant de répondre simplement si la simulation de Monte Ca rlo sur la nouvelle
génération de cartes a du potentiel, d'une étude pratiqu e des modalités de la mise
en place (jointe a des briques et fondations réutilisable s par la suite) et si possible
de la création d'outils externes utiles a cette mise en pla ce (librairies, outils de
développement, techniques de développement).

311 est déja dif cile d'estimer par Monte Carlo tous les pay offs, par exemple les options Américaines,
mais on pourra méme ignorer ici des payoffs classiques, par exemple ceux dépendant de la variance.
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CHAPITRE Il

NVIDIA R CUDA™

CUDA™ (Compute Uni ed Device Architecture ) est une architecture de dévelop-
pement et d'exécution axée autour de la derniere génér ation de cartes graphiques.
Elle incorpore :

— Des drivers permettant d'interagir avec la carte graphiqu e autrement que par
le biais des API ( Application Programming Interface ) graphiques usuelles.

— Une ISA (Instruction Set Architecture ) de bas niveau, appellée PTX, pouvant
servir de cible a d'autres compilateurs.

— Un langage de programmation basé sur le langage C, muni de q uelques ex-
tensions, et livré avec un compilateur ( nvcc ) générant du PTX.

— Une machine virtuelle permettant de simuler le fonctionne ment d'une carte
de derniere génération sur le CPU a des ns de débogage.

— Une gamme de cartes compatibles (GeForce 8800, et Quadro FX , Tesla).

1 LE SCHEMA DE COMPILATION CUDA ™

1.1 CoDbE MIXTE

Un chier CUDA ™ typique incorpore trois types de code :

— Des fonctions classiques a exécuter sur le CPU, et des var iables existant sur
le CPU. Ces fonctions peuvent étre écrites en C ou C++ sans a ucun change-
ment par rapport a un programme sans calculs sur le GPU.

— Des fonctions a exécuter sur le GPU, pré xées par les mo ts-cles __ global__

ou __ device__ , appelées noyaux ( kernels). Ces fonctions sont écrites dans
une version allégée du langage C (en patrticulier, sans lib rairie standard, al-
location dynamique ou appels récursifs). De méme, il exis te des variables
restreintes au GPU, pré xées par __device__ et __shared__ .

— Des instructions permettant au code CPU d'appeler une fonc tion GPU a dis-
tance. Par exemple, si simulation est un noyau acceptant un parametre
entier, il est possible de I'exécuter 4096 fois a partir du CPU :

int entier;

simulation<<< 32, 128 >>>(entier);



Le code CPU peut également incorporer des appels allouant d ynamiquement de
la mémoire sur le GPU, ou copiant des blocs de mémoire entre la mémoire systeme
et la mémoire de la carte graphique.

Certaines entités (les fonctions _ global |, les variables _ device_ , et les
structures de données) peuvent étre utilisées a la fois sur le CPU et sur le GPU.
Toutes les autres entités ne peuvent étre utilisées que d ans le domaine ou elles
existent.

Le code CUDA ™ est compilé a I'aide du compilateur nvcc fourni par NVIDIA Rr.
Ce compilateur fonctionne en étapes et interagit avec le co mpilateur C ou C++
disponible sur le systeme pour créer une application util isant le GPU.

1.2 Cobe GPU

La premiere étape de compilation est la séparation des pa rties de code CPU et
GPU.

Le code CPU du chier d'origine est extrait et placé dans un chier temporaire.
Les appels a distance de fonctions GPU sont transformés en une série d'appels au
driver CUDA lui indiquant de charger le programme sur le GPU, de lui envoyer
les arguments corrects, et de commencer I'exécution. Ce co de (désormais du C ou
C++ tout a fait standard) est compilé a I'aide du compilat eur C ou C++ disponible
sur le systeme.

le code GPU est extrait (de méme que les dé nitions des stru ctures utilisées) et
placé dans un chier .gpu représentant un format intermédiaire. Le code présent
est, a peu de choses pres, du code C ou les noms des fonction s ont été décorés

a partir des types de leurs arguments (puisque CUDA autoris e la surcharge de
fonctions).
La deuxieme étape de la compilation est alors de transform er le code contenu

dans le chier .gpu en code assembleur PTX.

1.3 CobpE PTX

Le langage PTX est une ISA ( Instruction Set Architecture ) permettant de décrire
des programmes fonctionnant sur l'architecture dé nie pa r CUDA ™. Ce langage
utilise une syntaxe assembleur classique :

label: instruction destination, arg, arg;

Ce langage comporte quelques originalités, en particulie r 'usage des prédicats
(predicates ) permettant de représenter des booléens, et de spéci er une exécution
conditionnelle (une instruction est ignorée si le prédic at est faux) en précédant
linstruction d'un ~ @P(P étant le nom du prédicat). De plus, le PTX est un langage
a registres, et non a pile (comme un assembleur x86 typique ), et il est capable
d'effectuer de la réutilisation de registres si nécessai re.
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Un extrait simple de code PTX décrémentant une variable ju squa z€ro :

$loop:
sub.u32 $i, $i, 1;
setp.ne.u32 $p, $i, 0;
@3$p bra $loop;

Ce langage est documenté, et a vocation a devenir un langag e intermédiaire,
ensuite compilé par la partie  back-end de nvcc pour générer du code binaire.

1.4 B INAIRES

Le format binaire utilisé par CUDA ™ est le format cubin . Un tel chier repré-
sente un module contenant un ensemble de noyaux pouvant étre exécutés un e fois
le module chargé sur la carte graphique. Les modules peuven t également contenir
des variables globales (constantes ou non) qui seront allou ées et initialisées au
moment du chargement sur la carte.

Les modules contiennent d'autres informations utiles a I exécution, comme
I'espace mémoire nécessaire, la taille totale des param etres attendus par chaque
noyau, ainsi que le nombre de registres utilisés.

1.5 RESUME

La gure 1 illustre la procédure permettant de transformer un unique chier
source CUDA ™ en une application qui exécute une partie de son code sur la ¢ arte
graphique.

2 ARCHITECTURE

2.1 ScHEMA DE CALCUL

Le principe d'exécution de CUDA ™ est une approche classique en  grid compu-
ting : les noyaux sont exécutés un grand nombre de fois a traver s des threads ,
chaque thread disposant initialement du méme code, des mé mes données (les
arguments du noyau) et d'un identi ant unique a chaque thre ad lui permettant
de se différencier des autres. Ce thread peut alors lire et ©  ecrire a la fois dans sa
mémaoire privée et dans diverses zones mémoire communes a plusieurs threads.

Les threads sont regroupés en blocs ( blocks), qui sont la premiere unité de
granularité. Les threads d'un bloc peuvent synchroniser | eur exécution—un appel
a __synchronize() interrompt le thread jusqua ce que tous les autres threads
du bloc aient également exécuté cet appel. De méme, les t hreads d'un méme bloc
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FIG. 1 — La procédure de compilation CUDA ™
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disposent d'une mémoire partagée qui n'est pas accessibl e aux threads d'un autre
bloc.

Les blocs ont des contraintes en matieres de ressources mé moire, et ne peuvent
donc pas dépasser une certaine taille. Pour pouvoir exécu ter en un lancement plus

de threads que ne pourrait en contenir un seul bloc, les blocs sont regroupés en
grilles. Chaque lancement d'un noyau sur le GPU a partir du C PU correspond a
une grille. Pour lancer un noyau sur une grille de B blocks de T threads chacun,
on utilise :

noyau<<<B,T>>>(args);

Il n'y a pas de synchronisation possible entre blocs d'une gr ille, et tous les blocs
ont un acces asynchrone a la mémoire globale de la carte gr aphique. Il n‘est donc
pas possible sur l'architecture 1.0 (GeForce 8800, Quadro F X) de communiquer
de maniere able entre les blocs d'une grille. L'architect ure 1.1 (Tesla) propose en
revanche une opération Compare-and-Swap atomique sur la m émoire globale qui
(modulo les pertes de performance liées a ces acces) perm  ettra une communica-
tion rudimentaire, mais qui reste globalement une mauvaise idée.

2.2 |INTERACTION CPU-GPU

Dans le modele de calcul CUDA ™ la carte graphique est un serveur de calcul
esclave, entierement contrélé par le CPU. Ce dernier peu t exécuter des noyaux de

maniere asynchrone (l'ordre d'exécution est envoyé, pu is le contrble est rendu

sans attendre que l'exécution commence), ou transférer d es données entre la
mémoire systeme et la mémoire de la carte graphique de man iere synchrone (le
CPU attend que tous les noyaux aient ni de s'exécuter avant d'effectuer le trans-

fert) a I'aide d'un memcpy adapté. Le CPU est également responsable de toute I'al-
location et dé-allocation de la mémoire

La gure 2 schématise l'interaction classique entre le CPU et le GPU : des don-
nées a traiter sont envoyées par copie mémoire vers la m” emoire de la carte gra-
phique, puis une suite de noyaux est exécutée sur ces donn’ ees. Enn, le résultat

est rapatrié vers la mémoire systeme par copie mémaire.

Un probleme potentiel dans ce schéma d'exécution est que plusieurs noyaux
peuvent étre en train de s'exécuter au méme instant sur le GPU. Ainsi, lorsqu'un
noyau prend en entrée des valeurs calculées par le noyau pr écédent, il faut assurer
leur séquentialité en synchronisant explicitement le CP U et le GPU entre les deux
appels.

2.3 SIMD

Le fonctionnement matériel des GPU suit une architecture S IMD (Single Ins-
truction, Multiple Data ) : la carte graphique comporte un certain nombre de mul-
tiprocesseurs indépendants, chacun comportant un seul cache d'instruct ions, un
seul pointeur d'exécution, et huit processeurs synchroni sés disposant chacun de
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leurs propres registres. Les processeurs d'un méme multip rocesseur exécutent

donc simultanément la méme instruction sur des données d ifferentes.

Un multiprocesseur exécute en général plus de huit threa ds : la raison pour
cela est que la plupart des opérations ont une latence supé rieure a un cycle (les
instructions de base ont 4, 8, 16 voire 32 cycles de latence, e t les instructions
d'acces en mémoire peuvent avoir jusqua 400 cycles de la tence) tout en ne de-
mandant qu'un cycle au processeur Ainsi, un processeur donn € est partagé entre
plusieurs threads, ou un est exécuté pendant que les autr es attendent le retour

du calcul qu'ils ont commandé.

Le premier niveau de partage est le  warp, un ensemble de 32 threads par-

tageant le méme pointeur d'exécution. Puisque la latence typique est de quatre
cycles, un multiprocesseur exécute un warp en envoyant qua tre threads sur cha-
cun des huit processeurs pour exécuter la méme opération (@ chaque fois sur
des données propres au thread), ce qui permet d'éliminer ¢ ompletement I'effet de
latence (si on raisonne en cycles de warp, plutét qu'en cycl es de processeur, la
latence devient de 1, 2, 4, ou 8 cycles). Pour des raisons d'ef cacité, les warps
sont groupés de maniere xe et partagent le méme pointeur d'exécution : méme
si tous les threads du warp ne sont pas exécutés simultané ment du point de vue

chronologique, il le sont du point de vue sémantique.

Le deuxieme niveau de partage est le  bloc(le méme que dans la section archi-

tecture) : un ensemble de threads partageant une capacité d e synchronisation (ils
ne le sont pas par défaut, contrairement aux warps) et un acc es a une mémoire
partagée. Les threads d'un bloc sont regroupés en warps (c haque warp d'un bloc a
son propre pointeur d'exécution), et un plani cateur cent ralisé désactive les warps
d'un bloc qui sont en attente d'un résultat (par exemple, un acces lenta une zone
mémoire) et active un warp capable d'effectuer un calcul im médiatement (s'il en
existe un) an d'optimiser I'utilisation des processeurs. les threads d'un méme
bloc sont capables d'envoyer une instruction de synchronis ation rendant tous les
warps ayant atteint cette instruction inactifs jusqu'a ce gue les autres warps l'at-
teignent également. Un bloc ne peut étre exécuté que sur un seul multiprocesseur

(il ne peut sauter d'un multiprocesseur a un autre), mais pl usieurs blocs peuvent
exister sur le méme multiprocesseur s'ils sont assez petit s en termes de threads

et de mémoire.

Le troisieme niveau de partage est la grille : une ou plusieu rs grilles peuvent
s'exécuter a un méme instant sur la carte graphique. Elle s peuvent chacune conte-
nir plus de blocs que la carte ne peut en exécuter simultané ment. Un plani cateur
central se charge alors d'envoyer des blocs sur tous les mult iprocesseurs capables
d'en accueillir et, lorsqu'un bloc sur un multiprocesseur d onné nit son calcul,
il libere la place qu'il occupait et peut étre remplacé pa r un autre. Il n'existe pas
de moyen de synchroniser les multiprocesseurs entre eux, et donc aucun moyen
de coordonner des blocs. Pire : puisque certains blocs atten dent que d'autres -
nissent pour commencer, toute tentative de communication e ntre blocs est sujette
a deadlocks (si le bloc qui doit répondre attend que le bloc émetteur se nisse pour
s'exécuter).

Il est impossible pour les threads d'un méme warp d'exécut er des instructions
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difféerentes. Cependant, il reste possible d'effectuer de I'exécution conditionnelle

(branches, boucles) en rendant silencieux certains thread s. Il existe pour cela trois
méthodes :

— Méthode fondamentale : registre-prédicat. Une instruc tion peut étre condi-
tionnelle a un prédicat, et la valeur de ce prédicat peut ~ etre difféerente pour
deux threads distincts. Ainsi, si le prédicat est vrai pour certains threads et
faux pour d'autres, les threads ou il est vrai exécuteront l'instruction tandis

gue les autres gaspilleront un cycle a ne rien faire.

— Méthode dé nitive :  @p exit; interrompt dé nitivement I'exécution pour les
threads ou le prédicat p est vrai, les autres threads ignorent l'instruction et

peuvent donc continuer leur exécution. Les threads interr ompus continuent
a gaspiller du temps d'exécution jusqua ce que tous les t hreads du warp
soient interrompus de cette maniere. Méme si un warp est ai nsi éliming, il
faut que tous les warps disparaissent avant de libérer I'es pace consommé par

le bloc correspondant.

— Méthode a branches : il est possible de scinder l'exécut ion en plusieurs
ensembles de threads dans un warp donné. L'exécution est s cindée lors-
gu'un warp rencontre une instruction d'embranchement ( @p bra label; )et
le scindement est annulé lorsque tous les threads ont rejoi nt une instruc-
tion de réuni cation ( bra.uni label; ). Tant que I'exécution est scindée, le
multiprocesseur va choisir une branche non vide et I'exécu ter jusqua l'ins-
truction de réuni cation (tandis que les autres branches s ont ignorées), puis
chaisir la branche suivante non vide, et ainsi de suite jusqu 'a réuni cation.

Ainsi, I'exécution conditionnelle au niveau du thread est tres inef cace, puis-
que les instructions sautées par une conditionnelle sont g uand méme exécutées
(silencieusement et sans effet) par les threads qui les saut ent. Au niveau du warp,
la méthode a branche permet de sauter un ensemble d'instru ctions completement
si aucun thread du warp n'avait besoin de les exécuter.

2.4 M EMOIRES

Il existe sur la carte graphique plusieurs zones mémoires d istinctes aux pro-
priétés différentes.

— La mémoire globale est associée a la carte (et non a un multiprocesseur). Ell e
est accessible en lecture et en écriture, avec un délai de 1 00 a 400 cycles
pour récupérer les données pour chaque lecture.

— La mémoire locale est associée a un thread, elle est accessible tres rapide -
ment en lecture et écriture.

— Les registres sont associés a un processeur, ils sont accessibles tres rapi-
dement en lecture et écriture, et peuvent étre utilisés c omme prédicats. Les
registres ne sont pas adressables.

— Lamémoire partagée (shared) est associée a un bloc, et existe localement sur
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un multiprocesseur. Elle permet des temps d'acces instant anés, sauf dans
certaines conditions particulieres. Elle est adressable en lecture et écriture.

— La mémoire constante est associée a la carte, mais il existe un cache sur
chaque multiprocesseur. Le premier acces est colteux, le s suivants sont ra-
pides, tant que le cache ne déborde pas. Cette mémoire est a dressable en
lecture.

— La mémoire texture est associée a la carte, elle permet de faire du sampling

(extraire une valeur a des coordonnées ottantes en faisa nt de l'interpolation
entre cases mémoire). Elle est accessible en lecture, nona  dressable (sauf par
sampling), et dispose d'un petit cache au niveau de chaque mi croprocesseur.

3 PERFORMANCES

3.1 PLANIFICATION

Chaque multi-processeur exécute les warps instruction pa r instruction. L'ato-
micité et la synchronisation des warps assure que la latenc e des instructions est
divisée par quatre sans méme requérir de réorganisatio n du graphe de dépendan-

ces dans le code assembleur (comme c'est le cas pour les proce  sseurs d'unités
centrales, qui exécutent un seul thread a la fois).

Au niveau supérieur, le multi-processeur dispose d'un cer tain ensemble de
warps, répartis en un certain nombre de blocs. Lorsqu'un wa rp donné se bloque
dans l'attente d'un résultat (un acces en mémoire, un cal cul dont la latence est
trop grande) le multi-processeur peut endormir ce warp et s’ electionner un autre
warp capable d'exécuter une instruction pour la suite des o pérations. Et donc, tant
gu'il existe des warps non endormis pour continuer I'exécu tion, tous les calculs et

instructions ont une latence virtuelle de un seul cycle.

Les problemes apparaissent lorsqu'il n'y a pas assez de war ps non endormis.
Par exemple, si tous les warps sont en train de lire en mémoir e globale, ils vont
tous s'endormir juste apres leur demande de lecture, ce qui va épuiser les warps
en une dizaine de cycles. Cela laisse dont quelques centaine s de cycles ou tous
les warps, endormis, attendent le retour de leur requéte de lecture. Il est donc
essentiel de mélanger dans le code des étapes d'acces mé moire a forte latence
avec des instructions a plus faible latence. Ainsi, le prem ier warp réveillé par le
retour de sa requéte mémoire se lancera dans des calculs a faible latence, laissant
aux autres warps le loisir d'attendre le retour de leurs requ étes propres.

Inversement, cela veut dire que si un programme a un goulot d' étranglement
irréductible au niveau de la lecture mémoire, ajouter des calculs arithmétiques
supplémentaires au noyau n'aura aucun effet sur le temps d' exécution (puisque, a
cause de la forte latence, les calculs arithmétiques sont d e toutes facons gratuits).

Un exemple de ce phénomene est le générateur aléatoire MT -Light, dans la section
3.5 du chapitre IV.
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3.2 ALIGNEMENT

L'alignement des données joue un réle dans l'acces a la m émoire globale eta la
mémoire partagée, de deux manieres différentes.

3.2.1 M EMOIRE GLOBALE

Chaque lecture ou écriture d'un mot (4 octets) dans la mémo ire globale a une
latence entre 100 et 400 cycles. Ainsi, lorsque plusieurs th reads tentent des acces
mémoire, les latences s'accumulent linéairement. Deux o ptimisations sont pos-
sibles.

La premiere optimisation est le regroupement de plusieurs lectures contigués
en une seule au niveau d'un thread. Lire un mot a l'adresse a suivi d'un deuxieme

mot a I'adresse a + 4 peut étre regroupé en une seule lecture de deux mots a
'adresse a, a condition que a 0[8] De méme, pour lire quatre mots aux adresses
a,a+4,a+8 et a+12, on peut regrouper ces quatre lectures en une seule lecture
de quatre mots a l'adresse aa condition que a 0[16] Une lecture simultanée de
plusieurs mots a la méme latence que la lecture d'un unique m ot, du moment que
les contraintes ci-dessus sont respectées.

La deuxieme optimisation est le regroupement de plusieurs lectures contigués
en une seule au niveau d'un warp (ou, dans le cas de la généra tion actuelle de
cartes, au niveau d'un demi-warp). Ainsi, si les threads t2f0:::15gett2f16:::31g
lisent un nombre bdonné de mots a des adresses mémoires contigués ( a+4 b t),
alors ces 16 lectures peuvent étre regroupées en une seule sia 0[4 b 16](voire 32
pour les générations ultérieures). Ainsi, par exemple, si chaque thread lit quatre
mots a l'adresse a+ 16 t, et que a 0[256] les 32 lectures seront regroupées en
une unique instruction de lecture.

Les mémes regles s'appliquent aux écritures. De plus, si des threads donnés ne
font rien (ils sont désactivés par prédicat, ou sont sép arés des autres), tout fonc-
tionne comme s'ils lisaient exactement la bonne adresse pou r pouvoir appliquer
l'optimisation.

Lorsque les deux optimisations sont activées, il est donc p ossible de lire ou
d'écrire un total de 128 mots en un seul acces (et donc, inve rsement, de diviser

par 128 le temps de latence en réglant I'alignement de ses ac ces correctement).

3.2.2 M EMOIRE PARTAGEE

La mémoire partagée est beaucoup plus rapide que la mémoi re globale dans
limmense majorité des cas, mais il existe néanmoins le pr obleme des conits
d'acces.

La mémoire partagée est divisée en seize groupes (  banks ) de mémoire, acces-
sibles indépendamment par des demi-warps. Ainsi, si chaqu e thread d'un demi-
warp accede a un groupe différent, la lecture a une latenc e minimum (4 cycles). Si
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tous les threads d'un demi-warp accedent a la méme adress e mémoire (donc dans
le méme groupe), le systeme effectue un  broadcast ou collect qui aboutit également
a la latence minimum.

En revanche, lorsque plusieurs threads accedent au méme g roupe, ily a con it,
ce qui augmente le temps de résolution : les acces a chaque groupe sont alors
sérialisés et chacun met 2 cycles a s'exécuter, ce qui bl oque la mémoire partagée
et le warp concerné jusqua ce que tous les threads aient pu lire ou écrire leurs
données. Dans le pire cas, cela représente 64 cycles de lat  ence pour un acces mal
aligné.

La répartition en groupe se fait par modulo de l'adresse. Ai nsi, ladresse a

est dans le groupe i si et seulement si b§c  i[16] Et donc, des conits appa-
raissent lorsque les adresses accédées par les threads d' un demi-warp, prises
modulo 16, ne sont pas une permutation de f0;:::15g. Il faut noter que des acces
a des données plus petites qu'un mot peut également provo guer ce probleme.

Il est donc conseillé de faire accéder le thread tal'adresse a+4 k t,ou k est
impair et a O[4];

3.3 O CCUPATION

Sur chaque multiprocesseur, la quantité de mémoire parta gée et le nombre
maximum de threads sont des contraintes constantes. Les thr eads sont regroupés
en blocs, qui sont des entités indivisibles qui ont besoin d 'un nombre xé de
threads disponibles et de mémoire partagée libre pour pou voir fonctionner.

Le nombre maximum de threads sur un multiprocesseur, sur la g énération
actuelle, est de 768. Si l'utilisateur lance une grille cont enant des blocs de 140
threads, celle-ci placera sur chaque multiprocesseur cing blocs (occupant donc

700 threads libres) et laissant 68 threads inutilisables.

De la méme maniere, le nombre maximum de blocs sur un multip rocesseur est
de 8. Si l'utilisateur lance une grille contenant des blocs d e 64 threads, 12 blocs
seraient idéalement placés sur chaque multiprocesseur, mais quatre ne peuvent

pas l'étre, ce qui laisse 256 threads inutilisables.

Enn, la quantitt de mémoire partagée sur chaque multipr ocesseur est de
16Ko. Si chaque bloc nécessite 3Ko pour fonctionner, cela p ermet de placer 5
blocs sur le microprocesseur, ce qui laisse donc 1Ko de mémo ire partagée inutili-

sable (et donc un tiers de bloc).

Pour ces raisons, ils est préférable d'adapter la mémoir e utilisée et le nombre de
threads par bloc pour optimiser I'occupation des multiproc esseurs. Des couples
idéaux sont :

Nombre max de blocs ‘ 8 6 4 3 2
Threads par bloc 96 128 192 256 334
Mémoire par bloc (Ko) 2 27 4 5.4 8
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Idéalement, il faut que le couple (threads, mémoire) soit aussi proche que pos-

sible de l'une des paires proposées. Une fois la valeur limi tante identi ée (par
exemple, le nombre de threads) il est suggéré de faire augm enter autant que pos-
sible la valeur de l'autre. De méme, si l'utilisation de mé moire est juste au-dessus
de I'un des seuils et que le nombre de threads est bien inféri eur, il est suggéré de
diminuer autant que possible celle-ci de maniere a attein dre le seulil inférieur.
Puisque le plani cateur travaille uniquement en termes de w arps, et non de
blocs, le nombre de blocs n'a aucune incidence sur celui-ci, a partir du moment
ou les 24 warps possibles sur chague multiprocesseur sont b ien utilisés (moins

de warps impliquant moins de liberté de plani cation).

Chaque thread peut utiliser jusqu'a 5 mots de mémoire part agée sans réduire le
pourcentage de warps utilisés. Au-dela, le pourcentage d iminue d'apres le tableau
suivant :

Mots  Utilisation Mots  Utilisation Mots  Utilisation Mots  Utilisation

6 87% 10 50% 16 33% 32 16%

7 75% 11 45% 18 29% 42 12%

8 66% 12 41% 21 25% 64 8%

9 58% 14 37% 25 20% 128 4%

4 LIMITATIONS

La version actuelle de CUDA comporte quelques limitations i mportantes.

— Fonctions : l'architecture assembleur fonctionne entierement a ba se de re-
gistres, et en particulier ne comporte pas de pile. Effectue r des appels de
fonctions est impossible, a I'exception de l'instruction call qui n'est pas en-
core en place pour la génération matérielle actuelle.

Le compilateur NVCC va donc automatiquement rendre en ligne (inline ) tou-
tes les fonctions rencontrées, ce qui interdit en particul ier les appels de fonc-
tions récursifs et la factorisation du code a I'aide de fon ctions.

— Sauts : dans l'architecture actuelle, on ne peut sauter qua un la bel men-
tionné en dur dans le code. Cela rend dif cile la réalisati on de plusieurs
techniques de factorisation : d'abord, les tables de sauts ( jump tables ) consis-
tanta stocker des adresses de saut dans un tableau, puisa c alculer un index
et sauter a I'adresse correspondante (comme fonctionnent certains switch()
et Duff's loops ) ne peuvent étre réalisées qu'avec une recherche dichot omique
(donc, plus complexe, et demandant des sauts intermédiair es). De méme, il
est impossible de réaliser des appels sans pile en stockant adresse de re-
tour dans une variable, en sautant a une adresse xe pour ré aliser un travail
répétitif, et sauter a l'adresse de retour stockée pour reprendre I'exécution.
Cette fonctionnalité sera également en place pour la gén ération matérielle
suivante grace a une modi cation de l'instruction de saut , bra .

— Types 64-bit : l'architecture assembleur propose la manipulation des ty pes
64-bit (entiers et ottants) a un niveau limité, mais pas | eur utilisation pour
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des calculs arithmétiques. Cela pose des problemes de pr”  ecision, puisqu'un
moyennage de quelques millions de trajectoires de Monte-Ca rlo est proche de
l'impossible en 32-bit. De méme, certains générateurs a |éatoires nécessitent
une précision 64-bit pour fonctionner, et il faudra contou rner la dif culté a
l'aide d'arithmétique modulaire adaptée.

GDI : le systeme graphique de Microsoft R Windows utilise le driver CUDA ™

pour I'af chage graphique. En particulier, il n‘autorise p as un driver a lais-
ser fonctionner un calcul sur la carte graphique pendant plu s d'une cer-
taine durée (d'environ cing secondes). Au-dela de cette d urée, le calcul est
interrompu. Des solutions existent, suggérés sur les for ums techniques de
NVIDIA r, comme par exemple utiliser une seconde carte graphique pou r
I'af chage ou un autre systeme d'exploitation. De méme, s i 'on se restreint
a des calculs courts (moins de quelques secondes) mais rép étés un grand
nombre de fois, chaque calcul pourra aboutir sans étre inte rrompu. Cela
impose donc une contrainte supplémentaire du découpage d es calculs.

Stabilit & : CUDA ™ ouvre un niveau d'acces de tres bas niveau a la carte gra-

phique. Cela rend donc tous les comportements usuellement a risques encore
plus dangereux. Par exemple, I'acces a une adresse mémoi re qui n'appar-
tient pas au noyau provoque une erreur qui aboutit, un tiers d u temps, a un
redémarrage brutal et instantané de la machine héte, et u n tiers du temps
a un freeze complet de celle-ci. Bien que toutes ces erreurs puissent étre
traitées a I'aide de l'environnement de débogage, cela r eprésente un grand
risque pour un générateur automatique de code qui ne peut s e permettre de

déboguer le code généré avant de le lancer.

Maturit € : si le compilateur NVCC en lui-méme fonctionne avec une qua lite

tout a fait raisonnable de diagnostics d'erreurs et de code généré, ce n'est
pas le cas pour de nombreux autres outils. En particulier, I assembleur est
encore tres incomplet, et périt souvent a la suite d'erre urs internes sans
diagnostic dans des situations tres simples (par exemple, certains cas de

variables utilisées mais non dé nies).

Interaction avec DirectX, CG, OpenGL . bien qu'il existe une interaction
prévue avec DirectX et OpenGL, elle ne recouvre pas les text ures, unique-
ment les vertex buffers . Cela rend donc l'interaction avec des solutions exis-
tantes de GPGPU (souvent a base de pixel shaders en CG) tres dif cile, de
méme d'ailleurs que I'utilisation de CUDA ™ dans le domaine des jeux vidéo.

Interaction avec C++ : CUDA™ est avant tout construit autour du lan-
gage C. Pour cette raison, le systeme est bien str compatib le avec du code
C++, mais ne permet pas d'employer les techniques de base en C ++, comme
l'idiome RAII, l'utilisation simpliée de conteneurs et d ‘autres techniques
usuelles. Cela est bien entendu naturel au niveau du code GPU , mais tres
limitant lorsqu'il s'agit du code CPU devant pré-traiter e t post-traiter les
données du GPU.

Compilation statique . le fonctionnement de CUDA ™ est centré sur un
modele a compilation manuelle, comme le C et le C++. Il n'ex iste pas de
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fonctionnalités pour compiler a la volée du code CUDA a p artir de code C ou

C++ (hormis, naturellement, faire un appel systeme pour la ncer NVCC sur
le code source). Cela pose des dif cultés lorsque I'on souh aite con gurer le
code GPU au moment de I'exécution du code CPU, plutét qua la compilation

de ce dernier.

— Choix du langage C : le langage C est une mauvaise description sémantique

du matériel sous-jacent, pour plusieurs raisons. En effet , le matériel ne per-
met pas de supporter une grande partie de la sémantique du la ngage (bien
évidemment, ne pas gérer la librairie standard est un mal n écessaire, mais
beaucoup d'opérations usuelles ne sont pas non plus géré es). Par exemple,
les appels récursifs sont impossibles, comme cela a déja été décrit, de méme
gue les pointeurs vers des fonctions. De plus, le typage du C ( et méme les
habitudes sémantiques des programmeurs) ne corresponden t pas a l'exis-
tence de plusieurs zones mémoire disposant chacune de son p ropre ensemble
d'instructions de lecture et d'écriture : un acces a une m émoire autre que la
mémoire globale n'est assuré que si le compilateur peut pr ouver gu'il accede
a une autre zone (et en matiere de preuves, il est rudimenta ire), et donc des
manipulations de pointeurs tout a fait naturelles en C se tr aduisent par des

erreurs en CUDA ™,

5 STRATEGIE

Il semble tout a fait déraisonnable d'espérer qu'en gén éral des professionnels
de la nance—les utilisateurs naux des systemes étudié s ici—aient le niveau
d'expertise nécessaire pour écrire directement en CUDA ™ |e code de simulation
Monte Carlo pour les produits dérivés qu'ils souhaitent ~ evaluer. Il apparat alors
comme une nécessité fondamentale de proposer un systeme de traduction, par-
tant d'un langage de description des produits dérivés qui est facilement utilisable
(et déja connu) par les professionnels du milieu, et qui pr oduit en sortie un pro-
gramme (ou sous-partie chargée dynamiquement) capable d' évaluer par Monte

Carlo I'espérance de ces produits.

Une premiere étape nécessaire est de s'insérer dans le p rocessus de compila-

tion de NVCC a un niveau plus ou moins en amont de la générat ion du CUBIN,
an de pouvoir générer a la volée le code d'évaluation ( ce qui est impossible, ou
du moins tres colteux en temps, si I'on se restreint a reco mpiler un programme

C++ intégrant du CUDA ™ a chaque nouvelle évaluation).

Ensuite, l'interaction entre CPU et GPU tout au long de la sim ulation s'en-
cadrera dans une architecture telle qu'elle est présenté e dans la gure 4 pour
contourner les problemes de précision et de temps maximal de calcul : le GPU cal-
culera la valeur pour des trajectoires aléatoires qu'il re nverra comme un tableau
de valeurs 32-bits (une précision raisonnable pour ce type de résultats), et que
le CPU moyennera ensuite au format ottant 64-bits (pour év iter 'accumulation
d'erreurs d'approximation fréquente lorsque I'on somme d es millions de valeurs).
A n d'optimiser le parallélisme, le CPU calculera la somme du précédent ensemble
de valeurs (initialement vide) tandis que le GPU calculera | e prochain ensemble.
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(CPU) Launch kernel

— .

(GPU) Compute next data

(CPU) Process previous data

l

(CPU) Get next data

FiIG. 4 — Approche nave de calcul.
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CHAPITRE IV

GENERATEURS PSEUDO-ALEATOIRES

1 PROBLEMATIQUES

La simulation par Monte-Carlo est un grand consommateur de n ombres aléa-
toires (des réels tirés suivant une loi normale centrée) . Toute adaptation de Il'algo-
rithme devra donc proposer un moyen ef cace de générer des nombres aléatoires.

La génération se découpe en général en deux étapes con  sécutives distinctes :
d'abord, générer un entier pseudo-aléatoire suivant un e loi uniforme, puis trans-
former cet entier en un réel suivant une loi normale centré e.

La premiere étape, la génération uniforme d'entiers, e st soumise a de nombreux
problemes : comme pour le Monte-Carlo non parallele, il es t dif cile de donner aux
entiers une répartition statistiquement correcte (il fau t éviter les corrélations au
sein de chaque séquence d'entiers), ce que des algorithmes adaptés comme le Mer-
senne Twister ou les suites de SOBOL sont capables de résoud re; en revanche,
pour une version parallele, il faut aussi assurer I'indép endance des séquences
aléatoires entre elles, et les fondations mathématiques dans ce domaine sont
moins étendues.

Au nal, un ensemble de solutions plus ou moins ef caces peuv ent étre envi-
sagées :

— Ignorer les problemes de corrélation entre séquences d istinctes et utiliser un
bon générateur.

— Utiliser un générateur aléatoire de mauvaise qualité , comme un générateur
congruentiel linéaire (  LCG), pour lequel il existe des techniques de parallélisa-
tion permettant d'assurer une bonne indépendance des séq uences.

— Utiliser un générateur aléatoire de bonne qualité, co mme le Mersenne Twis-
ter, puis réduire sa qualité a n de permettre la parallél isation.

— Geénérer les données en une seule séquence suivant une t  echnique connue,
une fois pour toute, puis envoyer ces données sur la carte gr aphique pour
utilisation.

2 BOX-MULLER

La méthode de Monte-Carlo examinée ici consomme des dépl acements in -
nitésimaux d'un  processus de Wiener : il s'agit de valeurs dW tirées aléatoirement
suivant une loi normale centrée N (0; 1). Au niveau algorithmique, ces valeurs sont
prises consécutivement dans une suite de valeurs Znn o construites par un al-



gorithme de génération de nombres pseudo-aléatoire. Ce t algorithme, a son tour,

simpli e le probleme complexe de la génération de nombre s réels aléatoires loi
centrée en appliquant un lItre a un générateur Xnn o de nombres entiers uni-
formément répartis dans un ensemble adapté.

Le ltre utilisé ici sera l'algorithme de Box-Muller : si X et Y sont deux valeurs
réelles uniformément réparties sur (0; 1], alors :
(
Z; P
Z;

2logX cos(2Y ) N (0;1)
2logX sin2Y ) N (0;1)

Et donc, pour obtenir Z, a partir de X, on construit la fonction af ne qui
transforme un entier uniforme sur l'intervalle de X en un réel uniforme sur  (0; 1],
aux erreurs de précision pres, et on applique le ltre :

( -
P 2log (Xok) cos(2 (Xaks1))

“21log (Xak) sin(2  (Xak+1))

Zox

Zok+1

; 8k

Algorithme 2 : Générateur mono-thread, loi normale centrée
Entr ée : Un générateur aléatoire X
Sortie : Un nombre aléatoire Z N (0;1)

/* Toutes les variables utilis ees sont statiques : elles
gardent leur valeur d'un appel a l'autre. */

1 pair initialement  vrai;
2 si pair alors
3 pair faux ;
4 A 2log (SUIVANT( X));
5 B 2 (SUIVANT( X));
6 renvoyer A cosB;

7 sinon
8 pair vrai;
9 renvoyer A sinB;

10 N

Ce générateur présente le désavantage qu'il a besoin de stocker ses données
de maniere statique (au sens C du terme : la valeur des variab les reste la méme
d'un appel a l'autre), ce qui impliqgue au moins deux variabl es (pair et A sinB). Pire
encore : il a parfois besoin de générer deux nombres aléat oires uniformes, ce qui,
puisqu'il n‘existe pas de fonctions au niveau machine, impl ique soit une boucle,
soit un double inline du code.

Alternativement, si X2 et XP sont deux générateurs aléatoires entiers uni-
formes dans les threads paralleles a et b, on peut en déduire des générateurs
aléatoires Z2 et ZP loi normale centrée dans ces méme threads, grace a de la
communication entre threads :

P —5Tog (X3) cos@ (Xb))
“210og (X3) sin2 (XP))

Zq

; 8n
zp
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La communication peut se faire entre un thread d'indice pair et le thread d'in-
dice impair qui le suit ( b= a+ 1, a pair) sans besoin de synchronisation explicite,
car deux tels threads sont garantis de se trouver dans le mém e warp. Le dialogue
se fait alors par l'intermédiaire d'un tableau T de réels en mémoire partagée, et
indicée par l'identi ant du thread.

Algorithme 3 : Générateur multi-thread, loi normale centrée

Entr ée : L'indice t du thread
Entr ée : Un générateur aléatoire X!
Sortie : Un nombre aléatoire Z' N (0;1)

1 X SUIVANT( X1!);

[+ Envoi des donn ees au thread fr ere. * |
2 sit O0f2]alors
3 A 2log (X);
4 T[t] A;
5 sinon
6 B 2 (X);
7 T[t] B;
8 n
/ * Reception des donn ees du thread fr ere. * |
9 sit O0f2]alors
10 B T[t+1];
11 renvoyer A cosB;
12 sinon
13 A T[t 1]
14 renvoyer A sinB;
15 n
La gure 5illustre le ux de données entre les deux threads ( rouge et bleu) par

l'intermédiaire du tableau commun.

Il est important de remarquer que la version multi-thread ne permet pas de
gains de performance par rapport a la version single-threa d, au niveau des opé-
rations arithmétiques : elle exécute pour chaque nombre sqrt , cos et sin alors
gue la version single-thread ne les exécutait qu'un lancem ent sur deux. En re-
vanche, I'absence de mémoire statique et le fait que chaque appel génere exacte-
ment un entier aléatoire uniforme simpli ent le code machi ne généré et produisent

potentiellement un gain de performance.

3 GENERATEURS ENVISAGES

Les principaux générateurs examinés dans ce travail ont été :

— Les générateurs congruentiels linéaires (Linear Cong ruential Generators, ab-
brévié LCG), dé nis par la relation de récurrence :
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A B
A B
Z Z
FiIG. 5 — Flux de données dans le générateur Box-Muller multi- thread
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Le générateur est donc paramétré par A, B et M et se calcule en une somme,

un produit et éventuellement un modulo (si M 6 232). Ce type de générateur
est tres rapide, et tres peu colteux en mémoire (un seul e ntier). Malheureu-
sement, il est inacceptable d'un point de vue statistique po ur une application

Monte-Carlo sérieuse.

— Les générateurs de Fibonacci retardés (Lagged Fibonna  ci Generators, LFG),
dé nis par la relation de récurrence :

Xn Xn k Xn I[M]

Ce type de générateur est donc paramétré par k, | et M. L'opération peut
étre une addition, un produit, un ou exclusif binaire, ou de s opérations plus
complexes. Ce type de générateur est aussi rapide, au nive au temps de calcul,
qgue le LCG, mais consomme max(k;|) entiers en mémoire, ce qui peut poser
probleme sur GPU. Il est plus plausible d'un point de vue sta tistique, mais
néanmoins pas assez.

— Les générateurs de Fibonacci combinés, dé nis par
Xn  Un Wh[M]

Ou U et V sont deux LFG de parametres distincts, avec M xé. Cette ap-
proche est statistiquement acceptable, mais requiert beau coup de mémoire.

— Les générateurs de la famille Mersenne Twister, proposa nt des résultats sta-
tistiquement solides et un temps de calcul raisonnable. Leu r faille principale
est leur consommation de mémoire.

3.1 LCG

Le générateur congruentiel linéaire est I'un des géné rateurs aléatoires les plus
anciens [7] et repose sur une des trois relations de récurre nce suivantes :

— Xn AX;, 1[plou pestpremier, A estdordre p ldans Z=pZet Xy60
—Xn AX, 1+B[2X]ou A 5[8etB 1[2]
—Xn AXp, 1[2X]ou Xg=1[2] et A 58]

Ces générateurs aléatoires ont globalement des propri”  etés statistiques mau-
vaises [8], mais présentent l'avantage que la premiere fo rme peut se paralléliser :
en effet, en choisissant une valeur de A pour chaque thread, tout en xant la va-
leur de p, on peut obtenir facilement l'indépendance des séquence s. Le choix des
valeurs de A, et les raisons théoriques derriere ce choix, ne sera pas d étaillé dans
ce document.

Le principal probleme de cette méthode est qu'elle consis te a réaliser une
opération de la forme X AX mod p, alors que le résultat de  AX pourrait
déborder du contenu d'un entier 32-bits tels qu'ils sont ma nipulés sur GPU. Ce
probleme n'a pas d'effet des que  p est une puissance de 2, mais il crée des résultats
incorrects lorsque  p est un grand nombre premier.
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3.2

Pour cela, il faut ruser : sur la génération actuelle de car te graphique, les types

64-bits ne sont pas gérés, mais on dispose d'outils pour le s manipuler (en particu-
lier, lors de la multiplication de deux nombres 32-bits, on p eut calculer le résultat
sur 64-bits et en prélever soit les 32 bits de poids fort, soi t de poids faible). On

décompose alors l'opération :
(AX)mod p=(2%H + L) mod p=(2%H) mod p+ L mod p
La somme des deux termes s'effectue en arithmétique 32-bit des que p < 2%,
Le second terme s'évalue toujours. Le premier se décompos e a son tour comme :

(2*H) mod p= f232 mod %(H mod p? mod p

(232 mod p)p 232

Le produit du membre de droite étant inférieur a 232 il est donc calculable en
arithmétique 32-bit. Ainsi, en supposant que ¢ = (2% mod p), le code pour calculer
la prochaine itération de X, est:

mul.lo.u32 L, A, X;

mul.hi.u32 H, A, X;

rem.u32 mod_|, L, p;

rem.u32 mod_h, H, p;

mul.u32 mod_h, mod_h, c; /1

rem.u32 mod_h, mod_h, p;

add.u32 X, mod_I, mod_h; // 2

/I 1: mod_h < p, ¢ = 2°32 mod p, donc mod_h * ¢ < 2°32

/I 2 mod | < p, mod h < p, p < 2731, donc mod | + mod p < 2732

Une valeur de p envisageable est un nombre de Mersenne : p =23 1 vérie
bien p < 23! et permet d'avoir un intervalle de sortie de grande taille.

Pour comparaison, le code d'un LCG non paramétré de la troi sieme sorte (a
savoir X, AX, 1[2%)) est simplement :

mul.lo.u32 X, A, X;

LFG, LFG COMBINES

Les générateurs de Fibonacci a retard suivent une relati on de récurrence de la
forme :

On considere que  est une opération binaire, les choix les plus fréquents é tant :

a b=a+b+1 a b=XOR(ab
a b=ab a b=a b
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Les générateurs simples nécessitent que M 2% pour obtenir des résultats
raisonnables [9] et pour cette raison on peut combiner deux g énérateurs de Fi-
bonnaci pour conserver une bonne répartition en arithmét ique 32-bit :

X5 X3 e AXp e [2%] 0<ji<k?

Xp o Xp e PXP e [2%] 0<jP<k®

n jb

Xn X& XxP[2%3

Contrairement aux LCG, un générateur de Fibonnaci néces site k mots de mé-
moire pour stocker son état, et k& + kP pour la version modi ée. Cela représente en
pratique jusqu'a 200 mots d'état. De plus, ces générate urs sont tres dépendants de
I'état initial, et la théorie mathématique sous-jacent e est trop faible pour aboutir
a des résultats garantis en matiere de répartition stat istique. Pour cette raison,
on lui préférera un générateur équivalent en terme de f ormulation : Mersenne
Twister.

3.3 MT19937

Mersenne Twister est un algorithme a retardement fonction nant sur un prin-
cipe proche des LFG—Ie terme exact est un  Generalized Feedback Shift Register
(GFSR)—suivant la formule * :

anf(xn) Xn g(xn k;xn I;Xn I+1)[232]
La suite X, représente |'état interne du générateur, a partir duq uel les valeurs

aléatoires sont construites par la fonction f, dite de tempering , paramétrée par des
offsets et des masques binaires :

Algorithme 4 : Fonction de tempering, MT19937

Entr ée : Entier 31-bit X
Sortie : Entier aléatoire 31-bit X

X

XOR(X; SHR(X;U));

XOR(X; AND(SHL( X;S);B));
XOR(X; AND(SHL( X;T);C));
5 X XOR(X; SHR(X;L));

6 renvoyer X;

w N
X X X X

La fonction g décrivant la récursion est construite de la maniere suiv ante :

(

9(X;Y;Z) = XOR( X;h (OR(Yi;Z1))  h(X)= SHR( 1) siX —0[2]

XOR(A; SHR(X; 1)) sinon

40n se place ici dans le cas 32-bit. Il existe une version 64-bi t du Mersenne Twister qui fonctionne
modulo 264,
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Ou Yy représente les r bits de poids fortde Y, Z, les 32

de Z, et X le bit de poids fort de X . Sous forme algorithmique :

r bits de poids faible

Algorithme 5 : Etape récursive, MT19937

Entr ée : Tableau innides T[k]= X, ;k 1

Sortie : Lavaleur X,
r r
z}| 4 z-}| {

tHE 1T 10 o0 L¥0 01 1
2 Yy AND(H;T[I]);
37, AND(L; Tl 1]);
4 X OR(YH ;ZL);
5 si X 0][2]alors
6 | X SHR(X; 1);
7 sinon
8 | X XOR(a;SHR(X; 1));
9 renvoyer XOR(X;T [K])

En pratique, il n'y a pas lieu d'utiliser un tableau in ni : se
valeurs sont utiles, et on peut donc travailler dans un table
des indices modulo
Mersenne twister),
I'état du générateur.

Mersenne Twister semble un choix acceptable : bien qu'infé
teurs quasi-aléatoires (comme SOBOL), il a 'avantage d”
pour étre utilisé sur un processeur graphique en arithmé
spécialement congu pour passer des tests statistiques de

3.3.1 V ERSION CPU

La version classique du Mersenne Twister consiste a géné

X. Lorsque toutes les valeurs ont été lues, on régénere |

Cette approche est intéressante sur CPU pour les raisons su

— Le cache L1 du processeur a des lignes permettant de stocker

valeurs. Si le code générait les valeurs de
etlesvaleursde X, ,etX n

le codt des inévitables
une zone mémoire qui n'est pas présente dans le cache.

— Des considérations similaires s'appliquent pour le cach

tous les 624 appels, ne laissant donc que la fonction de
beaucoup plus courte.
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[. Pour MT19937 (le paramétrage par défaut de Il'algorithme
| = 624, ce qui impose donc 624 mots de mémoire pour stocker

rieur a des généra-

etre assez léger et rapide
tique 32-bit, et il a été
distribution [11].

rer un tableau de 624
valeurs de X , puis récupérer et tempérer ces valeurs a la demande pou

r renvoyer

e tableau de 624 valeurs.

ivantes :

, au plus, 128

X alavolée, lavaleur de X , «
| +1 tomberaient dans deux lignes distinctes
du cache a chaque fois. Le fait de générer tout le tableau e

n une fois allege

cache misses qui se produisent lorsque I'on accede a

e d'instructions, puis-
que la fonction de calcul de I'étape récursive ne sera char

gée qu'une fois
tempering qui est



— Les contraintes d'arithmétique modulaire ne se posent pa s :iln'y a pas de
modulo puisqu'on contréle les indices des boucles. Cela pe rmet de modi er
les indices d'acces sans conditionnelle.

Bien que le second argument ne s'applique pas sur GPU (puisqu il n'y a pas de
cache d'instructions), et que le premier demande un effort p our étre mis en place
(puisque le contréle du cache est manuel), cette philosoph ie est un bon point de
départ.

3.3.2 A PPROCHE PARTAGEE, MEMOIRE GLOBALE

La premiere approche envisagée a été d'associer un gén  érateur aléatoire Mer-
senne Twister a chaque warp. Le principe est alors de calcul er directement le vec-
teur de 32 valeurs X :::X,3; a partir du vecteur de 32 valeurs X, 11X i
et du vecteur de 33 valeurs X, |:::X, |.3. Puisque la lecture de 32 valeurs
contigués et correctement alignées est aussi rapide qu'u ne seule lecture, cela
accélere donc la vitesse de calcul sans avoir besoin de per muter des indices
(comme cela serait le cas dans une implantation au niveau du t hread).

La question du vecteur de 33 éléments se pose. La version ch oisie a été de

lire en mémoire les valeurs par blocs de 32, et d'utiliser le chevauchement de la
premiere valeur du vecteur avec la derniere valeur du vect eur a l'appel précédent :
on peut alors lire la premiere valeur dans un registre local , puis charger de la
mémoire les 32 valeurs suivantes, et tout traiter simultan ément. L'utilisation du

chevauchement pour éviter une lecture supplémentaire ap porte un gain de per-

formance de 75% par rapport a la version na've.

Algorithme 6 : Calcul de 32 étapes en SIMD 32-threads
Entr ée : L'indice t du thread dans le warp
Entr ée : Un tableau cyclique T en mémoire globale.
Entr ée : Un tableau statique S[32] partagé
Sortie : Calcule les valeurs X, ::: X131
1 sit 0[32]alors
2 | X1 s[31}
3 S[t] T[n 1+1t];/* Lecture rapide */
4 si t6 0[32]alors
s | xi o sitoag

6 Xi+1 SIt];

7 Xk T[n k+t];/+ Lecture rapide */

8 Y ETAPE (Xi«; X1; X141 );

9 T[n+t] Y :/ = Ecriture rapide */

Malheureusement, a n que les lectures soient accélérée s, il faut que les valeurs
soient non seulement contigués, mais aussi correctement a lignées. Autrement dit,
il faut que | et k soient divisible par 32, ce qui n'est justement pas le cas dan s la
plupart des opérations pratiques. La seule solution consi ste alors a permuter les
indices pour garantir I'alignement, et a effectuer deux op érations de lecture. Cela
consiste a transformer les lectures indiquées comme “lec ture rapide” en un en-
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cha’nement de deux lectures décalées pour respecter I'a lignement. Un tel mode de
lecture marche également si le tableau en mémoire globale est cyclique, a condi-
tion que les acces soient faits modulo un multiple de 32. L'a Igorithme de lecture
décalée est :

Algorithme 7 : Réalignement de lecture

Entr ée : L'indice t du thread dans le warp

Entr ée : Un tableau T en mémoire globale.

Entr ée : Unindice n dans le tableau n

Sortie :Lesvaleurs Xg:::X31 = T[n]:::T[n+ 31]
1m n mod 32;
2 si t<m alors
3 | Xuge m  TI+t+@2 m);

Tn+t mj;

o
—
X

3

Tous les threads d'indice inférieur a m exécutent la premiere lecture tandis que
les autres restent silencieux, ce qui assure l'alignement ( puisque n+t+(32 m)
t [32]). Ensuite, les autres threads effectuent la deuxieme lect ure, ce qui garantit
nouveau l'alignement (puisque n+t m t[32).

Pour illustrer, voici le schéma de lecture (la barre vertic ale indique les points
d'alignement correct).

T|{n m n n+31 n+31+(32 m)
Lecture 1 + + # #
Lecture 2 # # + +
X ; ;0 31 ; ;
L'algorithme ci-dessus calcule donc 32 valeurs d'un Mersen ne Twister 19937

en quatre lectures et une écriture en mémoire globale.

3.3.3 A PPROCHE PARTAGEE, MEMOIRE LOCALE

Lorsque les 32 threads d'un warp se partagent les mémes 624 m ots d'état, cela
revient a environ 9 mots d'état par thread, ce qui reste tou t a fait raisonnable.
Ainsi, une autre approche a été de réaliser le travail de | a section précédente en
utilisant la mémoire partagée (plus rare mais également plus rapide d'acces).

Lorsque la mémoire rapide est utilisée, il n'y a plus d'acc es en mémoire globale
(puisque les nombres aléatoires générés sont en géné  ral utilisés tout de suite par
le noyau plutét que d'étre stockés pour utilisation ult” erieure). Le seul risque est
celui de collisions de lecture aux banques de mémoire, puis que les threads d'un
demi-warp doivent accéder a des mots en mémoire partagé e dont I'adresse mo-
dulo 16 est unique. L'acces a 32 mots de mémoire consécut ifs permet de garantir
cette unicité : toutes les lectures accedent a une banque de mémoire distincte,
puisqu'elles sont toutes congruentes a t modulo 32 pour des variables.
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Algorithme 8

: Calcul de 32 étapes en SIMD 32-threads

Entr ée : L'indice t du thread dans le warp

Entr ée : Un tableau cyclique

T en mémoire partagée.

Sortie : Calcule les valeurs X, ::: X, 431

1 X Tn 1+ t];
2 X1 Th I+ t+1];
3 Xk Tlh k+t;

aY ETAPE (Xk; X1; X141);
5 T[N+ t] Y;

3.3.4 A PPROCHE ISOLEE

L'autre approche possible est de faire calculer a chaque th
Twister propre, et donc de compter sur linitialisation pou

indépendantes.

Pour conserver une optimisation a base de warps, on range le
T[n][t] du tableau contient les données du

un tableau de tableaux. Ainsi, la case

read un Mersenne
r obtenir des valeurs

s données dans

thread t a l'indice n de suite. La représentation en C (et par extension en CUDA)

d'un tel tableau consiste en I'enchahement de
tous les threads lisent simultanément leur valeur a I'ind

N blocs de 32 valeurs : ainsi, si

ice n, leurs lectures seront

contigués et alignées et reviendront a une lecture uniqu e.

De plus, on remarque que la valeur de

Xi+1 @ une étape peut étre utilisée

comme valeur de X, I'étape d'apres. Et donc, en ajoutant une variable statiq ue

permettant de mémoriser cette valeur :

Algorithme 9

: Calcul d'une étape en SIMD 32-threads

Entr ée : L'indice t du thread dans le warp

Entr ée : Un tableau cyclique

Entr ée : Une variable statique
Sortie : Calcule la valeur X, (t)
1 X X+t
2 Xis1 T[n | +1][t];

3 Xk T[n KI[tT;
4 Y ETAPE (Xi; X1; X141);
5 T[n][t] Y;

T de tableaux en mémoire globale.
Xi+1

En supposant l'initialisation correctement effectuée de
aboutit alors a un algorithme qui calcule 32 valeurs de MT19

tures alignées et une écriture alignée.

3.3.5 L IMITES

Malheureusement, ces trois algorithmes ont une limitation
celle de l'indépendance des générateurs utilisés. Le g

la variable Xj+1, on
937 en deux lec-

sérieuse qui est
énérateur LCG simple peut
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facilement recevoir un paramétrage assurant I'indépend ance de ses sorties, mais
ce n'est en revanche pas le cas en pratique pour Mersenne Twis ter dans sa ver-
sion MT19937 : en théorie, il est possible de générer des e nsembles de parametres
indépendants [10] ( (A;B;C) correspondant aux masques de XOR dans |'étape et

le tempering), mais la recherche de ces ensembles de parame tres est en pratique

trop longue pour aboutir en un temps raisonnable pour un nomb re assez grand de
générateurs. Pour des raisons pratiques d'indépendanc e, on se tourne donc ver-
sion une version alléegée de MT19937, qui est MT607, et pour lequel la recherche

de parametres assurant I'indépendance est plus simple.

3.4 MT607

3.4.1 R ECHERCHE DE PARAM ETRES

Il est possible d'identi er (mais pas de construire explici tement) des ensembles
de parametres assurant une période maximale pour un gén’ erateur Mersenne
Twister. La recherche de tels parametres augmente en dif ¢ ulté avec la période
maximale en question ( 2%°7 lorsque | = 20, 2'°%%7 lorsque | = 624) suivant une crois-
sante cubique [10]. Le générateur fourni par Matsumoto et Nishimura permet
ainsi de trouver environ 12000 générateurs aléatoires i ndépendants MT607 en 40
heures (contre moins d'une dizaine de générateurs MT1993 7). Pour cette raison,
MT607 fournit un générateur aléatoire a excellente pé riode tout en permettant
une paramétrisation prouvablement indépendante.

3.4.2 A PPROCHE ISOLEE

Les approches partagées ne sont pas possibles avec un MT607 , puisque celui-
ci ne dispose que de 20 mots d'état, et il est des lors imposs ible de les calculer
32 par 32 (puisque pour calculer le 21-eme d'un ensemble de 3 2 consécutifs, il
faudrait que le premier ait déja été calculé), sans com pter que la période réduite
pourrait poser des problemes si I'on préleve exactement une valeur sur 32 pour
chacun des threads.

La seule approche possible parmi celles utilisées précé demment est donc de

faire calculer a chaque thread une suite MT607 indépendan te. L'approche utilisée
ici consiste a maintenir pour chaque thread 20 mots d'état en mémoire globale,
et de lire deux de ces valeurs a chaque nouvelle étape, puis d'y réécrire la valeur
calculée.

3.4.3 V ERSION NVIDIA R

Le Software Development Kit (SDK) de CUDA ™ fourni par NVIDIA Rr contient

un exemple de Mersenne Twister. Cet exemple consiste a remp lir un tableau de
données avec des réels aléatoires entre 0 et 1, qui peuven  t ensuite étre utilisés par
un autre programme, qui les lit directement dans le tableau, comme l'exemple de

Monte Carlo également présent dans le SDK.
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Algorithme 10  : Mersenne Twister utilisé dans le SDK NVIDIA R CUDA™.,
Entr ée : L'indice t du thread.
Entr ée : Une taille n.

Entr ée : une graine seedcommune a tous les threads.

Sortie : Untableau T! de valeurs aléatoires.

[+ Initialisation * |
1 X seed
pour i 2f0::: 19 faire

L X HASH(X ):

w N

MUl X;

S

/ = Generation */
pour i 2f0::: ngfaire

M t[i mod 20]
7 ETAPE'(M[i mod 20} M[(i 10) mod 20]M{[(i 9) mod 20]);
/ = Ecrire dans le tableau. */
TUi] TEMPER '(M {[i mod 20]) ;

o g

[ee)

9 renvoyer T!

La graine, et donc linitialisation, sont identiques pour t ous les threads. Les
valeurs des parametres a!, bf et ¢ sont difféerentes pour chaque thread, ce qui
permet de différencier et de rendre indépendants les thre ads.

3.5 C OMPARAISON

On compare plusieurs algorithmes pour déterminer le temps requis pour géné-
rer et utiliser une valeur aléatoire entiere entre 0 et 231 1. On examine également
la quantité de mémoire utilisée, a la fois en mémoire pa rtagée et en mémoire
globale, par chaque thread. Le temps requis est évalué sur plusieurs milliards de
valeurs, soit environ cing secondes dans la plupart des cas. La mémoire locale
(correspondant aux registres employés) n'est pas indiqu” ee.

— CUDA-LCG : un générateur congruentiel linéaire qui garde une vari able sta-
tique 32-bit pour transmettre son état d'un appel sur l'aut re. Ce générateur
n'est pas paramétrique, il utilise pour tous les threads le méme algorithme, et
il faut donc pour l'indépendance choisir des graines raiso nnables (autrement
dit, cet algorithme est inutilisable pour des simulations p ar Monte Carlo).

Temps de calcul 0.12ns
avec Box-Muller 0.31ns
Mémoire partag €ée | 1 mot
M émoire globale 0 mots

— CUDA-LCG-PARAM : un générateur congruentiel linéaire paramétré, qui re-
pose donc sur un paramétrage individuel de chaque thread. L e parametre
individuel est stocké en mémoire globale, puis chargé en mémoire statique
au moment ou le noyau est lancé (il y a trop de parametres po ur utiliser la

mémoire constante).
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Ce générateur effectue plus qu'une simple multiplicatio n-addition, puisqu'il

calcule a plusieurs reprises des modulos et des multiplica tions, ce qui repré-
sente des opérations potentiellement tres coliteuses. C ependant, le grand
nombre de threads pouvant fonctionner simultanément (a c ause de la faible
consommation de mémoire) permet d'occuper le processeur r aisonnablement

et donc de gagner en performances.

Temps de calcul 0.2ns

avec Box-Muller 0.4ns

Mémoire partag €ée | 2 mots

M émoire globale 1 mot

MT-FULL : l'algorithme de Mersenne Twister calculant une suite MT19 937
par thread. La consommation en mémoire de cet algorithme es t raisonnable

pour la mémoire partagée, puisqu'il stocke son indice cou rant et la valeur

de X,4+1. L'usage de mémoire globale est beaucoup plus important, p uisque
chaque thread stocke un état de MT19937 complet.

Temps de calcul 0.26ns

avec Box-Muller 0.45ns

Mémoire partag ée 2 mots

M émoire globale 624 mots

MT-FULL-PARAM : l'algorithme précédent, mais paramétré (et donc réd uit

a la taille MT607). L'algorithme doit maintenant stocker egalement ses trois
parametres en mémoire, mais son usage de mémoire globale est inférieur.
Temps de calcul 0.28ns
avec Box-Muller 0.46ns

Meémoire partag €ée | 5 mots

M émoire globale 23 mots
CG-LCG :atitre de comparaison entre CUDA et le langage de programm ation
de cartes graphiques CG (de NVIDIA R), une version CG a été implémentée
pour le générateur congruentiel linéaire classique. Le principe était de sto-
cker dans chaque pixel d'une texture quatre entiers, et de le s transformer
en quatre nouveaux entiers par une étape de LCG. Les résult ats illustrent
la limite de CG, qui est de ne pouvoir générer qu'un pixel de données par
lancement d'un shader, alors qu'un seul noyau peut calculer dans chacun

de ses threads une grande quantité de données.

Temps de calcul 0.30ns
avec Box-Muller 0.58ns

Meémoire partag €ée | 0 mots

M émoire globale 1 mot

MT-FAST : l'algorithme MT19937 calculant 32 valeurs successives a l'aide
des 32 threads d'un warp, et fonctionnant exclusivement en m émoire par-
tagée. La consommation de mémoire partagée est donc une m oyenne des
624 mots d'état utilisés par chaque warp. Cet algorithme e st plus lent que
les versions fonctionnant sur un seul thread, car elles cons omment plus de
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mémoire partagée et réduisent donc les gains de performa nce dus au sche-
duling .

Temps de calcul 0.32ns
avec Box-Muller 0.60ns
Mémoire partag ée | 19.5 mots
M émoire globale 0 mots

MT-SDK : l'algorithme MT607 présent dans le SDK utilise plus de mé moire
partagée que l'algorithme précédent. L'effet en est enc ore plus important,

puisqu'il doit écrire régulierement des données en mé moire globale (pour
utilisation ultérieure), ce qui ralentit d'autant plus la génération.

On fait ici I'hypothese raisonnable que le temps de transfo rmation d'un entier
en ottant n'impose pas une réduction trop importante du te mps (un résultat
con rmé par I'analyse de I'enchanement d'un générate ur aléatoire entier et

d'un Box-Muller).
Le travail en plusieurs passes provoque en revanche des bais ses de per-

formances totales déraisonnables, un défaut qui n'est pa s rencontré par les
autres méthodes (qui appliquent Box-Muller a la sortie du générateur entier).
Temps de calcul 0.46ns
avec Box-Muller 0.80ns
Mémoire partag ée | 23 mots
M émoire globale arbitraire

MT-LIGHT : l'algorithme dual de MT-FAST, qui calcule 32 valeurs succe S-
sives d'un MT19937 dans un warp avec un minimum de mémoire pa rtagée.
Implique donc quatre lectures et une écriture en mémoire g lobale. L'algo-
rithme est presque entierement noté dans ces acces en mé moire globale, ce
qui rend donc le travail indépendant de cette mémoire quas iment gratuit (par
exemple, I'application d'un ltre Box-Muller ne codte rie n, puisque les multi-
processeurs seraient de toutes fagons en attente d'une lec ture). Cette version
n'utilise pas le réalignement des lectures.

Temps de calcul 0.68ns

avec Box-Muller 0.68ns

Mémoire partag ée 1 mot

M émoire globale 624 mots
MT-CPU : a titre de comparaison, on propose également la version M T19937
utilisée sur CPU, telle que décrite dans un papier sur l'op timisation des

générateurs [15] et testé sur Xeon 3GHz. Le gain de perfor mance de MT-
FAST est d'environ 100 fois, et celui de MT-FULL de 200 fois.

Temps de calcul 40.0ns

avec Box-Muller —
Mémoire partag ée —
M émoire globale —
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3.6 D ONNEES EXTERIEURES

Une alternative a la génération de nombres aléatoires e st la lecture de ces
nombres directement en mémoire globale (ou ils auront ét € préalablement chargés
a partir d'un chier). Dans cette situation, illustrée da ns la gure 6, on envoie un
nouvel ensemble de données aléatoires vers la carte avant chaque lancement du
noyau. On peut regretter I'absence d'asynchronicité lors de l'envoi des données—
les drivers DirectX contrflant la carte graphique sont cap ables d'envoyer des
données de maniere asynchrone a l'aide de ags DISCARDou NOOVERWRITAdi-
qguant que les données en cours d'envoi ne suppriment ni n'é crasent les données
déja en place, et donc on peut effectuer I'envoi des donné es du prochain lancement
pendant que le lancement actuel s'effectue. Cette optimisa tion sera a étudier dans
les prochaines versions de CUDA, ou éventuellement dans I interaction entre les
drivers DirectX et CUDA.

Parmi les ensembles de données envisageables, des suites q uasi-aléatoires,
par exemple SOBOL, seraient le choix optimal : elles peuvent étre calculées une
seule fois pour toutes, stockées sur le disque, et chargée s suivant les besoins. Des
grands gains de performance sont attendus [15] si les donné es aléatoires sont déja
chargées et disponibles en RAM au moment du lancement (une h ypothese envi-
sageable dans un produit d'analyse nanciere destiné a r éaliser des simulations
régulierement).
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(CPU) Send random

i

(CPU) Launch kernel

loop

(GPU) Compute next data

(CPU) Process previous data

l

(CPU) Get next data

FiIG. 6 — Approche de calcul avec envoi de valeurs aléatoires.
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CHAPITRE V

CONSTRUCTION DYNAMIQUE

Le systeme de compilation de CUDA, tel quiillustré a la ¢ ure 1, consiste a
découper en deux le code pour séparer le code CPU (en langag e C ou C++) du
code GPU. Cependant, dans le cadre de la simulation Monte Car lo, le code CPU
reste identique d'un lancement a l'autre, alors que le code GPU change suivant les
produits nanciers étudiés. Pour cette raison, il est int éressant de découpler la
compilation CPU (a réaliser une fois pour toute) de la comp ilation GPU (a réaliser
pour chagque nouveau produit), a n de gagner en performance e t n'avoir a générer

gue du code GPU.

1 COMPILATION DYNAMIQUE

1.1 L A BIBLIOTH EQUE cuda.dll

CUDA™ fonctionne a partir d'une bibliotheque dynamique ( cuda.dll ) qui sert
d'interface au pilote matériel et regroupe l'intégralit € des fonctionnalités dispo-
nibles. Ces fonctionnalités sont regroupées en quatre gr ands ensembles :

— Gestion de contextes : les fonctions pour sélectionner une interface maté-
rielle (soit une carte graphique, soit un serveur externe d” edié, soit un ému-
lateur) appelée device et s'y connecter a travers un  context pour effectuer la
suite des opérations dessus.

— Gestion de modules  : chaque chier CUBIN décrit un module , qui regroupe
'ensemble des noyaux du chier, ainsi que les ensembles de d onnées (va-
riables globales et constantes). Lorsqu'un module est char gé, les zones mé-
moire correspondantes sont allouées automatiquement. Pl usieurs modules
peuvent étre chargés en méme temps, et un noyau d'un modul e peut accéder
a la mémoire de son propre module (par une référence glob ale), a de la
mémoire allouée a travers la bibliotheque dynamique ou dans un autre mo-
dule (en lui passant en argument un pointeur vers cette mémo ire). Des fonc-
tions permettent en particulier d'obtenir des référence s vers le contenu global
des modules.

— Gestion d'appels : a partir d'une référence vers un noyau dans un module,
permet de passer des parametres, de sélectionner les dime nsions d'exécution
(threads par bloc, blocs par grille), et de lancer I'exécut ion. Ces manipula-
tions sont asynchrones : le GPU les interprete des que poss ible, mais le CPU
n'attend pas que le GPU les effectue pour continuer a exécu ter son code.



Source C++ (.cpp)

l

VC++

l

Application (.exe)

Génere

Source CUDA (.cu) Contréle

Exécute

nvce

L

Binaire (.cubin)

FiG. 7 — Structure de compilation dynamique simple.
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— Gestion de m émoire : a partir d'une référence vers un symbole dans un
module, permet d'écrire et de lire les données s'y trouvan t. Cela permet d'en-

voyer les constantes, ou les valeurs initiales en mémoire, et de récupérer
dans un buffer de sortie les résultats. De méme, il est poss ible d'allouer de
la mémoire et d'y écrire ou d'y lire. Les références vers des zones mémoires
(dans un module ou non) peuvent étre utilisées comme argum ents pour les
noyaux, auquel cas elles se transforment en pointeurs. La ge stion de la
mémoire est synchrone : le CPU attend toujours la réponse d u GPU avant

de continuer.

Il existe une autre catégorie de fonctionnalités (l'inte raction avec OpenGL ou
DirectX), mais celle-ci ne sera pas utilisée ici.

Il faut noter gqu'il existe une autre interface, utilisée lo rsqu'on écrit directement
du code mixte (CUDA pour le GPU et C/C++ pour le CPU) dans un mé me chier,
qui est le runtime . Celui-ci est en particulier la cible du compilateur nvce lorsqu'il
compile du code mixte (il interprete alors des raccourcis, par exemple pour I'appel
de noyaux, qui ont des traductions directes a l'aide des fon ctions du runtime ).

1.2 UNE BIBLIOTH EQUE C++

Pour des raisons de simplicité, j'ai choisi d'écrire ma pr opre interface autour
de la bibliotheque dynamique plutét que d'utiliser le runtime . En effet, celui-ci est
déja a un haut niveau (mais dans une mauvaise direction), et ne permet pas aussi
bien que la bibliotheque dynamique de contrdler les déta ils de I'exécution.

La volonté de réaliser un systeme de compilation a la vol ée a mené au dévelop-
pement, dans le cadre du stage, d'une bibliotheque (appel ee CUIib) regroupant

diverses opérations réalisées frequemment en CUDA ™,

La philosophie de cette bibliotheque est de représenter ¢ es opérations usuelles
de la maniere la plus simple et ef cace possible pour I'util isateur a l'aide des fonc-
tionnalités du langage C++. Ces opérations seront divis~  ees en quatre catégories :

1.3 COMPILATION

La classe CUIlib::Native::Compiler représente une interface au compilateur
fourni par NVIDIA R, permettant de compiler du code source fourni sous la forme
d'une cha’ne de caracteres (a n d'éviter tout le travail de création de chiers tem-
poraires) et de récupérer les données binaires du module CUBIN compilé a partir
de ce code source (la encore, pour éviter les dif cultés d u chargement dans un
chier temporaire).

La classe permet également de fournir des options usuelles au compilateur
(répertoires a inclure, l'option de renvoyer le code asse mbleur intermédiaire lors-
que la compilation est effectuée, et méme de chronométre r le temps de compila-
tion). En n, bien entendu, les erreurs inévitables de comp ilation sont encapsulées
sous la forme d'une exception ad hoc a n de simpli er le trava il de débogage.
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1.4 GESTION DES MODULES

Une classe CUIib::Native::Device représente le contexte actuel, et permet
de charger un module (de classe CUIib::Native::Module ) a partir d'un bloc de
données en mémoire (typiqguement ceux qui sont renvoyés p ar le processus de
compilation dynamique. Le module est automatiquement char gé en mémoire (ce
qui initialise ses symboles et ses données dans la mémoire de la carte). La classe
CUIlib::Native::Module utilise un systeme de décompte des références pour
s'auto-détruire au moment ou il n'est plus référencé ( ce qui a pour conséquence

de libérer les ressources utilisées).

Un module donne un acces libre a son contenu, a savoir d'un coté des buffers
(type CuUIlib::Native::DeviceBuffer ) de mémoire pouvant étre des variables
globales ou constantes, accessibles par leur nom. Par exemp le, le code CUDA ™

suivant crée un tableau de 30 entiers appelé frob

__device__ int frob[30];

Celui-ci est, une fois le module compilé puis chargé dans | a variable module ,
accessible par l'opération  module.symbol["frob"] . De la méme maniere, un
noyau dé ni comme :

__global__ void exec() { }

Ce noyau sera alors accessible par  module.kernel["exec"] , qui renverra
une instance de la classe CUlib::Native::Kernel . Si un object du nom donné
n'existe pas dans le module, ces deux fonctions lancent des e xceptions.

Le module est maintenu en vie aussi longtemps que lui, ou l'un de ses compo-
sants (buffer, noyau), est référencé par un autre objet d u programme.

1.5 GESTION DE LA M EMOIRE

Il existe deux moyens distincts d'allouer de la mémoire : d' abord, chaque mo-
dule peut contenir des le départ une quantité de mémoire xée (globale ou cons-
tante), accessible de la maniere décrite ci-dessus. Ensu ite, il est possible d'utiliser
le contexte actuel ( CUIlib::Native::Device ) pour allouer un bloc de mémoire.
Pour simpli er, l'allocation se fait en spéci ant a la foi s le type de l'objet a pla-
cer dans le buffer et le nombre de tels objets. Pour un tableau de 30 entiers, par
exemple : device.Alloc<int>(30) . Ce second type de buffer est indépendant des
modules (et survit donc au déchargement et rechargement de ceux-ci). Il est libéré
lorsqu'il n'existe plus aucune référence vers lui, de man iere automatique.

Les buffers sont de type CuUIlib::Native::DeviceBuffer . lls permettent de
simpli er I'echange de données entre la mémoire system e (liee au CPU) et la

mémoire de la carte (liee au GPU) a l'aide des opérateurs de shift.
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buffer >> data;

Cette expression lit les données dans  buffer et les stocke dans l'objet data .
Cela suppose que I'objet data est assez grand pour contenir les données lues (il n'y

a pas de lecture partielle). Cet argument peut étre un point eur vers des données
en mémoire (qui doivent étre plus grandes que le buffer), u n objet POD (Plain Old
Data) dont la taille doit étre exactement la méme que le buf fer (sans quoi, une
exception est lancée), ou un  std::vector<T> tel que la taille de l'argument de
type T divise la taille du buffer GPU, et qui est alors agrandi pour * etre de la bonne
taille.

Cette derniere capacité rend donc tres simple la lecture d'une quantité arbi-

traire de données du bon type, et donc d'écrire du code gén éral sans gérer a la
main les tailles des conteneurs.

buffer << data;

Cette expression est symétrique de la précédente, et lit en mémoire systeme
assez de données pour remplir le buffer GPU (si data est un POD, il doit étre de
la bonne taille, sinon dans un buffer mémoire ou dans un vect eur seul le pré xe
est u).

1.6 GESTION DES NOYAUX

Les noyaux sont accessibles a partir des modules ainsi que d écrit précédem-
ment. lls sont du type  CUIib::Native::Kernel et permettent d'appeler les no-
yaux avec une syntaxe simplie. On rappelle, au passage, qu' avec la syntaxe

CUDA™ normale, on appelle un noyau avec la syntaxe :

noyau<<< threads, blocs >>>(argl, arg2, argn);

Cela présuppose bien sir que le noyau ait &té dé ni de ma niere statique dans
le code, ce qui permet de véri er au passage le nombre et le ty pe des arguments.
Dans la librairie  CUIlib, le code appelant les noyaux est compilé avant que les
noyaux existent, et les chiers CUBIN ne proposent pas d'inf ormation de type
permettant de le faire a I'exécution. Il faut donc faire co n ance a l'utilisateur pour
ne pas commettre d'erreur. La syntaxe utilisée est :

noyau [ CUIlib::Native::Grid(threads,blocs) ] (argl, arg2 , argn);

Cette syntaxe est tres proche de la syntaxe proposée dans C UDA™ par défaut
(d'autant plus avec un using CUIlib::Native::Grid ) et s'adapte automatique-
ment au type des arguments : si l'argument est un POD (structu re ou type de
base), il est envoyé tel quel. Les buffers GPU, eux, sont tra nsformés en pointeurs.
Le systeme se charge automatiquement et de maniere transp arente de transmettre
les parametres et la taille de la grille au driver CUDA ™,
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Au passage, on peut noter que dans la majorité des cas, I'app el effectué sera
en réalité :

/I Quelque part:
CUlib::Native::Grid grid(threads,blocs);

/I A un autre endroit:
noyau [grid] (argl, arg2, argn);

/I Version raccourcie:
module.kernel ['noyau"] [grid] (argl, arg2, argn);

L'appel des noyaux est, comme prévu, asynchrone, alors que l'acces mémoire
est synchrone. A n de synchroniser I'exécution méme en I absence de lecture (par
exemple pour éviter que deux noyaux consécutifs ne se chev auchent sur le GPU),
on peut synchroniser directement a partir du contexte ( device.Sync() ).

2 LIAISON DYNAMIQUE

Le systeme de compilation (que ce soit celui de CUDA ™ ou celui de la CUIib)
ne permet pas de dé nir des modules, puisqu'il n'y a pas d'é tape de liaison dans
la compilation pour GPU.

Un tel systeme est néanmoins utile pour plusieurs raisons : d'abord, une ap-
plication telle que le pricing par Monte Carlo incorpore des composants distincts
au sein d'un méme noyau : calcul d'une valeur aléatoire ent iere par une variante
de LCG ou MT, calcul d'une valeur aléatoire ottante loi nor male centrée par Box-
Muller a partir de cette valeur, manipulation de cette vale ur, et en n construction
du résultat. Ces composants sont interchangeables au sein de leur catégorie, mais
il faut assurer au moins en partie au moment de la compilation du code C++,

Ensuite, parce que le langage C (et donc, par extension, CUDA ™) ne propose
pas de systeme d'espace de noms—ce probleme était régl” e au moins en partie

en langage C par l'existence d'identi cateurs statiques, q ui n'étaient pas pris en
compte au moment de la liaison et permettaient donc d'évite r les collisions entre
implantations internes de divers modules. Cette solution n ‘existe plus en CUDA ™.
En n, un systeme de modules est tres utile au niveau de la g’ enération de code :
on peut alors écrire un méta-programme qui travaille non p as en terme de cha’nes
de caracteres (représentant le code source du programme e n cours de construc-
tion, et donc vulnérable aux erreurs de syntaxe et de collis ion) mais en terme de
modules communiquant entre eux (et étant paramétrés par ) des symboles glo-
baux. Disposer d'une représentation des modules a la fois dans le langage cible

(CUDA™) et dans le langage de génération (C++) est donc un double a  vantage.
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2.1 STRATEGIE

Deux stratégies étaient possibles, et different par le n iveau d'information dont
le générateur dispose sur le code généré. En travailla nt par information minimale,
le générateur ne dispose que du nom des symboles globaux de chague module
(le code de chaque module étant donné sans annotations), e t il peut alors les
modi er par simple alpha-renommage pour éviter les collis ions. En travaillant
avec plus d'informations, le générateur devient capable d'extraire des modules les
symboles intéressants, de faire de la déclaration préal able (forward declaration )
pour permettre les dé nitions mutuellement récursives d e modules, et véri er au
passage le type de chaque symbole global, en plus du renommag e pour éviter les
collisions.

Pour des raisons de temps, de complexité de la tiche et de di f culté a parser
rapidement les dé nitions en CUDA ™| l'approche a information minimale a été
choisie ici. Des travaux ultérieurs pourront se focaliser sur l'approche a informa-
tion maximale, qui devrait apporter une sécurité supplé mentaire au systeme.

La stratégie employée est donc d'identi er un module a un ensemble de code
CUDA™ contenant un certain nombre de symboles globaux dont le nom e st connu
(et, on le suppose, n'entre pas en collision avec des noms de v ariables locales,
méme si celles-ci sont invariantes par renommage). Les sym boles globaux peuvent
étre des noms de types, des noms de variables, et des noms de f onctions (soit
locales, soit des noyaux pouvant étre appelés du GPU).

On considere, de plus, qu'un module va utiliser un certain nombre de symboles

globaux qu'il ne dé nit pas lui-méme, et dont le nom (tel qu il apparat dans le code
source de ce module) n'entre pas en collision avec ses propre s symboles globaux
ou locaux. Le processus de liaison va consister a, manuelle ment, établir des rela-
tions d'identité entre les symboles de modules distincts. Par exemple, considérons
le module A:

__global__ void main(int * result)

{

result[FTID()] = F();
}
Ce module dé nit un unigue symbole, appelé main . Il utilise des symboles

externes FTID et F. On peut alors considérer le module B dé ni par :

__device__ int main()

{

return threadldx.x + blockldx.x *  blockDim.x;

Ce module dé nit deux symboles, appelés main et FTID. Il n'utilise aucun sym-
bole externe. Alors, on peut procéder a I'étape de liaiso n en identi ant les symbole
FTID et F du module A avec, le symbole main du module B, puis en indiquant que
main de A est un noyau.
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Le systeme de liaison dynamique détermine alors que le cod e de B doit étre
placé avant celui de A (les modules mutuellement récursifs ne sont pas autorisé s),
puis renomme les symboles globaux de A et B de maniere a les identier de la
maniere souhaitée.

2.2 MISE EN PRATIQUE

Le code généré dans ce cas précis par le systeme de liais on tel qu'il a été
implémenté serait :

/I Begin B
#define main main_fv

__device__ int main()

{

return threadldx.x + blockldx.x *  plockDim.x;

#undef main
/I End B

/I Begin A

#define F main_fv
#define FTID main_fv
#define main main_fv_2

__global__ void main(int * result)

{
result[FTID] = F();

#undef main
#undef FTID
#undef F
/I End A

En résumé, le systeme utilise des directives de préproc esseur C pour donner

un nom contrélé aux différents éléments du systeme et ainsi éviter les collisions
(on suppose gu'il est interdit aux programmes de se nir par “ _fv " ou de contenir
“_fv ). Le noyau principal est alors accessible sous le nom main _fv _2 plutét que
main .

Le systeme est intégré a la librairie CUlib par-dessus les objets existants. Il
s'articule autour de trois catégories d'objets :

— Les classes (CUIib::Extra::Class ) représentent le concept de module, vu
comme un texte et des noms de symboles. Une classe exporte un ¢ ertain
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nombre de symboles (ceux-ci sont exportés pour permettre |

€ renommage et

donc I'absence de collisions, et certains peuvent égaleme nt étre utilisés par

d'autres classes), et importe souvent un certain nombre de s
d'autres classes.

ymboles venus

— Les symboles ( CUlib::Extra::Symbol ) représentent le concept de symbole
partagé. Plutét que d'identi er les symboles importés d ‘'un module avec les

symboles exportés d'autres modules, on considere qu'imp

orter un symbole

revient a utiliser un symbole déja exporté (il n'y a donc pas deux symboles

identi és I'un avec l'autre, mais un seul symbole exporté
importé a plusieurs autres).

a un endroit et

— Le programme ( CUIlib::Extra::Program ) représenté par I'ensemble de tou-

tes les classes qui le constituent, ainsi qu'un petit ensemb
accessibles servant de points d'entrée. Un programme est ¢
pilation et liaison d'un ensemble de classes.

Chaque module est représenté par une classe, qui regroupe
du module (et donc les symboles correspondants) et du code CP
pour interagir avec le module.

le de symboles

onstruit par com-

a la fois le code
U qui sera utilisé

Algorithme 11  : Construction du code source d'un programme

Entr ée : La classe Cy contenant le point d'entrée du programme

Entr ée : L'ensemble C de toutes les classes
Entr ée : L'ensemble S de tous les symboles
Sortie : Le code source src du programme

/* L'ensemble des classes apparaissant dans le programme,

calcul & comme l'ensemble des d épendances de C.

tE 5
EC f Cog;
3 tant que E%6 E faire

L (E;EQ  (E[ E®E°nE);

N

o b

/* Calcul de l'ordre d'apparition, une classe doit
appara tre avant les classes I'utilisent.
6 a.b)9 S28S; export(a;S)” import (b;S);
7 E TRI-TOPOLOGIQUE (E;.);
/ = Construction du code source
8 SIC o
9 pour chaque C 2 E faire
10 temp source(C);
11 pour chaque S 2 S; export(C;S) _ import (C;S) faire
12 Ltemp “#dene S HASH(S)” temp “#undef S”;

13 Src src temp;

14 renvoyer Src

*/

EC f Ce2C:9S2S; 9C; 2 E% export(Ce;S) ~ import (Ci; S)g;

*/

*/

Le code CPU contenu dans chaque classe inclut (sans y étre li

mité) du code

d'initialisation servant a mettre en place les valeurs ini tiales du systeme. Il peut
s'agir, par exemple, d'exécuter un premier noyau dédié a l'initialisation pour ef-

55



fectuer une transformation AoS vers SoA (Array-of-Structu res et Structure-Of-
Arrays), d'envoyer des données vers la mémoire globale du module, ou tout sim-
plement ne rien faire si le module est si simple qu'il n'y a pas d'initialisation
nécessaire. Ce code est exécuté automatiquement par la b ibliotheque pendant
la construction du programme : lorsque celui-ci est renvoy’ e par la fonction de
construction, il est donc déja présent en mémoire GPU et completement initialisé.

2.3 APPLICATION

Une fois les trois classes fondamentales de la librairie CUlib::Extra mises
en place (environ a la moitié du stage), reformuler les alg orithmes existants de
génération de nombres aléatoires en termes de modules a ©~  eté une tAche simple et
rapide. Cette section propose deux exemples de tels modules pour illustrer.

2.3.1 F ILTRE BOX-MULLER

Un ltre Box-Muller peut étre adapté a n'importe quel gé nérateur aléatoire de
nombres entiers uniformes sur [0;2%1  1]. Pour cela, on utilise une classe servant
d'interface commune a tous ces générateurs de nombres en tiers, et on oblige toute
instance du ltre Box-Muller a étre construite autour d'u n objet satisfaisant cette
interface (qui représentera donc le générateur aléato ire entier sous-jacent).

Un générateur aléatoire possede cing propriétés vis ibles par les autres mo-
dules :

— Un type de données locales, servant a stocker I'état du m odule pour un

thread donné, en mémoire locale, tout au long de I'exécut ion d'un noyau.

— Une fonction qui initialise I'état global du générateu r (celui qui persiste entre

des exécutions de noyaux).
— Une fonction qui initialise le type de données locales a p artir de I'état global.

— Une fonction qui enregistre I'état local dans I'état glo bal pour le faire persister
jusqu'a la prochaine exécution.

— Une fonction de génération qui modi e I'état local et re nvoie au passage une
valeur aléatoire du type et de la distribution attendue.

L'état global, s'il existe, est stocké en interne et n'a do nc pas besoin détre
visible des autres modules du programme.

Dans le cadre du ltre Box-Muller, placé en sortie d'un gén érateur G d'entiers,
ces cing propriétés sont dé nies de la maniere suivante

— lIn'y a pas d'état local propre au lItre, en revanche il doi t stocker les données
propres du générateur G :
typedef G_Local Local,;
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— Il n'y a pas d'initialisation de I'état global. Ici, il n'e st pas nécessaire d'initia-
liser le générateur sous-jacent, puisqu'il sera automat iquement initialisé par
sa propre classe au moment de la construction du programme.

— L'initialisation du type de données locales est un simple renvoi sur linitiali-
sation du générateur G :
__device__ void load(Local & local) { G_load(local); }

— La persistance de I'état local est également un renvoi :
__device__ void save(Local & local) { G_save(local); }

— Enn, la fonction de génération est l'application class ique du ltre de Box-
Muller. Les valeurs BLOCKSIZEet TID sont fournies automatiquement par la
librairie CUIib, et représentent respectivement le nombre de threads du bl oc
(supposé unidimensionnel) et l'indice du thread dans le bl oc.

__device__ float generate(Local & local)

{
#  define Pl 3.1415926536f

__shared__ float swap[BLOCKSIZE];

bool first = (TID % 2 == 0);
int other = TID + (first ? 1 : -1);
float rand =
((float)G_generate(local) + 1.0f) / 2147483648.0f;

float SQRT, SIN, COS;

SQRT = sqrtf(-2.0f * logf(rand));
COS = __ cosf((2.0f * Pl) = rand);
SIN = __ sinf((2.0f * Pl) = rand);
swap[TID] = first ? SQRT : COS;

return (first ? SQRT : SIN) * swap|other];

# undef Pl
}

Une fois ces parties de code source CUDA ™ écrites, il faut écrire l'implantation
de la classe en C++. L'approche choisie rend simple cette con struction : en suppo-

sant que le code ci-dessus a été placé dans un chier boxmuller.cu , la dé nition
se fait en trois temps :

— Dé nir les symboles exportés en tant que variables membr es publiques de
la classe (les variables étant immutables ailleurs que dan s le constructeur
d'une classe, il n'y a pas de risque de modi cation).

— Dé nir un constructeur exportant les variables par leur n om, important les
variables du générateur de nombre entiers sous-jacent pa r leur nom, et
spéci ant le code source.

— Dé nir une fonction d'initialisation (qui sera appelée au moment de la cons-
truction d'un programme contenant cette classe et qui initi alise toutes les
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ressources utiles pour la classe, y compris le générateur sous-jacent).
Le résultat :

class BoxMuller : public Class

{
/l Le g enerateur sous-jacent
IntegerGenerator & inner;
public:
/I Symboles export  es
Symbol Generate;
Symbol Load;
Symbol Save;
Symbol Local;
Il Constructeur
BoxMuller(IntegerGenerator & inner) :
Class("Box-Muller"), inner(inner)
{
SourceFile("boxmuller.cu”);
Export(Local,"Local");
Export(Load,"load");
Export(Save,"save");
Export(Generate,"generate");
Import(inner.Load,"G_load");
Import(inner.Save,"G_save");
Import(inner.Local,"G_Local");
Import(inner.Generate,"G_generate");
}
protected:
I Initialisation
void implinit(CUlib::Extra::Program & p)
{
inner.Init(p);
}
%

Les fonctions SourceFile , Export et Import sont des fonctions membre de
CUlib::Extra::Class , et servent a spéci er le chier contenant le code source
de la classe, les symboles exportés (et leur nom dans le code source), ainsi que
les symboles importés (et leur nom dans le code source). Pou r des raisons de

clarté du code généré et des messages d'erreura la comp ilation, le constructeur de
CUlib::Extra::Class prend en argument un texte décrivant la classe en cours
de dé nition.
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2.3.2 G ENERATEUR LCG

Il faut également fournir des classes de générateurs al” eatoires entiers, uti-
lisables par Box-Muller. Les générateurs entiers partag ent tous une classe de
base qui a été nommée dans l'exemple précédent : IntegerGenerator . Cette
classe de base se contente de fournir un ensemble de variable s publiques de type
CUIlib::Extra::Symbol représentant les symboles exportés par le générateur e n-
tier. Elle est dé nie comme :

class IntegerGenerator : public Class

{
public:

/I Symboles export  es
Symbol Generate;
Symbol Load;

Symbol Save;

Symbol Local;

/I Constructeur

IntegerGenerator(const std::string & name)
. Class(name) {}

Le code CUDA ™correspondant aux quatre symboles est le suivant :

typedef unsigned Local;
__device__ void save(Local & 1) {

persist[FTID] = I,

__device__ void load(Local & 1) {
| = persist[FTID];

__device__ unsigned generate(Local & 1) {
(I = LCG_A) += LCG_B;
return | >> 1;

Pour la persistance, on fournit les symboles supplémentai res :

__device__ unsigned persist[NT];

__global__ void init() {
persist[FTID] = LCG_A * FTID = FTID + LCG_B;

59



Ici, les valeurs NT et FTID sont dé nies par le compilateur et représentent res-
pectivement le nombre total de threads et l'indice unique du thread dans la grille.
Les valeurs LCG_Aet LCG_Bsont fournies par la classe.

La dé nition de la classe consiste en un héritage de la clas se de base (pour en
reprendre les symboles et étre utilisable comme telle), pu is a exporter ceux-ci a
partir du code, a fournir des valeurs pour LCG_Aet LCG_B et enn a appeler la
fonction d'initialisation correcte :

class LCG : public IntegerGenerator

{
/Il Symboles pour I etat global

Symbol Initialize;
Symbol Persist;

protected:

/I Initialisation
void implinit(Program & p)
{

p.GetKernel(Initialize)();

public:

/I Construction
LCG(unsigned a = 1664525, unsigned b = 1013904223)
. IntegerGenerator("LCG")

SourceFile("lcg.cu®);

Parameter("LCG_A",a);
Parameter("LCG_B",b);

Export(Generate,"generate");
Export(Load,"load");
Export(Save,"save");
Export(Local,"Local");

Export(Initialize,"init");
Export(Persist,"persist");

La fonction Parameter décrit un parametre : les occurrences du symbole nom-
mé seront remplacées dans le code par la valeur fournie (ic i, par défaut, LCG_A
sera dé ni comme 1664525 et LCG_Bpar 1013904223 [16]).
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L'objet Program recu en argument par la fonction implinit représente un
programme compilé a partir de cette classe (et éventuell ement d'autres) et qui
est en cours d'initialisation. La fonction GetKernel permet d'obtenir le noyau du
programme qui correspond au symbole passé en argument (ici , Initialize , qui
correspond a la fonction  init  du code CUDA ™). Ce noyau est un objet tout a fait
normal de type CUIib::Native::Kernel (dont la grille d'exécution par défaut a
été xée comme étant celle du programme) qu'il est alors possible d'exécuter, par
exemple pour initialiser le contenu de la mémoire.

Au nal, créer un objet “générateur loi normale centrée " utilisable en code
CUDA™ est aussi simple que :

LCG lcg;
BoxMuller bm(lcg);
/I Utiliser 'bm’

La gure 8 décrit la structure de I'objet créeé.

3 GENERATION EXTERNE

Pour des raisons pratiques, l'idée d'utiliser un programm e de génération dis-
tinct du programme d'évaluation a fait son chemin : d'abord , parce que le lan-
gage C++ (adapté pour exécuter des programmes CUDA ™ et effectuer des calculs
numeériques) dispose de peu de fonctionnalités pour trait er des arbres syntac-
tiques, alors que d'autres langages (principalement les la ngages fonctionnels, et
Objective Caml en particulier) le sont bien plus. Ensuite, p arce que la collabora-
tion avec l'entreprise Lexi (utilisant en interne un compi lateur en Objective Caml)
s'est trouvée simpli ée, car elle se résumait a un trans fert de données au format

assuré par le module Marshal d'Objective Caml.

Dans une approche a générateur externe, l'application f ait appel a un pro-
gramme de génération qui encapsule la lecture du code dans un langage adapté
au domaine (ici, MLFi), sa traduction dans une représentat ion interne adaptée au
calcul des payoffs, la génération de code intermédiaire (ici, le langage assembleur
PTX) et la compilation de ce code en un binaire CUBIN. Cela est illustré par la
gure 9.

3.1 PRINCIPE

Dans l'application choisie pour tester cette approche, le g énérateur est en
réalité un back-end : la partie d'un compilateur responsable de transformer la
représentation interne en code machine (ou assembleur) ex écutable. Ainsi, il dis-
pose déja d'un arbre syntaxique élagué et nettoyé. En p articulier, cet arbre ne
contient ni appels de fonctions ni variables (méme si certa ines sous-expressions
peuvent étre partagées entre plusieurs nceuds de l'arbre.
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La structure du langage intermédiaire est en partie classi gue et en partie origi-
nale : un payoff est un ensemble d'actions (chacune représe ntant un sous-payoff),
et chaque action peut étre composée de sous-actions ou d'u ne expression donnant
son payoff. Pour les actions :

Payo
i "? o Conditionelle
j + Somme

Pour les expressions :

" "o Expression binaire
Expression unaire

J
j " ?":" Conditionelle
i Si(Y) Valeur de sous jacent
i Aln] Valeur de parametre
j C Constante
Par exemple, I'expression exprimant le payoff d'une option vanille serait dans

ce langage intermédiaire :
: max(Se(T) A[0]; 0)

Le traitement d'un tel langage se découpe en trois étapes d istinctes :

— Une phase de prétraitement de l'arbre, consistant a anno ter chaque expres-
sion avec le type de son résultat (le code assembleur PTX ind iquant le type
des opérandes dans le nom des instructions, par exemple add.f32  pour une
addition de ottants 32-bit) et le premier instant t ou elle peut étre évaluée
(cela provient essentiellement des  Sj(t) qui doivent étre évalués lorsque la
valeur est connue, donc a l'instant t.

— Une phase de traduction qui parcourt l'arbre et le transfor me en une suite
d'instructions PTX correspondant aux instructions. En gé néral, chaque ex-
pression est traduite par une variable PTX et une suite d'ins tructions sto-
ckant le résultat de I'expression dans cette variable. Ces instructions sont
“a trous” a n de pouvoir facilement renommer ou réutilise r les variables qui
y apparaissent : les instructions sont donc représentées par du texte et des

trous contenant les indices entiers des variables.

— Une phase de post-traitement qui fusionne les éventuels p assages répétitifs,
alloue les registres de maniere optimale et construit le li sting nal, incluant
les déclarations des variables et la colle requise par I'as sembleur.

La regle de typage est simple a mettre en place : le type d'un e expression est
soit dé nie par l'opération (par exemple, float_of int renvoie toujours un réel
et = toujours un booléen), soit dé nie par les types des opéra ndes (ainsi, le type
de at+b est le type de a et le type de b).

De la méme maniere, la regle de premier temps d'évaluati on s'évalue de maniere
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tres simple par un simple parcours en profondeur sur les exp ressions et les ac-

tions :
T(C)= T(A[n]) 0

T(SiM) = t
T(:a)=T( a = T(a)
T(a b = maxfT(a);T(bg
T(a?b:c) = maxfT(a);T(b);T(c)g

3.2 TRADUCTION ELEMENTAIRE

L'étape de traduction consiste a construire un programme dans un langage
impératif (un assembleur) pour évaluer le payoff fourni. Cela comprend deux com-
posantes : la composante microscopique correspond a l'eff et individuel de chaque
expression, et explique comment cette expression doit étr e calculée; la compo-
sante macroscopique explique comment les difféerentes par ties du code d'évalua-
tion du payoff se mélangent avec le code de calcul des trajec toires aléatoires.

L'approche choisie dans cette version simpli ée est d'uti liser une structure ma-
croscopique de la forme :

Mo; Po; M1;Pg; i iM1;Pr i M14g

Ou les M; sont les instructions relatives a la construction des traj ectoires
aléatoires, a l'initialisation et a I'extinction du sys teme (ces parties, bien que pa-
ramétriques en le nombre de sous-jacents et la valeur de T, ont toujours la méme
forme) et les Py constituent I'évaluation des variables qui peuvent étre évaluées au
plus téta l'instant  t (triés, au sein de chaque instant, par profondeur dans l'ar bre
d'expressions, a n qu'une variable soit toujours calculé e avant détre utilisée).

Au niveau microscopique, I'exécution de la plupart des op” erations calcule une

nouvelle valeur a partir d'une ou deux anciennes valeurs (q ui sont déja stocké
dans des registres en assembleur) et se réduisent donc a un e unique instruction
assembleur (parfois plus dans le cas du logarithme et de I'ex ponentielle, pour les-
quelles il faut effectuer un changement de base). Par exempl e, dans l'expression :

a b c b2 "c2"

En supposant que I'expression soit de type entier, et que les expressions bet c
soient calculées dans les registres  $b et $c, alors a sera calculée dans le registre
$a et I'expression ci-dessus sera traduite en :

sub.u32 %$a, $b, $c;

Le seul détail dif cile est celui des expressions conditio nnelles, par exemple :
d a?b:c

63



Ces expressions n'utilisent pas d'évaluation paresseuse : le programme assem-
bleur va d'abord évaluer a, bet c, et ensuite exécuter une instruction de sélection
de la forme :

selp.u32 $d, $b, $c, $a;

La raison de ce choix est que cela simplie la structure du cod e (puisqu'il
n'y a pas de raison de mélanger le code de génération de tra  jectoires avec les
structures de contréle liées aux conditionnelles) sans p our autant diminuer les
performances, puisque dans une situation aléatoire class ique, les threads d'un
méme warp suivront des trajectoires différentes dans les structures de contrble,
et donc proposer aux threads de sauter I'exécution d'une ce rtaine partie du code
sera inutile si un autre thread du warp a quand méme besoin d' exécuter ce bloc
de code.

3.3 S TRUCTURE DU MODELE

Le modele est la structure macroscopique du code, qui va cal culer les tra-
jectoires aléatoires. L'approche utilisée ici est de con struire les valeurs pour la
trajectoire indépendamment de leur utilisation pour le pa yoff, puis de parcourir
dans l'ordre le tableau de valeurs (pour des raisons de perfo rmances) et d'exécuter
dans le méme ordre le code de pricing.

Pour des raisons de performance dans les cas ou le payoff est calculé a partir
d'un grand nombre de valeurs du sous-jacent, les valeurs gé nérées sont écrites
par quatre dans une structure de tableaux (de maniere a pro ter au maximum
de la bande passante vers la mémoire globale) et relues de la méme maniere au
moment du calcul du payoff. Cela n'‘a pas d'impact lorsque peu de valeurs sont
utilisées, mais permet de diviser par quatre I'utilisatio n de la mémoire lorsqu'il y

a beaucoup d'écritures et de lectures a effectuer.

3.4 F USION DES R EPETITIONS

Certaines expressions de payoffs sont simples, par exemple dans le cas des op-
tions vanilles. D'autres, au contraire, sont tres complex es, par exemple les options
qui comptent le nombre de jours ou l'actif sous-jacent a une valeur au-dessus
d'un certain seuil : celles-ci sont courtes a décrire (ess entiellement une opération
de map-reduce appliquée sur la liste des valeurs de I'action) dans un lang age de
haut niveau, mais au niveau de I'expression du payoff cela n” ecessite l'inlining de
tous les appels de fonction (puisqu'il n'y a ni fonctions, ni variables, ni structures
de contr6le dans ce langage intermédiaire).

Or, la taille du cache d'exécution du processeur GPU est lim itée, et utiliser un
grand programme augmente la durée d'exécution de I'assem bleur. Pour cela, il est
donc intéressant de factoriser, une fois le code assembleu r généré, les répétitions.

Pour cela, on découpe le code en sous-parties : initialemen t, il y a une et une
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seule instruction par sous-partie, mais il est possible de f usionner plusieurs sous-
parties contigués lorsque cela est nécessaire. La factor isation va consister a trou-
ver les séquences de sous-parties qui se répetent, regro uper la séquence répétée
en une seule sous-partie, ety inclure le code pour répéter cette partie un certain
nombre de fois (typiquement un compteur, une comparaison et un saut).

Algorithme 12  : Concept de Il'algorithme

Entr ée : Une suite S de N instructions, divisée en sous-parties.
Sortie : Une suite S°d'instructions, factorisée.
[+ Trouver une s équence qui se r epete : elle commence a

l'indice 'i', se finit a lindice 'i+l' et se r epete 'n'
fois. S'il y en a plusieurs, on prend la plus petite. */

1 (i;5;n) REPETITION( S);

2 sii= 1alors

3 Lrenvoyer S

4 Prefixe S[1:::i 1]

5 Repetee Sli:::i+1 1]

6 Boucle “repeat n " + Repetee+ “endrepeat ”;

7 Suffixe S[i+In:::NJ);
s S%= Prefixe + Boucle + Suffixe ;

[+ Appel r ecursif * |
9 renvoyer FACTORISER(SY

Les détails techniques (alpha-renommage des variables, ¢ onstruction de la
boucle et non-collision des labels de saut) ne seront pas abo rdés ici, car ils ne
présentent pas d'intérét.

L'algorithme de recherche de répétition travaille en tro iS passes sur un principe
simple : trouver, pour chaque instruction, la derniere foi S ou cette instruction est
apparue ; trouver, pour chaque instruction, si la séquence commencgant a cette
instruction est la répétition d'une séquence commenca nt a une précédente appa-
rition de cette instruction, et une fois une répétition tr ouvée déterminer combien

de fois la séquence se répete.

Algorithme 13  : Calcul des occurences

Entr ée : Une suite S de N instructions.
Sortie : Un tableau d'indices indiquant la précédente apparitio n de
chaque instruction, -1 si aucune.
1 H Hashtable(default = 1);
T Array (size = N);
3 pour i 2f0:::N 1g faire
L T HISEIL
HSTT 0

N

o b

6 renvoyer T

Le programme a déja subi une phase de réutilisation des re gistres au mo-
ment ou l'algorithme de factorisation est utilisé, ce qui rend donc le code répétitif
réellement identique (plutét que juste identique a alph a-renommage pres). De
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plus, méme si les variables sont réutilisées dans le mauv ais ordre, un nombre

signi catif de répétitions imposera une période sur la r éutilisation (qui sera gé-
néralement réalisée en permutant deux variables d'une r épétition sur l'autre) et
donc permettra de reconna’tre quand méme la séquence ré pétée (méme si un peu

moins ef cace).

Une autre transformation a été appliquée au programme po ur améliorer I'évi-
dence des répétitions : plutét que de lire en mémoire a d es offsets xés (0, 512,
1024, 1536 ...) on utilise une variable d'offset qui permet d ‘obtenir a chaque
lecture un code identique (ajouter 512, lire les données) e t donc de permettre la
factorisation.

La construction de cet ensemble initial assure une grande ac célération de la
recherche, puisque les instructions sont rarement identiq ues les unes aux autres,
sauf justement dans le cas d'une séquence répétée (par e  xemple pour les parties
construisant les trajectoires), puisque cela permet d'év iter de traverser toutes les
instructions a la recherche d'une instruction identique a chaque fois, si celle-ci
n'existe pas.

Algorithme 14  : Identi cation des répétitions

Entr ée : Une suite S d'instructions

Entr ée : Les occurences précédentes T

Sortie : L'indice i de la premiere sous-suite répétée
Sortie : La longueur | de la sous-suite

1 (1) ( 1)

2 pour j 2f0:::N 1gfaire

3 k T4

4 tant que k maxf0;j Igfaire

5 si S[k:::j 1]1=9[j::: 2] k 1]alors

6 | G (ki k)

7 k T4

8 renvoyer (i;l)

Enn, le décompte des répétitions se fait simplement en d écalant le motif de
| jusqua ce qu'il ne corresponde plus au texte. Le fait que le motif le plus court
soit choisi a chaque fois permet de s'assurer que le motif ch oisi ne contiendra pas
de sous-motif, et donc de considérer la boucle ainsi obtenu e comme un tout non

factorisable pour mieux pouvoir se consacrer au reste.

L'avantage est que cela simpli e l'algorithme et sa preuve ( puisqu'il ne faut
pas travailler récursivement et sur le motif et sur le résu Itat nal) mais risque de
provoquer un temps de calcul supplémentaire si le code cont ient une séquence

répétitive a l'intérieur d'une autre.

La détection des répétitions ne peut bien entendu pas fac toriser toutes les
formes de répétition. Par exemple, il fonctionne tres bi en sur une expression de la
forme :

A= arT a ct)?(a 1+1): a 1 a; O
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ou la méme opération (incrément, puis choix) est effect uée a chaque pas de temps,
mais pas sur une expression de la forme :

A= aj a c)?Si(t): a ars1 O

en effet, méme si le concept de I'expression est simple (tro uver la premiere date
ou la propriété est vraie et renvoyer sa valeur) I'approc he choisie implique que &
sera évaluée une fois ai+1 connue et donc, par extension, toutes les valeurs de
c(t) et Si(t) seront mémorisées jusqua t = T ou ar (et donc tout le contenu de
A) sera évalué. Ces mémorisations se feront dans des varia bles distinctes, ce qui
empéchera a la fois la factorisation et I'exécution, pui sque la quantité de registres
disponibles est tres faible devant le nombre moyen de jours dans un contrat.

3.5 LIMITES ET PISTES A EXPLORER

Pour des raisons de temps, le générateur a pu étre testé s ur divers produits
nanciers, mais le code généré n'a pas pu létre. Il n'y a donc pas de données
tangibles de la qualité des résultats et de la vitesse d'ex écution—I'objectif de cette
étude était avant tout d'étudier la possibilité d'un te | générateur, plutét que la
qualité du code généré, tel qu'examiné dans les autres parties.

Comme vu ci-dessus, un certain nombre de contrats n'est pas g éré par le
systeme, en particulier ceux qui demandent de mémoriser u n grand nombre de
données au cours de la traversée chronologique des valeur s de l'actif. Corriger
ce probleme n'est pas impossible, puisqu'il est simple a d” etecter (explosion du
nombre de variables) et a contourner (plutbt qu'un acces chronologique, effec-
tuer des acces aléatoires aux bonnes dates, puisque I'int égralité de chaque trajec-
toire est stockée en mémoire) malgré une perte de perform ance (puisque les acces
aléatoires se feront en mémoire globale)—au fond, ce n'es t pas grave de traiter

lentement des cas qui n'auraient de toutes facons pas été traités.
La gestion des conditionnelles est problématique a plusi eurs niveaux. D'abord,
elle impose I'utilisation d'une instruction de sélection de valeur en fonction d'un

prédicat ( selp ) alors que ce n'est pas toujours nécessaire. Par exemple, d ans une
situation de comptage, I'opération représentée est :

A= ar a ct)?(a 1+1): a 1 a; O

La compilation optimale d'une étape de cette opération n' est pas une suite de
deux étapes comme cela est généré par le programme :

add.u32  $a2, %a, 1;
selp.u32 $a, $a, B%a2, $c;

mais une seule étape conditionnelle a un prédicat :

@$%$c add.u32 $a, $a, 1;
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Dans I'ensemble, cependant, on est en droit de s'interroger sur la pertinence de

cette optimisation, puisque la plupart du temps le goulot d' étranglement se trouve
au niveau de I'acces en mémoire globale, rendant ces opér ations supplémentaires
gratuites.

L'autre probleme lié aux conditionnelles est I'absence d ‘évaluation paresseuse.
Il est bien str impossible d'assurer I'évaluation paress euse dans un modele chro-
nologique (ou les valeurs sont évaluées dans l'ordre des temps ou elles ont be-
soin de connatre la valeur du sous-jacent) des que I'éva luation de la condition
se produit apres I'évaluation des alternatives. En revan che, il serait envisageable
d'empécher cette évaluation lorsque la condition est con nue avant que les alterna-
tives soient calculées. Cela permettrait alors d'éviter a la fois des calculs inutiles

et des lectures inutiles en mémoire globale.

Le systeme de génération des trajectoires fonctionne pa r intégration ° ce qui
provoque souvent des erreurs de précision a cause des calc uls réalisés en 32-bit.

Une alternative serait d'utiliser une unique étape d'int’ egration pour calculer la
valeur au temps nal T, puis une technique de pont brownien pour calculer les
points intérieurs de la trajectoire de maniere dichotomi que.

Enn, il pourrait étre envisagé, si la factorisation fonc tionne assez bien pour
réduire toute I'évaluation a une boucle précédée d'u n pré xe et suivie d'un suf xe
tous deux indépendants du temps, d'éliminer I'étape de p ré-calcul et de calculer a

la volée, dans cette boucle, les valeurs utilisées par I'”  evaluation.

4 EXTENSIONS POSSIBLES

Cette étude aurait indéniablement béné cie d'un back- end générant du PTX
et étant capable d'optimiser le code généré (réutilis ation des registres, factorisa-
tion automatique plus poussée). Le back-end minimal qui a ~ eté développé pour

l'occasion fonctionne, mais est de mauvaise qualité. Il se mble évident que, avant
de disposer d'un systeme de génération acceptable, une r eprésentation logicielle
correcte du langage cible (soit PTX, soit seulement CUDA) es  t nécessaire.

De plus, au niveau du systeme de liaison, la capacité de pou voir lire du code
CUDA et d'en extraire des informations de ré ection (noms d e variables et de
noyaux, types, éventuellement conversion des types de Str ucture-Of-Arrays vers
Array-Of-Structures et vice-versa) serait utile. En parti culier, un systeme de des-
cription des types est déja incorporé a la CUIib mais n'est pas branché, justementa
cause de ce manque de capacités d'introspection, a la part ie de liaison dynamique
de la librairie.

Enn, il reste a travailler sur l'optimisation des différ ents concepts, et a exa-
miner l'insertion de code a des endroits différents 6. Dans l'état actuel, du code
typique compilé directement en .ptx met moins de 100 millisecondes a étre as-
semblé, alors que compiler, méme a la volée, du code .cu , met de 800 a 1200

Sla valeur au temps t+1 est calculée a partir de la valeur au temps t.
6par exemple au stade .gpu plutdt que .cu ou .ptx .
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Source PTX (.ptx)
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nvcc —® Binaire (.cubin)

FiG. 9 — Programme avec génération externe.

DSL : Domain-Speci ¢ Language
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millisecondes—une perte de temps non négligeable.

70



CHAPITRE VI

L ANGAGES SPECIALIS ES

Le langage utilisé par défaut dans le systeme CUDA ™ est un langage dérivé du
langage C. Bien que ce langage soit, pour des raisons de comp” etence technique

existante des utilisateurs potentiels, un excellent choix , Il faut s'interroger sur sa
pertinence tant au niveau de la modélisation de produits n anciers—les individus
travaillant sur ces produits disposant tres rarement d'un e connaissance suf sante
du langage C, et encore moins de la variante utilisée par CUD A™ _qu'au niveau

de la sémantique du calcul parallele, le langage C étant a vant tout congu pour
fonctionner en série.

A l'inverse, du moins en ce qui concerne la modélisation des produits nan-
ciers, il ne faut pas tomber, au moins dans un premier temps, d ans le piege
d'une solution trop généraliste : la priorité de cette é tude est, avant tout, de
fournir un cadre permettant d'exécuter du code de pricing d ans les limites tres
restreintes d'une carte graphique, tout en conservant une q uantité raisonnable
de performances. Pour cela, il est intéressant de construi re un langage lisible par
les non-initiés sur les bases solides d'une machine virtue lle adaptée au GPGPU,
plutét que d'essayer d'adapter un langage certes tres exp ressif et généraliste, mais
néanmoins dif cile a optimiser, au cadre restreint des pr ocesseurs de cartes gra-
phiques.

1 UNE MACHINE VIRTUELLE

Une piste suivie en profondeur a été la conception d'une ma chine virtuelle
représentant une sémantique adaptée au pricing d'optio ns, et capable de compiler
les programmes l'utilisant vers du code GPU.

1.1 C ONCEPTS DE BASE

OPERATIONS. La machine fonctionne a base de registres (il en existe une in nité), pou-
vant éventuellement étre regroupés en tableaux (auquel cas on peut accéder aux
registres individuels par des indices). Une opération ato migue de la machine
consiste a lire des valeurs (constantes, registres, valeu r d'un actif a l'instant ou
I'opération est exécutée, parametres), a leur appliq uer des opérations potentielle-
ment complexes (a priori n'importe quelle expression sans effet de bord du C est
autorisée), puis a stocker le résultat dans un registre.

ACTIFS ET TEMPS. La machine est construite autour d'un ensemble d'instants T tous com-
pris, strictement, entre 0 et T (le premier et le dernier instant). Pour des rai-



sons de simplicité, on peut choisir T =1 et recon gurer I'échelle du modele pour
étre adapté a cette nouvelle valeur. Elle comprend égal ement un ensemble d'actifs
sous-jacents A représentés par des entiersde 1la N.

STRUCTURES DE CONTR OLE. Les structures de contréle sont tres limitées : il n'exi ste pas
de boucles ou conditionnelles libres (méme si l'instructi on conditionnelle ternaire
du C est autorisée en tant qu'expression). En revanche, il e xiste la possibilité
de répéter une opération plusieurs fois, une fois pour ch ague actif sous-jacent
(on peut se restreindre pour cela a un sous-ensemble des act ifs sous-jacents)
pris dans l'ordre croissant des indices, ou alors une fois po ur chaque instant (de
nouveau, on peut se restreindre aux sous-ensembles) dans I ordre chronologique,
ou bien de combiner les deux (une fois pour chaque instant, on effectue une chose
pour chaque actif). Lorsqu'aucun instant n'est choisi, on p eut effectuer le calcul
soit pendant le prétraitement (on travaille alors sur la va leur initiale des actifs)
soit pendant le post-traitement (on travaille alors sur la v aleur nale).

REGISTRES SPECIAUX. Des registres spéciaux permettent de connatre l'indic e actuel dans

1.2

une boucle ( a pour l'indice de l'actif, t pour l'indice de temps, vu comme un entier
représentant l'ordre dans I'ensemble des temps étudiés ), la valeur de l'actif a au
temps t par la variable S (ou, si t n'est pas spéci é, au début ouala n). Enn,

on peut assigner une valeur au registre R qui contient le résultat nal (donc le
payoff).

R EPRESENTATION FORMELLE

La machine virtuelle utilise un ensemble de variables V in ni, pouvant repré-
senter soit des registres individuels soit des tableaux de r egistres (on fait I'amal-
game entre les deux en considérant qu'une variable représ entant un seul registre
est en fait un tableau a un seul élément).

Une opération de la machine virtuelle est de la forme :

v['4] "2

Ici, "1 et ", sont des expressions (dont la grammaire complete ne sera pa s
donnée, mais qui correspond a la grammaire des expression s arithmétiques du
langage C n'ayant pas d'effet de bord, et incluant l'acces a un élément d'un ta-
bleau). La sémantique de l'opération est intuitive : les d eux expressions sont
évaluées en lisant les valeurs stockées dans les variabl es gu'elles référencent, et
le résultat est stocké a l'indice correct dans la variabl e v, le plus souvent v|[0].

Les expressions de la machine virtuelle peuvent étre séqu encées :

01,02

Cela garantit que l'opération 0, est exécutée avant l'opération 0., et donc que
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la valeur que celle-ci assigne a une certaine variable sera prise en compte par 0.
Par exemple ;
a a+1; R a

Les séquences d'opérations sont précédées de deux qua  nti cateurs : un quan-
ti cateur de temps indiquant quand elles doivent étre effe ctuées, et un quanti -
cateur d'actif indiquant pour quels actifs elles doivent é tre exécutées. Le quan-
ti cateur temps peut étre de la forme 82T (ouT T ), pre ou post (indiquant
respectivement t2 T,t=0 ou t =1). Le quanti cateur actifs peut étre de la forme
8a 2 A (ou A A ) ou bien étre absent (auquel cas I'ensemble d'opérations est
exécuté une seule fois).

Par exemple, pour exécuter une fois l'opération d'incré menter X, avant de com-
mencer les calculs :

Pour faire la somme des valeurs des actifs a tous les temps :

8t2T:8a2A: X X+ S

Pour trouver la valeur nale maximale des trois premiers act ifs :

postBa2f 1;2;3g: X max(x; S)

Un programme pour cette machine virtuelle est alors une list e (ordonnée) de
séquences d'opérations quanti ées.

1.3 SEMANTIQUE

La machine virtuelle se trouve a tout instant dans un état r eprésenté par une
fonction représentant le contenu de la mémoire. Ainsi, lorsque v 2 V est une
variable et i est un entier, (v;i) représente le contenu du registre représenté par
v[i]. Le fonctionnement de la machine consiste donc a appliquer des transitions

1% Odwun état a un autre effectuées par I'exécution des opé rations oj.

On suppose que les valeurs des actifs,  S,(t), sont pré-calculées, méme si on
prouvera ensuite que ce pré-calcul n'est pas nécessaire.

On suppose en outre qu'il existe une fonction d'évaluation gui a une expres-
sion " associe sa valeur H'i évaluée en remplagant les variables par leurs valeurs
telles que données par . Les détails de la dé nition de cette fonction ne sont pas

données, tant ce cas de gure est classique.

La sémantique d'une transition correspondant a une opér ation est la suivante :
on considere une opération de la forme o Vv[a] b, eton pose Ctelque !° O
Alors qx;i)= (x;i) lorsque x 6 vou i 6 hai ,et Yv;hai )= hi . Intuitivement,
cela revient a mémoriser au bon indice la bonne valeur.
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La partie importante—et naturellement, complexe—de la sé mantique est l'in-

teraction avec les quanti cateurs. Puisque les quanti cat eurs sont conceptuelle-
ment des boucles for-each dont les ensembles de travail ne dépendent pas des
valeurs a I'exécution, on peut déplier ces boucles pour q ue le programme ne soit
plus gu'un enchanement ordonné d'opérations. Ce dépl oiement se fait en deux
étapes : d'abord, on supprime la quanti cation sur les temp S:

On se donne une suite de séquences d'opérations quanti & es a la fois pour
le temps et pour l'actif, Sx = Si;:::Sk. On se réduit a une suite d'opérations
quanti ées pour l'actif seulement, de la maniere suivant e:

Y YK
Sa= T, Sh
t=0 i=1
On dénit S! de la maniere suivante : si le quanti cateur temporel de Si est

compatible avec la valeur t (autrement dit, si t = 0 alors ce quanti cateur est pre,
si t = 1 alors ce quanti cateur est post, et sinon alors ce quanti cateur agit sur
un ensemble T tel que t 2 T), alors S' = S;. Sinon, S! est une opération vide.
L'opération T; est simplement :

T t

L'intuition est que, pour chaque temps, on fait la liste et da ns le bon ordre de
toutes les opérations qui auraient été exécutées a ce t instant-la, avec leur quan-
ti cateur d'actifs. Avant de commencer I'évaluation pour un certain instant, on
change la variable T pour contenir le temps d'exécution présent.

Ensuite, on se donne la suite S, = Stl1 i :S,t' et on souhaite construire une suite
sans quanti cateurs d'actifs :

Cette fois, S/'** est dé ni comme étant égala S’ si et seulement si  a fait partie
de la quanti cation de  S', et S''*' est dé ni comme étant égala S si S'' n'a pas
de quanti cation sur les actifs. L'opération Al est:

A a; S Sa(ti)

L'intuition est que, en conservant I'ordre entre les diffé rentes séquences d'opé-
rations, on décompose chaque séquence ayant un quanti ca teur sur les actifs en
autant de séquences qu'il y avait d'actifs, en xant au pré alable l'indice A de l'actif

et la valeur S de l'actif au temps ou l'instruction est exécutée.

Une fois la suite S obtenue, on applique une a une toutes les opérations sur
une fonction O initiale constante ( °(x;i) = 0), et on récupere la valeur ! (R;0)
comme payoff calculé par le programme.

En résumé, pour exécuter un programme, on parcourt un a u n tous les temps
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de T [f 0;1g, en xant la variable T au passage, et on exécute pour chaque temps

toutes les séquences qui sont quanti ées pour s'exécute r a cet instant-la, dans
l'ordre dans lequel elles ont été dé nies. Pour exécute r une séquence quanti ée
sur des actifs, on exécute la séquence pour chaque actif, d ans l'ordre, en xant la

valeur de A (l'indice de l'actif) et S (la valeur de I'actif).

Par exemple, voici un programme qui calcule I'écart-type d U maximum de A
actifs sur un ensemble T de temps :

Algorithme 15 : Exemple de programme dans la machine virtuelle
Entr ée : Un ensemble de temps T
Entr ée : Un ensemble d'actifs A
Sortie : L'écart-type des maxima des actifs

1 pre: 8a2A Max [a] 0;

282T: 8a2A: Max[a] max(Max [a]; S);

3 post: Sum 0;

4 post: 8a2A: Sum Sum + Max|[a];

5 post: Avg Sum=jAj;

6 POst: Sum 0;

7 post: 8a2A: Sum Sum+ (Max[a] Avg)?;

8 post: R Sum=(jAj 1);

Ici, on constate l'intérét de la stabilité des ordres : d' un cOté, on assure que Max
sera d'abord mis a zéro, puis sera modi & pour contenir le maximum pour chaque
actif, avant d'étre utilisé (ordre chronologique). D'un autre cOté, on s'assure que
Sum est remis a zéro avant d'étre modi &€ pour contenir d'abo rd la somme, puis la
somme des erreurs (ordre d'écriture). L'ordre des actifs e st rarement utile, d'au-
tant plus qu'il est souvent arbitraire (lequel vient en prem ier : le CAC40 ou le
NASDAQ ?)

1.4 C OMPILATION

L'intérét de la machine virtuelle est qu'il est facile de ¢ ompiler son compor-
tement au niveau de CUDA ™. Dans le stage, la compilation générait du code
CUDA™ mais il aurait été également possible de lui faire gén”  erer du code PTX si
nécessaire, en particulier pour pro ter d'options d'opti misation disponibles a bas
niveau.

La machine virtuelle commence par créer trois zones de code

Algorithme 16  : Trois zones de code

1 INITIALISATION-MODELE( S);

Zone pre;

pour t2 T faire
ITERATION-MODELE( S);

L Zone in;

ITERATION-MODELE( S);
Zone post;
renvoyer R;

© N o

Le noyau initialise d'abord le modele a partir du vecteur i nitial constant pour
les actifs. Puis, il exécute le code placé dans la zone pre. Ensuite, il parcourt
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une boucle pour chaque instant, et commence par calculer (pa r intégration) les

nouvelles valeurs de l'actif. Ensuite, il exécute le code d
tour de boucle.

En n, il effectue une derniere itération du modele pour c

e la zone in, pour chaque

alculer la valeur nale,

exécute le contenu de la région  post, et renvoie le contenu de la variable R tel qu'il

a été modi é par les trois zones. Bien entendu, les boucle

s vides sont supprimées,

de méme que litération supplémentaire, si la zone post est vide.

Ce mode de fonctionnement est possible, car les programmes p arcourent tou-

jours les trajectoires des actifs dans I'ordre chronologiq
choisie pour supprimer la quanti cation temporelle), et do
blier les valeurs de l'instant précédent au moment de it
linstant suivant. Ce systeme, contrairement a un syste

tionne sans pré-calcul et donc sans besoin de passer par la m
able. De plus, puisque le

calculer les trajectoires, ce qui est un avantage considér

ue (a cause de la méthode

nc le modele peut ou-
ération pour calculer
me plus général, fonc-
émoire globale pour

travail de modele apparata un seul endroit, il est possi ble d'utiliser un générateur

aléatoire en ligne, puisque le code est, par conception, fa

ctorisé au maximum.

La machine remplit ensuite les trois zones en ajoutant, dans l'ordre d'appari-

tion dans le programme, chaque séquence quanti ée. Si ell
ou post;, elle est envoyée respectivement dans la zone

e est quanti ée par  pre:

pre ou post, sinon elle est

envoyée dans la zone in et entourée d'une conditionnelle de la forme “ sit2 T" pour
n'étre exécuté qu'aux bons instants. Cette conditionne lle peut étre simple ( if (1)
pour étre toujours exécuté), complexe ( if (t > 1 && t < 5) pour un intervalle)
ou exhaustive (if t == 1 ||t ==3 ||t == 5) pour les impairs de 1 a 6).

On remarque ici que les temps réels dans la machine virtuell

par des indices entiers (dans un tableau contenant les valeu

Une séquence d'opérations quanti ée sur les actions est

e sont représentés
rs réelles).

traduite soit en une

boucle for sur les bonnes valeurs (si elles sont consécutives), soit s ur les indices

d'un tableau contenant les bonnes valeurs, soit méme une in
(s'il y a une seule valeur). Chaque itération d'une telle bo

struction sans boucle
ucle xe la variable a

contenant l'indice de l'actif, et la variable S contenant sa valeur au temps choisi.

Pour des raisons évidentes (la sémantique demande qu'il e
possible de fusionner deux boucles, méme consécutives et

valeurs). Le compilateur et lI'assembleur, en revanche, son

beaucoup d'opérations inutiles, en particulier grace a
plutét que d'aller jusqua copier les valeurs de aetS.

En n, le compilateur recense les variables utilisées, leu
les dé nit toutes soit avant le noyau (dans le cas des tablea
dans le noyau mais avant le code.

1.5 RESULTATS

Cette machine virtuelle, et le compilateur correspondant,
tés. Les résultats sont concluants : la plupart des produi
exprimés dans cette machine, que ce soient des options vani
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(déja gérés par le générateur de code du chapitre pré
plus complexes qui ne I'étaient pas, par exemple de parcour
gua véri er une condition, grace a la possibilité de c
factorisation au moment de I'écriture des options.

En revanche, la durée de compilation (en particulier, I'ex

plus longue :

incluant ces durées, on obtient des performances néanmoi

de 800 a 1200 millisecondes suivant la taille d

cédent) ou des variantes
ir la trajectoire jus-
ontréler plus précisément la

écution de nvcc) est
u code généré. En
ns raisonnables : 2

secondes pour un put avec trois actifs sous-jacents contre 30 secondes pour une

version CPU (qui, elle, n'inclut pas le temps de compilation
gains de performance, et de la simplicité de compiler des pr

). En raison de ces
ogrammes écrits pour

cette machine virtuelle, cette piste est donc intéressant e.

2 UN LANGAGE DE DESCRIPTION

Le projet suivant, qui n‘a pas abouti a cause de raisons tech
construire un langage de modélisation simpliste et un comp

chine virtuelle.

L'idée de départ de a conception a été que la structure pr
ation se préte bien aux opérations de

type sont fondamentalement des opérations de

2.1 S TRUCTURE DU LANGAGE

La structure initiale du langage était donc :

Les opérations de somme, produit, minimum et maximum calcu
correspondante pour tous les éléments de leur ensemble de

c
X
x["]
S (")

P? "

f(a;t)2 A Tg"
Qf(a;t) 2A Tg"
maxf (a;t) 2 A Tg"
minf(a;t) 2 A Tg"

let x="in

letx fa2 Ag="in"
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folding , a savoir appliquer une opération
associative sur toutes les valeurs d'un actif donné a des i
toutes les valeurs a un instant donné d'actifs donnés). P

de la partie précédente, le calcul d'un maximum, d'une moy
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ar exemple, dans lI'exemple
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Constante
Variable

Indice

Actif

Expression binaire
Expression unaire
Conditionelle
Somme

Produit

Maximum
Minimum
Nommage
Tableau

lent la valeur
travail a partir de la



sous-expression considérée. Les variables qu'ils intro duisent sont utilisables dans
cette sous-expression (au méme titre que des indices de bou cle). Les variables
peuvent contenir des valeurs de base (entier, réel, boolé en) ou des tableaux de
valeurs de base. Il est impossible de créer des tableaux de t ableaux.

L'exemple du calcul de I'écart-type des maxima des valeurs est donc :

let Max fa2 Ag = maxft 2 T g Sa(t) in
let évg =( fa2Ag Max[a])5Aj in
( fa2Ag (Max[a] Avg)?)=(jA] 1)

2.2 SEMANTIQUE

On se donne un contexte d'évaluation représentant l'association entre noms de
variables et valeurs (ces valeurs pouvant étre des scalair es ou des tableaux de
taille xe indicés par les actifs. Ce contexte est une fonct ion (x;i) qui renvoie
I'elément i de la variable x (ou, si x est un scalaire et i =0, lavaleur de x). On note

[x! v]lafonction Cégalea entoutpointsaufen  Yx;0)=v,et [x;i 2 A! v(i)]
la fonction Cégalea partout sauf enles  Yx;i) = v(i) pour i2 A.

On dé nit 'opérateur d'évaluation H'i de l'expression " dans le contexte de
la maniere suivante :

hci =c ki = (x;0) hx[ali = (x;hai )
hSa(t)i = Spai (i ) e b =ha hhi ha = hai
lm?b:c =si ai alorshd sinon tci
Het x = ain b = Mo n ai j

Het x fa2 Ag=binci =hi o  avec O= [xi2Ath b i

M _ M _
h fajt2A TQEI = hei [al iqt! jl
ij2A T
L'évaluation renvoie une valeur entiere, réelle ou bool éenne (si elle devait ren-

voyer un tableau, le programme est mal typé).

2.3 ANALYSE STATIQUE

Il faut véri er plusieurs propriétés de maniere statiq ue, de méme qu'extraire
des informations utiles pour la compilation.

La premiere propriété qu'il faut véri er est que les exp ressions sont de type
correct. On supposera dans la suite que chaque expression a u n seul type 7 qui
est I'un des types de base (entier, réel, booléen).

Le type est bien entendu évalué dans le cadre d'un contexte décrivant le type

"Des expressions comme a ? 10 : false sont donc mal typées.
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des différentes variables. Puisqu'une méme expression n e peut avoir qu'un seul
type, toutes les cases d'un tableau ont, par construction, | e type unique de l'ex-
pression utilisée pour linitialiser, et donc on peut cons idérer que les types des
variables sont |, R, B, | , R et B pour représenter les valeurs scalaires (entier,
réel, booléen) et leurs équivalents tableaux. La taille et les indices des tableaux ne
sont pas véri és par le travail de typage.

On représente le contexte de types par , Suivant la méme notation que
précédemment, et on considere l'opérateur de typage T ("). On peut faire suivre
l'opérateur par une suite de contraintes de types qui doive nt étre véri ées (sans
quoi, I'expression provoque une erreur de typage), écrite s entre accolades. Les
types des opérations et constantes ne sera pas détaillé i ci, car il ne présente ni
originalité, ni dif culté. Les opérateurs dignes d'int érét sont :

TX= ()

TXa)f x)=X;T@=1Ig=X
T (Sa(t) fT (=1 T ()=Rg=R
T M fa;t2 A Tge fT (u u rj(€)= X 2fI;Rgg= X
T ((@?b:0) fT (@=B;T (=T (¢g= Xg=X
T (etx=ainb)=Tpr @ (D

T (letxfa2 Ag=binc)= T x () avec X =T [a i1(b)
L'absence de polymorphisme permet donc une véri cation co mplete des types

par un parcours en profondeur de l'expression. La preuve de c orrection de la
fonction de typage ne sera pas détaillée ici.

Les instants ou les actifs sont évalués posent probleme . il faut que la liste
complete des temps d'évaluation soit connue avant le déb ut de l'évaluation (an
d'étre compatible avec la machine virtuelle, qui met en pla ce des calculs de la
forme 8t 2 T). Deux approches sont ici possibles : d'un cbté, interdir e toute modi-
cation des variables de temps. Autrement dit, soit I'expre ssion t dans S,(t) prend
une valeur constante connue a la compilation, soit cette ex pression est en fait une
variable t liée a I'une des expressions de folding (et donc le domaine d'existence de
t est une constante connue a la compilation). Cette approche est la plus simple
(il suft de construire l'union des temps constants et des en sembles de temps
sur lesquels on itere), mais évidemment la plus restricti ve, puisqu'elle interdit des

expressions de la forme :

max ft 2 Tg Sp(t) So(t 0:1)

De l'autre c6té, il serait possible d'autoriser n'import e quelle valeur de t en in-
dice, du moment que cette valeur serait restreinte a un ense mble ni de valeurs
connu au moment de la compilation. Pour des raisons de véri cation statique
(qui seront détaillées dans un instant) et de dif culté d e compilation, cette pos-
sibilité est pour linstant écartée, méme si des propos itions de contournement
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apparaissent dans la partie de généralisations.

Une véri cation importante a effectuer est que le system e ne tente pas de lire
dans le futur : en effet, on souhaite que le programme ne doive pas stocker en
mémoire une grande quantité de valeurs pour tout calculer a la n de I'exécution.
Or, il existe des programmes bien typés qui ne peuvent fonct ionner sans une
grande part de mémorisation, par exemple lorsque tous les ~ eléments d'un fold
dépendent de la valeur nale de l'actif, et doivent donc ét re évalués dans I'étape
nale :

ft2Tg So(t) So(T)

Pour cette raison, on impose une contrainte d'ordre sur |'é valuation des ex-
pressions de fold : lorsque celle-ci est exécutée au temps t, elle n'a le droit de
manipuler que des valeurs qui ont ni détre calculées a u n temps constant et
inférieura t. L'algorithme de véri cation doit également étre capab le de traiter des
cas composites, comme :

X

fty 2 Tig So(t1)=(min fta 2 Tog Sp(t2))

qui est possible des que minT; maxT, (le minimum est calculé d'abord, puis la
somme des rapports ensuite), puisque la sous-expression de somme sur T, nit
détre évaluée au temps constant  maxT,, mais de rejeter des expressions comme :

X
fty 2 T1g ft2 2 Tog So(t1) So(tz)

méme si maxT; min T,, la somme sur T, utilise la valeur Sp(ty), qui n'a pas
ni d'étre calculée a un temps constant (méme si ce temps , hon-constant, précede
toujours le moment de I'évaluation). En n, dans cette vers ion simpli ée, les condi-
tionnelles ne rentrent pas en compte dans le cadre de cette é valuation, et donc des
expressions comme :

X
ft2Tgt< 0:5?S5p(t) : Sp(0:5)

sont considérées comme incorrectes (puisque potentiell ement Sp(0:5) peut ne pas
avoir été calculéee) méme si en pratique il serait possib le et méme trivial d'écrire
un programme calculant ceci sans mémorisation de valeurs. De par la nature des
opérations de folding, cela ne réduit pas I'expressivit” e:

X
ft 2T \ [0;0:5]g Sp(t) + ft 2T\ [0:5;1]g Sp(0:5)

L'intuition est donc d'associer un temps d'évaluation ré el constant a chaque
expression et chaque variable, a I'exception des variable s liées dans les opérations
de folding sur les temps, dont le temps d'évaluation sera ap pelé now. Une expres-

sion nissant de s'évaluer au temps t réel, mais qui contient une variable évaluée

a now, sera notée comme s'évaluanta t . Les regles exactes pour calculer le maxi-
mum de deux temps, en prenant en compte a la fois les étoiles et le now, seront
décrites plus bas.

Le systeme véri e que I'expression contenue dans une opé ration de folding est
évaluable a t ou t , avec t plus petit que le minimum de I'ensemble sur lequel
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le folding est effectué, et que cette expression ne contien t aucune autre variable
a now issue d'une opération de folding extérieure. Le temps d'°~  evaluation d'une
variable est noté  (v) et vaut pour tout le contenu de la variable (y compris si c'est

un tableau), et E!'(") le temps d'évaluation de " dans le contexte de temps |, telle
que la derniere variable liée sur le temps soit t.

E'(c=0 E'(x[a]) = maxf (x);E'(a)g

E'(Sa(t)) =maxft;E'(a)g  E'(Sa(c)) =maxfc;E'(a)g
E'(a?b:c)=maxfE!(a);E' (b);E'(0)g
E'( a)= E'(a) E'(a b =maxfE'(a);E'(bg
El(let x=ainb) = Elo(b) avec °= [x! E'(a)]

E'(let xfa2 Ag=bin¢)= E'o(c) avec °= [x! E'f, ¢(b)]

Véri cation que seule la derniere variable liée au temps est utilisée :
E'(x) = assert(x = t_ (x) 6 now); (X)
Véri cation que le contenu d'une opération de folding ne f ait appel qua des
temps antérieurs.

M
EC( ft2Tge= assert(E'y, nowj(€) minT); maxT

Cette m éthode nave ne marche pas . En effet, elle se contente de détecter
l'utilisation d'une variable liée par un folding externe a l'intérieur d'un folding
donné. Or, s'il s'agit d'un cas particulier du probleme ex aminé, cela ne suft pas :

X
fty 2 Tiglet t°=0+ tyin ft, 2 Tag t° So(t2)

dans ces conditions l'algorithme décidera que (t9 =0 , et donc que son utilisation
dans I'expression intérieure ne pose aucun probleme.

La solution réside dans une modi cation simple de l'approc he ci-dessus : au
lieu de noter les temps par des simples étoiles, on les note p ar un indice égal a
la variable liée qui leur correspond. Le temps d'une expres sion peut ne pas avoir
d'indice (les valeurs ne contenant pas de variable liée) : 0; tout comme il peut
contenir exactement un indice correspondant a sa variable : 0:5. La valeur now
est désormais représentée par 0; (ou t est la variable qui se voit associer la valeur),
et on impose désormais deux tests de validité au lieu du tes t simple sur la valeur

des variables. D'abord, que :

E'(x)=assert( (X)=1i_ (X)=1i); (X)
autrement dit, que si une expression a un temps indicé par un e variable libre,
alors cette variable libre est la plus proche de I'expressio n (en termes de profon-
deur). Ensuite, qu'un temps ne peut avoir qu'un seul indice a la fois : la regle de

combinaison des temps s'explicite comme :
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(@ (b maxt (a); (Hg

[ j maxfi;j g
it j maxfi;j g
i it maxfi;j o
it it maxfi;j g

it jio Erreursi t6t°

2.4 C OMPILATION

Ce langage de description cible la machine virtuelle décri te dans la partie
précédente. Il n'y a ici ni la place ni l'intérét de prés enter dans son intégralité
une technique de compilation possible, d'autant plus qu'el le recoupera en grande
partie des techniques de compilation existantes. Au lieu de cela, on s'attache ici
aux quelques concepts directeurs qui sont originaux par rap port a la compilation
usuelle.

Chaque opération de folding se décompose en un prélude (| 'initialisation de l'ac-
cumulateur), un corps (le calcul de l'incrément et sa combi naison avec l'accumu-
lateur) et un épilogue (dans I'exemple de langage considé ré ici, il n'y a pas de post-
traitement, mais il y en aurait dans un exemple ou la moyenne est une opération
disponible). Le prélude se passe au moment du premier temps de l'opération de
folding (si la variable est une variable de temps) et I'épil ogue pour le dernier temps.
Pour des actifs, le prologue et I'épilogue se placent simpl ement avant et apres l'ins-
truction correspondant au corps.

Le prélude et I'épilogue sont xés et ne dépendent pas du code interne de l'ex-
pression utilisée, et le typage et la véri cation statiqu e garantissent que, si cette
expression contient d'autres opérations de folding sur le temps, celles-ci peuvent
toujours étre évaluées en avance (donc n'ont pas besoin d ‘apparatre dans le corps
autrement que par une variable contenant la valeur calculé e précédemment).

La compilation revient donc a associer a chaque expressio n une variable dans
la machine virtuelle, puis d'utiliser ces variables pour as socier a chaque opération
de folding un triplet prélude-corps-épilogue utilisant les variables des expressions
référencées. Puis, on ajoute au corps de chaque opérati on de folding le code pour
calculer les variables qui dépendent de l'indice de foldin g (ces opérations n'uti-

lisent pas de folding du méme type).

Une exception a traiter est le folding sur les actifs, qui au torise les expressions
de la forme : X
fa; 2 Aig fa, 2 Axg x[a1] X[a]

Il suf t de remarquer que, contrairement aux boucles sur le t emps, les boucles
sur les actifs dans la machine virtuelle sont présentes uni guement pour des rai-
sons de simpli cation, et gu'il est parfaitement possible d e simuler une double
boucle sur les actifs en gérant soi-méme I'un des deux indi ces par des boucles de
la forme 8a2fa;g; i a.
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2.5 GENERALISATION

Une généralisation possible est d'autoriser I'utilisat eur a fournir ses propres
opérations de folding . Pour cela, on peut s'inspirer des opérations de folding en
Objective Caml :

List.fold_left (fun value accum -> ...) initial values

Le concept de folding incorpore une valeur initiale pour l'a ccumulateur (le plus
souvent I'élément neutre: 0,1, +1 ou 1 dans les exemples), une fonction d'ac-
cumulation combinant la derniere valeur lue avec l'accumu lateur et stockant cette
valeur dans I'accumulateur (le plus souvent une opération associative : +, , min,
max), et une représentation de la liste de valeurs. Une premie re tentative serait :

" foldf(a;t)2 A Tgwith x="1 "in"

Pour illustrer, la somme serait écrite comme :
fold ft2 Tgwith a=0"! a+ Sy(t)in a
Ainsi, la variable dé nie dans le with est I'accumulateur, et il est donc utilisable
a droite de la eche et a droite du in. L'expression a droite de la eche utilise

l'accumulateur et la variable de folding (ici, t) pour calculer la valeur suivante de
l'accumulateur.

Pour rendre le langage encore plus expressif, on peut méme a utoriser l'usage

de plusieurs accumulateurs, simplement en ajoutant a la su ite du premier ac-
cumulateur un and b! ", sachant que tous les accumulateurs seraient ensuite
disponibles a la sortie du nom. Chaque accumulateur serait disponible dans la
valeur de tous les autres accumulateurs. Pour calculer le no mbre de fois ou un
actif passe au-dessus de la moyenne des valeurs déja calcu lées :

foldft 2 Tgwith sum=0"! sum+ Sy(t)
and num=0! num+1
and res=0! (sum=num)<Sy(t)?res+1:res

in res
L'opération de folding reste compilable a l'aide de varia bles temporaires : les
variables-accumulateurs sont initialisées dans le prél ude, puis le corps les modi e
chacune en placant dans des variables temporaires corresp ondantes les résultats
de chaque opération d'accumulation, puis copie les valeur s temporaires vers les

accumulateurs avant de commencer l'itération suivante.

Bien entendu, malgré cette extension, toute une catégori e de produits dérivés
reste non-représentable. En effet, la nature méme de la ma chine virtuelle ciblée
par le compilateur présuppose qu'une seule passe sera effe ctuée sur les valeurs
de la trajectoire. Pour cette raison, un grand nombre de payo ffs qui ont besoin
de plusieurs lectures de la trajectoire ne seront jamais rep résentables dans ce
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formalisme. Cependant, par leur fonctionnement, ces payof fs ne sont pas aussi
facilement optimisables a cause de la nécessité de stock er les valeurs de la tra-
jectoire pour lecture ultérieure. Un systeme avec lectur e aléatoire des valeurs en
mémoire (plutdt que lecture séquentielle gloutonne) se rait alors la seule solution
envisageable.

3 CALCUL PARALLELE GENERALISTE

Un langage destiné au calcul massivement parallele, et pl us particulierement
en SIMD, a supposer qu'il puisse s'abstraire des carcans hi storiques et se dédier
intégralement a la sémantique recherchée, doit rempli r quelques objectifs fonda-
mentaux :

— Permettre une séparation suf sante entre I'algorithme u tilisé et les méthodes

d'optimisation employées pour rendre son exécution plus rapide, a n de pou-
voir rapidement changer de méthode d'optimisation sans ch anger des parties

de l'algorithme sans rapport avec I'optimisation.

— Fournir une bote a outils raisonnable pour mettre en pla ce des optimisations
courantes, comme les acces séquentiels en mémoire, la mi se en cache dans
la mémoire partagée de données globales, ou la conversio  n automatique en
Structure of Arrays d'une taille adéquate.

— Fournir une sémantique d'atomicité ou de synchronisati on raisonnable, ainsi
qgue du contrble de I'exécution de plusieurs grilles succe ssives comme une
unité algorithmique indivisible.

— Permettre la programmation modulaire, le parametrage de s calculs, la méta-
programmation et I'évaluation des sous-expressions cons tantes a la volée a
un niveau suf samment simple pour étre pratique, de préf’ erence avec la
possibilité de spéci er des techniques d'optimisation u suelles.

Le dérivé du langage C utilisé par défaut par CUDA ™ ne satisfait pas a cer-

taines de ces nécessités. En particulier, la séparation entre algorithme et opti-
misation est insuf sante, puisque la plupart des optimisat ions consistent en le
réagencement en mémoire de données qui restent sémanti guement les mémes,
et oblige donc a la recon guration de l'algorithme pour lir e les données d'une
maniere plus ef cace. De la méme maniere, ainsi que cela a été décrit puis en
partie contourné dans les parties précédentes, la modul arité du code CUDA ™ est
tres limitée.

3.1 D ES INSPIRATIONS DIVERSES

L'un des langages champions du traitement de données en gra nd nombre eta
grande échelle est le SQL. Celui-ci propose une indépenda nce entre d'un coté
la sémantique algorithmique des requétes ( SELECT, DELETE INSERT, UPDATE,
et de l'autre c6té la représentation mémoire des donné es manipulées, telle que
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sélectionnée au moment de la création des tables (colonn es indexées pour accé-
lérer certains types de recherche, format des données pou r minimiser le nombre
d'indirections) et des vues (permettant de séparer la repr ésentation logique, ma-

nipulée par les requétes, de la représentation physique sous-jacente). Des lecons
intéressantes pouvant étre retenues de cette approche se raient le principe de tra-
vailler sur des listes de valeurs plutét que sur des valeurs individuelles, a l'aide

d'opérations de type map? et Iter °.

Une autre source d'inspiration est le langage C++, et en part iculier la philoso-
phie de sa librairie standard fonctionnant a base d'itéra teurs. Toutes les séquen-
ces de valeurs sont représentées suivant une interface co mmune qui est celle
d'une paire d'itérateurs (début et n), permettant a la | ibrairie standard de tra-
vailler sur des séquences dont la représentation physiqu e (tableaux, listes, lecture
gloutonne dans un ux...) n'importe pas sur la manipulation des données, tout en
se permettant des optimisations par la détection du type de s données sous-jacent
(par exemple, une copie appliquée a un tableau d'entiers s e fera plus rapidement,
par des instructions intrinseques, que la méme copie appl iqguée a des éléments
d'une liste). Enn, il est possible de construire des itéra teurs a partir d'autres
itérateurs (par exemple, pour itérer sur une premiere su ite, puis sur une seconde)
ou de construire des itérateurs de sortie arbitraires (par exemple, écrivanta la n
d'un conteneur). Une legon intéressante a conserver ici est I'indépendance entre
l'algorithme et l'implémentation a travers une interfac e commune, avec la possi-
bilité de détecter des détails de I'implémentation pou vant rendre l'algorithme plus
rapide.

Une derniere source d'inspiration est l'univers des langa ges de calcul vecto-
riel, comme Matlab ou Scilab, qui proposent des fonctions ra pides de manipula-
tion de vecteurs (par exemple, les opérateurs arithmétiq ues) et des structures de
contréle permettant d'écrire des fonctions plus génér ales mais sans doute plus
lentes en accédant individuellement a chaque élément d es vecteurs. L'inspiration
a trouver ici est de proposer une porte de sortie permettant d'écrire n'importe
qguel programme en sortant des sentiers battus a haute perfo rmance mais faible
expressivité.

3.2 D ONNEES, OPERATIONS, FONCTEURS

L'idée est de distinguer trois niveaux de contréle : le niv eau le plus bas est
celui des données, qui sont I'objectif principal du progra mme. Ces données sont
en général inconnues jusqu'au moment de la compilation.

Sur ces données s'appliquent des opérations. Celles-ci t ransforment les don-
nées, soit en place soit par l'intermédiaire d'un tampon, soit en effectuant une
copie au passage. Les opérations sont donc des fonctions de premier ordre per-
mettant de manipuler les données

Les foncteurs représentent I'échelon de deuxieme ordre . lls permettent de ma-
nipuler les opérations, de les enchaner, et représente nt en général des techniques

8 Appliquer une opération a chaque élément d'une liste po ur obtenir une liste transformée
9Supprimer certains éléments de la liste, a I'aide d'un pr édicat
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de calcul et d'optimisation qu'on peut réutiliser. Les fon cteurs, contrairement aux
opérations, ne sont paramétrables que par des données co nnues au moment de

la compilation (alors que les opérateurs peuvent dépendr e de données connues a
I'exécution seulement). Leur constitution ne sera pas dé crite ici, parce qu'il s'agit

de concepts de méta-programmation connus, qui n'ont rien d ‘original dans cette
situation.

La structure de calcul est vectorielle : les données sont de s scalaires, des vec-

teurs, des matrices, des hypermatrices. La représentatio n en mémoire ne dépend
pas du type des données, mais de la stratégie utilisée par ces données. Ainsi, un
vecteur et une matrice peuvent utiliser la méme stratégie de représentation (un
ensemble de données contigués) et il est possible de passe r d'une représentation
a l'autre sans effectuer d'opération (ce sera juste une qu estion de traitement
des indices). L'essentiel du langage sera de changer régul ierement la stratégie de
représentation a n de I'adapter du mieux possible a I'op” eration qui suit.

Les opérateurs transforment les vecteurs. Il en existe div erses sortes :

— map : chaque élément du vecteur se voit associer un unique él’ ement qui est

une transformation de celui-ci.

— lter : certains éléments sont supprimés, suivant un prédica t.

— morph : chaque élément est remplacé par zéro, un ou plusieurs n ouveaux
éléments.

— shufe : les éléments sont permutés, indépendamment de leur va leur (c'est

un mélange basé sur les indices). Aucun n'est perdu.

— reduce : les éléments sont combinés entre eux deux a deux par une opéra-
tion, dans un ordre non déterminég, et le résultat nal est conserve.

— copy : les données sont copiées vers un nouvel endroit en mémoi re, le plus
souvent pour passer a une con guration mémoire plus adapt ée.

Le plus souvent, donc, un opérateur prend des données dans un certain type
de format (dépendant de la stratégie, certains formats é tant plus performants que
d'autres) et les réécrit dans un autre type de format (la e ncore, dépendant de la
stratégie). L'optimisation consiste alors a choisir les stratégies de stockage qui
rendent les opérateurs les moins colteux possibles.

3.3 STRATEGIES DE REPR ESENTATION
On peut imaginer de nombreuses stratégies de représentat ion en mémoire des
données. Quelques exemples courants :

— Scalaire : la représentation la plus simple, une unique case mémoir e conte-
nant la valeur. Ne fonctionne que pour les scalaires.
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— Tableau de scalaires : une représentation €lémentaire pour les vecteurs a
nombre arbitraire de dimensions. On choisit une bijection e ntre I'ensemble
des indices dans la sémantique algorithmique et les indice s du tableau unidi-
mensionnel en mémoire. Il peut s'agir de l'identité (par e xemple, pour repré-
senter un vecteur), d'une permutation entre voisins (on éc hange les indices
2k et 2k + 1), ou d'une projection d'une matrice comme un vecteur de lign es
ou un vecteur de colonnes.

— Tableau a trous : utile pour représenter les ensembles Itrés. Associe un ta-
bleau de scalaires avec un tableau de booléens, un booléen pour chague case
du tableau de scalaires indiquant si cette case est valide ou non. Lorsqu'on
traite une case vide, on se contente de ne rien faire. Une perm utation sur les

indices s'y superpose.

— Bitset : un ensemble de bits, permettant de représenter 32 bits par case de
un mot chacune. La encore, permutation possible sur les ind ices.

— Tableaux de structures . se comporte comme un tableau de scalaires, mais
regroupe plusieurs scalaires par case, voire méme de sous- tableaux qui y
sont incorporeés.

3.4 | NTERACTION AVEC LES OP ERATIONS

Une opération est fondamentalement un phénomene de lect ure dans un en-
semble de données d'origine, disposant d'une stratégie d e représentation, et une
écriture dans un ensemble de données de destination, disp osant d'une autre
stratégie de représentation. On admet pour linstant le p robleme de I' aliasing
résolu, a savoir que le systeme sait quels ensembles de do nnées il peut réutiliser
pour stocker de nouvelles données, et lesquels non.

Le processus d'optimisation consiste a choisir, soit auto matiqguement, soit ma-
nuellement, les stratégies de représentation. Il faut qu e ces stratégies soit com-
patibles avec les données (par exemple, impossible d'util iser un bitset pour repré-
senter un tableau d'entiers ou un scalaire) et les opératio ns (un morph pouvant
introduire de nouveaux éléments, un tableau de taille ég ale a celui de départ ne
convient pas, méme si un tableau a trous vu comme une projec tion d'une matrice

de la bonne taille convient).

3.5 PISTES A EXPLORER

Cet examen est encore dans des stages préliminaires. Une an alyse plus appro-
fondie de l'interaction entre les opérations et les strat” egies de représentation per-

mettrait d'avoir un point de vue moins théorique et plus pra tique sur les choses
réalisables ou non réalisables. De la méme maniere, une étude de linteraction
entre un systeme de modules et l'optimisation par choix des bonnes stratégies se-
rait intéressante. En n, une approche plus en détail des p rocessus de compilation,
et en particulier de la délégation des taches a chaque th read et éventuellement le
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découpage en grilles successives serait nécessaire avan  t une application pratique
de ces idées.
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CHAPITRE VII

VERIFICATION DU CODE

Il existe en CUDA ™ plusieurs problemes dus a l'inattention du programmeur

et pouvant mener a des pertes de performances voire méme a l'instabilité du
systeme, mais ne sont cependant pas détectés par le compi lateur.
— Dépasser d'un tableau en mémoire peut provoquer l'inter ruption brutale du

systeme, nécessitant un redémarrage.

— Accéder a la mémoire globale de maniere non-contigue, Oou avec un mauvais
alignement, provoque des pertes importantes de performanc e.

— Accéder plusieurs fois a la méme banque de mémoire part agée provoque des
collisions, certes moins graves que le non-alignement en m’ emoire globale,
mais graves quand méme.

— Lorsqu'on manipule un pointeur vers la mémoire partagée ou locale, celui-ci
peut se transformer en pointeur vers la mémoire globale (et dont l'adresse est
des lors invalide) qui provoquera un arrét du systeme au p remier acces.

— En programmant directement en PTX, il est possible d'indiq uer incorrecte-

ment une branche uniforme ( bra.uni ) provoquant l'instabilité du systeme.

Ces problemes sont pour la plupart de grands classiques de | ‘analyse sta-
tique par interprétation abstraite. Une courte période d u stage a été dédiée a
I'€laboration d'un systeme d'analyse statique du code as sembleur PTX généré par

compilation du code CUDA ™ an de détecter ces problemes.

1 FONDEMENTS THEORIQUES

On considere la sémantique du programme PTX comme étant u n systeme de
transitions d'un état a un autre, ou I'état a un instant donné est I'ensemble des
contenus de la mémoire globale, de la mémoire partagée de chaque bloc, et de la
mémoire locale de chaque thread. Chaque instruction modi e donc l'état interne
d'une maniere déterministe.

La plupart des propriétés intéressantes ne peuvent étr e extraites a partir de
cette sémantique trop exacte qu'en simulant le programme |j usqua la n de son
exécution, ce qui est colteux en temps (puisqu'il faut sim uler le comportement de
tous les threads) et également non-déterministe (puisqu e l'ordre des instructions

ne l'est pas dans le cadre d'une exécution usuelle). Pour ce tte raison, on souhaite
limiter la précision et I'exactitude de la sémantique dan s les parties qui ne sont
pas intéressantes, pour accélérer I'exécution tout en conservant une précision et



une exactitude raisonnables pour les questions posées a p ropos du code.

Formellement, cela revient a projeter I'ensemble des éta ts possibles d'un pro-

gramme réel dans un ensemble plus réduit et donc plus facil e a traiter. En pra-
tique, cette projection est choisie comme étant une correspondance de Galois
an de représenter la projection d'un état comme un ensemb le d'états incluant

celui-ci. Chaque instruction f du programme véri e alors que, si est un état du
programme, alors la traduction f de cette instruction dans l'espace projeté véri e
que :

UG ERIGW)

Autrement dit, en appliquant les transitions dans l'espace projeté, plutbt que
dans l'espace d'origine, on obtient un ensemble d'états po ssibles qui inclut tou-
jours I'état auquel on aboutit en appliquant ces transitio ns dans I'état d'origine.
En particulier, si appliquer les transitions dans I'état d ‘origine aboutit a un état
“erreur”, on obtiendra un ensemble d'états contenant un état “ erreur ” dans l'es-
pace projeté. Toute la dif culté est de réduire le nombre d'erreurs de type | en
faisant en sorte que des états d'erreur n'apparaissent pas spontanément.

A titre de simpli cation, donc, on regroupera ensemble tous les états pour

lesquels les variables locales ont les mémes valeurs, ind”  ependamment des valeurs
des variables globales, partagées, constantes, ou textur es. Apres cette premiere
phase de simpli cation, donc, un état est donné par les val eurs de chaque variable
locale.

Ensuite, on construit des ensembles de valeurs possibles po ur chaque va-
riable : il peut s'agir de ; pour une valeur impossible (division par zéro), de l'en-
semble  de toutes les valeurs (par exemple, lorsqu'un lit une valeur en mémoire
globale), d'un singleton (par exemple, initialiser un regi stre par la constante zéro
le meta fOg dans l'espace projeté), ou d'un ensemble de valeurs de la fo rme fx =
X+ K ;x  x-g (un ensemble de valeurs a intervalles réguliers), évent uellement
x» =+ 1 . Cela permet donc de traiter les débordements de valeurs, p uisque I'on
sait que si un dépassement se produit, I'ensemble des valeu rs possibles pour un
indice contiendra la valeur qui dépasse du tableau.

On associe, de méme, pour chaque valeur, une propriété co ncernant l'aligne-
ment. L'objectif est ici de traiter les problemes d'aligne ment et de lecture consécu-
tive. Il y a pour cela une premiere propriété décrivant | a relation entre le numéro
du thread dans le warp et la valeur (  X; = Xp + k t pour un certain k, ou alors
si une telle relation n'existe pas), permettant de régler | es problemes de banques
de mémoire (s'il existe un état de la variable ou k=4 est pair, et une lecture en
mémoire partagée est faite a cette adresse, alors il y a pr obablement collision, a
moins que k =0). Ensuite, si un tel k existe, on calcule l'alignement de  xo modulo
512, codé par un ensemble M de valeurs de [0;511] Alors, une lecture a I'adresse
représentée par Xx; et de taille est toujours optimisée si, dans tous les états pos-

sibles de la variable au moment de la lecture, = k et M ne contient que des
valeurs congruentesa O modulo 128 . Enn,si k=0, lavaleur est uniforme, et
toutes les conditionnelles dépendant d'un prédicat unif orme sont uniformes.

On associe en n un dernier tag a chaque variable, indiquant si celle-ci contient
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une adresse en mémoire globale, en mémoire partagée, en m émoire locale ou en

mémoire constante. Si une lecture se produit sur une variab le qui n'est pas exacte-
ment du bon type (par exemple, une lecture globale sur une adr esse étant parfois
locale, parfois globale), alors il y a probablement une erre ur (et, a l'inverse, si seul
le bon type de mémoire est visé, la lecture est toujours cor recte).

2 APPLICATION PRATIQUE

Ces considérations théoriques ont mené a la mise en plac e d'une application
(partiellement achevée) d'analyse statique de code PTX, ~ ecrite en C++.

2.1 LECTURE

Le programme s'applique sur des chiers texte contenant du c ode source PTX
lus en entrée. Ces chiers sont décomposés en une suite de noyaux, chacun
représenté comme le produit d'un ensemble de variables (a vec les noms, types,
tailles, alignements et portées des variables en question ) et d'un ensemble d'ins-

tructions (décrivant I'opération, son type, un éventue | prédicat, la destination et
les arguments). Cette décomposition se fait au moyen d'un | exeur et parseur tous
les deux écrits en boost::spirit (uniguement a base d'actions sémantiques,
c'est-a dire sans utiliser la capacité de la librairie a ¢ onstruire un arbre de syn-
taxe non décoré, capacité qui s'est montrée dans les pro totypes trop instable et
dif cile a utiliser). Une fois ces noyaux obtenus, sous la f orme de ce qui s'ap-
parente a un arbre syntaxique non décoré, une phase d'int erprétation associe a
chaque instruction un objet polymorphe représentant ses d onnées.

Ces objets polymorphes sont construits a partir d'un syst eme de décorateurs
ajoutant des fonctionnalités a un objet de base. Par exemp le, le modele de classe
HasDest<T> ajoute un registre unique de destination d a un objet de type T et,
lorsque I'objet sous-jacent est lu a partir de I'arbre non d écoré, il lit au passage le
nom du registre et extrait de I'arbre décoré en cours de con struction la référence
vers le registre correspondant a ce nom. Cela permet de déc oupler le fait d'avoir un
registre de destination (une fonctionnalité commune a pr esque toutes les instruc-
tions) du reste des fonctionnalités représentées par I objet de type T. Le choix se
faisant ici entre héritage privé multiple et héritage pr ivé simple a base de modeles
de classes, I'approche par modele a été plus simple a uti liser car elle demandait
moins d'effort au niveau du renvoi de parametres de constru cteur. Ainsi, pour

dé nir l'instruction mul24 :

typedef Terminal<

HasWidth< Low | High,
HasDestination<

HasArg2<

HasType< S32|U32,

Behaviour> > > > > Mul24;
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Cette expression dé nit un type de comportement appelé

Mul24 qui est un

comportement, ayant un type entier 32-bit ( signed ou unsigned ), deux arguments,
une destination, et une propriété width pouvant valoir high, ou low . Le modele
Terminal<T,|=0> permet de distinguer plusieurs instructions qui auraient |
méme format (par exemple, add et sub) mais des comportements différents (auquel

cas, le type T serait le méme mais l'indice | serait différent)

typedef
HasDestination<
HasArg2<

HasRounding< RoundNearest | RoundZero | RoundNone,

HasType< F32|F64|U16|U32|U64|S16|S32|S64,
HasSaturation<
Behaviour> > > > > AdditiveBase;

typedef Terminal<AdditiveBase,1> Add;
typedef Terminal<AdditiveBase,2> Sub;

Cette approche générique a permis de dé nir l'intégral
d'une maniere facilement modi able en moins d'un millier d
tructions et 20 types de parametres).

Une fois 'arbre décoré construit, on applique dessus des
tation abstraite.

2.2 ARCHITECTURE

itt des comportements
e lignes (soit 50 ins-

itérations d'interpré-

L'architecture extérieure suppose qu'il existe un treill is représentant I'état du

monde. Un élément de chaque treillis est associé a chaqu
gramme, représentant tous les états du monde possibles ju
instruction soit exécutée.

Le programme applique alors l'instruction a cet état, et f

e instruction du pro-
ste avant que cette

usionne le résultat

avec l'état initial déja possible pour la ou les instruct ions accessibles a partir de
l'instruction étudiée. Si cette fusion modi e I'état in itial d'une instruction, alors

cette instruction est marquée comme a retravailler. Le pr

les instructions marquées jusqua ce que plus aucune ne le

un point xe) et examine alors pour chaque instruction l'ens
lesquels elle peut s'appliquer, a la recherche d'une erreu r
de non-erreur.

Le treillis lui-méme est représentée comme des tables as
des ensembles possibles d'états (comme membres d'un sous-

ogramme traite toutes
soit (ce qui représente
emble des états dans

ou d'une con rmation

sociant a des variables
treillis, constituant

donc au total un produit cartésien de treillis) couplant a la fois la valeur possible

et le fait que cette valeur soit uniforme (la méme pour tous |
ou non). Les variables de base (par exemple, identi ant du th
déja associés aux bonnes valeurs dans le treillis.
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Pour des raisons de convergence, l'uni cation de deux ensem bles de valeurs
trop grands qui n'apporte pas assez d'information mene a u ne explosion de l'en-
semble de valeurs nal. Par exemple, si I'on tente de fusionn erf0:::10getfl:::11g,
le résultat ne sera pas f0:::11g mais [0;+1 [. Les contraintes d'explosion sont :

— S'ily a plus de 1024 valeurs dans I'ensemble obtenu.

— Si l'union ajoute moins de 20% de valeurs a I'ensemble d'or igine.

— Sil'ensemble estde laforme ] 1 ;aJou [ a;+1 [aveca 65535

L'explosion se manifeste d'abord d'un c6té, puis de l'aut re.

2.3 A FAIRE

Il n'y a pas de prise en compte conditionnelle de I'état. Cel a pose donc probleme
au niveau des conditionnelles. Il faut donc représenter I' état des prédicats comme
associé a des valeurs de variables (tant que les dites vari ables ne sont pas mo-
di ées, entre le lieu d'évaluation du prédicat et le lieu d'utilisation) par des rela-
tions arithmétiques comme  x.y ou x.cC, ou . est une opération de comparaison
(égalité ou plus grand/petit). Ainsi, cela permettrait | ors d'une exécution condi-
tionnelle de n'utiliser que la partie de la valeur d'une vari able qui est compatible
avec la valeur de vérité du prédicat associé a cette ex” ecution conditionnelle, en
particulier lors des instructions de saut.

L'explosion des valeurs, bien que permettant la convergenc e, est trop violente,
car elle fait sauter l'indice d'une boucle for a l'inni alors qu'il atteint au plus
le maximum plus un. Une approche plus raisonnable serait d'a ssocier a chaque
variable I'ensemble des valeurs qu'elle peut avoir pour pro voquer une boucle en
arriere (cela est facilement représentable a partir des prédicats, et de la direction
du saut associé). Si une explosion devait se produire lorsq u'on uni e un ensemble
de valeur avec celui déja présent, alors on remplace I'en semble présent par son
union avec le plus grand ensemble permettant une boucle, et o n recommence
I'uni cation. Cela permettrait de résoudre le cas typique de la boucle for .

La question de la répartition suivant l'indice du thread n' a pas été abordée, de
méme que l'alignement en mémoire (méme si le systeme de | ecture détecte toutes

les données nécessaires pour traiter la question).
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CHAPITRE VIII

CONCLUSION

Ce stage a permis de :

— Développer une librairie C++ permettant de compiler a la volée du code
CUDA™ ainsi que d'encadrer dans une structure idiomatique les op érations
usuelles (chargement de modules, appel de fonctions et tran smission de

données entre le systeme et la carte graphique) qui n'exis taient jusque-la
gue dans une interface compatible avec le langage C.

— Développer une seconde librairie C++, permettant de repr ésenter et de com-
biner des sous-programmes CUDA ™ sous une forme modulable, de les as-
socier a des classes en langage C++ (permettant d'obtenir u ne algebre de mo-
dules ou certains modules sont paramétrables par d'autre s) ainsi que tout le
systeme de liaison qui y est associé.

— Effectuer une comparaison pratique de divers algorithme d es génération de
nombres aléatoires, et proposer des criteres techniques pour leur choix et
leur optimisation.

— Véri er des gains de performance a la fois sur la simple g° enération de nom-
bres aléatoires (une accélération de Il'ordre de 50 pour Mersenne Twister
19937 par rapport a un processeur standard) et sur I'évalu ation de pro-
duis nanciers simples (2 secondes de compilation et exécu tion en GPU,
contre 30 secondes en CPU, pour des options Put et Call sur tro is actifs
sous-jacents), et donc de con rmer l'intuition que le calcu | par Monte Carlo
pouvait béné cier d'une optimisation en GPGPU.

— Véri er que la précision obtenue en GPGPU est similaire a celle obtenue en
travail CPU, malgré l'utilisation de calculs en virgule o ttante de seulement
32-bits.

En outre, ce stage a posé des fondements théoriques ou prat iques utiles pour

des tAches diverses :

— Développement d'un back-end minimaliste en Objective Ca ml permettant
de produire du code assembleur PTX a partir d'une représen tation interne
sous forme d'expression, ainsi qu'un systeme permettant d e factoriser les

répétitions dans le code.

— Développement d'un parseur pour lire du code assembleur P TX, écrit en
C++ avec boost::spirit , et d'une infrastructure d'analyse statique par in-
terprétation abstraite (fonctionnant sur le principe de c orrespondances de
Galois, par unication des ensembles d'états possibles a chaque instruc-
tion du code) qui permet d'ajouter individuellement les cor respondances sou-



haitées.

— Etude et développement de plusieurs machines virtuelles o u langages adaptés
au développement sur GPU et/ou a la modélisation de produ its nanciers.
Bien qu'il ne s'agisse que d'esquisses, des principes simpl es assurant un bon

niveau de génération de code ont été décrits.

— Identi cation de plusieurs bogues internes a I'assemble ur de code PTX fourni
par NVIDIA Rr.

— Identi cation des principales limites du GPGPU pour la pri cing par Monte-
Carlo : il est dif cile de créer un systeme de traduction au tomatique de code,
qui soit optimal dans tous les cas. En particulier, certains payoffs sont tout
simplement inadaptés, par la taille de I'état de données gu'ils doivent stocker,

a la taille mémoire limitée des cartes graphiques.

Parmi les choses qui n'ont pas été tentées par manque de te mps ou de res-

sources mais qui auraient apporté une plus-value intellec tuelle :
— Comparer plus en détail le temps de calcul sur des codes de p ricing si-
milaires, en utilisant un systeme de compilation a la vol” ee de code C (par

exemple, la librairie  tcc ).

— Finir de mettre en place un systeme d'interprétation abs traite a n de vérier
les conjectures théoriques réalisées dessus.

— Proposer des utilitaires de conversion de données (Struc ture-Of-Arrays et
Array-of-Structures) automatiques.

— Etudier une parallélisation éventuelle des suites de SOB OL, ou encore d'une
approche de pont Brownien pour calculer les trajectoires.

En conclusion, je suggere l'approche suivante pour le pric ing de produits dé-
rives par la méthode de Monte Carlo : proposer un langage de modélisation des
produits dérivés qui soit indépendant du langage utilis & pour effectuer le pricing
proprement dit sur GPGPU, et mettre en place un compilateur g énérant du code
assembleur PTX en sortie a n d'éviter la compilation depui s CUDA™ qui s'avere
coliteuse en temps.

Ce compilateur serait axé autour de stratégies de structu ration du code qui
dépendraient de la forme du payoff. Ainsi, pour des payoffs simples nécessitant
a peine quelques valeurs de sous-jacents, une méthode par intégration sans sto-
ckage en mémoire globale serait utilisé. Pour des payoffs évaluables chronologi-

qguement par une méthode répétitive (typiguement des op” erations de map-reduce
sur les valeurs dans le temps) mélanger le code de générat ion de trajectoire et le
code de calcul du payoff (incrémentalement) seraient ef ¢ aces. Pour des versions
plus compliquées, des acces aléatoires en mémoire, des parcours a rebours, voire
le recours au CPU seul, seraient possibles.
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