Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 11 février 2014 8h30-11h30

On s’intéresse au calcul de E[f(X7)] ot f : R™ — R est une fonction C* lipschitzienne avec des
dérivées a croissance polynomiale et (X t)te[O,T] est la solution de I’EDS

6]

dX, = o(X;)dW, + b(X,)dt
X(] =Xy

ou (W;);>0 est un mouvement brownien a valeurs R¢, 0 :R" - R"™etb: R — R" sont des fonc-
tions C** & dérivées bornées et x; € R"™. On note XY 1’approximation de X7 obtenue par un schéma
de discrétisation comportant N pas de discrétisation et dont le temps de calcul est proportionnel a
N. On suppose que les ordres de convergence forte et de convergence faible pour la fonction f de ce
schéma sont respectivement égaux a «/2 et § avec o, 5 > 1:

C C
C < to0, YN € N', B[ X7 — X7'["] < < et [B[f (X7) — F(X7)]| < 5

1 Meéthode de Monte Carlo multipas

1. Soit Y un estimateur de E[f(X7r)] de carré intégrable. Montrer la décomposition biais/variance
E[(E(f(Xr)) = Y)*] = (E[f(Xr) — Y])* + Var(Y)

de I’erreur quadratique.
2. On suppose que Y = +; Ef‘il F(X5N) est la moyenne empirique de M copies indépendantes
de f(X7).
(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(Xr) — Y])? soit égal a £2 ol € est un
niveau de précision donné petit ?
(b) Vérifier que limy . E[(f(X7) — f(X¥))?] = 0.
En déduire que limy_ o Var(f(X%Y)) = Var(f(Xr)). Combien de copies M faut-il
choisir pour que Var(Y) soit égale a £ ?
(c) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision € (i.e. une erreur
quadratique égale  2¢2) est proportionnel a e~ (2+1/5) 9

3. On s’intéresse maintenant a I’estimateur multipas proposé par Giles'Y = ZZL:O Y a, ou les
variables Y] 5, sont indépendantes et
— Yo.u, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f(X7), l
— pourl € {1,..., L}, Y], estla moyenne empirique de M copies indépendantes de f (X% )—
-1
FXE).

(a) Vérifier que E[Y] = E[f(X2")] et en déduire que

log,(e/C)
B

1. M.B. Giles, Multi-level Monte Carlo path simulation, Operations Research, 56(3) :607-617, 2008

3C > 0,Ve €)0,1[, L > — = |E[f(X7) —Y]| <e.




(b) En remarquant que pour [ € N*

(FOX) = X3 ) <2 ((FX3) = F(X) + (F(Xe) — FOXET)
vérifier que sup,cn- 29E[(f(X2) — f(X2"))?] < +00. En déduire
AC < +oo t.q. VL € N*, V(M,,

., Myp) €
On pose p; =

L
géz
=0

QM 779w pour L € {0,..., L}.
(a) Vérifier que leo m <1= Var(Y)

< &2
Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel a 7 = Y~/ M;2!

_ L
Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var(Y') < €2, nous allons
minimiser 7 sous la contrainte ZlL o <1
(a) Vérifier que 7 =

< (Zz— (Ml2’(1+0‘)/2)2pl) et en déduire a 'aide de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz que

~ 2
TZ%(ZQlla )

_ ézézo ok(1—a)/2

220l(1Ta)/2 >0<l<L

atteint ce minorant et satisfait la contrainte
a=1 et

Vérifier que (Ml
(b) En dedu1re que le temps de calcul pour atteindre la précision ¢ est d’ordre
st > 1.

(logzgs))Q S

4. Comparer les ternps de calcul de I’estimateur monopas et de 1’estimateur multipas pour le
schéma d’Euler.

Pour j € {1

d} etz € R”, onnote 0;(x) € R™ la j-eéme colonne de la matrice o(x) et do;
R™*™ la matrice <%‘”j (a:)) :
a il

1. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour lequel
B = 1). Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma de Milstein ?

Pour j,m € {1

Nim () =

2 Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements
browniens

/d}, on définit 6,7
00 jom—00mo;
—= ()

R"™ — R" par 0;,(z) = 99j0m+00ma;
On suppose que les fonctions 6,,,, sont lipschitziennes. On pose

1 () et
d .
X; = xo + o(xg) Wy + b(xo)t + Z 6 jm (o) W W
7,m=1
- . . ¢ d .
Xy =X: +0(X)(W, = W) + b(X%)§ + D Oim(Xe) (WY —
7,m=1

W) (W™ — W)
2



. Vérifier que
3C < +o0, VYt € [0,T), E[|X; — 20 — o(x0)W;|*] < C? et E[|X; — 0|*] < Ctt.

. Montrer que

2:| _t2(1 + 2 X 1{j:m})

E “(ej (X - .

< B [ Bim(X) = Ojm (o)

1

t
2

En déduire 1’existence d’une constante C' < +oo telle que pour tout ¢ € [0, 7],

d

o\t % j j m m
B|[o0t)5 © 32 Gn - W - W)
" d ‘ ‘ 2
— blao)5; — jmzl Orm (o) W7 = WH (W)™ = W) } < Ot

. Pour ¢ : R" — R fonction C"! telle que ¢ et Vi sont Lipschitziennes, en remarquant 1’exis-
tence d’une variable aléatoire «; a valeurs dans [0, 1] t.q.

p(xo +0(x0)We) — p(m0) — Vp(0).0(20) Wi = (Vip(xo + 0 (20) e W) — Vip(w0)) .o (20) W,
montrer
3C < +o0, WVt € [0,T], E[(¢(X,) — @(x0) — Vip(xo).0(20)W,)?] < CF2.

En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que pour tout ¢ € [0, 7],

7|

. En utilisant les propriétés de symétrie de 6 et n, vérifier que

(O’(X%

) = o(20))(We = W3) = D 00;0m(x) W' (W] — wi)

7,m=1

2
1 < O3,

d d
> 90,0m(@)WE WY = W) = 7 Gi(we) [WE W7 = W)+ WI(W;" = W]

j:mzl j,m:l

d
D Mim(wo) [WEWF = W) = W (W - w)|
7,m=1

. Que vaut WIW™ + W(W) — W) + Wi (W™ —Wr) + (W7 — WH (W — W) ?
2 2 2 2 2 2 2 2

. En déduire I’existence d’une constante C' < +o0 telle que Vt € [0, 7],

d
E || X=X = Y iy (wo) WEOW] = W) = W W —wi)]| | < Cr.

2

Jsm=1



_ t
Xy = w0+ (@) (We = W)+ b(zo)s + Y Gymlwo) (W7 = WHW = W)
7,m=1
d
_t:X%+ (X%)Wt —i—b()_(%) Z 9'm(X%)W]Wm
7,m=1

1. Vérifier que X, a méme loi que X, et montrer sans calcul I’existence d’une constante C' < +o00
telle que V¢ € [0, 77,

d
E|[X =X = ) mim(z) (W = WHW] — (W] —=WhHwp| | <O,
2 b} b) 2
7jm=1
2. Conclure que
o X+ X
3C' < 400, Vt € [0,T], EHXt — % } < Cte.
On note maintenant (XV) le schéma défini par XY = 1, et la relation de récurrence : Vk €
{0,...,N —1},
T .
XN =X+ o (X)W, — W) + b(XfZH)N + 3 O (XYW~ W (W, — W).
j,m=1

Soit (X?V) le schéma défini comme (X*V) mais en transposant chaque paire d’accroissements
browniens successifs i.e. en remplagant

ﬂ

(WT,WE—WL,WJT—WQT Wg— 3T W(zN 1T_W(2N 2)T,W2NT—W(2N 1)T )

2N 2N 2N 2N N

par (WQT — WT WT W4T — WsT W% — WQT ,W% — W(2N 1>T,W(2N 1)T — W(zN 2)T )

v’ 2N N

2

1. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch 2

2
]<C?
N2

X%N + )‘(%N

3C < +o0, VN € N*, EHXIJY - 5

2. On admet que S = 1 pour le schéma XN, Pourquoi I’estimateur multipas ¥ = ZZL: 0 Y10, de
E[f(Xr)] ou les variables Y; 5;, sont indépendantes et
— Yo, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f(X7),
—pour | € {1,...,L}, Y, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de
f(X:QPl)-l-f(X%l) . f(X*Ql*l)
2 T :

atteint-il la précision € avec un temps de calcul de I’ordre de 72 ?

2. M.B. Giles et L. Szpruch, Antithetic multilevel Monte Carlo estimation for multi-dimensional SDEs without Lévy
area simulation, to appear in Ann. Appl. Probab.



Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 9 février 2012 8h30-11h30
Les deux parties sont a rédiger sur des copies différentes.

Partie I : Biaisage gaussien “prévisible”

Soit G = (G4, Gs, . .., Gy,) un vecteur de gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes.

1. Soit ¢ une fonction de R™ dans R bornée. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant de
calculer E (¢(Gy, - - - , G,,)). Comment peut on estimer 1’erreur de la méthode proposée ?

On considere n fonctions \;(g), ¢ = 1,...,n, telles que : \;(¢9) = fi(g1,...,9i—1), ou les f; sont des
fonctions de R*~! dans R, supposées régulieres et bornées (f; et donc \; sont supposées constantes).

On note R, la transformation de R" dans R™ qui associe a g, ¢’ = R,(g) dont les coordonnées
sont calculées par, ¢ croissant de 1 a n,

g =i+ fi(g1s -, di_1) = gi + Ni(d).

2. Montrer que Ry est une transformation bijective de R™ dans R™. On vérifiera que R} son
inverse est donné par R, '(¢'); = g; — \i(¢').
Montrer que le déterminant de la matrice jacobienne de R;l est identiquement égal a 1.

On définit la variable aléatoire M) (G) par

M) (G) = exp (Z (GG — % Z A?(@)

3. Soit F; = o(Gh, . . ., G;) montrer que, pour i < n,
1

En déduire que E(M)(G)) = 1.

4. Vérifier que 1’on définit une nouvelle probabilité P en posant

PV (4) = E (MQ(G)1 ( A}) .

et que I’on a (E™ désigne I’espérance sous la probabilité P(V)
EV(X) = E (M (G)X)

pour toute variable aléatoire PM-intégrable X.

5. En utilisant le changement de variable g = R;l(g’ ), montrer que la loi de G sous P™) est
identique a celle de R)(G) sous P. En déduire une méthode de simulation de la loi de G sous
P™.

6. Onnote X* = ¢(G)/M)G). Vérifier que EM(X?*) = E (¢(G)) et montrer que la variance de
X* sous P™ est donnée par

VarV (XN = E (67 S MGGty A?(G)¢(G)2> —E (¢(G))2



7.

10.

11.

12.

13.

Comment peut on simuler une variable aléatoire dont la loi est celle de X* = ¢(G)/M)NG)
sous P ? Quel est I’intérét de pouvoir représenter E (¢(G)) sous la forme EX (X*) 2

Pour o un réel donné, on pose u(a) = Var(®» (X}). Montrer que u est une fonction différen-
tiable et que :

n

U/(CY) _ E( (Z Oé)\Z(G)Q . Z )\’L(G)Gl> e~ > a/\i(G)GiJr% > aQAi(G)2¢(G>2> )
i=1 i=1
On notera, en particulier, que v/(0) vaut —E (3.7, Mi(G)G;) ¢(G)?) .

Montrer que u est deux fois différentiable et que u” peut s’exprimer sous la forme

u' (@) = E( Z A(@) + (Z a(G)? — Z MG)Q) X

_ Z al(G)G; + % Z o? i (G)?

X e

On suppose dans la fin de ce probleme que la fonction ¢|A| est non nulle sur un ensemble de
mesure de Lebesgue non nulle. Montrer que u est strictement convexe et que lim,, 4., u(a) =

—+00.

Montrer que si w'(0) # 0, il existe un « tel que u(«) < u(0), puis que, pour ce o, a\ est un
choix qui permet de réduire la variance de la méthode de Monte-Carlo.

Montrer, en utilisant la stricte convexité de u, que si «/(0) = 0, 0 réalise le minimum . Inter-
préter ce résultat.

On suppose, pour cette question, que A est un vecteur de fonctions paires (c’est a dire qui
vérifie, pour tout g, A\(—g) = A(g) non nul et que la fonction ¢? est paire. Montrer que, sous
ces hypotheses, A ne permet pas de réduire la variance.



Partie II : Convergence en loi de I’erreur renormalisée du schéma
d’Euler

On s’intéresse 2 la discrétisation du modele de Black-Scholes X; = e"Wﬁ(“‘é)t ot (Wi)eepom
est un mouvement brownien réel. On se donne un horizon 7" et un nombre N € N* de pas de
discrétisation. Pour & € {0,..., N}, on pose également t;, = %T Pour une suite réelle (z)yen+ et
a € R, onnote xy = O(N®) lorsque la suite (N~ “xy)yen+ est bornée.

1. Rappeler I’équation différentielle stochastique satisfaite par (X )¢>o.

2. Ecrire le schéma d’Euler (XthV ) ke{0,...,N} associ€ a cette €quation. Donner également le schéma
de Milstein (XtJZ)kE{O ..... N}

3. Calculer E(X7) et vérifier que E(X7) = E(X7) + O(5). Commenter ce résultat.
4. On pose

N X o Wiy . |~ Wi )+ (u— )t
A = e <e k1T 2 =1 — oWy, — W) — ,utl) .
tr4+1
Exprimer AV 2 Iaide de (2, 2541 ef en dédui Xp— XN = Xp N AN
xprimer A al’aide e(fk,m)e en déduire que X7 — Xp = Xp ), AL
5. On pose
N oW, —We )+ (a2t o’ o’ 2
A U<Wtk+1 - VVtk) - (,u - ?)tl - ?(Wtkﬂ - Wtk)
X o2
Vit = (# - 1) (eU(Wtk“_Wt’“)H“_T)“ —1—o(Wy,, — W) — Mt1>
th+1
Xt

-2
Zliv = <€U(Wtk+1_wtk)+(u_7)tl -1 U(Wtk+1 - Wtk) - ﬂtl) (Xt]Z - th)
th+1

Vérifier que
N 2

Z
RY + VY4 5 =AY =3

XT 7((Wtk+l - Wtk)z - tl)'

En déduire que
52 N-1 N-1
VN(Xp — XN) = Xy (75N +VN D (RY + V,f)) +VN> 2z
k=0 k=0

ol Sy = VN Y0 (W, — Wi, )% — t].
On se donne (G, ) suite de variables gaussiennes centrées de variance 7" indépendantes de (W;):>o.
1. (a) Montrer que (Wr, Sy) et Wn,Xn) = \/Lﬁ Z,i\/:—Ol(Gk, G% — T) ont méme loi.

(b) Montrer que lorsque N — oo, (Wy, X ) converge en loi vers un couple (W, ¥) dont on
précisera la loi.

(c) Conclure que %QXTS v converge en loi vers o \/gXTGO.

D’apres les questions 22 2, E [V N SN (X RY + XpVN + Z,i\’)‘ = O(\/LN)



1. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que v N (X7 — X&) converge en loi vers

0'2\/§XTG().

Sous des hypotheses de régularité sur 7,0 : R — R, Kurtz et Protter® ont montré que si X, est
solution de 1’équation différentielle stochastique dX, = n(X;)dW,; + b(X;)dt et X}¥ désigne son
schéma d’Euler en temps continu, alors le processus (v/N(X; — X}V));>o converge en loi vers (Y;);0
solution de

t T t
Y, = / Yi(n'(Xs)dW, + b (X,)ds) + \/;/ ' (X,)d B,
0 0

ol (By)¢>0 est un mouvement brownien indépendant de (W;);>o.

1. Dans le cas particulier du modele de Black-Scholes, calculer dx% puis d%. En déduire Y7 et
vérifier que la convergence établie a la question 1 est bien une conséquence du résultat général
de Kurtz et Protter.

2. (a) Calculer E(R]') et en déduire que E(R}) = O (55).
Montrer que RY = o [['(X, — 1 — oW,)dW, + p [, (X, — 1)ds. Calculer E((X, —
1 — oW,)?), vérifier que E((X, — 1 — cW,)?) = O(s?) pour s — 0T et en déduire que

E((R))?) =0 (53).
(b) Montrer que E (( AP R,]CV>2) = N(N —1)E((R}))? + NE((R))?).
(c) Conclure que E )XT\/N S R{f‘ = O(\/Lﬁ)

o2
On pose DY = ¢” Wt "W =00 1 (W, . — W,,) — pity.
1. (a) Calculer E(VyY) et vérifier que E(V;") = O(55z).
(b) Rappeler 1’équation différentielle stochastique satisfaite par - et vérifier que

E((XLH—IY) — O(L). )

En remarquant que D} = ['(X, — 1)(cdW, + uds), vérifier que E((D))*) = O(3).
En déduire que E((V{Y)?) = O(55)-

(c) Conclure que E )XT\/N S VkN’ = 0O(L).

VN
2. (a) Vérifier que E((D})?) = O(73).
(b) A Taide de la vitesse forte, en déduire E((ZY)?) = O(35).

(¢c) Pour 0 <1 <k < N — 1, vérifier que

X
E(z)ZY) = B(X2 , )E (—DN ) B ((Xz: —X,)

N N
Sy x,).

Vérifier que E (%Dﬁ) = ekl (e(“”Q)tl —1—(u+ az)tl). Remarquer que
k

DY (X = Xy,)

< \/E (fgg(XtN - Xt)4> E(XE ., JE(D])?)

et en déduire que E(Z) Z}N) = O(5)-

3. Wong-Zakai corrections, random evolutions, and simulation schemes for SDEs. Stochastic analysis, 331-346, Aca-
demic Press, Boston, MA, 1991.



(d) Conclure que E((VN 1) ZN)?) = O(%) et que

N-1
E|VNY (XeRY + X:Vi¥ + ZY)| = O

k=0

3-



Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 10 février 2011 8h30-11h30

Partie I : Simulation directionnelle et stratification

Soit G = (Gy,...,G4) un vecteur constitué de d gaussiennes centrées réduites indépendantes et H
un fonction continue de R? dans R et on cherche a calculer la probabilité :

p=P(H(G)>)),

pour une valeur \ positive donnée.

1.

Décrire la méthode de Monte-Carlo habituelle permettant d’estimer p et expliquer comment
I’on peut évaluer I’erreur de la méthode.

. On suppose que I’on cherche a approche une valeur de p de ’ordre de 10~'°. Donner une

évaluation (grossiére) du nombre minimal de tirages n permettant d’évaluer p a 20% pres.
Lorsque le calcul de H demande un temps de 1’ordre d’une seconde, qu’en concluez vous ? (1
an ~ 3 x 107 secondes)

. On écrit le vecteur G sous la forme G = RA ou R = |G| et A = G/|G| prend ses valeurs

dans la sphere unité de R%, S; = {z € RY,|z| = 1}. Montrer que R? suit une loi du x% a d
degrés de liberté et que A suit une loi invariante par rotation dont le support est inclu dans Sy
(On admettra que cela implique que la loi de A est la loi uniforme sur la sphere).

. A T’aide du changement de variable polaire généralisé (gi,...,gq4) — (r,01,...,04-1)
g1 = rcosft;
Jo = rsin 6y cos 0,
gg—1 =rsinf;sinfy...sinf; o cosby 1
Jd =rsinf;sinfy...sinf;_osinf;_;

montrer que R et A sont des variables aléatoires indépendantes.

. On suppose, a partir de maintenant, que pour tout a € S, la fonction r — H (ra) est strictement

croissante, que H(0) = 0 et lim,_, ;o H(ra) = +o0.
Soit a € Sy, on pose ¢(a) = P(H(Ra) > \). Calculer explicitement ¢(a) en fonction de la
fonction de répartition de la loi du x? a d degrés de liberté et de la solution de H(r*a) = .

Soit (A;,7 > 0) une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur la sphere
unité. Montrer que lim,, Y ., #(A;) = p, au sens de la convergence presque sire.

. Montrer que Var(¢(A;)) < Var (1y(g)>») et comparer la vitesse de convergence de Iestima-

teur de la question 1 et celui de la question précédente.

. Nous allons maintenant réduire la variance de I’estimateur précédent par une technique de strat-

ification.
On considere les 2¢ quadrants définit, pour € € {—1, +1}¢, par :

C.={x € Sy,e101 >0,...,eqxq > 0}.

Montrer que P(A; € C. N Cy) = 0, pour € # €. En déduire la valeur de p. = P(A; € C,)?

10



9. On considere I’estimateur I, stratifié dans les strates (C,, e € {—1,+1}%):

In = Z %ZQXAI(:)))

ee{—1,+1}4 k=1

ol ne = nwe(n) avec we(n) > 0et > | yawe(n) = 1 et ou les (A,(;), k > 0) sont des
suites de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur C., ces suites étant
indépendantes entre elles.

Calculer Var(/,,) en fonction de n et des (w.(n),e € {—1,+1}%), des (p., e € {—1,+1}9) et
des (0, € € {~1,+1}7) ol 07 = Var(A[").
10. Montrer I’inégalité :

N 2 N
<Z aiai> < Z wa;,
i=1 i=1
pour (v, a;, 1 <i < N) des réels positifs tel que Zfil a; = 1.

2
En déduire que Var(/,,) > * (de{_17+1}d) p606> :
Comment peut on choisir les (w.(n),e € {—1,+1}) pour réaliser la borne inférieure précé-
dente ?

11. Proposer une méthode de simulation selon la loi uniforme sur C. ?

12. On fixe une fois pour toute les w, (indépendement de n) par :

PO
Zee{—1,+1}P peOe

On pose n. = [nw]. Montrer que, au sens de la convergence presque siire :

We =

lim I, =p.

n—-+oo
13. Montrer que la limite en loi des variables aléatoires : \/n ([, — p) est une gaussienne centrée de
2
variance <Ze€{—l7+l}d) p€a€> :

Comment peut on utiliser ce résultat pour estimer I’erreur commise lorsque 1’on estime p a
I’aide de I,, ?

Partie II : Discrétisation d’une équation différentielle stochastique a
coefficients localement lipschitziens

Pour (W})ejo,7) un mouvement brownien 2 valeurs R et o : R — R™*% et b : R — R", on
s’intéresse a I’EDS
dXt = O'(Xt)th + b(Xt>dt, t S T, XO =Y. (2)

On suppose que les fonctions o et b sont localement lipschitziennes au sens ol pour tout m € N* il
existe une constante C,,, < +oo telle que

Vr,y € R"tq. |z| <metly| <m, |o(z) —o(y)| + |b(x) — b(y)| < Cnlz —yl.

On note

Op(z) = 0(Ppz) et by(z) = b(Ppz) ol Pz = Mg 3)

||
désigne la projection orthogonale de = sur la boule fermée de rayon m centrée a 1’origine. On pose
également t;, = kAt avec At = % ou N € N* est un nombre de pas de temps.

11



Absence de convergence faible et dans /” dans un cas particulier On s’intéresse a I’EDS en
dimensionn =d =1

t
X, =W, —/ Xlds. 4)
0

On admet pour I’instant qu’elle posséde une unique solution (X});cpo,7) et que cette solution vérifie
E (Supte[O’Tj ’Xt|4) < +00.

On note (X;")ici0.7) le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose Ay = {|W;,| >
%a supy<p<y—1 Wiy = Wi | < 1}
1. Vérifier que P(Ay) > P(|W3,| > %)P(suptemﬂ |W;| < 1). En remarquant que pour z > 0,
673;2/2 = [Z(1+ y—lg)e*yQ/Qdy, vérifier que [ e~V /2dy > “if;m.
gN3

3 _9N“
Conclure que P(Ay) > P(sup,cpz |[Wil < 3) X ;gjgj)\; X 5\/221: )

2. Vérifier que sur I'événement Ay, si pour & > 1, |)_(£Z] > 1, alors \ngV+l| >
| XN (/XY —2). En déduire que pour N > I, sur 'événement Ay, Vk € {1,..., N},
X ()"

3. Conclure que limy o E(|X¥]) = +oo. En déduire limy_ . E(|XY — Xg|) puis
iy 00 E(sup,cpo. 1 | XY — X¢[P) pour p > 1.

4. En remarquant que la loi de X¥ est symétrique, montrer que pour K > 0, E ((X’%V - K )*)
1E(|X}|) — K et en déduire que E ((X? — K)™) ne converge pas vers E (X7 — K)
lorsque N — oo0.

IV

Convergence presque siire du schéma d’Euler On suppose maintenant qu’il existe une solution a
I’EDS (2) (voir le paragraphe 2 pour une condition suffisante). On pose vy = 0 et pour m € N*, on
note v, = inf{t € [0,7] : | X;| > m} avec la convention inf ) = T'.
1. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (XtN )te[o,T] associ€ a (2).
2. Soitm € N* et x,y € R™. Vérifier que (z — P,,x, Py — Ppx) < 0 (dans le cas o || > m,
on pourra vérifier que (xr — Pz, P,x) = m|x — Py,x|).
En déduire que | P,y — P,x|* < (y — x, P,y — P,,x) et conclure que les fonctions o, et b,
sont globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz C,,.

3. En déduire I’existence d’une unique solution (X;");co,7] 8 'EDS
dX]" = op(X[")dW + b, (XM dt, X' = y. 5)

Décrire I’événement {v,, = T'} al’aide de la variable aléatoire sup, o 71 | X:| et vérifier que sur
cet événement (X")iejo.1) (X¢)ieo,r] €t (X, )ieo) coincident. Que vaut P(UJ,,cn-{vm =
T}) ? Y-a-t-il unicité pour (2) ?
On note ()_(tm’N)te[oﬂ le schéma d’Euler correspondant a (5) et v = min{#, : |)_(5Z’m| > m}.

1. Pour quelles valeurs de v, la suite N7 sup, | X;" — X'tm’N | converge-t-elle presque stirement
lorsque N — oo am fixé?
En déduire que si v, (w) = T, alors il existe N (w) < +o0 tel que pour N > N (w), v, | (w) =
T etsup,er [ X (w) — X (w)] = sup,op | X7 () = X (w).

2. Conclure que pour tout y < 1, N7 sup,<p | X; — X}N| converge p.s. vers 0 lorsque N — oc.

12



Existence pour ’EDS (2) lorsque la dérive est rentrante On suppose maintenant que o est glob-
alement lipschitzienne et que la fonction de dérive b est localement lipschitzienne et rentrante au
sens o il existe 5 € [0, 400 tel que

Vo € R", (x,b(x)) < B(|x] + |z]?). (6)

avec (x,y) qui désigne le produit scalaire de x et y dans R". On note (Y,™);c(o.7] I’unique solution de
I’EDS
AY{™ = o (Y)W, + by (Y)dt, Yy = y.
1. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Donner un exem-

ple de fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas globalement lipschitzi-
enne.

2. Pour m € IN*, vérifier que la fonction b,, définie dans (3) satisfait (6).

3. Calculer |Y,™|? a I’aide de la formule d’1td et en déduire que

B (supivrl') < 4{ i + 408 (( [ mmﬁdsf) i E (( A \ommms)g)
+16E ( / t |a*<Y;">5ngds) }

ot |o(2)|* = 31z 0y(2)]%
1<5<d
4. En déduire que sup,, E (sup,co. 1 |Y;"]*) < 400 puis P (U, ene{mm =T}) = Lol 7, =
inf{t € [0,77] : |Y;™| > m} (convention inf ) = T')
Conclure a I’existence d’une unique solution (Xt)te[o,T] pour (2) et que cette solution vérifie
E (supyepor | Xi]*) < +o0.

C’est I’absence de controle des moments du schéma d’Euler qui peut empécher sa convergence dans L et
sa convergence faible alors que ’on a convergence presque siire a la vitesse N~ pour tout v < 1/2. Dans un
preprint récent, Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite suivant :

b(XN)At

XN SR F—
1+ [b(XN)|At

tet1

= ngv + O—(XIEZZ)(Wtk+1 - Wtk) +

Lorsque la fonction o est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est a croissance polynomiale
et b vérifie la condition

Ja € (0’ —|—OO), Vm,y € Rn? (CL’ - Y, b(x) - b(y)) S OZ‘CL' - y’2

qui implique (6) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge a la vitesse forte ﬁ dans tous
les espaces LP. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma d’Euler semi-implicite

X0 =X At =X+ o(XH (W, — W)

sous les mé&mes hypotheses.

4. Ce résultat s’applique en particulier a I’EDS (4).
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 11 février 2010 8h30-11h30

Partie I : Méthode du “‘carré latin”

Le cas de la dimension 1 On considére un suite de variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0,1], U = (U;,7 > 1) et une permutation o tirée uniformement sur I’ensemble des per-
mutations de {1,..., N} et indépendante de la suite U. Pour N entier fixé et pour 1 < i < N, on
pose :

VN _ 1 — U,

7

et XV =Y.

On considére une fonction mesurable bornée f et I’on cherche a comparer I’estimateur classique :

Io(N) = 5 (F(U) + -+ F(UN)),

avec :
1

LN) =5 (FXY) + -+ F(XT)
1. Quel est la limite de [o(/N) lorsque N tends vers +o0o ? Comment peut on estimer 1’erreur
commise lorsque 1’on approxime cette limite par Io(V) ?
2. Pour un i fixé,1 < i < N, identifier la loi de X}¥. En déduire que E (I;(N)) = E(f(Uy))
3. Montrer que I1(N) = & (f(YN) + -+ f(YY)) , et en déduire que

NVar (I (N / f2(s)ds — NZ (/:/]:)/Nf s)ds) ,

4. Vérifier que NVar([;(N)) = / / f(s"))*dsds’. Lorsque f est une
(i—1)/N J(i— 1)/N

fonction continue, montrer que N Var (11(N)) tend vers 0 lorsque N tends vers +oo. Que vaut
NVar (Iy(N))?

5. Pour f continue, en quel sens I;(/N) convergente t’il vers E(f(U)) ?

6. Quel estimateur vous parait préférable, Io(/N) ou I1(N), du point de vue de sa vitesse de con-
vergence en moyenne quadratique ?
D’un point de vue pratique quels vous paraissent les inconvénients de I;(/N) par rapport a
Li(N)?

7. Comment peut-on interpréter I’estimateur /o(/N) en terme de méthode de stratification ?

Le cas de la dimension 2 On considére maintenant le cas bidimensionnel. U désigne un suite de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]%, U = (U}, U?),i > 1) et deux permu-
tations indépendantes oy et o, tirée uniformement sur ’ensemble des permutations de {1,..., N} et
indépendantes de la suite U. Pour NN entier fixé et pour 1 < 7,57 < N, on pose :

N _ i_Uilj_UJZ
Yi,j—( N N eX Yal(z)az()

14



On pose, comme dans la premire partie, pour f une fonction bornée de [0, 1]? dans R :

L(N) = = (f(T1) + -+ f(Un)) et L(N) = — (f(X7) + -+ + f(XY))

1 1
N N

1. Montrer que

2. Montrer que, pour i # j :

B(IONI00) = v > BUOLW)E( ().

2
) 1<ky#ko<N
1<l]#l9<N

puis que :
B (N0 = oy (VBU@DT - 3 BG0)R( i)
Y RGBT Y E (/Y1) }.

3. En déduire que, pour f continue :

lim (I — 1)Cov (f(XI), F(XN)) = 2E(f(U))* — / F (@ 9) f (. dedydy

N—+4o00 [071}3

- / fla, ) f(2', y)dada' dy.
[0,1]3
4. Montrer que :

Var (E(f(U)|0h) = / )y )dadydy — B (F(U))?

Var (BUU)IV) = [ Sl y)dods'dy ~ B (F0)"

[0,1]3

5. En déduire que :

lim NVar(l;(N)) = Var(f(U)) — Var (E(f(U)|U1)) — Var (E(f(U)|Us)) .

N—+o0

6. Quel est I'intérét d’utiliser /; (V) plutot que Io(N) ? Quels en sont les inconvénients ?

7. Vérifier que :

Var {f(U) = B(f(U)|U1) — E(f(U)|Us)} = Var(£(U)) — Var (B(f(U)|U1)
~Var (B(f(U)|)).
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Partie II : discrétisation d’un modéele a volatilité stochastique

On considere le modele a volatilité stochastique

dSt = TStdt + f(Yt)St(det + \ 1-— p2dBt)7 S() = Sg > 0 (7)
dY;, = b(Y,)dt + o(Y})dWs; Yo = yo 7

ol (By)>0 et (W) sont deux mouvements browniens indépendants, r € R, p € [—1,1] et f,b,0 :
R — R sont des fonctions régulieres (c’est-a-dire bornées et dérivables autant de fois qu’on le
souhaite avec des dérivées bornées) avec o qui ne s’annule pas.

On pose X; = In(S;), tx = kAt avec At = 5 ot N € N* est un nombre de pas de temps et 7' > 0
une maturité.

1. Que représente le coefficient p ?

2. Ecrire Iéquation différentielle stochastique satisfaite par le couple (X, Yi)e>o0-

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (Y;Y)o<r<n de pas At pour le processus (V)iejo,r) ?
Rappeler sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de Milstein
pour le couple (X;,Y;)icpo,r). Que peut-on dire de la volatilité de (S;);>o lorsque la fonction
o est nulle ? Et lorsque f est nulle ? Ecrire le schéma de Milstein de pas At pour le couple
(X1, Y))iepo,r) lorsque |p| = 1.

v
5. Onnote| F(y) = / z(z)alz . Vérifier que
o

dX; = pdF(Y;) + /1= p2f(Y1)dB, + h(Y;)dt,
pour une fonction i que I’on précisera.
On définit par récurrence (X}, )o<x<n €n posant Xy = In(sg) et Vk € {0,..., N — 1},

_ tkt1 1— P2 trt1
K = Ko+ p(F (Vi) — F(Y,)) + / h(Yods [ S [ RSB, - Bu).

173 173

1. Vérifier que les vecteurs aléatoires \/ N ft]“ f2(Ys)ds(By,,, — Bi;))i<k<n et

( Ot’“ f (Ys)@Bshgkg ~ ont méme loi Condltlonnelle sachant (W})cjo,r- En déduire que les

vecteurs (X4, )o<k<n et (X, Jo<k<n ont méme loi.
On définit par récurrence le schéma suivant : X2 = In(sq) et pour k € {0,..., N — 1},

ik = X0 o (PO = PO ) 4+ VA 4 VT= 0 x (B, = By)

(VN tet1
oty = \/<¢(ﬁf)+%/ (Ws—Wtk)ds) Vv

ty

avec ¥(y) = f*(y) et ¢ = infer ¥(y) = infyer f*(y) > 0. L'objectif final de cet énoncé est de
montrer que si ¢ > 0 alors

C
* N
3C >0, YN € N*, E <0r<r}€ax Xy, — X ) = (8)

Dans le reste de I’énoncé on notera C' des constantes indépendantes de N qui peuvent varier de
ligne en ligne.
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1. Comment peut-on simuler le vecteur (W;, ., —W,,, [, t’““ (Ws—W4, )ds)o<k<n—1 ? En quoi, pour

le pricing d’options exotiques, le schéma (X )0<k< ~ est-il aussi performant que le schéma de
Milstein ?

2. Vérifier que

N |2 < N N N \2
s 1, = X2 < (T4 s (T + o (7300

0<k<N ’ 1<k<N

o )Y = max (F(Y,) — F(T,Y)) + max (AtZ(h(&@j)—h@f))) ,

J=0

ty k—1
Tﬁc:/ (Y, )ds—AchYt

Z(N \/At/”lw ) B = By)

Jj=0

k—1 2
1 _ _
3. Vérifier que max (N (h(Y3,) — h(Ytﬁv))> < max (h(Y,)— h(Y,Y))? et en déduire

1<k<N ‘
Jj=0

que E(TN) < 57

N2
4. Vérifier que T, = [*(7, — s) ((bh’ 1) (Y, )ds + ah’(YS)dWS> ol pour s € [0,7], 7, =

(6&1 At désigne I'instant de discrétisation juste apres s. En déduire que E(max; <p<n (T5%)?) <

NEN
5. (a) Que peut-on dire du processus (T3 w)1<k<n 7 En utilisant I’inégalité de Doob et le caractere
lipschitzien de la racine carrée sur [¢, +-00[, en déduire que

E (fg}fﬁv(Ti’f\%)z) < %E (Z_((Tg)Z + (T§)2)>

J=0

o/ (V) = o/ (V) flon

J J Ws i W . d

+ At \/t; ( t]) S
~ . O'w/(Y;J) tj+1 1 tj_;,_l

et T3 = (Yy,) + A7 /t (Wy — W, )ds — ~ : P(Yy)ds.

J

2
(b) Calculer B ((A% S W, = w,)ds) ‘(Wu)qu) et en déduire que
B(T))?) < %.
(c) Vérifier que T = A ftj“ S —Ts) ((bw’ + #)(Ys)ds + (o' (Ys) — azb’(}/tj))dWS) et

en déduire que E((73)?) < 5.

6. Conclure que (8) est vraie.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 5 février 2009 8h30-11h30

Les deux parties sont a rédiger sur des copies différentes.

3 Partie I : Réduction de variance et invariance de loi

Soit (U;,7 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur
I’intervalle [0, 1].

On considere une application de 7" de I’intervalle [0, 1] dans I’intervalle [0, 1]. On suppose que T’
est telle que 1oi(7'(U)) = loi(U), si U est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1].

On s’intéresse pour un p > 1 fixé a I’estimateur /,, , donné par

n p—1

M WLl

zlkO

1. Montrer que, si f est une fonction mesurable bornée de [0, 1] dans R :

lim 7,,=E(f(U)) p.s.

n—-+4o0o

2. Montrer que Var([,,,) = nipvp(f), avec

p—1
Vp :—Var(Zf Tk (Uy) )
k=0

3. Montrer que /np I, ”\/ET 1) converge en loi lorsque n tend +oo vers une loi gaussienne cen-
trée réduite.

4. Supposons que I’on ait effectué n tirages (U;,7 = 1,...,n). Comment peut on estimer v,(f) ?
Comment en déduire une procédure effective d’estimation de I’erreur commise lorsque I’on
approxime E (f(U)) par I, ,?

5. Quelle méthode reconnait on lorsque 7'(u) = 1 —uet p = 2? A t'on intérét a utiliser des
valeursde p > 27

6. On prend pour 7' la transformation de Kakutani définie par, pour [ > 1:
1
T(x)=(x—x11)+ i,pour 11 < x <@

oumg=0eta; =1/2+1/4+ -+ 1/2'. Vérifier que T laisse la loi de U; invariante.

7. Vérifier que si T est la transformation de Kakutani la suite (7%(0), k > 0) coincide avec la suite
de Van Der Corput en base 2. Donner la définition de la discrépance d’une suite D} (2, k > 1).
Quelle estimation de la discrépance de la suite de Van Der Corput connaissez vous ?

On supposera que, lorsque 'I' est la transformation de Kakutani, la discrépance de la famille
de suite (T*(z), k > 0) est majorée, uniformément en x € (0, 1], par :

log(n)

n

C
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8.

10.

11.

Lorsque 7T est la transformation de Kakutani, montrer que, si f est une fonction a variation finie
de [0, 1] dans R, de variation V'(f), alors

Up(f) < CQV(f)210gp(p) :

En déduire que, pour p assez grand, on a intérét a utiliser I’estimateur I, , de préférence a
I’estimateur (classique) /,,;, ; utilisant le méme nombre d’appel a la fonction f.

. On considere 7 la sous tribu de la tribu .4 des boréliens de [0, 1] définie par :

I={Ac AT '(A)=A}.

On rappelle que si f est Z-mesurable alors f(7'(x)) = f(x) pour presque tout x € [0, 1].

On considere une fonction mesurable et bornée f, on note f = u(f|7) (I’espérance condi-
tionnelle de f sachant la tribu Z sous la probabilité uniforme sur [0, 1], notée p) et f(z) =

A

f(x) — f(z). Montrer que :

Montrer, en utilisant la définition de I’espérance conditionnelle dans L? que :

w(5)= [ () ) = 0.

~

1 1 ~
En déduire que Var(/,, ) = ﬁVar (f(U1)> + n—pvp(f).

Si f est non constante, a t’on intérét a utiliser une méthode avec p > 1?
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4 Partie II :Discrétisation d’équations différentielles stochas-
tiques

On considere I’équation différentielle stochastique unidimensionnelle
dX; = o(X;) dW, + b(X,) dt, 9

ol b et o sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (W;) est un mouvement brownien standard
unidimensionnel.

On se donne une condition initiale Xy = = déterministe. Enfin, on se fixe un horizon en temps 7T’
et un nombre N € N* de pas de temps. Pour k£ € {0,..., N} on note t;, = %T le k-eme instant de
discrétisation et X}V la valeur en t;, du schéma d’Euler de pas +.

Le but de ce probleme est de montrer I’estimation suivante (issue de la these de P. Seumen Tonou) :

pour tout p > 1
o In(N)\?”
E ( ) <C ( N ) . (10)

Dans I’inégalité précédente et dans tout le reste de I’énoncé on notera C' des constantes indépen-
dantes de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

max X; — max X/
0<t<T 0<k<N %

£ = max X, — max X}V,
0<t<T 0<k<N K

€1 = max X; — max Xy,
0<t<T 0<k<N

€9 = max X; — max Xt]Z.

0<k<N 0<k<N
1. Montrer
g5 < max (X, — XN
2_0§k§N( tk tk)7

puis

g9 > — max (XY — X,).
Appliquer un résultat du cours pour en déduire

2p C
E (|52‘ ) < N

2. Montrer que

g1 < max (t max (X —th)) )

T 0<KkSN-1 \ 65 <t<tpi1

En déduire que

t 2p
e1|” < C max < max /b(Xs)d:s)
2%

0<k<N—1 \ t<t<tp1

t 2p
+C  max ( max /O’(XS) dWs> .

0<ESN—1 \tp<t<thi1 Jy,
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3. En utilisant I’'inégalité

N-1
< 11
odnax |z < ; || (11)

montrer que

t 2p C
E| max (max /b(Xs) ds) < ——
OSKSN—1 \tp<t<tii1 Jy, N2p—1

4. (a) Montrer que

t 2p
C
_ < -
E <0<rkn<a]3<_1 (tkggg;“/ [o(X5) U(th)]dWs) ) =

ty

(b) Montrer que

t 2p
IE( max ( max /U(th)dWs) )
O0SkSN—1 \tp<t<tpi1 Jy,

4p
<C E(( max  max |Wt—VVtk|) )
0<k<N—11<t<tg41

(c) Rappeler la densité de la loi de (W;,, maxo<i<¢, W;). En déduire celle de maxo<i<¢, W;
puis que maxo<y<y—1 Maxy, <¢<t, ., (W — Wi, ) a méme loi que

Vi max |Gy

0<k<N-1

ou les variables aléatoires (G )o<r<n—1 sont i.i.d. suivant la loi normale centrée réduite
N1(0,1).
(d) Soit ¢ le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour = > 0,
2

E(|Go|"1{Go>2)) = P(x)e~= ou P(.) est un polyndme de degré ¢ — 1. En déduire 2
I’aide de (11) que pour @ > 2,

i 4p _
i E (mN (= 1{Gk|2\rmm})) =0,

puis que pour N > 2, E (maxo<p<n_1 |G|*??) < C(In(N))?.

(e) Conclure que

t 2p p
In(N

E( max ( max /O’(Xs) dWS) >§O(D( )) '
0<k<N—-1 \ tp<t<tg41 tr N

5. Vérifier I’estimation (10).

6. Comment peut-on améliorer I’approximation de maxo<;<7 Xt ?
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 21 février 2008 8h30-11h30

Si le probleme de la seconde partie est tres long, c’est pour aller jusqu’au bout de ’analyse
des propriétés de convergence faible des schémas de Ninomiya Victoir et de Kusuoka Ninomiya
Ninomiya. Mais traiter correctement jusque la question 5 suffira pour avoir une bonne note a
cette partie.

S Fonction d’importance et normalisation

Pour calculer E(f(X)) ot X désigne une variable aléatoire de densité p sur R et f : R —
R une fonction telle que Var(f(X)) < oo, on se donne (Y;);>; une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées suivant une densité ¢ sur R¢.
1. Montrer que P(¢q(Y1) = 0) = 0. En déduire que P(3i > 1 t.q. ¢(Y;) = 0) = 0.
2. On suppose que dz p.p. ¢(x) = 0 = fp(x) = 0 et on utilise la convention %(:p) = 0si
q(z) =0.
(a) Que vaut [ |f|p(x)1iym)=oydx ? En déduire que la variable aléatoire %(Yl) est intégrable
d’espérance égale a E(f(X)).

(b) Montrer que 2 2
J(22) atwrte = ( [ 1s1ptorae)

_ 1fp(@)
T 1flp(y)dy

(c) En déduire un choix de ¢ qui permet de minimiser la variance de 1’estimateur

1~ fp
DI

avec le minorant atteint pour ¢, (z)

pour tout n. Que représente v, = ( [ |f|p(ac)dac)2 - E2(f(X))?
(d) Pour une densité g quelconque, expliquer comment construire un intervalle de confiance
asymptotique pour I’estimation de E( f(.X)) par Z,, a partir de I’échantillon (Y7, ...,Y})?
On note R,, I’estimateur :
> i %(Yi)lq(YibO
Z?:l §(K)1Q(Yi)>0 '
1. Lorsque P(q(X) > 0) > 0, calculer la limite de R,, lorque n tends vers +oc. En déduire que si
p-p- ¢(x) = 0 = p(x) = 0, alors R,, converge vers E(f(X)).

2. Montrer que si P(f(X) = E[f(X)]) > 0, les variances de R, et de Z, sont nulles pour le

. 1 T)= x
choix ¢(z) = lif(}()x?ifé?@ff])

3. On suppose désormais que P(f(X) = E[f(X)]) = 0 et que dz p.p. ¢(x) = 0 = p(z) = 0. On
utilise la convention ?(z) = 0si g(z) = 0.

R, =

). Quelle sont alors les valeurs de R, et Z,, ?
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_ 2
(a) On pose f(z) = f(z) — E[f(X)]. Montrer que si v(q) = [ <@> q(x)dr < 400, alors
Vn(R, — E(f(X))) converge en loi vers N7 (0,v(q)).
Indication : on pourra remarquer que /n(R,—E(f(X))) = 12— f Dot 4 Ir(y;)
et appliquer le théoreme de Slutsky : si (Z,,),, (resp. (W,,),) des1gne une suite de variables
aléatoires a valeurs dans R% (resp. R%) qui converge en loi vers une constante z € R%
(resp. vers une variable aléatoire W a valeurs dans R%), alors (Zy, W), converge en loi
vers (z, W).
(b) Expliquer comment construire un intervalle de confiance asymptotique pour I’estimation
de E(f(X)) par R, a partir de I’échantillon (Y7,...,Y,,)?

|flp(z)

(¢) Montrer que v(q) > ([ |f|p(z dx) ol le minorant est atteint pour ¢(x) = 72050

(a) Pour y € R, on note y© = max(y,0) et y~ = max(—y, 0). Montrer que

v*:4/f+( dx/f x)dr etv(q _4(/f+ dx>2.

(b) Vérifier que si f est de signe constant alors v, < v(q).

(¢) On se place dans le cas particulier ol f(z) = z et p(x) = (1 —a)e"L<op +are 1m0y
avec A > 0, o €]0, 1] tels que § > 1 — a. Vérifier que

—2x(1-a) 22

ve >0(q) & (1 —a)e > %e

En étudiant la monotonie de la fonction g(z) = re=2*

(ar, A) tel que v, > v(q).

, conclure que I’on peut trouver
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6 Simulation d’équations différentielles stochastiques

Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé a la fin du probleme dans les questions
Saet Sc.

1. Soit (X,Y) un couple qui suit la loi gaussienne N> (( 8 > , ( CCL Z >) On suppose a > 0

etonpose Z =Y — <
(a) Quelleestlaloide (X,Z2)?
(b) Vérifier que E(X?) = 3a?, E(X?Y?) = ab + 2¢%, E(X3Y) = 3acet E(XY?) = 3bc.
(c) Montrer que pour [, € N, E(X'Y™) = 0 dés lors que [ + m est impair.

Dans toute la suite, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois que néces-
saire avec des dérivées bornées et ¢ désigne une fonction régulicre de R" dans R.

Soit7T >0,y € R", 0 : R* = R™%etbh: R" — R” deux fonctions régulieres. Sur un espace de
probabilité (€2, F,P), on se donne également (W;);e0.7)] un mouvement brownien a valeurs R%. On
s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochastique

XO =Y, (12)
dXt = O'(Xt>th + b(Xt)dt

On note L I’opérateur différentiel du second ordre défini par

n

Lo(z) = % Z a; () xm )+ Z bi(x ) ol ay(x Z oij(x)o(z

il=1
Pour j € {1,...,d}, on note également 0;(x) = (04;(x))1<i<n € R™ la j-éme colonne de la matrice
o et 80j(x) = (8ri0-lj(x))1§l,i§n e R™",

1. Ecrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. A quelle condition peut-on I’implémenter ?

2. Pour f : R" — R une fonction réguliere, on introduit la solution u, supposée réguliere, de
I’Equation aux Dérivées Partielles

(13)

I~

Bu(t,z) + Lu(t,z) =0, (t,z) € [0,T] x R
(T,z) = f(x), z € R"

On note également (X, )o<<n le vecteur obtenu sur la grille temporelle ¢;, = %T par discréti-

sation de ’EDS (12) par un schéma approprié tel que X, = .
(a) Vérifier que

N-1

E(f(X7) —E(f(X7)) = Y _ & o & =E (u(tir, Xo,,) — ulti, Xp,)) -

k=0

(b) Vérifier que 8t2 Y(t,z) = L*u(t,z) oo L?*u = L(Lu). En déduire que

2

_ T _ T 1
U(tk+1, th) + NLU(thrl,th) + WL u(tkﬂ, th) = u(tk,th) + @) <N3)
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(c) Conclure que si pour tout k& € {0,..., N — 1},

_ _ _ T _
E(”(thrl? th+1)‘th> :u<tk+17 th) + NLu(thrla th)
2

T 1
+ WL u(tper, Xy,) + O (Ng) (14)

alors & = O (55 ) et ’ordre faible du schéma est 1/N2.

L’ objectif du probleme est de démontrer que (14) est vérifiée pour deux schémas proposés récemment
par Ninomiya et Victoir et par Kusuoka, Ninomiya et Ninomiya.

1. Pour j € {1,...,d}, on note V; I’opérateur différentiel du premier ordre défini par V;p(x) =
oj(x).Vo(x) =>"  0ij(x)0s¢(x). Pour V et W deux opérateurs différentiels, V1V désigne
I’opérateur différentiel (en général différent de W'V) défini par VIV p(z) = V(W ep)(z). Pour
m € N*, V'™ désigne I’opérateur V' ... V.

m fols
Enfin, on pose Vy = L — % Zj:l ng_

(a) Exprimer L? a I’aide des V;, i € {0, ..., d}.
(b) Montrer que pour j € {1,...,d},

n

Z oij(x)o ()0, ml )+ Z (Z Oy, 015 ()05 (2 )) O, ()
3,l=1 %

et en déduire que Vop(z) = o¢(z).V(x) ot og(x) = b(z) — %Z?:l Oojo;(z).
2. Pour  : R™ — R" une fonction régulieére on note V' I’opérateur différentiel du premier ordre

défini par Vip(z) = n(z).V(z) et (/Y (2))cr I'unique solution de I’Equation Différentielle
ordinaire p

Ey(t) =n(y(t)), y(0)=ux.

(a) Calculer & et en déduire que Vi € R, (V' (z)) = () + f(f VetV (x))ds.
(b) En déduire que pour tout [ € N,

w(e%)):ztmvm / / / VI (1Y (1) )dspar .. s,

m=0

Indication : écrire I’égalité de la question précédente en remplacant ¢ par V'™ ot m >
1.
Justifier la notation e’ (z) et vérifier que p(e'V (z)) = S0 CX2@ 4 O(|t|H+1).

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé a une fonction réguliere
de R™ dans R". Montrer que pour s,t € R,

ol ey = Y TVEWRAD o)y .

m1!m2!

mq,m9>0
m1+ma<l

Indication : écrire le développement a 'ordre | de (e (y)) en une valeur bien choisie
dey € R".
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3. Soitt > 0, Gy,. .., G, des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour j € {1,...,d},
(a) Pourm = (my, ..., may1) € N2 onnote ||m| = 2(mo +mar1) + Z;lzl m;. Expliquer
comment obtenir 1’égalité

E [gp(e%VOeZlVl ... eZaVagz¥o (x))]
Ll

t 2 de“Vm‘i...leVmosO(x) mi mq
= Y g EIR(GT XX G+ O(F).

molmq!. .. mglmg.q!
me ]l <5 0!y dMd41

(b) Remarquer que s’il existe j € {1, ..., d} tel que m; estimpair, alors E[G]" x...xG¢] =
0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d + 2)-uplets m tels que
|m|| € {0,2,4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0, ...,0), les seuls termes non nuls
de cette somme correspondent aux cas suivants ol on ne précise que les m; non nuls :

@) mo+mgp =1,

(2) m; = 2 pour un indice i € {1,...,d},

(3) m; = 4 pour un indice i € {1,...,d},

(4) m; = m; = 2 pour un couple d’indices i < j € {1,...,d},
(5) m; =2 pourunindicei € {1,...,d} etmg+mg1 =1,
(6) mo+ may1 = 2.

(c) Conclure que

E [gp(eévoezlvl . .eZdVde%VO(a:))} = p(x) +tLo(x)

( ZV4+— Y VIR + {%ZV2+ZV2%}+%> (z) + Ot?).

1<i<j<d i=1
(d) En déduire que

E ng(e;Verﬂﬁ ... eZVaga%o () + %@(eévoezdvd ePViesto (m))}

= p(z) +tLo(x) + %L%p(z) + O().

4. Le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy);<x<n de variables uni-
formes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W, ... W<). Pour passer de X;, a X;, 1o
il consiste a

(i) Intégrer sur la durée ;- 'EDO Ly (t) = oo (y(t)),

(ii) SiUpyq < 3 1ntegrer successivement pour j croissant de 1 2 d 'EDO ZLy(t) = o;(y(t))
sur la duree aléatoire W}

b — W . SiUpyr > %, effectuer la méme opération mais pour j
décroissant de d a 1.

(iii) Reprendre I’étape (i).
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Vérifier que pour ce schéma,

_ T T> 1
E(p(Xy)) = —L ——* @)

(%) = ol0) + Lo + 5153200 + 0 (7).
propriété qui se généralise facilement en (14).
. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu’il faut intégrer (d + 2) EDOs a chaque
pas de temps, ce qui peut s’avérer tres coliteux. Ninomiya et Ninomiya ont proposé un schéma
qui préserve 1’ordre de convergence faible en 1/N? mais dans lequel il suffit d’intégrer deux
EDOs a chaque pas de temps.

(a) Soit (G4, G2j)1<j<a des couples i.i.d. suivant la loi N, (( 8 ) , ( Z Z )) A Tlaide

de la question 1, montrer que E(H?:1 Gi{ng?) = 0 des que la somme des deux coor-
données de I’un des couples (I;,m;) € N? est impaire.
(b) Soient a, 8 € R. Expliquer comment obtenir 1’égalité

E (so(etﬁVOJr\/gz;i:l G27j‘/_7‘etav0+\/gz_?:l G1,;Vj (;p)))

~—

d 2. 2

j=1

52
+t2V0290(x) ( 5 +af + >

d 2 2
9 E(GY) E(G,,G2,;) E(G3 )
+t ;{VVOVM < 761 + (a+B) 2] 4B 6]

E(G2,)  E(G1,G.,)+EG2.) E(GZ,
+%V]'2<P(x) <a (61,])+a ( 1,5 2,]2) ( 2,J)+5 (62,g)>

6 +h 2 6

2 2 . . 2
+ V]?Vogo(x) <aE(G1,j) E(Gl,j) + E(GLJGQ,]) n ﬁE(GQ,j)>

E(G!) E(G3.G.;) E(G2.G2.) EG1,G3,) EGL)
4 1,9 1,9 sJ 1,52, 12,7 2,7
+ Vip(z) ( on T 5 + 7 + 6 +— }

E(G},G1;)  E(G1,G1,G2;) E(G1,G3))

) . ey 1G1,;Go, .
tZ{VV ( o1 - G + .

1757
E(Gl,iGZ,iG%,j) E(G%zG%J)
6 24
E(G2 G2 E(G?2 .G .G, . ) . . .
+‘/i‘/j‘/i‘/j§0(«r)< ( 12:1 ) ( 1, 617J 2,J)+E(G1,zG12G2,zG2,j)

E(G1:G2,G3 E(G2.G2
( 1, 62, 2,j)+ ( 222 2j)>}+0(t3)

(c) Soitu > 1/2ete € {—1,1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1+u—e/2(2u — 1) et

2(2u—1) a c¢ . . . ‘
c=—-utet——7, e b est bien une matrice de covariance. En posant également
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2(2u—1 L.
a:ez# et 3 =1 — «, vérifier que

(a0 +b+2c=1=a®+ 4ac+ 2ab + 4% + 4bc + b?
aa+ b+ 3(a+p)e=0

aa + b+ 3a(c+b) =3/2

aa+ Bb+3B(c+a)=3/2

a® + 4ac + 6ab + 4bc + bv* = 3

La? + 4ac+ 6¢* + 4bc + b* =0

En déduire que pour ce choix
2
E (gp(etﬁv0+\/z2?:1 Gg,jVjetaVo-l-\/EZ;lzl G1,;V; (l’))) = Sp(x) —+ tL(p(x) + %ngp(]}) 4+ O<t3)

(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya ?
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 15 février 2007 8h30-11h30

Partie 1
Exercice 1 On considere X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.
1. Pour f une fonction bornée, on note I = E(f(X)) et I! et I? les estimateurs :

I= 5 (PO 4 F(60) 4+ F(Kn) + (X))

= o (FO0) + F(-X0) 4 F) 4 f(-X0)

ot (X, n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées selon la loi de X.
Identifier la limite en loi des variables aléatoires y/n(I! — I'). Méme question pour la famille de
variables aléatoires /n(I2 — I).

On calculera la variance des lois limites.

2. Comment peut on estimer la variance de lois limites précédentes a 1’aide de 1’échantillon
(Xn, 1 <i<2n)pour I} et(X,,1<i<n)pour??
Comment évaluer I’erreur dans une méthode de Monte-Carlo utilisant /. ou I2?

3. Montrer que si f est une fonction croissante Cov (f(X), f(—X)) < 0. Quel est dans ce cas,
I’estimateur qui vous parait préférable I! ou I2 ? Méme question si f est décroissante.
Exercice 2 Soit GG une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

1. On pose L™ = exp < mG — ) montrer que E(L™f(G + m)) = E(f(G)) pour toute
fonction f bornée.

Soit X une autre variable aléatoire, intégrable telle que E(X™ f(G + m)) = E(f(G)) pour
toute fonction f bornée. Montrer que E (X™|G) = L™.

Dans une méthode de simulation quelle représentation de E(f(G)) vaut il mieux utiliser
EX™f(G+m))ou E(L™f(G+m))?
2. Montrer que la variance de L™ f(G + m) se met sous la forme

B (e £4(6)) - B((G)*

et que la valeur de m qui minimise cette variance est solution d’un équation que I’on explicitera.
Que vaut ce m optimum lorsque f(z) = = ? Commentaire.

3. Soit p; et p, deux nombres positifs de somme 1 et m; et ms 2 réels, on pose :

l(g) = pre™?™ 7 +poe™9 7

On pose pour f mesurable bornée 1 f) = E(I(G) f(G)). Montrer que

= [ fam
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4. Proposer une technique de simulation selon la loi de densité p.

5. On suppose que G est une variable aléatoire suivant la loi précédente. Montrer que :

E(I7'(G)f(G)) = B(f(G)),

Var(I7{(@)£(G) = E (174G (@) — B(f(G))*

6. On s’intéresse au cas p; = ps = 1/2, my = —my = met f(x) = z. Montrer que :
o m2/2G2
e
Var(I"Y(G)G)=E | ———— |.
ar(l”(&)6) <Cosh(mG)>

On note v(m) cette variance comme fonction de m. Vérifier que v/(0) = 0 et v”(0) < 0.
Comment choisir m pour réduire la variance lors d’un calcul de E(G) ?

Exercice 3 Soit X une variable aléatoire réelle et Y une variable de contrdle réelle. On supposera
que E(X?) < +ooetque E(Y?) < 400, E(Y) =0pouri =1,...,n.

1. Soit A un vecteur de R™, calculer Var(X — AY) et la valeur \* qui minimise cette variance. As
t’on intérét a supposer X et Y indépendantes ?

2. On suppose que ((X,,Y,),n > 0) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées
selon la loi du couple (X, Y'). On définit \* par

n 1 n n
= Zi:l XY — n Zi:l X; Zi:l Y;
- n 2 1 n .
" Zi:l Xz' - ﬁ(Zi:l Xi)”
Montrer que A tends presque surement vers A* lorsque n tend vers +-oc.

3. Montrez que /1 (A, — \,) Yy, 00 Y, = (Y; + -+ 4+ Y,)/n tend vers 0 presque sirement.

4. En utilisant le théoreme de Slutsky (voir question suivante) montrer que :

n

\/ﬁ(l(Xl—A;K+---+XH—A:‘LYn)—E(X))

tends vers un loi gaussienne de variance Var(X — \'Y").

Comment interpreter le résultat pour une méthode de Monte-Carlo utilisant A X comme variable
de contrdle ?

5. Montrez le théoreme de Slutsky, c’est a dire que si X,, converge en loi vers X et Y,, converge
en loi vers une constante a alors le couple (X,,,Y,) converge en loi vers (X, a) (on pourra
considérer la fonction caractéristique du couple (X,,,Y},).

Partie 2 : Méthode de Monte-Carlo exacte pour les options asiatiques
Les questions 4. et 5. peuvent étre traitées indépendamment.

Sur un espace de probabilité (€2, F,IP), on se donne (W}).cjor) un mouvement brownien réel
standard. On se place dans le modele de Black-Scholes avec taux d’intérét r sous la probabilité risque-

0_2
neutre ol le cours a I’instant ¢ de I’ actif risqué est S; = Spe?Ve+r—%)t,
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Ce probléme est consacré 2 une technique récemment proposée par Jourdain et Sbai > pour calculer le

prix
1 T
S <€TT¢ (T/o Stdt>)

de I’option asiatique de payoff ¢ sans recourir a un schéma de discrétisation en temps.
I. Onposey =7 — % et X; = 5 fot e~ Wu=rtdy pour t > 0.
(a) Vérifier que X = %fOT Soe? Wr=Wr—t)+vt gy
(b) Que peut-on dire du processus (W — Wir_y)iepo,r ?
(c) En déduire que P = E(e T p(X7)).
(d) Donner lim,;_,o+ X; et calculer d.X,.
(e) En déduire que le processus Y; = In(X;/Sp) est solution de 'EDS

-V

1
dY; = odW, + ~vdt + ert, Yy = 0. (15)

(f) Pour Y une autre solution de cette équation, vérifier que d(Y; — Y;)? < 0 et en déduire
I’unicité trajectorielle pour (15).

2. Pourt > 0 soit Z; = %fot sdWs + 3t.
(a) Pour u,t > 0, calculer E(Z;) et Cov (Z,, Z;).

(b) Pour0 <t <ty <...<t, <T,que peut-on dire du vecteur (Z;,, ..., Z;,)? Comment
peut-on le simuler ?

(c) Vérifier que L [ sdW, = W, — 1 [7W,ds et en déduire lim;_,o+ Z.
(d) Montrer que Z; est solution de ’EDS

Z
dZ, = odW, + ~dt — Ttdt, Zo = 0.

Pourquoi est-ce 1’'unique solution de cette équation ?

3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que 1’on est amené a considérer sont bien
définies.

(a) Pour un processus (H, t)te[o,T] adapté a la filtration de W et suffisamment intégrable, donner
% tel que sous la probabilité Q, (B, = W; — fot Hds);<r est un mouvement Brownien.

(b) Préciser H; pour que Z; soit solution de ’'EDS

e —1
dZt = UdBt + 'Ydt + Tdt, ZO = O
(c) On pose
l—z+5 —e? A [z g2A\ A o2 9*A
A(t, Z) = o2t et f(t,Z) = |:? + (Z -7 — 75) % - 7@} (t,Z).

En admettant que d’apres la loi du logarithme itéré, pour tout ¢ > 0, Z; = o(t%‘s) en 0T,
donner lim; g+ A(t, Z;).

5. voir Preprint CERMICS 2007-
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(d) Calculer dA(t, Z;) et en déduire que
P =B (4(Zr)el 1070") ol u(z) = e Tp(Shet)e .

4. Afin d’obtenir une espérance calculable par la méthode de Monte Carlo, on se donne indépen-
damment du Brownien (W;).cpo,r) et donc de (Z;).c(o,7] une variable aléatoire entiere IV telle
que pour tout n € N, P(N = n) = p(n) > 0 ainsi qu’une suite (7;);>; de variables aléatoires
i.i.d. suivant une densité ¢ strictement positive sur [0, 7] (et nulle en dehors) indépendante de
N.

1 - f(Tiv Zﬂ')
(a) Calculer E (p(n)n!H e

convention le produit vaut 1 lorsque N = 0.

(702 Zn)
(Zt)t<T> puis E (p(Nl)N!H ql(’ & (Zt)t<T> ol par
i=1

Ti)

- a(T)
C’est cette espérance que 1’on approche par la méthode de Monte Carlo en remarquant
que si ( a une expression analytique, alors il en va de méme pour v et f et en utilisant la
question 2b.

N
) ZT'
(b) Avec la question 3d, en déduire que P = E @/)(ZT)p(Nl)N! Hf(T )) .
i=1

5. Pour avoir une intuition sur le choix de p et ¢, on va s’intéresser a la minimisation de la variance

N
de&,, = mnggzi lorsque g est une fonction positive bornée sur [0, 7.
i=1 13"

(a) Vérifier que E( f)’q) = Z Z?JS pour une suite (a,,),en de nombres positifs ne dépendant

neN
pas de p a préciser.

2
(b) Déduire de I’inégalité de Cauchy-Schwarz que E( z’q) > (Zaq,n) et vérifier que ce
neN
minorant est atteint en choisissant pour (p(n)),en la suite (a4, )nen renormalisée.

(c) Pour ce choix de p, comment faut-il ensuite choisir ¢ pour minimiser la variance de &, , ?
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 2 mars 2006 8h30-11h30

Partie I : Calcul par une méthode de Monte-Carlo du prix d’un CDS

On considere une suite de temps déterministes 0 < 77 < 75 < --- < T}, etun taux d’intérét r > 0. On
note par 7 un temps (de défaut) aléatoire et I’on cherche a évaluer par une méthode de Monte-Carlo
le prix d’un CDS donné par :

P =E(H(r))

n—1

H(T) = RZB_TTZI{T > Tz} —6_”1{7_ < Tn}

=1

Intensité déterministe On suppose que (A, s > 0) est une fonction continue non aléatoire de s,
telle que, pour tout s > 0, A; > 0. On suppose que 7 suit la loi

— [t Xads

1. Reconnaitre la loi de 7 lorsque A\; ne dépend pas de s. Comment peut on, alors, simuler un
variable aléatoire suivant la loi de 7 ? Montrer que 1’on peut calculer P a 1’aide d’une formule
simple.

2. Soit £ une variable aléatoire de loi exponentielle de paraméetre 1. On note A la fonction de R
dans R définie par :

t
A(t) = / Mods,
0

et A~! son inverse. Montrer que A~!(£) suit la méme loi que 7 et, en déduire une méthode de
simulation selon la loi de 7.

3. En supposant A et A~! calculable explicitement, proposer une méthode de Monte-Carlo perme-
ttant de calculer P. Expliquer comment I’on peut estimer, alors, 1’erreur commise.

4. On suppose que A(T,,) < K. Montrer que :

P = (RierTZ) P> K)+E(H(T)[€ < K)P (< K).

Expliquer comment simuler efficacement une variable aléatoire selon la loi de £ conditionnelle-
ment a I’événement {{ < K}.
En déduire une méthode de réduction de variance pour le calcul de P.

Intensité aléatoire On suppose dans ce paragraphe on suppose que ); est un processus aléatoire
donné par \; = exp(X;) ot (Xy,¢ > 0) est solution de :
dXt = —C (Xt — Oé) dt + O'th,XO =X.

avec ¢, o, a des réels donnés et (W, ¢ > 0) un mouvement brownien.
On pose 7 = A71(€), ¢ étant un variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1 indépen-
dante de V.
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1. Calculer E()\;). Proposer une variable de controle pour le calcul de P. Comment peut on vérifier
numériquement que cette variable de contrdle réduit effectivement la variance ?

2. Calculer : )
—rT; —rT
E<RZ€ 1{7_>Ti}—6 1{T<Tn} )\t,tZ()).
=1

En déduire un méthode de simulation évitant de simuler la variable aléatoire £ dont on montrera
qu’elle réduit la variance.

Une méthode de fonction d’importance

1. Soit § > 0, on pose &g = &//3. Montrer que, pour toute fonction f mesurable positive et pour
tout 3 >0ona:

E(f(§) =E(f(&s)g5(8s)) -

g étant une fonction que 1’on explicitera en fonction de /3.

2. En déduire que pour tout § > 0 :

P =E (g5(¢/B)H(A™'(¢/B)))
avec H(t) = R, e—TTil{t STY e—"tl{t < T}
3. Onpose X5 = g3(&/B)H (A1 (£/B)), montrer que pour tout 5 > 0 :
Var(Xg) = E (95(§)H*(A7'(€))) — P*.
4. Montrer que Var(Xg) < +oosi f < 2etque:

Var(X,) = %E ( Om H2(A1(t))dt) - P2

5. Montrer que 3 — Var(XXg) est une fonction strictement convexe sur I’intervalle |0, 2] et que

lim Var(Xj3) = .
Jim ar(Xg) = 400

En admettant que lim,_, . A~ (¢) = 400 presque sGirement, montrer que limg_,5- Var(Xz) =
+00.

6. Quel (3 est il souhaitable de choisir dans une méthode de Monte-Carlo ? Proposer un méthode
permettant d’approcher cette valeur.

Partie II : Simulation d’équations différentielles stochastiques

Dans cette partie, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois que
nécessaire avec des dérivées bornées.

Soit 7" > 0,y € R, b : R — R une fonction réguliere et sur un espace de probabilité (2, F, P),
(Wt)te[O,T] un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochas-

tique
Xy =
0 Y, (16)
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Pour (¢, z) € Ry x R, on introduit z(t, z) la solution a I’instant ¢ de I’Equation Différentielle Ordi-
naire issue de z a I’instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de I’EDS :

z(0,2) = z,
{%x(t, z) = b(z(t, 2)). (17)

On se donne N € N* et pour 0 < k£ < N, on pose t; = kT/N. On s’intéresse a un schéma de
discrétisation proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans I’exemple simple qui nous intéresse,
pour passer du temps ;, au temps 5, 1, ce schéma consiste a intégrer® ’'EDO (17) sur I'intervalle

[tk, (%”L—I)T] puis a ajouter I’accroissement brownien et enfin a intégrer I’EDO (17) sur I’intervalle de
temps [M bp] -
XO =Y, (18)
Vke{0,...,N -1}, X}, = (QN,Z,er 1) oll Z,H% = a:(ZN,th) + Wiy — Wa,.

L’ objectif de ce sujet est de vérifier que I’ordre faible de ce schéma est en <. Pour cela, on s’in-
téressera au cas d’un coefficient de dérive linéaire avant de traiter le cas general.
Les 2 questions peuvent étre traitées de facon indépendante.

1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Vy € R, b(y) = cy ot c € R*.

(a) Quelle est la solution z(t, z) de ’EDO (17) ? Préciser le schéma (18) dans ce cas partic-
ulier. Vérifier que

k
Yk € {0, C.. ,N}, th = y@dk -+ 6% Z ec(tkitl)(wtz - thfl)'

=1

02T _q %
2c X Sinh(%) :
(b) Quelle est la loi de X7 ? En déduire que X, a méme loi que X7 + /75 G o G est
une gaussienne centrée réduite indépendante de (W;).cjo,7] et yn une constante que 1’on

précisera.

En déduire que Var(X7) =

(c) Enremarquant que si f : R — R est une fonction C?, alors

1
Vi, z € R, f(z+2) = f(x)+ 2f(z) + 22/ (1—a)f"(z + az)da,
0
en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,

sup.er | /”(2)]

9 IN-

[E(f(X7)) — E(f(X7))| <

Conclure que I’ordre faible du schéma est en 1/N2.

(d) On note th la valeur obtenue en ¢, par le schéma d’Euler avec pas de temps . Calculer
E(X7) et Var(Xr).

6. Si la solution de I’EDO (17) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir a un schéma de discrétisation pour
cette étape. Il faut choisir ce schéma avec soin pour préserver I’ordre faible du schéma qui en découle pour I’'EDS (16).
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(e) On suppose ¢ > 0. Vérifier que X a méme loi que Xr +7n+ v~ G pour des constantes
Ny et 4y a préciser. Retrouver que 1’ordre faible du schéma d’Euler est en 1/N. Comment
peut-on améliorer la convergence de ce schéma ?

2. Cas général : Pour f : R — R une fonction réguliére, on introduit la solution u, supposée
régulicre, de I’Equation aux Dérivées Partielles

{%(t,x) + Lu(t,z) =0, (t,z) € [0,T] xR (19)

w(T,z) = f(x), z € R ’
ol L est le générateur infinitésimal de 'EDS (16) : Lg(z) = 34" (z) + b(z) g ().
(a) Vérifier que

B(f(Xr)) —~ B(f(X) = & ol & = B (ultin, Xoy) — ulti 50,))

(b) Vérifier que 8t2 $(t,z) = L(Lu)(t, z). En admettant provisoirement que

T

E(u(tk-i-l’ th+1)|th)) :u(tk-‘rl? th) + Lu<tk+17 th)ﬁ

1 o TP 1
+ §L(Lu)(tk+1, th)NQ +0 ( ) ) (20)

en déduire que & = O (%) et conclure que I’ordre faible du schéma est 1/N2.

(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R — R réguliere

E(9(X1,)) = 9(y) + Lg(y)t1 + L(Lg)(y)g +0 (%) : 1)

propriété qui se généralise facilement en (20).

1. Vérifier que

g(z(t,2)) = g(2) + (bg')( t—i—/ / (bg")' 2))drds

et en déduire que pour ¢ au voisinage de 0,

g(x(t,2)) = g(2) + (bg)(2)t + b(bg')'(z)f

5 +0 ()

2
eta(t, 2) = 2 + b(=)t + bb’(z)% Lo,
ii. En déduire que
. t N 1
9(Xu) =g |y +bly) 5 +0b'(y )8 W+ 0| 3
o) (g st T sw, +o (L)) 8
g y y 2 8 t1 N3 2
1/ t_l / t2 1 ﬁ i
+ b(bg") (y—i—b(y)2 + bb'(y )8 +Wt1+O(N3>) 3 +0 Nk
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iii. Vérifier que E ((bg’) (y +b(y) % + bb’(y)% + Wy, +0 (ﬁ)))) est égal a
b 0) + Y00 + 500 11+ 0 (33)-

iv. Vérifier que E <g (y +b(y)4 + bb’(y)% + W, +0 (%))) est égal a un terme en
@ (%) pres a la fonction

/ t /ﬁ L 2_ Loy (3t 315% (4)
g+g><(b2+bb8 59 b*— + 1, +69 3b 249

prise au point y (¢g*) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).

v. En remarquant que

1 1 1 1 1 1
L(Lg) = b(t'g' +bg") + 5b(bg") + b(bg') + 5 (bg')" + 5bg"® + 79,
4 2 4 2 2 4
conclure que (21) est vérifiée.
Dans le cas de ’EDS générale posée en dimension n avec (W?,.
standard de dimension d :

.., W) un mouvement brownien

d
dX; =) oi(X)dW] + b(X,)dt
j=1
oubetles o; = (01j,...,0,)", 1 < j < d sont des fonctions régulieres de R" dans R", le schéma
de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy);<x<n de variables uniformes sur [0, 1] in-
dépendantes et indépendantes de (W1, ..., W?). Pour passer de I’instant ¢, a I’instant ¢, 1, il consiste
a

d 9aij
1. intégrer sur la durée 5=~ 'EDO d—:U [b -3 Z 3%‘73] ) ou doj = ( )1<”<n

2. SiUpy1 < 1, intégrer successivement pour j croissant de 1 2 d 'EDO 4z (t) = o;(z(t)) sur la

durée aléatoire Wy, — W} .SiUgyq > 3, effectuer la méme opération mais pour j décroissant
dedal.

3. Reprendre la premiere étape.
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Examen du cours de Méthodes de Monte-Carlo
du Vendredi 17 Décembre 2004

Exercice 4 Soit X = (Xj,...,X;) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I' =
(I';j)1<ij<d- On se donne Ay, ..., A; d nombres réels positifs, € un réel. On note Z, la variable aléa-
toire

d
Zez E )\Z‘eeXi.
i=1

On cherche a calculer par une méthode de Monte-Carlo P, = P(Z, > K), K étant un réel donné.

1. Comment peut on simuler le vecteur aléatoire X ? Proposer une méthode de Monte-Carlo per-
mettant de calculer P.. Comment peut on estimer 1’erreur commise dans cette méthode ?

2. Proposer une variable aléatoire de loi lognormale (i.e. dont le logarithme suit une loi gaussi-
enne) proche de Z, lorsque ¢ est petit. En déduire une technique de variable de contrdle pour le
calcul de P..

3. On supose que Z?Zl A < K. Montrer que P. tend vers 0 lorsque € tend vers 0. Quel probleme
numérique peut on s’attendre a rencontrer dans le calcul de P, avec € petit ?

4. Soit f une fonction bornée de R¢ dans R et m un vecteur de R¢. On suppose que la matrice I’
est inversible. Expliciter une variable aléatoire L(m) positive d’espérance 1 telle que

E(f(X)) = E(L(m)f(X +m)).

En déduire une technique de fonction d’importance permettant de calculer P. Comment pro-
posez vous de choisir m dans le cas ou Zle A; < K et € est petit ?

Exercice 5 Soit 1 et A deux nombres réels strictement positifs. Soit N, et IV, deux variables aléa-
toires qui suivent des lois de Poisson de parametre respectif \ et .

1. Soit f une fonction bornée de N dans R, non identiquement nulle. Montrer que

E(f(N)) = E(Lasuf(Ny)

NG
Ly = et (;) :

2. Onnote X, = Ly, f(N,) et V(n) = Var (X,). Montrer que :

avec

V(u) = E ( (2) AfQ(NA)> CE(f(N))

En déduire que lim,, o+ V(1) = +oo et lim,, o V(@) = +00.

3. Montrer que V' est deux fois continuement différentiable. Exprimer cette dérivée seconde sous
forme d’une espérance et montrer qu’elle est strictement positive pour tout /.

4. Montrer que inf,,~o V(1) est réalisé par un unique 1* qui est solution de I’équation

Y o)

Comment utiliser ;* lorsque 1’on cherche a calculer E(f(Vy)).
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5. Proposer un algorithme itératif permettant d’approcher ;1 (on ne demande pas de prouver la
convergence de 1’algorithme).

Algorithmes stochastiques

On considere une suite da variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1]. On
pose Y41 = ¢/(n+ 1), avec 0 < ¢ < 1 et on s’intéresse a la suite aléatoire définie par X, = z avec
xze[0,1]:

Xn-‘rl - Xn + Yn+1 (1{Un+1 S Xn} - Xn)

On note F,, = o (Uy,...,U,) pourn > 1.
Le but de ce probleme est de montrer que X,, tend presque slirement vers une variable aléatoire
non nulle lorsque n tends vers +o0.
1. Verifier que X, est compris entre 0 et 1 et que (X,,,n > 0) est une martingale par rapport
a la filtration (F,,,n > 0). En déduire que X,, converge presque slirement vers une variable
aléatoire notée X, € [0, 1].
2. Onpose Sy = 1l et

L |
Sn = ; An = In Sn = Sn - Sn
kl:[l 1— In+1Pn+1 +1

Verifiez que A, reste borné et que
Sn+1Xn+1 = S, X, + Anl{UnJrl < Xn}
3. On pose

OMj = Yo, <x)—F (1{Uk < qu}l}_k’l)
Montrer que N,, = x + Y, _; Apd M), est une martingale de carrée intégrable dont on calculera
le crochet < N >,,.
4. Montrez que Xj, > (1 — 1)+ (1 — ). En déduire que ), Ay X}, = +o00.
5. Montrer que -

n—1
SnXn = No 4+ > AX
k=0
Puis en raisonnant sur les événements {< N >, < 400} et {< N >,,= 400}, montrer que
que S, X, tends vers +o0 presque surement.

6. Montrer que
1
P (Xoo - 0|]:p) < X_E ((Xoo - XP)Q“FP)

2
p

7. Calculer le crochet < X > de la martingale X et montrer que

E ((XOO - Xp)Ql}—p) <X Z'leﬂ

k>p
L Ay, 1 P
8. Vérifier que Z <5 — < o eten déduire que
k>p Sk+1 Sp
1
P (X, =0/F) <
8 XPSP

9. Prouver que P(X,, =0) = 0.
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Examen du cours de Méthodes de Monte-Carlo
du lundi 5 janvier 2004

Exercice 6 Soit X un vecteur aléatoire prenant ses valeurs dans R? et f une fonction mesurable et
bornée de R¢ dans R. On cherche a calculer par un méthode de Monte-Carlo E(f(X)). On suppose
par ailleurs explicitement connu E(g(X)), g étant une fonction mesurable et bornée, et I’on va mettre
en ceuvre une technique de variable de controle.

1. Calculer la valeur \* qui réalise le minimum minycgr Var(f(X) — Ag(X)).

N

2. Proposer une technique d’estimation de la valeur de A* a 1’aide d’un échantillon (X,,,n > 1)
tiré selon la loi de X en supposant que E(g(X)) et Var(g(X)) sont connus. On donnera une
estimation de I’erreur commise dans 1’estimation de \*.

3. En supposant A\* connu (ou estimé par la technique précédente) proposer une variable de con-
trole. Calculer le quotient théorique entre la largeur de I’intervalle de confiance pour la méthode
sans réduction de variance et la méthode avec réduction de variance.

4. On suppose que X = (G, Gs) ot Gy et G sont deux variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes et que

F(X) = (MeTC + \e™? — K)

+ )

ol \j, A9, 01, 09 et K sont des nombres réels donnés. Proposer une fonction g(.X) permettant
de mettre en ceuvre la technique proposée.

Probleme

Partie 1 On considere un vecteur aléatoires X et ¢ une fonction bornée de R¢ dans R.. On cherche
a calculer

m = E(¢(X)).
On suppose qu’il existe une famille de fonctions g(6, X') paramétrée par 6 telle que, pour tout 6 :
m =E(g(0,X)), (22)
et que :
E (|g(0, X)I°) < +oc. (23)
On notera, dans la suite, so(6) = Var(g(6, X)).

1. On suppose, dans cette question, que X est constitué de d variables aléatoires gaussiennes
centrées réduites indépendantes et que f est une fonction bornée montrer que les propriétés
(22) et (23) sont vérifiées si 1’on pose, pour @ et = dans R¢ :

(0, ) = exp (—e.x - %|9|2) flz+90).

2. On suppose que (X,,,n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
que X et'on note F,, = 0 (X, 1 < k < n).
Soit (©,,, n > 0) une suite de variables aléatoires adaptées a (F,,, n > 0) telle que E (s2(0,,)) <
+00 pour tout . > 1.
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On pose My =0et:
M, Z (Ok-1, Xx) —m].

Montrer que (M,,n > 0) est une martlngale de carrée intégrable par rapport a la filtration
(Fnym > 0).
3. Calculer le crochet < M >,, de la martingale M a 1’aide de la fonction s, et de m.

4. On suppose a partir de maintenant que, avec probabilité 1, lim, .., ©,, = 0%, 0* étant un
nombre réel donné et que s5(f) est une fonction continue en ¢. Montrer que

<M >,
lim ——— = 5,(0"),
n—-+oo n
et en déduire que, si s3(6*) > 0,0n a
lim — E 9(Op—1, Xy) =

n—-+oo 1

5. On suppose que 0* réalise minger-E (92(9, X)) . Proposer une méthode de simulation perme-
ttant de calculer m.

6. On définit €,, ’erreur de la méthode, par :

1 n
en =" > 9(Or1, Xi) —
k=1

Montrer que pour tout & < 1/2 on a, avec probabilité 1, lim,,_, ., n%¢, = 0. Pourquoi ne peut
on espérer que lim,,_, ;o n'"/%€, =07
7. Dans cette question, on suppose que |g(6, x)| < K < 4o00. Montrer que, avec probabilité 1 :
.1l .
lim — Z [QQ(@k_l,Xk) — mﬂ = 82(9 )

n—+oo N
k=1

Partie 2 On se place dans la cas ou, pour § et z dans R :
g(0,2) = 072 F(X 1 0),

avec X un vecteur de R? formé de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes
et f une fonction bornée telle que P(f(X) # 0) > 0.
1. Montrer que :
E (%0, X)) = E (670'X+%|9‘2f2(X)> _
Exprimer les dérivées partielles premieres et secondes de s5(6) sous forme d’une espérance.

2. Montrer que s3(f) est une fonction de ¢ strictement convexe telle que limjg|, o 52(0) = +00.
En déduire que s9(6) atteint son minimum en un point 6* tel que

E ((9* . X)e*9*~X+%l9*\2f2(X)) ~0. (24)

3. Proposer un algorithme de type Robbins et Monro permettant de résoudre 1’équation (24) (on
ne cherchera pas a justifier rigoureusement la convergence). Comment utiliser cette suite avec
I’algorithme proposé dans la premiere partie ?
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Méthodes de Monte-Carlo
Méthodes de Monte-Carlo et Applications en Finance

Le 27 Mars 2003 — 3 heures

Exercice 7 Soit ({1, ..., &,) un vecteur constitué de gaussienne centrées réduites indépendantes. Soit
u un vecteur de RY, tel que |u| = 1. On cherche a construire une méthode de stratification a 1’aide de
la variable aléatoire u.{ = Z?:l w;&;

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire u.£ ? Pour quelle valeur du vecteur v de R le vecteur
¢ — (u.£)v et la variable aléatoire (u.£) sont elles indépendantes ?

2. En déduire une méthode permettant de simuler le couple (€ —(u.§)u, u.€) sans utiliser la matrice
de variance covariance du vecteur £ — (u.)u.

3. On se donne deux réels a et b tel que a < b. Décrire une méthode de simulation (autre que la
méthode du rejet) permettant simuler le vecteur ¢ conditionnellement a I’événement a < u.§ <

b.

Exercice 8 On considére une suite de variables aléatoires (£,,n > 1) indépendantes suivant toute
une loi gaussienne centrée réduite. On s’intéresse au processus de Markov (X,,, n > 0) défini par :

{ X() =X

Xn+1 = Cb(Xnagn-i-l)'

ou x € R et ¢ est une application de R x R dans R. On se donne un fonction f de R dans R et I’on
cherche a évaluer par simulation la quantité E (f(Xy)), NV étant une échéance donnée.

1. Expliquer comment 1’on peut calculer par simulation la quantité E ( (X)) et estimer ’erreur
commise par cette méthode.

2. Comment mettre en ceuvre une technique de suites a discrépance faible dans ce cas ? On précis-
era le nombre de suites a discrépance faibles utilisées et on justifiera empiriquement la méthode
utilisée pour la simulation de gaussiennes.

En vue de mettre en ceuvre une technique de fonction d’importance on considere le processus
(X, n > 0) défini, pour un nombre réel \ donné, par X = x et

sz\-i-l - Qb(Xmén-l—l + /\)
1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire L de la forme 1(&;, . .., &y) telle que

E(F(&,....&n) =E(LNF(&G+ A, ....&v+ ).

2. En déduire que
E (LVF(X7,....XN)) =E(F(Xy,...,Xy)),

et que, en notant V' (\) = Var (LA F(X?, ..., X})) :
2
V() =E (e“(ﬁl*'*ém*%ﬂ(xl, . ,XN)> CE(F(X,,.... Xy).

3. Montrer que limy_, 1+, V(\) = 400, si I’on suppose que la variable aléatoire F'(X1,..., Xy)
est non nulle.
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4. Montrer que, lorsque F' est bornée, on a :
2
V/()\) =E <(N)\ — (51 4+ é“N)) e*/\(§1+~-.+§N)+%F2<X1’ o 7XN)> ’

puis que V est deux fois différentiable avec V" () > 0.

5. Montrer que, si la variable aléatoire F'(X1, ..., Xy) estnon nulle, V”(\) > 0 et en déduire que
V' atteint son minimum en un unique A.
6. On s’intéresse au cas ou F'(zq,...,x,) = f(x,) = 1{x > K} Montrer que
Var(f (X))

ARy

A quel phénomene doit-on s’attendre lorsque 1’on met en ceuvre une méthode de de Monte-
Carlo et que K est grand ?

7. On suppose dans cette question que ¢(x, ) = x + £. Identifier la loi de X 3 et montrer que I’on
a:
E(f(Xn)) =E (f (Xy))
f? étant une fonction que 1’on précisera. Comment peut on tirer parti de cette constatation pour
rendre plus efficace une méthode de Monte-Carlo et de suite a discrépance faible.

Exercice 9 Recyclage dans la méthode du rejet
On veut évaluer par une méthode de Monte Carlo :

/R F(@)p(z)dz,

en simulant un n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes selon la loi de densité p, supposée
continue, par la méthode du rejet. On consideére donc une loi auxiliaire de densité ¢ telle que, pour
toutr € R

p(z) < Mq(x),

M étant un nombre réel positif donné.

On a donc simulé un nombre aléatoire N de variable aléatoire de densité ¢ : (Y7,...,Yy) et N
variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1] : (Uy,...,Uy). Parmi celle ci
onnote Zi,...,Zn_, les v.a. Y qui ont été rejetées, c’est a dire telles que :

p(Yi) < MUiq(Y3).

1. Quelle estlaloide N ?

2. Quelle estlaloide Zy,..., Zy_, ? Montrer que N etles Zy,..., Zy_, sont des v.a. indépen-
dantes.

3. Montrez que :

est un estimateur sans biais de E (f(X7)).



Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance
Le 28 Mars 2002 — 3 heures

Exercice 10 Soit U = (Uy,...,U,) une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1] et f :
[0,1]? — R une fonction a variation bornée au sens de la mesure. On note V(f) sa variation. Pour
tous z = (x1,...,24) ety = (y1,...,yq) dans [0, 1]¢, on note {x + y} le vecteur de [0, 1]¢

{z+yt={z1 +w},. . {7a+ya}),

ou {z} est la partie décimale d’un réel x. On souhaite évaluer E(f(U)).
1. Soity € [0, 1]¢. Quelle est la loi de {y; + U, } ? En déduire que

E(f({y +U})) = E(f(U)).

2. Soit (4*)1<k<, une suite de [0, 1]%. Onpose X = > 377, f({U +y"}) et

12 F({u+ ) — E(FU)).

@

Montrer que Var(X) = E(e*(U)).

3. En déduire la majoration suivante Var(X) < V(f)?E((D;(U,y))?), ot pour u € [0,1]%,
D;(u, y) désigne la discrépance de la suite ({u + y*})1<k<p.

On admet (voir I'exercice 13 pour une preuve) que Vu € [0,1]%, D (u,y) < 3?D:(y) ou D3 (y)
désigne la discrépance de la suite (y*);<x<p.

4. Quel choix proposez-vous pour la suite ()<<, ?

5. Soit (U™),,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suiv-
ant la loi uniforme sur [0, 1]d. Pourquoi, pour un méme nombre d’évaluations de la fonction f,
peut-on espérer une meilleure précision en approchant E(f(U)) par Nip ij:l Y fHU™ +

y*}) (méthode mixte) que par - Z . f(U™) (méthode de Monte-Carlo) ?

6. Quel avantage la méthode mlxte presente -t-elle par rapport a I’utilisation d’une suite a discré-
pance faible sans tirages aléatoires ?

Exercice 11 On considere un modele en finance du type :

dsS, = S, (Tdt + h(at)thl) Sy =1
ou h est une fonction réguliere et bornée et o; est solution de :

do; = —c(oy — o) dt + adW}?, 0y = 0.

et W1 et W? sont deux mouvements browniens par rapport a une filtration (F;, ¢ > 0) et tels que
d < W, W?2 >,= pdt, p étant une constante strictement positive. On cherche 2 calculer :

E(f(57))
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. Montrer que le couple (S;, o) est une diffusion et identifier I’opérateur A, tel que si f(x,y) est
une fonction de classe C? de R? dans R admettant des dérivées premiéres bornées alors :

F(Sh 1) — /0 (AF)(Sy,04)ds.

est une martingale par rapport a (F;, ¢ > 0).

. Ecrire une équation aux dérivées partielles telle que, si u(t, z,y) en est une solution, admettant
des dérivées premieres en x et y uniformément bornées alors :

E (f(57)) = u(0,2,0),
et plus généralement E (f(Sr)|F;) = u(t, St, 0¢).

. On suppose que u est une solution, admettant des dérivées premieres en = et y bornées, de
I’équation aux dérivées partielles identifiée de la question 2. On pose

T
X = / (5,85, 05)Ssh(os)dW} + / g—Z(s,Ss,as)ade.
0

Montrer que X = f(S7) — E(f(Sr)). En déduire que une technique variable de controle
utilisant X annulant la variance de la méthode de Monte-Carlo.

. La variable de contréle X n’est pas réellement utile puisqu’elle fait intervenir la fonction u que
I’on cherche précisément a évaluer. On suppose donc, que « est une approximation réaliste de
u et I’on pose :

~ ou ou
X /0 8:(:(8 Sy, 05)Ssh(os)dW, /0 o — (s, 85, 05)dW?.

Calculer la variance de f(S7)— X sous la forme d’une espérance faisant intervenir u et @. Dans
quelle condition peut on espérer utiliser X pour réduire la variance ?

Exercice 12 On considére un mouvement brownien unidimensionnel (W;,¢ > 0). Soit b et o deux
fonctions lispchitziennes bornées de R dans R et (X}, ¢ > 0) la solution unique de

dXt = b(Xt)dt ‘l— U(Xt)th,X() = T.

On cherche a mettre en oeuvre une technique de fonction d’importance pour le calcul de E(f(X7))
pour une fonction f continue et bornée. On supposera dans la suite que f(x) > ¢, € étant un réel
strictement positif.

1. On se donne une fonction A(t, ) bornée et I’on pose

t 1 t
L = exp <—/ h(s, Xs)dW, — 5/ hQ(s,Xs)ds) .
0 0

Montrer que (L?,0 < t < T) est une martingale. Sous quelle probabilité P" le processus
Wh=Ww,+ f(f h(s, Xs)ds est il un mouvement brownien standard ?

2. On pose

7 = exp </T h(t, X,)dW ] — %/T hQ(t,Xt)dt) f(X7).

Prouver que :
E"Z) =E(f(X1)).
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3. Montrer que (X;,0 < ¢t < T) vérifie, sous la probabilité P”, une équation différentielle
stochastique, faisant intervenir W" que 1’on précisera. Comment peut on simuler le proces-
sus (X;,0 <t < T) et la variable aléatoire Z sous la probabilité P" ? Interpréter le résultat de
la question 2 en terme de méthode de Monte-Carlo.

4. Soit u(t, x) est une solution de classe C' L2 admettant une dérivée en x uniformément bornée,
de :

{ %(m) +(Au)(t,x) =0, t<T.x€cR,
u(T,z) = f(z), r€R.

ot A = b(x) 2 + 1o%(x)Z,. On pose ¢, = 1;(&)%)’ montrer que, pour t < T :
0
¢ —u(t, )
dr=1— /0 duh(s, X,)dW, avec h(s,z) = —%a(x).

En déduire que ¢ = L.

5. Montrer que, si Z est la variable aléatoire définie a la question 2, presque sfirement sous P” (ou
P)ona:
Z =E(f(Xr)).

En déduire une technique de réduction (en fait d’annulation) de variance permettant de calculer

E (f(X7)).

Exercice 13 Fin de I’exercice 1 On souhaite maintenant majorer la discrépance Dj(u,y).

1. On suppose d = 1. Montrer que pour z, z, u € [0, 1],
lotu<e = luce(loco—u + 1= Lciy) + Locu(Lociqau — Lociow).
En remarquant que x = (x —u) + 1 — (1 —u) = (1 + 2 — u) — (1 — u), en déduire que
Vu € [0,1], Dy(y,u) < 2D (y).

2. On se place maintenant dans le cas général d > 2. Justifier rapidement le facteur 3¢ dans la
majoration D% (u,y) < (3% — 1) Dz (y) ob u € [0, 1]
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Le 29 Mars 2001 — 3 heures

Exercice 1 : Méthodes de Monte-Carlo. Le but de cet exercice est d’étudier diverses méthodes
permettant d’évaluer p = P (Z > t), ou Z est une variable aléatoire de la forme :

7 — )\16’81X1 + /\2662)(27

(X1, X5) étant un couple de variables aléatoires réelles dont on précisera la loi dans la suite, \;, Ao,
By et By étant des réels positifs.

1. On suppose, dans cette question, que (X, X») est un vecteur gaussien centré tel que Var(X;) =
Var(X,) = 1 et Cov (X7, Xs) = p, avec |p| < 1. Expliquer comment I’on peut simuler des
variables aléatoires selon la loi de Z. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant d’estimer
p ainsi que de donner une idée de I’erreur que 1’on commet.

2. On suppose que la valeur de ¢ est telle que I’on cherche a estimer une valeur de p de 1’ordre
de 10~7. Donner un ordre de grandeur du nombre de tirages 2 effectuer dans une méthode de
Monte-Carlo standard pour pouvoir affirmer, avec une confiance proche de 1, que % x 1077 <
p < ‘% x 1077,

3. Proposer une méthode utilisant des suites a discrépance faible permettant de calculer p.

4. On suppose que X; et X, sont deux gaussiennes centrées de variance 1 indépendantes. Soit m
un nombre réel. Montrer que p peut s’écrire sous la forme

p= E gb(Xl, X2>1{>\1651(X1+m) + )\26,82(X2+m) > t} )
¢ étant une fonction que 1’on précisera. Proposer un choix de m assurant que :

P (A e X0tm) gzt (Xatm) > ¢) >

> =

Proposer une nouvelle méthode de Monte-Carlo permettant d’évaluer p. Expliquer comment
I’on peut vérifier, sur les simulations, que cette méthode réduit la variance.

5. On suppose que X; et X, sont deux variables aléatoires indépendantes de fonction de répar-
tition respective Fy(z) et Fy(z). Montrer que p = E [1 — G (t — \em¥1)] | ot Ga(z) est
une fonction que I’on explicitera, telle que la variance de 1 — G5 (t - /\lelel) soit toujours
inférieure a celle de 1 { AP X e S t}' En déduire une nouvelle méthode de Monte-

Carlo permettant de calculer p.

6. On se place a nouveau dans le cas ou (Xi, X,) est une vecteur gaussien centrée tel que
Var(X;) = Var(Xy) = 1 et Cov (X1,Xs) = p, avec |p| < 1, montrer que p =
E [l — F> (¢(X4))], F, étant la fonction de répartition de X, et ¢ une fonction que 1’on précis-
era.

En déduire une méthode de Monte-Carlo, dont on prouvera quelle réduit la variance, permettant
d’évaluer p.
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Exercice 2 : Méthodes numériques pour le calcul du A. On considére un mouvement brownien
unidimensionnel (W;,t > 0) et b et o deux fonctions de R dans R que I’on supposera infiniment
différentiable, admettant des dérivées en x de tout ordre bornées. On note (X' *, s > t) la solution
unique de :

dX, = b(Xs)ds + o(Xs)dWs, s > t, Xy = x.

On cherche a calculer le prix et la couverture d’une option qui promet a I’instant 7', f (X%m). On
supposera dans la suite que f est réguliere.

1.

Ecrire une équation aux dérivées partielles telle que toute solution réguliere u(t, z) s’écrive
sous la forme u(t, z) = E (e "7~ f(X;")) . Comment peut-on calculer le prix de I’option a
Pinstant ¢, donnée par V; = E (e 77T~ f(X}")|F;) , a 'aide de u ?

. On s’intéresse maintenant a la couverture de cette option que 1’on supposera donnée par

ou
v(t,z) = I

x bornée. Montrer, par un calcul direct, que v(¢, z) est solution d’une équation aux dérivées
partielles que I’on explicitera en fonction de b et o.

(t,z). On suppose que la fonction v(t, z) est réguliere et admet une dérivée en

. En déduire que v(¢, x) peut s’écrire sous la forme :

o(t, ) = E (e*T(Tft)JrftT W (YH)ds f’(Yﬁ)) |

Y% étant une diffusion que 1’on précisera.

. En utilisant le théoréme de Girsanov montrer que v(t, ) = E (e 779 f/(X2:") Z;"), le couple

(Xb* Zb* s > t) étant la solution unique du systeme d’équations différentielles stochastiques :

dXs =b(Xs)dt + o(Xs)dWs, s > t, Xy =
dZs = Z{V(Xs)dt + o' (Xs)dWs}, Zy = 1.

. Proposer une méthode de simulation permettant d’approcher v(0,x) en simulant le couple

(X, Z). On précisera en particulier comment ’on peut discrétiser I’équation différentielle
stochastique.

Le schéma de Milsthein est il utilisable pour simuler ce couple de diffusion ? Que proposer vous
pour améliorer la vitesse de convergence (en fonction du pas de discrétisation temporelle) de
I’algorithme ?

Exercice 3 : Simulation d’un diffusion On considere 1’équation différentielle stochastique :

dXt = —CXtdt + O'th, X(] =,

c et o étant deux constantes réelles et (1, ¢ > 0) un mouvement brownien réel.

1.

2.

On se donne un pas de temps h > 0. Ecrire le schéma d’Euler pour cette équation différentielle
stochastique. La loi du schéma est elle identique a celle du processus initial aux instants kh ?

On se donne un pas de temps i > 0. Montrez que I’on a :

Xotvn = On(Xin, Grs1),

la suite (G, k > 1) étant une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi gaussi-
enne centrée réduite et la fonction ¢;, une fonction que 1I’on déterminera. En déduire une méth-
ode de simulation exacte selon la loi du processus aux instants kh.
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3. Calculer la loi conditionnelle de X, sachant X et X, pour s < u < t. Proposer, pour une
fonction réguliere et bornée f, un schéma d’approximation de fOT f(Xs)ds construit a partir
des valeurs X,,.

4. Soit A une matrice n x n, ¥ une matrice n X p et (W;,¢ > 0) un mouvement brownien p-
dimensionnel. Soit (Z;,¢ > 0) la solution unique de :

dZt = —AXtdt -+ Eth, ZO = Z.

Calculer d(e'*Z;). En déduire une méthode de simulation exacte de (Zp,, k > 0).
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance
Mars 2000
Probleme 1 : Calcul de prix d’options

Le but de ce probleme est de proposer des méthodes de calcul du prix d’un option sur deux actifs
couplés, avec une corrélation dépendant du temps.
Nous supposons que les processus S* et S? décrivant les prix sont solutions des équations stochas-

tiques suivantes : B
dS} = S} (rdt + oldVYtl) ,Sg =,
dS} = St (rdt + o2dW?) , S = ws.

r, 01, 09, T1, T2 sont des constantes réelles décrivant les 2 modeles de Black et Scholes. On suppose
de plus que (W}, ¢t > 0) et (W2, t > 0) sont deux mouvements browniens par rapport a une filtration
commune (F,t > 0) qui vérifient :

d < W' W? >= p(t)dt.
p(t) étant un fonction déterministe telle que :

lp(t)] < po < 1.

On admettra que, dans ce modele, le prix a I'instant ¢ d’une option qui promet a l’instant 7,
f(S7,5%) = (Sp — AS7), s’écrit :

V, =E (e "V (S}, S7)|F) -
Partie I : Méthodes de Monte-Carlo

1. Soit (W, t > 0) et (W72, t > 0) deux mouvements browniens, par rapport 2 la filtration (F;, ¢ >
0), indépendants. Montrer que 1’on peut construire, a partir de W et W2, deux mouvements
browniens W1 et W? vérifiant les hypotheses précédentes.

2. Calculer la loi du couple ( fOT p(s)dW} W1) et en déduire une méthode de simulation efficace
selon la loi de ce couple. Que se passe t’il lorsque p(t) ne dépend pas de ¢ ?

3. Proposer une méthode de simulation efficace du couple (S, 52).

4. On consideére une option qui promet a 'instant 7', f(S4, S2). Proposer une méthode de Monte-
Carlo permettant d’évaluer le prix a I'instant 0 de cette option. On expliquera comment I’on
peut évaluer I’erreur que 1’on commet par cette méthode.

5. Expliquer comment 1’on peut utiliser des suites a discrépances faibles dans cet exemple.

6. On suppose, dans cette question, que p(¢) n’est plus une fonction déterministe,mais un proces-
sus aléatoire indépendant des mouvements browniens WW* et W?2. Expliquer comment 1’on peut
simuler le couple (57, 5%) lorsque I’on sait simuler le couple :

([ otsras. [ niss).
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Partie II : Techniques de réduction de variance

1.

On suppose que p(t) = po ne dépend pas de T. Montrer que le prix de 1’option en 0, V}
s’exprime par une formule de type Black et Scholes. Comment cette formule se généralise
t’elle a I’instant £ ?

. Dans cette question, on supposera que p(t) dépend de ¢ mais “varie peu” autour de py. Proposer

une technique de variable de contrdle pouvant réduire la variance pour le calcul de Vj.

. Montrer que limy_, . P(S7 > A\S2) = 0. Donner des éléments intuitifs permettant d’affirmer

qu’une méthode de Monte-Carlo classique sera inefficace lorsque x1 << Ax,.

. Soit \; et Ay deux nombres réels. On pose Wl = W+ A\t et W2 = W2 + Aat. Sous quelle

probabilité P, (W}, t < T) et (W2, t < T) sont-ils des mouvements browniens indépendants ?

. En utilisant le résultat précédent, donner une représentation de V[, sous P faisant intervenir 7!

et V2. Comment proposer vous de choisir A\; et A, de facon a réduire la variance de la méthode
de Monte-Carlo permettant de calculer V.

Partie III : Equation aux dérivées partielles et calcul d’options

1.

Expliciter une famille d’opérateurs A, telle que pour toute fonction de classe C? sur R? admet-
tant des dérivées premieres bornées :

t
ﬂ%ﬁbi/&ﬂﬁﬁﬂa
0

est une JF;-martingale.

. Ecrire une équation aux dérivées partielles telle que si u(¢, x, y) en est une solution alors :

E ("1 (Sh, S = ult, S}, D).

On montrera cette égalité en supposant que u est régulicre.

. Onnote S! = ¢Sl et S = ¢~"*S2. Montrer que :

eW%%:(W&W‘/Myfm&

H! et H? étant des variables aléatoires que 1’on explicitera en fonction de u(s, x,y) (supposée
réguliere), S! et S2.

. Déduire de la question précédente une variable de contrdle, en fonction des processus H®,

H?, S et S? qui annule la variance de la variable aléatoire e~"7 f(S4, S2). Comment peut on
approcher cette variable de contrdle a I’aide des accroissements de S* et S? entre 0 et 7' ?

. Lorsque H' et H? ne peuvent étre connus explicitement, mais qu’un approximation % de u

est disponible, proposer une technique de variable de controle réduisant (probablement!) la
variance. Proposer un choix, plausible, de u lorsque p(t) varie peu autour d’une valeur py.

. On consideére maintenant une option promettant f(S%,S2) a I'instant T, sous réserve que

S} n’ait pas dépassé une valeur barriere L durant I’ 1ntervalle [0, T). Ecrire une équation aux
dérivées partielles telle qu'une solution v permette d’exprimer le prix de cette option sous la
forme :

E (er(Tt)f(S S2 {t < s < T Sl < L}‘ft> = (t,Sg,SE)

On prouvera cette égalité en supposant v réguliere.
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Mars 1999
Probléme 1 : Calcul de prix d’options

Le but de ce probleme est d’étudier diverses méthodes d’évaluation d’options dites “best off”. Ce type
d’option promet a son détenteur le maximum du rendement de plusieurs actifs. Si le prix de ces actifs
a un instant 7', est donné par Sk, . .., S% la payoff de I’option s’exprime par :

f(St, ..., 5¢) = (max (S,...,59%) — K)

+ Y

T étant I’échéance de I’option et K jouant le role d’un strike.
On supposera dans la suite que les actifs (S}, ¢ > 0) sont donnés par la solution unique de I’équa-
tion :
dS; = S (rdt + o, dWy) , S§ = ;,

r étant le taux sans risque du marché, les o; étant les volatilités des actifs et les mouvements browniens
(Wg, t > 0), par rapport a une filtration commune (F;, ¢ > 0), vérifiant < W' W7 >,= p¥t, les p*
étant donnés par une matrice (p/);<; j<4 définie positive telle que p* = 1.

On admettra que, sous ces hypotheses, le prix de I’option a I’instant ¢ est donné par :

Vi=E (e """ f(Sp)|F) .

1. On cherche tout d’abord a mettre en oeuvre une méthode de Monte-Carlo pour calculer V4.
Expliquer comment simuler le vecteur S; = (S}, ..., S¢). Expliciter la méthode de Monte
Carlo dans ce cas. On précisera la facon dont on peut estimer I’erreur de la méthode.

2. Proposer une méthode utilisant une suite a discrépance faible permettant de calculer V4.

3. Onsuppose que x1 >> x5 > --- > x4, proposer une variable de contrdle permettant (d’espérer)
réduire la variance lors du calcul de Vj (On ne cherchera pas a prouver que la méthode réduit la
variance, mais on vérifiera que 1’on sait expliciter I’espérance de la variable de contrdle).

4. Montrer que si L et K sont deux nombres réels, on sait calculer :
o(L)=E (e_TT (max (S%, L)-K)),

a I"aide de la fonction N(d) = [ ™% <.

5. On suppose que d = 2 et que p'? = 0. Montrer que W} et W2 sont indépendants et calculer :
E (e7" (max (57, 57) — K) |57) .
En déduire une méthode permettant de réduire la variance pour le calcul de Vj.

6. On suppose maintenant que p'? # 0. Calculer la loi de W, sachant W2 et reprendre le question
précédente.

7. Soit g une fonction de classe C? de R dans R, admettant des dérivées en z;, pour 1 < i < d
bornées. Identifier I’opérateur différentiel du second ordre A tel que :

t
M= g(5) ~ [ (Ag)(X.)ds.
0
soit une martingale.
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10.

. En utilisant 1’opérateur A, écrire une équation aux dérivées partielles telle qu’une solution

réguliere u(t, zy, . .., zq) permette d’écrire le prix V; sous la forme V; = u(t, S}, ..., S9).

. On considere ici le cas d’une option européenne promettant f(S+, S2) mais I’option disparait

si I’'un des deux actifs dépasse une valeur fixée a I’avance (L' pour S* et L? pour S?). On notera
par V' le prix a I’instant ¢ de cette option donné par :

0 _ —r(T—t)
" _E<€ Yvs,0<s <18 < Ly etS§<L2}f<ST>IE).

Proposer une méthode de Monte-Carlo permettant de calculer V.

Soit v(t, z1, ¥) une fonction que I’on supposera de classe C'% sur R x R™ x R™, admettant
des dérivées en x; et xo bornées, vérifiant :

( Ov
a(t,l’l,l‘g)
+(AV)(t, 21, 22) —rv(t, x1,22) =0, t <T 21 < Ly,x9 < Lo,
U(t,l’l,Lg):O, tST,l’l <L1,
U(t,Ll,l’Q) =0, tST,l’Q < LQ,
L U(T,Zl,Ig) = f(l’l,ZL'Q), T < Ll,l'g < Ls.

On note 7 = inf{t > 0, S} > L, ou S? > Ly}, montrer que
Mt = e*T(t/\T),U(t N T, Stl/\‘ﬂ St2/\7'>
est une martingale. En déduire que V) = v(0, z1, 22) et plus généralement une forme pour V°.

Probléme 2 : Discrétisation d’EDS

. Discrétiser par le schéma d’Euler usuel, de pas %, le modele lognormal de Black et Scholes.

On notera (E;LT /n) la chaine de Markov associée. Représenter S7 sous la forme d’un produit.
En déduire la valeur de la fonction C (7") telle que :

Bis - Bl = 0 v o ().

n2

Vérifier que |C(T)| tend vers I’infini avec 7.

. A présent, considérer le modele de type Vasicek :

drt = —Qrtdt + Uth,
avec 0 > 0, 0 > 0 et ro €gal a une constante. Montrer qu’il existe une variable aléatoire 1,
telle que :
1 n
Porn/m = Tpn + (W = Wypm) = 0 1pm + Ry,

avece C
30 >0, ¥n> 1, ¥p >0, BIR),[* < —.
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3. Discrétiser par le schéma d’Euler usuel, de pas %, ce modele. On notera (fZ/n) la chaine de
Markov associée. Soit :

GZH = E|T(p+1)/n|2 - E‘f&+1)/n’2'
Montrer que :
C 1 C
3C1,C5,C3 >0, Vn > 1, Vp > 0, GZJrl < (1 — 71) 6;: + 4 GZE + n—g

4. En raisonnant par I’absurde, montrer alors :
. C
3¢ >0,Vn>1,Vp >0, ¢ < —.
n

5. Montrer que 7/, et Ty, Sont deux variables aléatoires gaussiennes. Calculer leur variance et
expliciter I’erreur d’approximation en fonction de n et p. Montrer qu’elle peut étre bornée
uniformément en p.
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Méthodes de Monte Carlo et Equations d’Evolution
Avril 1998 3 heures

Exercice 1 Soit X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites. On cherche a évaluer

par simulation § = E (
1.

GXY).

Expliciter la méthode de Monte-Carlo classique et expliquer comment 1’on peut évaluer I’ erreur
dans cette méthode.

. Proposer une méthode utilisant des suites a discrépances faibles en supposant calculable 1’in-

verse de la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite.

. Proposer une technique de variable de controle permettant de réduire la variance de votre esti-

mateur.

Proposer une méthode de variables antithétiques pour estimer ¢. Pouver vous prouver que votre
méthode réduit la variance ?

Proposer une technique de conditionnement pour estimer 6.

Probleme 1 On considére le modele d’actif financier suivant. Soit (X;,¢ > 0) la solution unique

de :

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt, XO =,

b et o étant deux fonctions lipschitziennes de R dans R et (B;, ¢ > 0) étant un mouvement brownien
réel. On suppose, de plus, que le processus décrivant le prix d’un actif (S;, ¢ > 0) est solution de :

dSt = St (R(Xt)dt + V(Xt)th) s SO =Y

R et V étant deux fonctions continues et bornées de R dans R, R étant de plus positive et (IW;, ¢t > 0)
un mouvement brownien indépendant de (B, t > 0).

1.

T z. . , . s s .
On cherche a calculer V! = E (e’ J: R(Xs)d5|]-}) . Ecrire une équation aux dérivées partielles

telle qu’une solution réguliere u(t, x) permet de représenter V;! sous la forme u(t, X;).

. Vérifier que le couple (X, S;) est solution d’une équation différentielle stochastique et en dé-

duire qu’il existe un opérateur différentiel A que I’on précisera tel que :

Fxso - [ (AKX, Si)ds

est une martingale dés que f est de classe C? a dérivées bornées. Comment doit on modifier
I’opérateur A apparaissant dans la question précédente si les browniens B et W vérifient d <
W, B >,= pdt?

T
On cherche 2 calculer : V;* = E (€*L R(Xs)dsf(STﬂ]:t) . Montrer que V2 = u(t, Xy, S;) siu
est une solution réguliere d’une équation aux dérivées partielles que I’on précisera.

4. Montrez que 1’on peut écrire .S; sous la forme :

S, = Spexp ( /0 t (R(XS) - V(%V) ds + /0 t V(Xs)dWS) |
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5. En utilisant la question 4 et le fait que les processus X et W sont indépendants, montrer que :

1

Y(r, o) étant une fonction que 1’on explicitera comme une espérance faisant intervenir seule-
ment le mouvement brownien W. Lorsque ¢/ admet une forme explicite, en déduire une méth-
ode de Monte-Carlo permettant d’évaluer V2. Pourquoi cette méthode diminue t’elle la variance
par rapport a une méthode de simulation classique ?

Probleme 2 Soit (U;,7 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R” de
loi commune p(dz). Soit (N, ¢ > 0) un processus de Poisson de paramétre \ indépendant de de la
suite (U;,2 > 1). On note F; = o (Ns,s <t, Ujl{j < Nt}’j > 1). On note alors (7;,7 > 1) les
instants de saut du processus N.

Dans ce probleme on utilisera librement le résultat suivant.

Soit ®(y, z) une fonction mesurable bornée de R? x R dans R, telle que pour tout réel
z la fonction y +— ®(y, 2) soit continue sur R, et soit (Y;);> un processus continu a
gauche, a valeur dans R, adapté a la filtration (Ft)e>0- Alors le processus M; défini par :

Z@YTJU /ds/ (d2)®(Ys, 2),

est une martingale par rapport a F;.

1. On se donne une fonction continue H(z,u) de R? x [0, 1] dans R<. On considére le processus
continu a droite (X;,t > 0) construit de la fagon suivante : X; = x, pour s € [0, 71[, puis, pour
k>1:

XT; = H(XTk—, Uk), Xs = XT;,pour S € [Tk, Traa|-

Soit f une fonction continue bornée. Exprimer f(X;) comme une somme de sauts et en déduire
que :

o= 1x) - | (AKX, )ds,

est une martingale, si I'on pose : Af(z) = X [g. (f(H(z,u)) — f(x)) p(du). Montrer que
M, = f(X)) — [{(Af)X.)ds
2. On se donne b un fonction lipschitzienne bornée de R¢ dans R¢ et I’on modifie la définition du
processus X de la fagon suivante :
dX,

Xo ==, - = b(Xs)pour s € [0, 7],
s

puis, pour k > 1:
X+ = H(XTk—, Uk),
dX
Xs = XT};Q—, E = b(XS), pour s € [Tk, Tk+1[.
Exprimer f(X;) et en déduire la forme d’un opérateur différentiel du premier ordre B tel que
M, = f(X;) — fOt(A + B) f(X,)ds soit une martingale.
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3. Soit u une fonction de R% dans R. On se donne un ouvert borné ) de R%, ¢ une fonction
continue et bornée. On suppose que u est une fonction bornée de classe C! qui vérifie :

(A+ B)u(x) =0, dans 2
u(z) = g(x) dans Q°.

Soit 7 est le temps d’arrét défini par 7 = inf {s > 0, X ¢ Q}. On suppose que P(7 < +00) =
1. Montrer que u(z) = E (g(X)).

4. On suppose que E(7) < 400 et que f et g sont des fonctions continues bornées. Comment peut
on représenter u(z) a I’aide du processus X si u est une solution bornée et réguliere de :

(A+ B)u(xz) = f(x), dans Q
u(z) = g(z) dans Q°.
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5. Montrer que si ®(s, x,u) est une fonction bornée et continue alors :

ZchJ,Y U;) /ds/ (dz)®(s,Ys, 2),

est une martingale. En déduire que si u(¢, =) est une fonction de classe C-!, alors :

t
M, = u(t, X;) — / (% + (A+ B)) u(t, Xs)ds
0
est une martingale.

6. Montrer que si u est une solution réguliere de :

2 4 (A+ Bu(t,z) =0,0 <t < T,znR?
u(T,z) = g(x),z € RY,

alors u(0, z) = E (9(X71)).

7. Soit r(x) une fonction continue minorée par une constante ¢ > 0. Montrer que si u est une
fonction réguliere :

t
My = ey () =[O (4 B(X,) = (X)),
0

est une martingale.

8. En déduire que si u est une solution bornée et réguliere de :

(A+ B)u(z) — r(z)u(z) = f(z), dans RY,

u(z) = —E (/0+00 e o 7"(Xs)dsf(Xt)dt) )

Exercice 1 On considere deux fonctions lipschitziennes b et o a valeurs réelles, un brownien unidi-
mensionnel (W;) et (X;) la solution de

alors :

t t
X, = x—l—/ b(Xs)ds+/ o(Xs)dWs,
0 0
ol z est un réel donné. Soit (X;,t < T) le schéma d’Euler en temps continu de pas h = % : pour
t € [kh, (k+ 1)h[ (avec (k+ 1)h < T),
Xt = th + b(th)(t - ]{?h) + O(th)(Wt — th)

1. Soit p un entier non nul. En appliquant la formule d’1td a (X;)% — (X,)? pour t € [kh, (k +
1A, montrer qu’il existe une constante C (p) telle que, pour tout h assez petit, pour tout ¢ €
[0, T], BE(X,)* < C(p).

2. En déduire que, lors d’un calcul par Monte Carlo de Ef(X7), ou |f| est majorée par un
polyndme, la variance de I’erreur statistique peut étre majorée uniformément en h.
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Méthodes de Monte Carlo et Equations d’évolutions
Mars 1997 3 heures
Exercice 1

On suppose que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R dont les fonctions
de répartitions respectives sont notées F' et G. On cherche a calculer a 1’aide d’une méthode de Monte
Carlo :
0=P(X+Y <1).
1. Expliquez quelle est la méthode Monte Carlo classique pour ce probleme. On précisera, en
particulier, comment I’on peut estimer I’erreur commise.
2. Proposer un estimateur de variance réduite en utilisant une méthode de conditionnement.

3. On suppose que F' et G sont numériquement facilement inversibles, expliquer comment im-
plémenter la méthode des variables antithétiques. Pourquoi cette méthode diminue t’elle la
variance dans ce cas ?

4. On suppose que h est une fonction telle que fol |h(s)[?ds < +oo. Soit (U;,;i > 1) une
suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0, 1]. Montrez que 1’estimateur
LN h((i —1+U;) /n), est meilleur du point de vue de la variance que & "N A (U;) .
Comment appliquer ce résultat dans ce cas.

5. Interprétez le résultat précédent en terme de méthode de stratification.
Exercice 2
On suppose que le prix d’un actif financier S; s’écrit sous la forme :
Sy = exp (A(t) + Bi(t) X, + Ba(t)X}) ,

X; = (X}, X}?) étant la diffusion solution de :

_( () _
dXt = ( a2(t) ) dt"‘O‘th,X() = 2o,

ou W, = (th, Wf) est un couple de F; browniens indépendants, ay,c,B81,B5 et A des fonctions de

PENIETI 011 012 . s 2
R* dans R régulieres et 0 = ( ) une matrice 2 X 2. On cherche a évaluer :

021 022
Vo=E (e h X p(s)).
1. Montrer que V} peut s’écrire sous la forme :
Vo = E (6—,\1 ST Wtds—xs [T Wids (7 WL, W%)) .

On explicitera A, et ¢.

2. Montrer que V; peut se mettre sous la forme Vy = u(0,0,0), u(t, z1, 22) étant solution réguliere
d’une équation parabolique dont on précisera la forme.
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Calculer la loi du couple ( fOT Wlds, WT1> et en déduire une méthode de simulation de ce couple

de variables.

4. Proposer une méthode de Monte Carlo permettant de calculer V.

5. Décrire une méthode utilisant (le minimum) des suites a discrépance faible permettant d’évaluer

Vb de facon (en principe !) plus efficace que la méthode précédente. On pourra supposer que 1’on
sait calculer numériquement 1’inverse de la fonction de répartition d’une gaussienne centrée
réduite N1,

. Soit f et g des fonctions C'. Calculez la loi du couple ( fOT f(s)dwl, fOT g(s)dWsl> et en

déduire une méthode de simulation de ce couple.

En déduire que si o est une matrice non plus constante mais dépendant du temps de facon
déterministe, on peut construire une méthode de Monte Carlo permettant de calculer Vj, sans
simuler I’ensemble de la trajectoire de (X5, s > 0).

On suppose que « est une fonction de (1, z2) réguliere et bornée. Proposez une méthode de
Monte Carlo permettant de calculer le prix V; dans ce cas.

Exercice 3

Le but de cet exercice est de prouver que la méthode des variables antithétiques réduit bien la variance
lorsque la fonction est monotone en chacune de ses variables.

1.

On suppose que f et g sont deux fonctions croissantes bornées de R dans R. Montrez que, si
X et Y sont deux variables aléatoires réelles, on a :

E(f(X)g(X))+E(f(Y)g(Y)) = E(f(X)g(Y)) + E(f(Y)g(X)).
En déduire que si X si est une variable aléatoire réelle :

E (f(X)g(X)) = E(f(X))E (9(X)).

. Montrez que, st X, ..., X, sont n variables aléatoires indépendantes :

E (f(X17 e 7Xn>g(X17 ce aXn)|Xn) = ¢(Xn)a

¢ étant une fonction que 1’on explicitera sous forme d’une espérance.

. En déduire que, si f et g sont deux fonctions croissantes en chacun de leur arguments :

E(f(X1,...,X)9(X1,..., X)) > E(f(X1,.... X)) E(¢(X1,..., X))

Soit h une fonction de [0, 1]™ dans R monotone en chacun de ses arguments, soit Uy, ..., U, n
variables aléatoires indépendantes suivant un loi uniforme sur [0, 1], montrez que :

Cov (h(Ut,...,U)h(1 = Ui,...,1—U,)) <0,

et en déduire que le méthode des variables antithétiques réduit la variance dans ce cas.
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Méthodes de Monte Carlo

Mars 1996 3 heures

Probléme I

Soit (W}, ¢ > 0) un mouvement brownien. On suppose que le processus (S, ¢ > 0) décrit le prix
d’un actif financier et que S; est la solution de :

dSt = St (Tdt + O'tthl) ,SO =X,

ou o, est une fonction continue donnée. On cherche alors a calculer par des méthodes de Monte Carlo
le prix d’une option portant sur I’actif S;. Cela signifie que 1’on cherche a calculer :

E(eTy(S,,0 < s < T)),

1 étant une fonctionnelle que 1’on précisera dans la suite.

I.

. Ecrire une équation parabolique telle que, si u est fonction de ¢, x, o de classe C*

T T
Montrer que : ST = x exp (rT - / af /2dt + / atthl) . En déduire que la loi de St est
0 0

la méme que celle de :
1 /7
h | W7, T /0 oidt |,

h étant une fonction que I’on explicitera.

On suppose maintenant que la fonction o, est tirée de fagon aléatoire indépendamment de 17}

et que la loi de % fOT o2dt est celle d’un carré d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne
m et de variance v2. Soit f une fonction de R dans R continue et bornée, proposer une méthode
de Monte Carlo permettant de calculer sous ces hypotheses :

E (e f(Sr)) .

. Décrire une méthode utilisant un couple de suites a discrépance faible permettant de résoudre

ce méme probleme.

On suppose maintenant que (o4, ¢ > 0) est le processus solution de :
doy = —c(oy — a) dt + adW}?, 0y = 0.

avec (W72, ¢ > 0) un mouvement brownien indépendant de (W}, ¢ > 0). Proposer un schéma de
discrétisation pour le couple de processus (S;, oy, ¢ > 0). Déduire de ce schéma une méthode
de Monte Carlo (on ne demande pas de preuve de convergence) permettant de calculer, si / est
une constante positive :

E (e*’"Tf(ST)l{vs <T,S,> H}) '

. Comment peut on estimer I’erreur due a la méthode de Monte Carlo ? Peut on espérer améliorer

la vitesse de convergence de cet algorithme a 1’aide de suites a discrépance faible ?

22 admettant

des dérivées premieres en z et o bornées alors E (e~ f(S7)) = u(0, z, 09).
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7. Méme question si W et W2 ne sont plus indépendants mais tels que < W', W? >,= pt, p
étant un nombre tel que |p| < 1.

Probléeme 11

Le but de ce probleme est de donner un exemple d’équation différentielle stochastique telle que la
vitesse de convergence presque siire du schéma d’Euler n’est pas plus rapide que h'/2, si h est le pas
de discrétisation.

Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien. On notera (X;, ¢ > 0) la solution unique de :

dXt = Xtth, XO = XT.

1. On prend comme pas de temps i = 1/N. Ecrire le schéma d’Euler pour I’équation précédente
et en déduire une expression de X; (approximation de X par ce schéma) en fonction de AW; =
W, —W,,_,,avect; =i/N,i=0...N.

2. Montrer que, pour tout w, il existe un Ny(w) tel que, si N > Ny(w), pour i i = 1...N,
AW < 1/2.

3. Montrer que, si N > N :

i—172

_ 1 1
10g<X1) = W1 — 5 + T1 + 6T2 + €N,

avec : N v
T, = <1 - ZAWf) [2etTy =) AW},
i=1 i=1
etey < KTysiTy =N AWH
4. Démontrer que :

C C
E(TY) < ~3 E(Ty) < ~i

En déduire que p.s. limy .1 N‘“Tl2 = 0etquep.s. imy_y 100 N¥Tp =0, si a < 2/3.
5. Montrer que 75 = C'/N + Us, U; étant une variable aléatoire telle que :
C
E(U;) < N
En déduire que p.s. limy oo N%xn =0, si v < 1.

6. Soit (Z,,n > 0) une suite de variables aléatoires réelles Z,, convergeant en loi vers Z, Z étant
une variable aléatoire admettant une densité. Montrer que, pour tout € > 0 n°Z,, converge en
probabilité vers 400, puis que P (lim SUD, s yoo N Ly = +oo) =1.

7. Montrer que limsupy_,, o N*17 = +00, si & > 1/2. En déduire que :
P <limsupN°‘ |X’1 —X1| = —i—oo) =1,
N—+o00

pour tout ov > 1/2.
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