Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 24 janvier 2017 8h30-11h30

Partie I : Annulation du biais d’une suite d’estimateur

On se donne une variable aléatoire Y a valeurs dans R de carré intégrable.

1. On suppose, tout d’abord, que 1’on sait simuler exactement la variable aléatoire Y. Pour un ¢
réel positif, montrer que le nombre N(¢) de tirages aléatoires de Y indépendants permettant
d’obtenir (avec une grande probabilité) une approximation de E(Y") avec une erreur d’environ
e croit comme Cte /€2,

On suppose maintenant que 1’on ne sait pas simuler exactement Y mais seulement qu’il existe une
suite de variables aléatoires de carré intégrable (Y,,,n > 0) facilement simulables ! telles que

lim E((Y, -Y)?) =0. (1)

n—-+00

2. Montrer que le biais b, = E(Y) — E(Y,,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Vérifier que
lim,, o E((Y,, — Y)Y) = 0. En déduire que lim,,_,, ., E(Y,?) = E(Y?) et en conclure que
lim,, 4 oo Var(Y;,) = Var(Y').

3. On se place dans un cas ol 1’on a une estimation a priori du bias du type |b,,| < n% avec o > 0.

On choisit un 7 > 0 et le nombre de tirage N, (Y,},...,Y,), selon la loi de Y;,. On approxime
E(Y) par Y™V = & S V., Y;i. Montrer que, pour N grand, avec une probabilité proche de 1,
on a

YN —E(Y)| < R(n,N) := © + o B
n® /N
4. On prend comme mesure de I’erreur R(n, V) et I’on suppose que le coiit de N tirages selon la
loi de Y,, est donné par Cotit(n, N) = Cin/N. On s’impose une contrainte sur le cot total du
calcul Copa1- On s’intéresse a ’erreur minimale R(n, N') que I”’on peut obtenir sous la contrainte
de cotit Cotit(n, N) = Ciotal, définie par :

EITOI'(Ctota]) = min R(n’ N)
n,N,COSt(n,N)=Ciotal

@

Montrer que Error(Cioa) = Cte x C, 25" . En déduire que le colit minimal nécessaire pour

. L. N _ 2a+1 L .
obtenir une précision € croit comme Cte X € « .En comparant avec le résultat de la question 1,
expliquer en quoi la présence du biais dégrade la performance de 1’algorithme de simulation.

Comment se débarasser du biais? Nous allons voir que 1’on peut construire, a partir de la suite
(Y,,,n > 0) une variable aléatoire simulable et sans biais Y (c’est-a-dire telle que E() = E(Y)) au
prix toutefois d’une augmentation de la variance.

On considere, pour cela, une variable aléatoire 7 a valeurs dans N* indépendant de la suite
(Y,,,n > 0) dont la loi est donnée par

P(r =n) = p,, avec p, > 0 pour tout n > 1. 2)

Onnote AY,, =Y, — Y, 1, pour n > 1 (lorsque n = 1, on pose Y, = 0). On définit Y par

AYT_ZAYnl
pr A p, ATERE

Y =

1. C’est le cas lorsque 1’on discrétise une équation différentielle stochastique.
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5. Montrer que, sous I’hypothése (2), E(|Y]) > n>1 E(JAY,]). En déduire que lorsque
E(]Y|) < 400, ona E(Y[Y,,n>1) =Y et E(Y) = E(Y).

6. Donner un exemple de suite déterministe (AY,,n > 1)ouY = " _ AY, converge mais ol

M

E(|Y|) = +oo0, pour tout choix de p vérifiant I’hypothese (2).

7. Montrer que ’on a

Pn

Y
n>1

et que lorsque E(Y?) < 400, Var(Y) > Var(Y).

8. On cherche a approximer E(Y)ouY = f(Xp)etY, = f (X}")) ot X une solution d’une EDS
et X (™ son approximation par un schéma d’Euler de pas h,, = 1/2". Montrer (en supposant les

2
coefficients de 'EDS et f aussi réguliers que souhaité) que E (‘ f (X}”)) — f (XT)’ ) < Cp",

p étant un réel positif inférieur a 1 que 1’on précisera. En déduire que E((AY,,)?) < 4Cp".
Par ailleurs le colit d’une simulation de Y, est donné par Cte x 2". Montrer que, si I’on néglige le
temps de simulation de 7, le colt moyen d’une simulation de Y est proportionnel a ) ., p,2".

9. On suppose que, comme dans I’exemple précédent, E ((AY,,)?) < Cp™, avec p < 1 et que le
colit d’une simulation de Y;, est donné par par ca™ avec o > 1.

On suppose enfin que la loi de 7 est une loi géométrique > de parameétre ¢ avec 0 < ¢ < 1 (on

note ¢ = 1 — q). Vérifier que, si ¢ > p, E((Y)?) < +oo et que :

/

Cpq

B < q(q —p)

Par ailleurs, montrer que le cofit moyen d’une simulation de Y, Cmoy = E(ca™), est fini
lorsque aq’ < 1 et qu’il alors égal a caq/(1 — aq').
En supposant® que la performance de la simulation est mesurée par le produit E(Cmoy) X

E((Y)?) montrer que I’on doit avoir pac < 1 pour espérer obtenir une méthode efficace et que,
dans ce cas, le meilleur choix de ¢’ est ¢ = /p/«.

Partie II : Théoreme de Wong-Zakai

Sur I’espace de probabilité (2, F, P), on se donne un mouvement brownien (1;);>o de dimension
d. Pour un horizon 7' €]0, 400 et un nombre N € N* de pas, on considere la grille uniforme
(tp = %T)ngg ~. Pour discrétiser la solution de I’EDS

dXt = U(Xt)th ‘l— b(Xt)dt, XO = X9 (3)

oitzg € R", 0 : R — R™%etb : R* — R" sont supposées lipschitziennes, on peut &tre
tenté d’approcher la trajectoire brownienne par interpolation linéaire sur chaque intervalle [, t51]

Wiy, —Wi
en posant W = W, + —=—=*

dX) = o(X)dWN +b(XN)dt, X' = wo. “4)

(t — tx) puis de résoudre

1. Vérifier que pour tout k& € {0,..., N — 1}, (X]V)ic[t,.10,,) satisfait une équation différentielle
ordinaire et en déduire que (4) admet une unique solution.

2. ie.pourtoutn > 1, p, = q(1 — ¢)™.
3. Voir, pour des élements de justification, Glynn PW., Whit W., 1992, The asymptotic efficiency of simulation estima-
tors, Oper. Res. 40(3) :505-520.



On se place d’abord en dimension n = d = 1.

2. On suppose en outre que 0 : R — R* est C* et b = 0 et on pose ¢(z) = f;;) %.

(a) Vérifier que pour tout k € {0,..., N}, o(X;') = W,, et en déduire que X} ne dépend
pas de V. On note Y7 cette valeur.

(b) Dans le cas o(x) = z, calculer p et vérifier que Yy # Xp. En déduire que le procédé
d’approximation ne converge pas vers la solution de (3).

(c) Calculer (¢~ 1) et (¢~1)". En déduire que (Y; = ¢ (W;))ieqo,r] est solution de I'EDS
dY; = o(Yy)dW; + %00’(K)dt, Yy = xo.

3. On suppose que le processus d’Itd (Y});cpo,7] est solution de I’'EDS au sens de Stratonovitch
dY; = o(Y;) o dW; + b(Y;)dt, Yo = xg (5)

o, pour un processus d’Itd (H)scpo,m et t € [0,T], on définit I'intégrale de Stratonovitch
.. e s _1 H +H,
fot Hg o dWW,; comme la limite en probabilité lorsque n — oo de ivzol %(Wtk Y

W;,.at)- La fonction o : R — R est supposée C? avec oo’ lipschitzienne.
(a) Quelle est la limite en probabilité de kN;Ol Hy, (W, .at—Wiae) ? En déduire que fot H,o
AW, = [} HdW, + L(H,W),.

(b) En déduire la partie intégrale d’Itd par rapport a dIW; de la décomposition de o(Y;) comme
processus d’It6 puis d(o(X), W);.

(c) Conclure que (Y;)icp,7) est solution de I'EDS au sens d’Itd

oo’

dY; = o(Y,)dW, + (b +

4. On suppose que o est C? avec o, o’ et o bornées et que b est C! avec b et I bornées. L objectif
de cette question est de montrer que sous cette hypothese

. 7)

k

=ie

3C < o0, VN € N*, max E[|X,) -V, )] <
0<k<N

(a) Ecrire le schéma d’Euler (Ytiv Jo<k<n appliqué a (6) et préciser son erreur forte.

(b) Vérifier que pour ¢ € [ty, ty1]s AXN = fr(XN)dt avec fr(z) = o(a) 2=k 4 p(g).

thy1—lk
(c) En déduire que pour r € [ty, tg11],

oo’ (XN) = o0’ (X])) + /7" fe(oa") (XN)du
22
et que pour t € [ty, tgi1],
XY =X+ fu(X) (- te) + /tt /ts fefih(X)drds.
Kt
(d) Conclure que pour & € {0,..., N — 1},

/

oo T
= XY + o(X)Y Wy, — Wi,) + (b+ ) (X))~ + RML + RY?,

Xy
k+1

2 N



/

avec Rl]cv+711 = &(Xt]Z)((Wtk+1 - Wtk)Q - (tk-i-l - tk)) et

2

te Wi, — W,
Ry = / (thr —7) (%(ba’ +ob)(XN) + bb' (XY )) dr
s k+1 k

- (tk'H — u) (Wtk-H — Wtk)2 (Wtk+1 - I/Vtk N (v N NI )
+ o(oco’) (X, ) +bloo’) (X, ) | du
/tk 2(th1 — tr)? tra1 — Lk (00"} (Xu7) + bloo) (X))

(&) Quevalent B[ (Wi, = Wy, )*|. B [(Wey, = We)'| et B [(Wiy, = W3, 2
(f) Que vaut E[R}; 1R,1§V+11] pour j < k ? En déduire que V¢ € {0,..., N — 1},

j+1
Z e LHDT?_ loo’|l53T°

(g) Vérifier que pourk € {0,...,N -1}, E [(Rfffl)ﬂ est majoré par

T , 573

e IR + otV 122+ o

(h) En déduire I’existence d’une constante C'r < oo telle que
¢ 2 C
VN e N*, v/ e{0,...,N —1}, E[(Z(Rfjﬁl +RkN+’21)) } < =B
k=0 N
Onpose e(t) =S 0o  E (X = Y22 L1 (8) + B (XY — Y] gy et b=1b+ 2.
(i) Montrer que pour ¢ € {1,... ,N},

N Ny Ny N 7w Ny _i(yN 3Cr
E [(X; —Y)’ ZE [ o(Xy) = o(Y,))* + T(O(X;)) — b(Yy,))) } + N

() En déduire que Vt € [0, 7], e(t) < 2S& + 3(||o’||2, + T||V']|%) [, e(s)ds puis que

3CR 112 72
max E —VN12] <« ZZE 3o IS AT 15T
0<k<N U i | ] < N

(k) Conclure que (7) est vraie.

On se place désormais en dimension quelconque et on suppose toujours o bornée ainsi que ses déri-
vées jusqu’a lordre 2 et b : R" — R™ C' bornée ainsi que ses dérivées d’ordre 1. Pour j € {1,...,d}
etz = (z1,...,2,) € R", on note o;(x) la j-eéme colonne de la matrice o(xz) et Jo;(x) la matrice
dont le terme d’indices i,/ € {1,...,n} vaut (0o,(z)); = Boij(@)

5. Donner la forme It6 de I’EDS (5).

6. Vérifier que pour j,m € {1,...,d} avec j # m, et (Hy, )o<k<n—1 une suite de variables aléa-

8ml

toires bornées par une constante C' et adaptée a la filtration du mouvement brownien (1};);>o,

. 2 22
pour tout £ € {0, ..., N — 1}, E [(ziow%l — W)W, — W) } < ER

tet1

7. En déduire comment montrer que (7) reste vraie.



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 26 janvier 2016 8h30-11h30

Partie 1 : Une méthode de Monte-Carlo adaptative

On considere une fonction f, mesurable et bornée, de R? dans R et X une variable aléatoire a
valeur dans RP”.
On s’intéresse a un cas ol 1’on sait représenter E (f (X)) sous la forme

E(f(X)) =EH(f;AU)), (®)

ou A € R", U est une variable aléatoire a valeur dans [0, 1]d suivant une loi uniforme et ou, pour tout
A € R", H(f;\,U) est une variable aléatoire de carré intégrable qui prend des valeurs réelles. La
question 2 montrer que cela est généralement possible.

Le but de ce probleme est de montrer que 1’on peut, dans ce cas, faire varier A au cours des tirages
tout en conservant les propriété€s de convergence d’un algorithme de type Monte-Carlo.

1. On note ¢ la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite et ¢~ ' son inverse. On
suppose que X est une variable aléatoire réelle de loi gaussienne centrée réduite.

Montrer que, si A € R, H définie par :

HFMNU) =65 £(G+2), ou G = ¢\ (U)

permet de satisfaire la condition (8).

2. Soit X une variable aléatoire a valeur dans R”, de loi arbitraire, que 1’on peut obtenir par une
méthode de simulation : cela signifie qu’il existe une fonction ¢ de [0, 1]¢ dans R telle que, si
U = (Uy,...,Uy) suit une loi uniforme sur [0, 1]%, 1a loi de 1 (U) est identique a celle de X .
On pose, pouri = 1,...,d, G; = ¢ 1(U;) et I'on considere A = (A, ..., \g) € RY. Proposer
a partir de (G; + A1,...,G4 + Ag) un choix de variable aléatoire H(f;\,U) qui permet de
satisfaire 1’égalité (8).

3. On considere une suite (U",n > 1) de variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur [0, 1]°. On note F,, = o (U*,1 < k < n).
Soit A un vecteur fixé, comment peut on utiliser H(f; A, U) pour estimer E ( (X)) ? Comment
peut-on estimer I’erreur commise sur cette estimation ?
Quel est le critere pertinent pour choisir A ?

On suppose que A n’est plus constant mais évolue au fils du temps et est donné par une suite (\,,n >
0) de variables aléatoires F,,-mesurable (), est supposée constante). On suppose que

pour tout A € R?, s*(\) = Var(H(f; \,U)) < +o0,
et s(\) est une fonction continue de R? dans R.

€))

4. On pose

i
L

M, =) [H(f; X, Uir1) — E(f(X))].

%

Il
o

Montrer que, si H est uniformément bornée*, (M,,,n > 0) est une F,-martingale dont le

crochet (M), s’exprime sous la forme (M) = S s2(\).

4. ie., il existe K réel positif tel que pour tout A et u, |H(f; A\, u)| < K < 400



5. Plus généralement montrer que, sous I’hypothese (9), (M,,,n > 0) est une martingale locale-
ment dans L? de crochet toujours donné par (M) = S "s%()\;) (on pourra utiliser la famille
de temps d’arrét 74 = inf {n > 0, |\, | > A} et vérifier que (M;n,,,n > 0) est une martingale

bornée dans L?).

6. En utilisant la loi forte de grand nombre pour les martingales localement dans L?, montrer que

s1
n—1 9 )
lim M =c, (10)

n—-+4+o0o n

ou ¢ est une constante strictement positive, alors

n—+oo N

lim © S H(f; A Uir) = B(F(X)).
=0

Interpréter ce résultat en terme de méthode de Monte-Carlo. Vérifier que, si A, converge
presque siirement vers \* tel que s*(\*) > 0, le résultat de cette question est vrai.

7. Quelle hypothese faudrait-t’il ajouter a (10) pour obtenir un théoréme central limite dans la
méthode précédente (ne pas chercher a la vérifier) ? Enoncer le résultat que 1’on obtiendrait
alors.

Partie 2 : Schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings

Sur I’espace de probabilité (€2, F, P), on se donne un mouvement brownien (1;);>o de dimension
n et un vecteur aléatoire X a valeurs dans R"” indépendants. Ce probléme est consacré a la simulation
de I’Equation Différentielle Stochastique

t
Xt = Xo + Wt - / VV(XS)dS
0

ou V : R™ — R une fonction régulicre telle que fR" e 2@ dx = 1. On suppose en particulier que
V est C? et que VV et V2V sont lipschitziennes et bornées.

Dans la seconde partie, on montrera que si X, possede la densité e~ par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R™, alors pour tout ¢ > 0, X, posséde également la densité e=2"(*), La premiére partie
est consacrée a I’analyse de la convergence forte du schéma d’Euler ou, a chaque pas, la nouvelle
position est acceptée ou rejetée suivant la regle de Metropolis-Hastings, ce qui permet d’obtenir une

dynamique qui préserve la densité invariante e =2V (),

2V (z)

Schéma d’Euler On suppose que Xy = xg ot 2y € R™ est déterministe.

1. Ecrire le schéma d’Euler (X;, Jo<x<n sur la grille (t;, = L)oo o T €]0, +-00[ est ’horizon
de simulation et NV € N* le nombre de pas de temps.

2. Quelle est la vitesse forte de ce schéma pour ’EDS considérée ?
3. Quelle est la loi de th ? Donner sa densité que 1’on notera x; — (o, x1).

4. Exprimer a I’aide de

1 1
ﬁ(ImZI)l) = 2V($0) + ¥|$1 — X9 + vv<$0)t1|2 — 2‘/(3171) — §|$0 — T+ VV(IE'l)t1|2
1 1

le taux d’acceptation a(z, x1) de I’algorithme de Metropolis-Hastings avec noyau de proposi-

tion de densité q(zo, z;) et densité cible e=2V().



5. Montrer que
3C < 00, VN € N*, Yz, € R", E(|X,, — x0|?) < ON7/2,
6. Remarquer que = — |VV (z)|? est Lipschitzienne, vérifier que

2V (z0) — 2V (x1) + (21 — 20)"(VV (20) + VV (1))

=2 [0 - (e~ b - )

= V2V (g + 5 (01 = 20)) ) (21 — o),
et en déduire que
3C < 00, VN € N*, Vg, 11 € R", |B(x0,71)] < C(|71 — 20* + |21 — 20|/ N).
En remarquant que Vz € R, (1 — €)™ < max(—=z,0) < |z|, conclure que
3C < 00, VN € N*, Vao, 21 € R", 1 — a(z,21) < C(|lz1 — 20| + |21 — 20|/ N).

7. Si U est variable uniforme sur [0,1] indépendante de (W) et X;, = Tol{rsa(we. X)) T
Xy, 1{U§a(m07;{t1)}, montrer que

3C < 00, YN € N, Yy € R", E (|X’t1 - f(tlﬁ) < ON-%2,
8. Soit maintenant Y;, = yo + Wi, — VV (yo)t1 ot yo € R™. On pose
f(x07 yO) =E <|Xt1 - ZlF) :
En décomposant sur les événements {U < a(zq, X;,)} et {U > a(zg, X;,)}, montrer que
‘th - }_/;51|2 < (1 + 1{U>a(x0,)_(t1)})|Xt1 - }_/;51|2 + 2|)2t1 - Xt1|2
et en déduire que
3¢ < 00, VN € N*7 meyo € Rna f(x(]?y()) < (]‘ + C/N)|[E0 - 90’2 + CN_5/2’

On introduit le schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings défini par Xo = zpetla
relation de récurrence

Xy, = Xy + Wi, — W, — VV (X))t
VkE{O,,N—1}7 {Atk+ Atk Lot ty (Ntk)l

th+l = thl{Uk+1>a(th,th+1)} + th+11{Uk+1§a(th7th+1)}

ol (Ug)1<k<n est une suite indépendante de (W;);>( de variables aléatoires indépendantes et uni-
formes sur [0, 1]. L’intérét de I’acceptation de Metropolis-Hastings est d’assurer que la densité e =2V (%)
est invariante.

9. Montrer que pour k € {0,...,N—1},E <|th+1 . |2> =E (f(f(tk, th>> et en déduire

que
k—1

Vke{l,...,N}, E (yf(tk - th\Q) <CNTPS (14 C/NY.
j=0
Conclure que

3C < o0, YN e N, sup E(X, — X, |°) <CN~2



Densité invariante de ’EDS
10. Que peut-on dire de (Z, = X, — Xp)scjoy sous la probabilité Q de densité & =
eJo VV(Xs).dWs—3 [§ [VV(Xs)[*ds par rapport 4 P2

11. Pour ¢ : R" x R™ — R mesurable bornée, vérifier que
E(p(Xo, X;)) = E? (SO(Xm Xo + Zy)eJo VV(Xo+Zs).dZs—3 Jy \W<Xo+zs>|2ds)
et en déduire que

E(p(Xo, X3)) = E (so(Xo, Xo + W)V (Xo)-V(Xo+ W)+ fé(AV—IVV\2><Xo+Ws>ds) .

12. Soit (B;)sc[o, un mouvement brownien indépendant de (W) > et de Xo. Pour 0 < r <5 <,
calculer Cov(B, — 7 (B; — W), By — (B, —W,)). En déduire que (5, = Bs — (B —W}))sefo.g
est un mouvement brownien indépendant de X, tel que 3, = W, puis que

E(0(Xo, X)) = E (¢(Xo, Xo + W,)eV F=VXot Wy, (X X + W)

ol wt(% y> —E (e%fOt(AV—\VV|2)(’5—TSx+§y+BS—§Bt)ds).

On supose désormais que X, posséde la densité e =2V (@),

13. Montrer que

n V() V() lz=ul?
E(p(Xo, X})) = (27t) /2/ p(z,y)e” VO VYT, (2, y)dady.

R xR"

14. En remarquant que (B;).cjo,) a méme loi que (B;_s — By)se[o,y, Vérifier que (By — $B;)sefo a
méme loi que (B;—; — 52 By)scpo,- Conclure que ¢y (x,y) = ¢y (y, ).

15. En déduire que E(p(Xy, X;)) = E(p(X;, X;)) et conclure que X; possede la densité e=2V (@),



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 3 février 2015 8h30-11h30

Partie 1 : Méthode de biaisage d’un tirage uniforme par une loi 5

Le cas de la dimension 1. On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur I’intervalle [0, 1].
On considere la famille de loi 5(a, 1) dont la densité est donnée, pour a > 0, par :

uy e 0,1])

On note V,, une variable aléatoire de de loi 3(a, 1).

1.

Proposer une méthode de simulation selon la loi 5(a, 1). Pour g une fonction bornée, comment
peut-on estimer E (¢(1/,)) a I’aide d’'une méthode de Monte-Carlo ? Comment obtenir un ordre
de grandeur de I’erreur dans cette méthode ?

. Vérifier que, si f est une fonction de R dans R telle que E(|f(U)|) < +oo, pour tout a > 0 :

B(fw) -5 (252,

Comment utiliser cette relation pour calculer E (f(U)) a ’aide d’une méthode de Monte-
Carlo ? Quelle fonction de a doit on alors minimiser pour obtenir une méthode optimale ?

. On suppose que f est bornée. Montrer que, pour tout 0 < a < 2:

02 = Var (5‘(/‘:&)1) =E (%) —E(f(U))".

. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que, si P(f(U) # 0) > 0, lim,_,+ 02 = +oc0. Puis

que, si f est continue en 0 avec f(0) # 0, lim,_,5- 02 = +o00.
On supposera, dans la suite, que f est bornée, continue en 0 avec f(0) # 0 (ce qui implique

que P(f(U) # 0) > 0.

. Montrez que, pour 0 < a < 2, 02 admet des dérivées d’ordre 1 et 2 par rapport & a qui s’écrivent

sous la forme :

‘;‘Za =E (f2(U)g1(a,U)) et C;;’; =E (f*(U)g(a, 1)),

g1 et go étant des fonctions de R x [0, 1] dans R que I’on calculera.

. En déduire que o2 est une fonction convexe sur I’intervalle |0, 2[ qui atteint son minimum au

point & solution unique de I’équation ¢)(a) = 0 ou

o =B (L5 a-am@).

. Soit (U,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur

[0, 1]. On définit 1),,(a), pour a > 0, par

Z L (1= ala(t)

Vérifier que, pour a €]0,2[, 1,,(a) converge presque sirement vers ¢)(a) lorsque n tends vers

+o00.
. On pose 7 = inf{k > 0,|f(Ux)| > 0}. Vérifier que P(7 < +o00) = 1. Montrer que, pour
n > 7,1, (a) est une fonction continue et croissante de a vérifiant ¢,,(0~) = —oo et ¥, (+00) =

+o00. En déduire qu’il existe une unique a,, > 0 tel que ¥, (a,) = 0. Proposer un algorithme
permettant de calculer a,, et puis (sans preuve) une méthode d’approximation de a.

9



Partie 2 : Estimateur parametrix du prix d’une option vanille

Ce probléme est consacré a ’estimateur parametrix du prix E[f(Xg)] d’une option vanille de
maturité S déterministe, de fonction de payoff f : R — R, C> a dérivées a croissance polynomiale,
portant sur le sous-jacent (X;);<s dont I’évolution temporelle est donnée par I’EDS

{dXt = o(X;)dW; + b(X,)dt (11)

Xo =9

ou (W})>0 est un mouvement brownien standard de dimension 1, 0,b : R — R sont des fonctions

C> a dérivées bornées et inf,cg o(z) > 0. On pose | a(r) = o*(x) |

Représentation Poissonnienne d’une somme d’intégrales multiples Soit (/V;);>¢ un processus
de Poisson de parametre A, de temps de sauts (7%)x>1, indépendant de (1V;);>¢ et pour tout £ € N,
Yy 1 [0, S]¥ — R, une fonction mesurable (v € R.; est une constante).

1. On pose Ty = 0. Que peut-on dire des variables aléatoires (7, = Ty, — Tj—1)r>1?

2. Soit n € N*. Exprimer a l’aide du vecteur (7,...,7,41) la variable aléatoire
Ling=n}¥n(T1, ..., T5). En déduire que

3. En déduire, avec la convention 1o(T1, ..., Ty) = o, que

M E [y, (Th, ..., Tn,)]

0<un<upn_1<...<u1 <8

neN*

Méthode parametrix Pour s > 0 etz € R, on note X7 la solution a I’instant s de I’'EDS

X7 ::1:~|—/ J(Xff)qu-i-/ b(X])du
0 0
et X2 = x + o(z)W, + b(x)s. Pour ¢ : R — R réguliére, on note également, P,p(x) = E[p(X?)]
et Psp(x) la solution de 'EDP
sPs =L Ps ) ) R R N
OPp(o) = LR, (s0) ERC xR
Pop(z) = ¢(z), € R

On admet que cette solution est C'*° avec des dérivées bornées.

4. Soitt > 0 et x € R. Calculer dP,_;p(X7) par la formule d’It6 et en déduire que Pyp(z) =
Elp(X])]-

5. Vérifier que pour s > 0, X? possede la densité g (z,y) =

(y—z—b(x)s)?
2a(@)s Calculer

1
- a U(x)\/%e
95 In(gs(x,y)) et en déduire que 0, Psp(x) = [ ©(y)0s(x,y)gs(x, y)dy o

; L (y—=z—0bx)s)*  bx)(y—z—br)s)
sl y) = 2s 2a(r)s? a(x)s '

10



6. Calculer 0, In(g,(z,y)) et vérifier que

Syt = (UL Y e

Expliquer sans détailler les calculs, comment en déduire que P,Li(z)
Jo ¥W)0s(x,y)gs(z,y)dy ou

(y —x = b(x)s)(b — a’)(y)

Gule,y) = 30" () ~ V(o) +

a(x)s
a(y) ((y—a—bx)s)* 1
T ( a®(x)s? a(x)s) '

7. Remarquer que pour t > u > 0, ,(P_, Pup()) = — (05 Ps|s=t—u) Pup(x) + Pi_y LP,p(z) et
en déduire que

Pupla) — Pup(z) = / Q. Paple)du

ol Qs (z) = [5 ¥(y)0s(z,y)gs(x, y)dy pour une fonction 6, que I’on exprimera a I’aide de 0,
et .
8. Montrer que (P; — P,)¢p fo Qi—uPup(x)du + fo Qi—u(Py — P.)p(x)du.

9. En déduire que pour tout m € N*,

E[f(Xs)] = Psf(xo)

m

+ Z/ QS—U1 Qul—ug ] Qun,1—unpunf(x0)dul e dun + Rm
0

n=1 Y 0<un<up_1<..<ur<S

ou
R, = / Q5w Quy—us - - Qun—y —rn (P, — Pum)f<m0)du1 o Uy
0< g, <t —1 <...<u1 <S8

10. En admettant que lim,, ,, R,, = 0, en déduire a I’aide de la question 3 que
E[f(Xs)] = ¢*°E [AfNSQTl Qro-1; - - Qryg Ty 1 Ps—myg [(20) | 4

oll, par convention, Qr,Qr,—1 - - - QTNS_Tstlps_TNSf('IO) = Ps_q,f(z0) = Psf(xo) si
Ng = 0.

On définit par récurrence

Xo = 2o
vk € {O, ce 7NS — 1}, XTkJrl = XTk -+ O'(XT;C)<WT;€+1 — WTk) + b(XTk)<Tk+l - Tk)
Xs = XTNS + U(XTNS>(WS - WTNS) + b(XTNS)(S - TNS)

ou la seconde étape n’a pas lieu lorsque Ng = 0.

11. Quelle est la loi conditionnelle de W — Wi, sachant (Ni)i<s et (Wt)thNS ? En déduire que
B |f(Xs)|(Niss, (Wihisty, | = Ps-ry, f(Xny,),

11



12.

etsur {Ng > 1},

E [f(XS)gTNS_TNS—l (XTstlXTNS)’(Nt)tSS7 (Wt)tSTN571i| - QTNS—TNSAPS—TNSf(XTNSA)'

En déduire que sur {Ng > 1},

Ng

FXs) [T 0n-ms (X, X))

k=1

E

(Nt>tSS] = QnQr-m - - Qryy—myy  Ps—y, f(0)-

Conclure que

Ng

AN (Xo) [ ] Orn-m (X X

k=1

E[f(Xs)] = eE

avec la convention que le produit vaut 1 lorsque Ng = 0.

12



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 11 février 2014 8h30-11h30

On s’intéresse au calcul de E[f(X7)] ot f : R™ — R est une fonction C* lipschitzienne avec des
dérivées a croissance polynomiale et (Xt)te[O,T] est la solution de I’EDS

{dXt = o(X;)dW; + b(X,)dt (12)

XOI.ZL’O

ou (W;);>0 est un mouvement brownien a valeurs R¢, o :R" — R™%eth: R — R” sont des fonc-
tions C** & dérivées bornées et 7y € R". On note XY 1’approximation de X7 obtenue par un schéma
de discrétisation comportant NV pas de discrétisation et dont le temps de calcul est proportionnel a
N. On suppose que les ordres de convergence forte et de convergence faible pour la fonction f de ce
schéma sont respectivement égaux a «/2 et f avec o, 5 > 1:

C C
C < to0, YN € N', B[ X7 — X7'*] < = et [Bf (X7) = F(X7)]| < 5

Méthode de Monte Carlo multipas

1. Soit Y un estimateur de E[f(X7r)] de carré intégrable. Montrer la décomposition biais/variance
E[(E(f(Xr) = Y)*] = (E[f(Xr) — Y])* + Var(Y)

de I’erreur quadratique.
2. On suppose que Y = ﬁ Z£1 f (X?,N ) est la moyenne empirique de M copies indépendantes
de f(X7).
(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(X7) — Y])? soit égal & €* ou ¢ est un
niveau de précision donné petit ?

(b) Vérifier que limy . B[(f(X7) — f(X¥))?] = 0.
En déduire que limy_, o, Var(f(X®)) = Var(f(X7)). Combien de copies M faut-il choi-
sir pour que Var(Y) soit égale a £ ?

(c) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision € (i.e. une erreur
quadratique égale a 2¢2) est proportionnel a e~(2+1/5) 2

3. On s’intéresse maintenant a 1’estimateur multipas proposé par Giles’Y = ZZL:() Y) a1, ou les
variables Y] 57, sont indépendantes et

— Yo, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f(X7),
— pour [ € {1,...,L}, Y, 5, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de
FIXE) = F(X2T).
(a) Vérifier que E[Y] = E[f(X2)] et en déduire que
_10g2 (e/C)
B

5. M.B. Giles, Multi-level Monte Carlo path simulation, Operations Research, 56(3) :607-617, 2008

3C > 0,Y= €]0,1[, L > = |B[f(X7) - V]| <e.
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(b) En remarquant que pour [ € N*

(FXE) = FOET)? <2 ((F(XF) = F(X)? + (f(Xr) = F(XET))?)
vérifier que sup,cn- 2°E[(f(X2)

F(X27))?] < +0c0. En déduire
AC < +oo t.q. VL € N*, V(M,,

On pose p; =

L
) < OZ
1=0

2M 75w pour L € {0,..., L}.

(c) Vérifier que leo m<l= Var(Y) <e

Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel a 7 = ;" M;2!

(d) Vérifier que 7

_ <L
Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var(Y') < 2, nous allons
minimiser 7 sous la contrainte ZlL o <1

(Zz o (M1 +e)/2)2 pg) et en déduire a 1’aide de I’inégalité de
Cauchy-Schwarz que

C’ 2
(1—a)

T > = (E ol ) .

_ Cxfpatr

= 220l(1Ta)/2

Vérifier que (Ml

) atteint ce minorant et satisfait la contrainte

<I<L

(e) En déduire que le temps de calcul pour atteindre la précision ¢ est d’ordre
a—letg%sia> 1.

(1og§§s))2 S

4. Comparer les temps de calcul de I’estimateur monopas et de 1’estimateur multipas pour le
schéma d’Euler.

Pour j € {1

d} etz € R”, onnote 0;(z) € R™ la j-eme colonne de la matrice o(x) et do;
R™*™ la matrice (%U” (m)) :
a il

;€
5. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour lequel
B = 1). Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma de Milstein ?

Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements
browniens

Pour j,m € {1

Nim(z) =

,d}, on définit 0;,,, njm,
aajcrm—aamcrj( )
4

R"™ — R" par 0,,,(z) = 990m+00ma;
On suppose que les fonctions 6;,,, sont lipschitziennes. On pose

1 L(x) et
X; = xo + o(xg) Wy + b(xo)t + Z Oim xo)Wij
Jm=1
- . . .t d . : :
X=Xy +0(X )W, = W) +b(X 1) + D Om(X) (W] - WHW —wi)
7m=1
6. Vérifier que

AC < +o0, Vt € [0,T]

(| X, — 20 — o(20)W, 2] < CE? et E[| X, — x0|*] < Ct
14



7. Montrer que

B [[(6m () = (a7 — Wy — | ~EEEE o)
x E { ng(X%) - Qjm(:po)r} ‘

En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que pour tout ¢ € [0, 77,

d
o\t % j j m m
B[JHkp)3 + 35 0087 W08 W)
" d ‘ ‘ 2
— b(zo)5 — j;l Ojm(w0) W] = WH (W™ — W) } < Ctd,

8. Pour ¢ : R"” — R fonction C"* telle que ¢ et V¢ sont Lipschitziennes, en remarquant 1’ exis-
tence d’une variable aléatoire «; a valeurs dans [0, 1] t.q.

p(xo+0(x0) W) — (o) = Vip(20).0(20) Wi = (Vio(z0 + 0 (20) s Wy) — Vip(20)) .0 (20) W,
montrer
3C < +o0, WVt € [0,T], E[(¢(X}) — olx0) — Vp(xo).0(20)W,)?] < CF2.

En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que pour tout ¢ € [0, 77,

il

9. En utilisant les propriétés de symétrie de 6 et n), vérifier que

) = o(@o))(We = Wy) = > dojom(zo) WP (W] = W)

J,m=1

(o(X } <o

t
2

d d
> 0030m(@)WE WY = W) = 3 Gim(we) [WE W7 = W)+ WI(W;" = W]

jvmzl j,m:l

+ i Mjm (o) [W?(Wtj B Wg) - ?)}

. 2 2
7,m=1

10. Que vaut W W7 + Wr(W/ — Wi) + WI(Wm — W) + (W] — WH (W™ — W) ?
2 2 2 2 2 2 2 2

11. En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que V¢ € [0, T,

d 2
E||X =X = Y o) WP WY = W) = WIW = Wi]| | < O
2 2 2 2
7jm=1
On pose
_ t d . )
Xy = w0 + 0 (x0)(Wy = W) + blao) 5 + > O (o) (W7 — WhHWw" - wi)
7,m=1
d
_ _ _ _ _ iom
=Xy +o(XOWs +b(Xy)5 + ‘Zl Oim (X)W
Jm=

15



12. Vérifier que X, a méme loi que X, et montrer sans calcul I’existence d’une constante C' < +00
telle que V¢ € [0, 77,

d 2
E || X =X = D mym(a) (W = WW] — (W] = WhHwr| | < Cr.

Jsm=1

13. Conclure que

- X+ X
3C < +o0, Wt € [0,T], EHXt — % } < Ct.
On note maintenant (X N) le schéma défini par Xév = x, et la relation de récurrence : Vk €
{0,...,N —1},
T d . .
Xito = X0 +o(X) Wiy = W) + (X ) 5 + D O XD WL, = WG, = W),
7ym=1

Soit (X2V) le schéma défini comme (X ") mais en transposant chaque paire d’accroissements brow-
niens successifs i.e. en remplagant

(Wae Wor =W War —War , War — War, ... Woev-nr — Wev_ayr, Went — Wen_nr)
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 5N N 2N TaN
par (Wg — WL, Wl, Wg — Wg, Wg — Wﬁ, ey Woant — W(QN—I)T, W(2N71)T — W(2N72)T).
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N oN N 2N

14. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch ¢

XN 4+ X3V
2

< —7

2
3C < +o0, VNeN*,EHX;Y— ]_](\;;.

15. On admet que S = 1 pour le schéma XN, Pourquoi I’estimateur multipas ¥ = ZZL: 0 Y10, de
E[f(Xr)] ou les variables Y; 5;, sont indépendantes et

— Y., est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f (X’}),

— pour [ € {1,...,L}, Y, 5, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de

X2t 52! Aol
I( T)‘;‘f( T) _f<X72“l 1).

atteint-il la précision € avec un temps de calcul de I’ordre de 2 ?

6. M.B. Giles et L. Szpruch, Antithetic multilevel Monte Carlo estimation for multi-dimensional SDEs without Lévy
area simulation, to appear in Ann. Appl. Probab.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 9 février 2012 8h30-11h30

Partie I : Biaisage gaussien “prévisible”

Soit G = (G4, Gs, . .., G},) un vecteur de gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes.

1. Soit ¢ une fonction de R™ dans R bornée. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant de
calculer E (¢(Gh, - - - , G,,)). Comment peut on estimer ’erreur de la méthode proposée ?

On considere n fonctions \;(g), i = 1,...,n, telles que : \;(¢9) = fi(g1,...,9i—1), ou les f; sont des
fonctions de R*~! dans R, supposées régulieres et bornées (f; et donc \; sont supposées constantes).

On note R, la transformation de R™ dans R qui associe a g, ¢ = Ry(g) dont les coordonnées
sont calculées par, ¢ croissant de 1 a n,

9 =i+ filgr, -5 9i1) = 9 + Nild).

2. Montrer que R, est une transformation bijective de R" dans R". On vérifiera que R;l son
inverse est donné par R, '(¢'); = g; — \i(g').
Montrer que le déterminant de la matrice jacobienne de R;l est identiquement égal a 1.
On définit la variable aléatoire M) (G) par

M;(G) = exp (Z MGG — % Z A?(@)

3. Soit F; = o(Gh, . .., G;) montrer que, pour i < n,

E (exp (/\Z-(G)Gi _ %Af(G)) |E_1) ~1

En déduire que E(M)(GQ)) = 1.

4. Vérifier que 1’on définit une nouvelle probabilité P en posant
PV (A) = E (MQ(G)l / A}) .
et que I’on a (E®) désigne I’espérance sous la probabilité PV)
EV(X) = E (M}(G)X)

pour toute variable aléatoire PN -intégrable X

5. En utilisant le changement de variable ¢ = R, '(g’), montrer que la loi de G sous P™ est

identique a celle de R)(G) sous P. En déduire une méthode de simulation de la loi de G sous
PO,

6. Onnote X* = ¢(G)/M)G). Vérifier que EM(X?*) = E (¢(G)) et montrer que la variance de
X* sous PM est donnée par

Var)(XY) = B (o S OGSO - B (6(6))

7. Comment peut on simuler une variable aléatoire dont la loi est celle de X* = ¢(G) /M) (G)
sous P™ 2 Quel est I’intérét de pouvoir représenter E (¢(G)) sous la forme EV(X?) 2
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8.

10.

11.

12.

13.

Pour a un réel donné, on pose u(a) = Var® (X ). Montrer que u est une fonction différen-
tiable et que :

n

U/(Oé) _ E( (Z Oé)\i(G)z . Z )\z(G)Gz> e~ 2 Oé)\i(G)Gi-i-% i az)\i(G')ng(G)Z) ]
i=1 i=1
On notera, en particulier, que v/(0) vaut —E ((3_7_, Mi(G)G;) ¢(G)?) .

Montrer que u est deux fois différentiable et que u” peut s’exprimer sous la forme
n n n 2
U () = E( D> NG+ (Z aXi(G)? =) Ai(G)GZ—> X
=1 =1 =1

X

On suppose dans la fin de ce probleme que la fonction ¢|A| est non nulle sur un ensemble de
mesure de Lebesgue non nulle. Montrer que u est strictement convexe et que lim,, 4., u(a) =
+00.

Montrer que si v/(0) # 0, il existe un « tel que u(a) < u(0), puis que, pour ce a, aA est un
choix qui permet de réduire la variance de la méthode de Monte-Carlo.

Montrer, en utilisant la stricte convexité de u, que si v/(0) = 0, 0 réalise le minimum . Inter-
préter ce résultat.

On suppose, pour cette question, que A est un vecteur de fonctions paires (c’est a dire qui
vérifie, pour tout g, A(—g) = A(g) non nul et que la fonction ¢?* est paire. Montrer que, sous
ces hypotheses, A\ ne permet pas de réduire la variance.

18



Partie II : Convergence en loi de I’erreur renormalisée du schéma
d’Euler

On s’intéresse a la discrétisation du modele de Black-Scholes X; = e"Wt*(“*é)t ol (Wt)te[oﬂ
est un mouvement brownien réel. On se donne un horizon 7" et un nombre N € N* de pas de
discrétisation. Pour & € {0,..., N}, on pose également t;, = %T Pour une suite réelle (xy)yen+ et
a € R, onnote xy = O(NY) lorsque la suite (N~ “xy)yen- est bornée.

1. Rappeler 1’équation différentielle stochastique satisfaite par (X )¢>o.

2. Ecrire le schéma d’Euler (XthV )ke{o,..., N} associé a cette équation. Donner également le schéma

.....

3. Calculer E(X7) et vérifier que E(X7) = E(X7) + O(+). Commenter ce résultat.
4. On pose
N Xi o(Wip . |~ Wi )+ (u— )1
Ak —X— <€ k+1 k 2 _1_0(Wtk+1 —Wtk)—,utl) .
trt1
Exprimer AY a aide de (0, X1 ) of en dédui Xp— XN = Xp SNl AN
xprimer A;7 a laide de (%, % =) et en déduire que X7 T =XrY o AL
5. On pose
N o(Wep , |~ Wi, )+ (u— o)t o’ o’ 2
Rk =€ s BT ] — 0<Wtk+1 - Wtk) - (:U’ - ?)tl - T(Wtkﬂ - Wtk)
X, o2
Vit = (ﬁ - 1> (eU(Wt“lth’“)H”*T)“ —1—o(Wy,, — W) — Mh)
th+1
X o2
Zliv = : <60(Wtk+1_Wtk)+(H_7)tl —1- U(Wtk 1 Wtk) - /ut1> (XtN - th)'
th+1 " g l
£ N N N O 2 IR
Vérifier que R, + V" + X, Ay — ?((Wtk+l — W4, )" — t1). En déduire que

2 N-1 N-1
VN(Xr — XN) = Xp (%SN +VND (RY + V,jV)) +VNY ZY
k=0 k=0

o Sy = VN 5 [(Wey, — Wi )2 — ).
On se donne (G,)>o suite de variables gaussiennes centrées de variance 7" indépendantes de (WW});>o.
6. (a) Montrer que (Wr,Sy) et Wy, Xy) = LN SV (G, G2 — T) ont méme loi.
(b) Montrer que lorsque N — oo, (Wy, X) converge en loi vers un couple (W, ¥) dont on
précisera la loi.

(c) Conclure que %QXTS ~ converge en loi vers o2 \/gXTGO.

VN

7. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que v N (X7 — X&) converge en loi vers

0'2\/§XTGO.

D’apreés les questions 9 a 11, E [v/N 3 (XrRY + Xo VN + Z,iv)‘ = 0O(—5).
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Sous des hypotheses de régularité sur 7,0 : R — R, Kurtz et Protter’ ont montré que si X; est
solution de 1’équation différentielle stochastique dX; = n(X;)dW; + b(X;)dt et XV désigne son
schéma d’Euler en temps continu, alors le processus (v/N (X, — XN)),>o converge en loi vers (V;)i>0
solution de

t T t
yt:/ }fs(n’(XS)dWs+b’(X5)ds)+\/5/ o (X.)dB,
0 0

ou (B;)¢>o est un mouvement brownien indépendant de (W;):>o.

8. Dans le cas particulier du modele de Black-Scholes, calculer dX% puis d%. En déduire Y7 et
vérifier que la convergence établie a la question 7 est bien une conséquence du résultat général
de Kurtz et Protter.

9. (a) Calculer E(R{') et en déduire que E(R}) = O (33).
Montrer que RY = o [['(X, — 1 — oW,)dW, + pu [, (X, — 1)ds. Calculer E((X, —
1 — oW,)?), vérifier que E((X, — 1 — oW,)?) = O(s?) pour s — 0T et en déduire que
E((R)*) = O (33).

N3

(b) Montrer que E <( S R{Q’f) = N(N — DE((R}))*> + NE((R))?).

(c) Conclure que E )XT\/N Z,iv;Ol R,’CV‘ = O(\/LN)

02
On pose D}y = e”Wunt Wl ¥ =00 1 (W, . — W,,) — pity.
10. (a) Calculer E(V{Y) et vérifier que E(VyY) = O(55).
(b) Rappeler 1’équation différentielle stochastique satisfaite par - et vérifier que

E ((% - 1)4> — O(L). )

En remarquant que D} = [0 (X, — 1)(adW, + uds), vérifier que E((D))*) = O(%).
En déduire que E((V{Y)?) = O(+5).

(c) Conclure que E )XT\/N S VkNl =0O(L).

VN
1. (a) Vérifier que E((DyY)?) = O(4).
(b) A T'aide de la vitesse forte, en déduire E((Z)Y)?) = O(35).

(¢c) Pour 0 <1 < k < N — 1, vérifier que

E(Z) 7)) = B(X?

T—tpy1

X X
JE ( 2 DN ) E (XY - X)) =2 DN (XY — X,,) ) .
th th+1

Vérifier que E (%Dﬁ) = et (e(“+"2)t1 —1—(u+ 02)751). Remarquer que
2

X,
B\ - X3 DX - X)) < \/E (supX? = X)) BOXE o, JE(DY
li1 t<T
et en déduire que E(Z) Z}N) = O(+:)-
(d) Conclure que E((VN Y5 ZN)?) = O(%) et que
N-1 |
E|VNY (XrRY + X: VN + ZY)| = O(—=).
k=0 VN

7. Wong-Zakai corrections, random evolutions, and simulation schemes for SDEs. Stochastic analysis, 331-346, Aca-
demic Press, Boston, MA, 1991.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 10 février 2011 8h30-11h30

Partie I : Simulation directionnelle et stratification

Soit G = (Gy,...,G4) un vecteur constitué de d gaussiennes centrées réduites indépendantes et H
un fonction continue de R¢ dans R et on cherche a calculer la probabilité :

p=P(H(G)>)),

pour une valeur \ positive donnée.

1.

Décrire la méthode de Monte-Carlo habituelle permettant d’estimer p et expliquer comment
I’on peut évaluer I’erreur de la méthode.

. On suppose que I’on cherche a approche une valeur de p de ’ordre de 10~'°. Donner une

évaluation (grossiére) du nombre minimal de tirages n permettant d’évaluer p a 20% pres.
Lorsque le calcul de H demande un temps de 1’ordre d’une seconde, qu’en concluez vous ? (1
an ~ 3 x 107 secondes)

. On écrit le vecteur G sous la forme G = RA ou R = |G| et A = G/|G| prend ses valeurs

dans la sphere unité de R%, S; = {z € RY,|z| = 1}. Montrer que R? suit une loi du x* a d
degrés de liberté et que A suit une loi invariante par rotation dont le support est inclu dans Sy
(On admettra que cela implique que la loi de A est la loi uniforme sur la sphere).

. A T’aide du changement de variable polaire généralisé (g1,...,94) — (r,01,...,04-1)
g1 = rcosf;
Jo = rsin 6 cos 0,
gg—1 =rsinf;sinfy...sinf; o cosly 1
Jd =rsinf;sinf,...sinfy_5sinfy_q

montrer que R et A sont des variables aléatoires indépendantes.

. On suppose, a partir de maintenant, que pour tout a € S, la fonction r — H (ra) est strictement

croissante, que H(0) = 0 et lim, o, H(ra) = +oc.

Soit a € Sy, on pose ¢(a) = P(H(Ra) > \). Calculer explicitement ¢(a) en fonction de la
fonction de répartition de la loi du x? a d degrés de liberté et de la solution de H (r*a) = .

. Soit (A;,7 > 0) une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur la sphere

unité. Montrer que lim,, . Y ., #(A;) = p, au sens de la convergence presque sire.

. Montrer que Var(¢(A;)) < Var (1y(g)>») et comparer la vitesse de convergence de Iestima-

teur de la question 1 et celui de la question précédente.

. Nous allons maintenant réduire la variance de I’estimateur précédent par une technique de stra-

tification.
On considere les 2¢ quadrants définit, pour € € {—1,+1}¢, par :

C.={x € Sy4,6101>0,...,eqxq > 0}.

Montrer que P(A; € C. N Cy) = 0, pour € # €. En déduire la valeur de p. = P(A; € C,)?
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9. On considere I’estimateur I, stratifié dans les strates (C,,e € {—1,+1}9):

ce{—1,+1}¢ € k=1

ol ne = nwe(n) avec we(n) > 0et Y- o | yawe(n) = 1 et ou les (A,(:), k > 0) sont des
suites de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur C., ces suites étant
indépendantes entre elles.

Calculer Var(1,,) en fonction de n et des (w.(n),e € {—1,+1}%), des (p.,e € {—1,+1}9) et
des (0, € € {—1,+1}7) ol 07 = Var(A[").
10. Montrer I’inégalité :

N 2 N
E aa; | < E aaz,
i1 i=1

pour (ay, a;, 1 < i < N) des réels positifs tel que S~ a; = 1.
2
En déduire que Var(/,,) > + (de{_17+1}d) p606> :

Comment peut on choisir les (we(n),e € {—1,+1}%) pour réaliser la borne inférieure précé-
dente ?

11. Proposer une méthode de simulation selon la loi uniforme sur C. ?
12. On fixe une fois pour toute les w, (indépendement de n) par :

Pele
Zee{—l,H}P peoe

We =

On pose n. = [nw]. Montrer que, au sens de la convergence presque siire :

lim I, =p.

n—-+0o
13. Montrer que la limite en loi des variables aléatoires : /n(I,, — p) est une gaussienne centrée de

2
variance (Zee{—1,+1}d) p€a€> )

Comment peut on utiliser ce résultat pour estimer I’erreur commise lorsque 1’on estime p a
I’aide de 1,, ?

Partie II : Discrétisation d’une équation différentielle stochastique a
coefficients localement lipschitziens
Pour (Wt>te[0,T] un mouvement brownien a valeurs R? et 0 : R® — R™*?etb : R® — R"”, on
s’intéresse a ’EDS
dXi = o(Xy)dW, +b(Xy)dt, t < T, Xy =y. (13)
On suppose que les fonctions o et b sont localement lipschitziennes au sens ol pour tout m € N* il
existe une constante C,,, < +oo telle que
Va,y € R"tq. [z <mety| <m, |o(x) —a(y)| + [b(z) = b(y)] < Cmlz —yl.
On note
om(z) = o(Ppx) et by(z) =b(P,x) ou P,z = %x (14)
désigne la projection orthogonale de = sur la boule fermée de rayon m centrée a 1’origine. On pose

également t;, = kAt avec At = % ou N € N* est un nombre de pas de temps.
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Absence de convergence faible et dans L? dans un cas particulier On s’intéresse a 'EDS en
dimensionn =d =1

t
X, =W, —/ X3ds. (15)
0

On admet pour I’instant qu’elle posséde une unique solution (X).c(o.7] et que cette solution vérifie
E (Supte[O’Tj ’Xt|4) < +00.

On note (X;):cio.7) le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose Ay = {|W;,| >
3N
T SUP1<k<N-1 |Wtk+1 - VVtk| < 1}

1. Vérifier que P(Ay) > P(|Wy,| > %)P(supte[oﬂ |W;| < 3). En remarquant que pour z > 0,

e—22/2 00 _ £ oo _ ze—*2/
— = [T(1+ y—lg)e v*/2dy, vérifier que f; eV 2dy > 1+x22.

1y . 6(NT) %5

Conclure que P(Ay) > P(sup,cpo ) [Wil < 3) X mgns X S5

3
2

2. Vérifier que sur I’événement Ay, si pour k& > 1, |XN| > 1, alors |)_(tJZ+1| >
| XN? (/X — 2). En déduire que pour N > I, sur 'événement Ay, Vk € {1,..., N},
DRSO

3. Conclure que limy_ o E(|XY|) = +oo. En déduire limy_. E(| XY — Xr|) puis
limy o0 E(sup,cpo.1 | XN — X, [P) pour p > 1.

4. En remarquant que la loi de X7 est symétrique, montrer que pour K > 0, E (X5 — K)*)
1E(|X}|) — K et en déduire que E ((X? — K)™) ne converge pas vers E (X7 — K)
lorsque N — oc.

v

Convergence presque siire du schéma d’Euler On suppose maintenant qu’il existe une solution a
I’EDS (13) (voir le paragraphe pour une condition suffisante). On pose vy = 0 et pour m € N*, on
note v, = inf{t € [0,T] : | X;| > m} avec la convention inf ) = T'.
5. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (X} )ielo,r) associé a (13).
6. Soitm € N* et x,y € R™. Vérifier que (z — P,,x, P,y — Ppx) < 0 (dans le cas o |x| > m,
on pourra vérifier que (x — Pz, P,x) = m|x — P,x|).
En déduire que | P,y — P,x|* < (y — x, P,y — P,,x) et conclure que les fonctions o, et b,
sont globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz C,,.

7. En déduire I’existence d’une unique solution (X" ).c(o.71 2 I'EDS
dX]" = op(X[")dWy + b, (XM dt, X' = y. (16)

Décrire I’événement {v,, = T'} al’aide de la variable aléatoire sup, o 7| | X:| et vérifier que sur
cet événement (X")iejo.1) (X¢)eeo,r] €t (X" )ieo) coincident. Que vaut P(|J,,cn-{vm =
T}) ? Y-a-t-il unicité pour (13)?
On note (X;™")icjo7) le schéma d’Euler correspondant a (16) et v = min{t;, : |XtJZm| > m}.

8. Pour quelles valeurs de v, la suite N7 sup,<p [ X" — )_(tm’N | converge-t-elle presque stirement
lorsque N — oo a m fixé?
En déduire que si v, (w) = T, alors il existe N (w) < +o0 tel que pour N > N (w), Y, | (w) =
T etsup,<7 | X¢(w) — XN (w)| = SUP;<7 | X (w) — Xth’N(W”-

9. Conclure que pour tout y < £, N7 sup,<p | Xy — X}N| converge p.s. vers 0 lorsque N — oc.
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Existence pour ’EDS (13) lorsque la dérive est rentrante On suppose maintenant que o est
globalement lipschitzienne et que la fonction de dérive b est localement lipschitzienne et rentrante
au sens o il existe 4 € [0, +oo] tel que

Vo € R", (x,b(x)) < B(|Jx| + |x]?). (17)

avec (z,y) qui désigne le produit scalaire de x et y dans R". On note (Y;"),c[o,7] 1’'unique solution de
I’EDS
AY" = o (V") AW, + b (Yt Yo = .

10. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Donner un
exemple de fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas globalement lip-
schitzienne.

11. Pour m € N*, vérifier que la fonction b,, définie dans (14) satisfait (17).

12. Calculer |Y;"|? a I’aide de la formule d’Ito et en déduire que

. (?};E’ 'Y“m'4> = 4{'9'4 +45°E (( / v m’"Fds)z) iE (( / t \ommﬂ?ds)z)
+16E (/Ot |a*(1;m)ysm|2d3> }

ol |o(z)|* = le%%l | (2)]?.

13. En déduire que sup,, E (Supte[o’ﬂ YY) < +oo puis P (U, en-{mm =T}) = 1 ob 7, =
inf{t € [0,T7] : [Y;™| > m} (convention inf ) = T')
Conclure a I’existence d’une unique solution (X;);c[o,7] pour (13) et que cette solution vérifie
E (supyepor | Xi]*) < +o0®.

C’est I’absence de controle des moments du schéma d’Euler qui peut empécher sa convergence dans L? et
sa convergence faible alors que 1’on a convergence presque siire a la vitesse N~ pour tout v < 1/2. Dans un
preprint récent, Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite suivant :

<N b(XY)At
1+ [b(X])|At

tr4+1

= Xt]Z + U(le];:[)(wtk+1 - Wtk> +

Lorsque la fonction o est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est a croissance polynomiale
et b vérifie la condition

Ja € (Oa +OO)7 V:U,y € Rn? (l‘ - Y, b(ﬂ?) - b(y)) S O[‘I’ - y’2

qui implique (17) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge  la vitesse forte —— dans

VN
tous les espaces LP. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma d’Euler semi-implicite

v IV
th-+1

— (XN

tet1

)At - XtJZ + U(Xt]Z)(Wtk+1 - Wtk)

sous les mémes hypotheses.

8. Ce résultat s’applique en particulier a ’EDS (15).
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 11 février 2010 8h30-11h30

Partie I : Méthode du “‘carré latin”

Le cas de la dimension 1 On considére un suite de variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0,1], U = (U;,7 > 1) et une permutation o tirée uniformement sur I’ensemble des per-
mutations de {1,..., N} et indépendante de la suite U. Pour N entier fixé et pour 1 < i < N, on
pose :

N<__i__(A N _ N

On considére une fonction mesurable bornée f et I’on cherche a comparer I’estimateur classique :

To(N) = 5 (PO 4+ F(U)).

avec :

1 N N
= 5 (PN e+ FR))

1. Quel est la limite de Io(N) lorsque N tends vers +oo? Comment peut on estimer 1’erreur
commise lorsque 1’on approxime cette limite par Io(N) ?

2. Pour un i fixé,1 < i < N, identifier la loi de X}¥. En déduire que E (I;(N)) = E(f(U;))
3. Montrer que I3 (N) = + (f(Y{Y) + -+ f(YY)) , et en déduire que

2
NVar (I, (N / f2(s)ds — NZ (/:/]:)/Nf s)ds) ,

Ii(N)

4. Vérifier que NVar([;(N)) = / / f(s"))*dsds’. Lorsque f est une
i=1 7 (@-1) /N (i— 1)/N
fonction continue, montrer que N Var (/;(V)) tend vers 0 lorsque N tends vers +o00. Que vaut
NVar (I(N))?

5. Pour f continue, en quel sens I;(/N) convergente t’il vers E(f(U)) ?

6. Quel estimateur vous parait préférable, /o(V) ou I; (N ), du point de vue de sa vitesse de conver-
gence en moyenne quadratique ?
D’un point de vue pratique quels vous paraissent les inconvénients de I;(/V) par rapport a
Li(N)?

7. Comment peut-on interpréter 1’estimateur /5(/V) en terme de méthode de stratification ?

Le cas de la dimension 2 On consideére maintenant le cas bidimensionnel. U désigne un suite de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1%, U = (U}, U?),i > 1) et deux permu-
tations indépendantes o, et o tirée uniformement sur ’ensemble des permutations de {1,..., N} et
indépendantes de la suite U. Pour N entier fixé et pour 1 < 7,5 < N, on pose :

N _ i_Uil j_Uj2
}/;,j _( N ) N et X Yo‘l(’L 0‘2 )

On pose, comme dans la premiére partie, pour f une fonction bornée de [0, 1]* dans R. :

T(N) = 5 (F(0) + -+ F(UN)) et h(N) = - (FXY) + -+ F(XR))
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. Montrer que

. Montrer que, pour i # j :

B (IO = ga—g L EU0) B0,

2
) 1<ky#kg<N
1<iy#lo<N

puis que :
1
E (f(XM)F(X])) = m{N4E(f(U1))2 - Z E (f(Yen)) E(f(Yi))
- Y E(f(Yi)E Ylm Z E (f(Yea) }

. En déduire que, pour f continue :

lim (N — 1)Cov (F(X), F(X)) = 2E(f(U))? - / F(2,9) (. ) dedydy’

N—+4o00 [0’1}3

= / fla,y)f(2, y)deda'dy.
[0,1]?
. Montrer que :

Var (B(f(U)|U)) = / F(,y)f 2,y )dwdydy' — E (F(U))?,

[0,1]3
Var (BN = [ e f(a p)doda'ly ~ B (W)

. En déduire que :

lim NVar(Iy(N)) = Var(f(U)) — Var (E(f(U)|U1)) — Var (E(f(U)[U2)) .

N—+o00

6. Quel est I’intérét d’utiliser /; (V) plutot que Io(N) ? Quels en sont les inconvénients ?

7. Vérifier que :

Var {f(U) = E(f(U)|U1) — E(f(U)|U2)} = Var(f(U)) — Var (E(f(U)|U4))
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Partie II : discrétisation d’un modéele a volatilité stochastique

On considere le modele a volatilité stochastique

{dSt = rSudt + f(Yy)Si(pdW; + /1 — p2dB,);  Sp =50 >0

, 18
0Y; = WY,)dt + o (Y)dWi Yo = yo (19

ol (By)>o et (Wy)>o sont deux mouvements browniens indépendants, r € R, p € [—1,1] et f,b,0 :
R — R sont des fonctions régulieres (c’est-a-dire bornées et dérivables autant de fois qu’on le
souhaite avec des dérivées bornées) avec o qui ne s’annule pas.

On pose X; = In(S;), tx, = kAt avec At = % ou N € IN* est un nombre de pas de temps et 7" > 0
une maturité.

1. Que représente le coefficient p ?
2. Ecrire I’équation différentielle stochastique satisfaite par le couple (X3, Y;)i>o.

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (Y, )o<k<n de pas At pour le processus (Y;)icpo,r) ?
Rappeler sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de Milstein
pour le couple (X3, Y})icp,7). Que peut-on dire de la volatilité de (S;);>¢ lorsque la fonction
o est nulle ? Et lorsque f’ est nulle ? Ecrire le schéma de Milstein de pas At pour le couple
(Xt, Y;t)te[O,T] lorsque |p| = 1.

y
5. Onnote | F'(y) :/ i(z)dz.Vériﬁer que
o

dX, = pdF(Y,) + /1= p2f(Y,)dB, + h(Y,)dt,

pour une fonction A que I’on précisera.

On définit par récurrence (X}, Jo<x<y €n posant Xo = In(so) et Vk € {0,..., N — 1},

_ lg+1 1—p le+1
Ky = X+ p(F (Vi) = F(Y) + / b+ [ PO0AsB B
k k

6. Vérifier que les vecteurs aléatoires \/ N ft“” f2(Ys)ds(By,,, — Bi))i<k<n et

( Ot kf (}/;)dBS)lng ~ ont méme loi condltlonnelle sachant (W;)¢cjo,r). En déduire que les vec-

teurs (Xy, Jo<k<n et (X, )o<k<n ont méme loi.

On définit par récurrence le schéma suivant : X2 = In(sq) et pour k € {0,..., N — 1},
Xi]l\j-&-l = Xt];c[ ‘|’P (F(Y;fi\:_l) - ( )) + h YN At+ \% I 771<; Btk+1 Btk)

Ta%e\ tet1
oun = \/(WYtiV) + %/ (W, — Wtk)d5> Vi

ty

avec P(y) = f*(y) ety = infycr ¢(y) = infyer f*(y) > 0. L'objectif final de cet énoncé est de
montrer que si ¢ > 0 alors

C
* N2
3C >0, VN e N*, E <on}i}§v|Xt’“ X > Nz (19)

Dans le reste de I’énoncé on notera C' des constantes indépendantes de N qui peuvent varier de
ligne en ligne.
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7. Comment peut-on simuler le vecteur (W, , | —Wies J, tk“ (Ws—W,,)ds)o<k<n—1 ? En quoi, pour

le pricing d’options exotiques, le schéma (X Jo<k<n est-il aussi performant que le schéma de
Milstein ?

8. Vérifier que

v V|2 < N N \2 N \2
max [Xi, - Xj["<C (T1 + max (T3}) +1r<r}€3>§v(T3,k))

0<k<N 1<k<N

k-1 2
T} = s (F(V,)~ FT 4 ms (Atzmmg —h(i@jv») |

k—1

ti
T;ﬁcz/ h(Y, )ds—AchYtj

TN:kz:<N \/ /t7+1¢ ) — B;))
3,k 1 At tj+1 tj/:

0

k-1 2
1 _ _
9. Vérifier que max (N E (h(Yy,) — h(Yt‘;V))> < max (h(Y,)— h(Y,Y))? et en déduire

1<k<N ,
j=0

que E(TN) < 57

N2

10. Vérifier que Ty, = [; (7, — s) ((bh’ + ”22h//)(§/s)d8 + ah’(Ys)dWS> ol, pour s € [0,7], 7s =

[CA%] At désigne Iinstant de discrétisation juste apres s. En déduire que E(max; <p<n (T5%)?) <
m.

11. (a) Que peut-on dire du processus (T?fVJC)lg k<~ ! Enutilisant I'inégalité de Doob et le caractere
lipschitzien de la racine carrée sur [¢), +00], en déduire que

o N-1 B
B (o () < (B (;«Tg)? + <Tg>2>>
y _ "YN) — oy (V) [liv
o Tf = p(VY) - p(¥,) + o/ JN‘”“ ) / (W, — W, )ds
i W (Y,) o U
et T3 = @Z)(}/t]) + Tt/; (Ws - Wt].)dS - Kt y (Y;)ds

J

(b) Calculer E ((ﬁ fti”l(Ws - Wtj)ds>2 ‘(Wu)ugtj) et en déduire que
E((T})*) < -

(c) Vérifier que T = A j;]“ Ts) <(b1// o )(Y)ds + (o' (Ys) — aw’(Kj))dWs) et
en déduire que E((73)%) < &

Ne:
12. Conclure que (19) est vraie.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 5 février 2009 8h30-11h30

Partie I : Réduction de variance et invariance de loi

Soit (U;,i > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur
Iintervalle [0, 1].

On considere une application de T" de I’intervalle [0, 1] dans I’intervalle [0, 1]. On suppose que T’
est telle que 10i(7'(U)) = loi(U), si U est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1].

On s’intéresse pour un p > 1 fixé a I’estimateur /,, , donné par

n p—1

L= o33 (T

zlk()

1. Montrer que, si f est une fonction mesurable bornée de [0, 1] dans R :

lim I,,=E(f(U)) p.s.

n—-+oo

2. Montrer que Var(l,,;,) = -v,(f), avec

p—1
Up :—Var(Zf Tk U1 >
k=0

Lp—E(f
3. Montrer que /np—t—=— \/— ) converge en loi lorsque n tend +oo vers une loi gaussienne cen-
trée réduite.

4. Supposons que I’on ait effectué n tirages (U;,7 = 1,...,n). Comment peut on estimer v,(f) ?
Comment en déduire une procédure effective d’estimation de I’erreur commise lorsque I’on
approxime E (f(U)) par I,,,,?

5. Quelle méthode reconnait on lorsque 7'(u) = 1 —wuet p = 2? A t'on intérét a utiliser des
valeurs de p > 27?

6. On prend pour 7" la transformation de Kakutani définie par, pour [ > 1 :
1
T(x)= (v —x11) + i,pour T < x <.

oumxg=0eta; =1/2+1/4+ -+ 1/2\. Vérifier que T laisse la loi de U; invariante.

7. Vérifier que si T est la transformation de Kakutani la suite (7%(0), k > 0) coincide avec la suite
de Van Der Corput en base 2. Donner la définition de la discrépance d’une suite D} (zy, k > 1).
Quelle estimation de la discrépance de la suite de Van Der Corput connaissez vous ?

On supposera que, lorsque T est la transformation de Kakutani, la discrépance de la famille
de suite (T*(z), k > 0) est majorée, uniformément en x € (0, 1], par :

log(n)

C
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8.

10.

11.

Lorsque 7T est la transformation de Kakutani, montrer que, si f est une fonction a variation finie
de [0, 1] dans R, de variation V'(f), alors

wlf) < c2v<f>21°gp(p),

En déduire que, pour p assez grand, on a intérét a utiliser 1’estimateur I, , de préférence a
I’estimateur (classique) I,,;, ; utilisant le méme nombre d’appel a la fonction f.

. On considere 7 la sous tribu de la tribu .4 des boréliens de [0, 1] définie par :

IT={Ac AT (A)=A).

On rappelle que si f est Z-mesurable alors f(7'(x)) = f(x) pour presque tout x € [0, 1].

On considere une fonction mesurable et bornée f, on note f = u(f|T) (I’espérance condi-
tionnelle de f sachant la tribu 7 sous la probabilité uniforme sur [0, 1], notée 1) et f(x) =
f(z) — f(z). Montrer que :

n p—1

2:: nipZZkal

i=1 k=0

:I>—‘

Montrer, en utilisant la définition de I’espérance conditionnelle dans L? que :

) /f

1 .
En déduire que Var(/,,,,) = ﬁVar <f(U1)> n—pvp(f)

Si f est non constante, a t’on intérét a utiliser une méthode avec p > 17
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Partie II :Discrétisation d’équations différentielles stochastiques

On considere I’équation différentielle stochastique unidimensionnelle

ou b et o sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (IW;) est un mouvement brownien standard
unidimensionnel.
On se donne une condition initiale X, = x déterministe. Enfin, on se fixe un horizon en temps 7T’

et un nombre N € N* de pas de temps. Pour £ € {0,..., N} on note t;, = % le k-eme instant de
discrétisation et ngV la valeur en ¢;, du schéma d’Euler de pas %

Le but de ce probleme est de montrer I’ estimation suivante (issue de la these de P. Seumen Tonou) :

pour tout p > 1
2p p
E ( . ) <C (%) . (21)

max X; — max X,
0<t<T 0<k<N
Dans I’inégalité précédente et dans tout le reste de I’énoncé on notera C' des constantes indé-
pendantes de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

e = max X; — max X/,
0<t<T 0<k<N

€1 = max X; — max Xy,
0<t<T 0<k<N

€2 = max X; — max XtN.
0<k<N 0<k<N 'k

1. Montrer

N
g2 < max (X, — X;),
0<k<N

puis

g9 > — max (X} —
0<k<N k

Xt,)-

Appliquer un résultat du cours pour en déduire

C

E (o) < 4

2. Montrer que
g1 < max ( max (Xt—th)).

T 0<KkSN-1 \ 6 <t<tpi1

En déduire que

t 2p
|€1|2p < (C max < max /b(XS)ds)
7%

O0<kE<N—1 \ tp<t<tp41

t 2p
+C  max ( max /O’(XS) dWS> .

0<k<N—1 \th<t<tii1 Jy,

3. En utilisant I’'inégalité

N-1
< 22
odnax |z < kz_; || (22)

t 2p C
E| max (max /b(XS) d5> <
0SkSN—1 \th<t<trir Jy, N=p=
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4.

(a) Montrer que

t 2p
C
_ < -
E (0;@3{1 (tkgtlgg:H /tk [o0(X) U(th)]dWs) ) S NoT

(b) Montrer que

t 2p
]E( max ( max /U(th)dWS) )
O0<SkSN—1 \tp<t<tir1 Jy,

4p
<C E(( max  max ]Wt—Wtk\) )
0<k<N—1 1 <t<lg41

(c) Rappeler la densité de la loi de (W}, maxo<;<;, W;). En déduire celle de maxg<;<¢, W
puis que maxo<y<y—1 Maxy, <¢<t, ., (W — Wy, ) a méme loi que

Vi max |Gy

0<k<N-1

ol les variables aléatoires (Gy)o<k<n—1 sont i.i.d. suivant la loi normale centrée réduite
NL(0,1).

(d) Soit ¢ le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour =z > 0,

22

E(|Go|1qGy|>23) = P(x)e” = ol P(.) est un polyndme de degré ¢ — 1. En déduire a
I’aide de (22) que pour o > 2,

; 4p _
B (mN (16 1{Gk|>\rm<m})) =0

puis que pour N > 2, E (maxo<r<n_1 |G|*??) < C(In(N))?.

(e) Conclure que

t 2p P
E( max ( max /O’(XS) dWs) >§C(1H(N)> )
0<k<N—1 \th<t<tyi1 Jy, N

5. Vérifier I’estimation (21).

6. Comment peut-on améliorer 1’approximation de maxo<;<7 X; ?
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 21 février 2008 8h30-11h30

Fonction d’importance et normalisation

Pour calculer E(f(X)) ot X désigne une variable aléatoire de densité p sur R et f : R —
R une fonction telle que Var(f(X)) < oo, on se donne (Y;);>; une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées suivant une densité ¢ sur R¢.

1. Montrer que P(¢(Y7) = 0) = 0. En déduire que P(3i > 1 t.q. ¢(Y;) = 0) = 0.
2. On suppose que dz p.p. ¢(z) = 0 = fp(z) = 0 et on utilise la convention %(z) = 0si
q(z) =0.
(a) Que vaut [ |f|p(x)1iym)=oydx ? En déduire que la variable aléatoire %(Yl) est intégrable
d’espérance égale a E(f(X)).

(b) Montrer que 2 2
J(22) atwrte = ( [ 1stptores)

avec le minorant atteint pour ¢, (x) = T ||Jf||§ ((;)) et

(c) En déduire un choix de ¢ qui permet de minimiser la variance de 1’estimateur

1~ fp
DNIE

pour tout 7. Que représente v, = ( [ |f|p(x)dx)2 - E2(f(X))?
(d) Pour une densité g quelconque, expliquer comment construire un intervalle de confiance
asymptotique pour I’estimation de E(f(X)) par Z,, a partir de I’échantillon (Y7, ...,Y,,)?
On note R,, I’estimateur :
Z?:l %(Yi)lq(Yibo
2im1 (i) lgvys0
3. Lorsque P(¢(X) > 0) > 0, calculer la limite de R,, lorque n tends vers +o00. En déduire que si
p-p- ¢(z) = 0 = p(x) = 0, alors R,, converge vers E(f(X)).

4. Montrer que si P(f(X) = E[f(X)]) > 0, les variances de R, et de Z, sont nulles pour le

choix ¢(x) = 11¥(?();?Lf]§[c}z¥ )(S)'

5. On suppose désormais que P(f(X) = E[f(X)]) = 0 et que dx p.p. ¢(x) = 0 = p(z) = 0. On
utilise la convention 2 (z) = 0si g(z) = 0.

R, =

Quelle sont alors les valeurs de R, et Z,, ?

(a) On pose f(z) = f(x) — E[f(X)]. Montrer que si v(q) = [ ( 2q(a;)da; < +o0, alors
Vn(R, —E(f(X))) converge en loi vers N1 (0, v(q)).

Indication : on pourra remarquer que v/n(R,—E(f(X))) = m X 7= % (Y;)

= 3

et appliquer le théoréme de Slutsky : si (Z,,),, (resp. (W,,),,) désigne une suite de variables
aléatoires a valeurs dans R% (resp. R%) qui converge en loi vers une constante z € R
(resp. vers une variable aléatoire WW a valeurs dans R%), alors (Zp, Wp)n converge en loi
vers (z, W).
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(b) Expliquer comment construire un intervalle de confiance asymptotique pour I’estimation
de E(f(X)) par R,, a partir de I’échantillon (Y3,...,Y},)?

2 . . . = — _|flp()
(¢) Montrer que v(q) > ([ | flp(z)dz)” ol le minorant est atteint pour g(z) = Ti7ints)d

(a) Pour y € R, on note y© = max(y,0) et y~ = max(—y, 0). Montrer que

v*:4/f+( d:zc/f z)dr etv(q _4(/f+ dm)z.

(b) Vérifier que si f est de signe constant alors v, < v(q).
(¢) On se place dans le cas particulier ot f(z) = z et p(z) = (1—a)e"L<qp +are 1,20y
avec A > 0, a €]0, 1] tels que § > 1 — a. Vérifier que

22(1—a) 2

v >0(q) & (1 —a)e” > %e

En étudiant la monotonie de la fonction g(z) = ze~2**, conclure que ’on peut trouver
(a, A) tel que v, > v(q).
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Simulation d’équations différentielles stochastiques

Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé a la fin du probleme dans les questions
8a et 8c.

1. Soit (X,Y") un couple qui suit la loi gaussienne N5 (( 8 ) : ( CCL Z >> On suppose a > 0

etonpose Z =Y — <
(a) Quelleestlaloide (X,Z2)?
(b) Vérifier que E(X?) = 3a?, E(X?Y?) = ab + 2¢%, E(X3Y) = 3acet E(XY?) = 3bc.
(c) Montrer que pour [, € N, E(X'Y™) = 0 dés lors que [ + m est impair.

Dans toute la suite, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois que néces-
saire avec des dérivées bornées et ¢ désigne une fonction réguliere de R" dans R.

Soit7T >0,y € R", 0 : R* = R™%etbh: R" — R” deux fonctions régulieres. Sur un espace de
probabilité (€2, F,P), on se donne également (W;),co.7] un mouvement brownien a valeurs R%. On
s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochastique

XO =Y,
(23)
dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt

On note L I’opérateur différentiel du second ordre défini par

n

Lo(z) = 5 Z a;(z)0s. wz )+ Z bi(x ) ol ay(x Z oij()oi(z

il=1
Pour j € {1,...,d}, on note également 0;(x) = (04;(x))1<i<n € R™la j-éme colonne de la matrice
oet 8Uj(m) = (amiO'lj(tT))lgl,iSn e R™",

2. Ecrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. A quelle condition peut-on 1’implémenter ?

3. Pour f : R" — R une fonction réguliere, on introduit la solution u, supposée réguliere, de
I’Equation aux Dérivées Partielles

w(T,z) = f(x), r € R”

On note également (X}, )o<x<n le vecteur obtenu sur la grille temporelle ¢, = %T par discréti-
sation de I’EDS (23) par un schéma approprié tel que Xy = .

(a) Vérifier que

P

E(f(Xr)) —E(f(X7)) = ) & ou & = E (u(tpr, Xiy,,) — ulty, Xz,)) -

B
Il

(b) Vérifier que %(t, x) = L*u(t,z) ot L*u = L(Lu). En déduire que
2

_ T _
w(tps1, Xyy,) + NLU(tkH, X)) + SN2

1
L (tk’Jrl?th) - u(tk7th) + O <N3)
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(c) Conclure que si pour tout k € {0,..., N — 1},

_ _ _ T _
E(u(tk-i-l? th+1)|th) :u<tk+17 th) + NLu(tk-Hv th)
2

T 1
+ s Lultin, X)) + O ( N3> (25)

alors &, = O (%) et I’ordre faible du schéma est 1/N?.

L’ objectif du probleme est de démontrer que (25) est vérifiée pour deux schémas proposés récemment
par Ninomiya et Victoir et par Kusuoka, Ninomiya et Ninomiya.

4. Pour j € {1,...,d}, on note V; I’opérateur différentiel du premier ordre défini par V,p(x) =
0;(2).Vo(x) =>"  0ij(2)0s(x). Pour V et W deux opérateurs différentiels, VW désigne
I’opérateur différentiel (en général différent de WV') défini par VW (z) = V(W) (z). Pour
m € N*, V'™ désigne I’opérateur V' ... V.,

—
, ™ fois
Enfin, on pose Vp = L — 5>, V.
(a) Exprimer L? a’aide des V;, i € {0, ..., d}.
(b) Montrer que pour j € {1,...,d},

Z Uz] Ulj :vm + Z (Z azto-lﬁ U’LJ )) a$l¢(x)

i,l=1

et en déduire que Vop(z) = o9(2).V(x) ol og(z) = b(z) — 3 Z?Zl dojo;(z).
5. Pour n : R™ — R" une fonction réguliere on note V' 1’opérateur différentiel du premier ordre
défini par Vip(z) = n(x).Ve(x) et ('Y (x))er I'unique solution de I’Equation Différentielle
ordinaire

St = nlyld), y(0) ==

(a) Calculer M et en déduire que Vt € R, p(e'V (x)) = p(z) + fot V(e (z))ds.
(b) En déduire que pour tout [ € N,

@(etv(w))zztmvm // /vl+1 (e (z))dspyy . . . dsy

m=0

Indication : écrire [’égalité de la question précédente en remplacant p par V"™ ou m >
1.
Justifier la notation e’ (x) et vérifier que p(e!V () = 320, _y Te2@ 1 O([¢[H1).

m=0
(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé a une fonction réguliere
de R" dans R". Montrer que pour s,t € R,

ple ey = Y TTVEWRAD o)y .

m1!m2!

mq,mg>0
m1+ma<l

Indication : écrire le développement a 'ordre | de (e (y)) en une valeur bien choisie

dey € R".
6. Soitt > 0, Gy, ..., G, des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour j € {1,...,d},
Z; = V1G;.
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(@) Pourm = (myg, ..., mgr1) € N¥2 onnote ||m| = 2(mo +mg1) + Z;.lzl m;. Expliquer
comment obtenir 1’égalité

E [gp(eév‘)ezlvl ... eZVaga%o (x))]

[l ]|

B N VR G (A C)

2motmad+1 mo!ma!. .. mglmgiq!

E[GT" x ... x G + O(t%).

m:[|m||<5

(b) Remarquer que s’il existe j € {1, ..., d} tel que m; estimpair, alors E[G]" x...x G| =
0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d + 2)-uplets m tels que
|lm|| € {0,2,4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0, ...,0), les seuls termes non nuls
de cette somme correspondent aux cas suivants ou on ne précise que les m; non nuls :

(1) mo+mag =1,

(2) m; = 2 pour un indice i € {1,...,d},

(3) m; =4 pour un indice i € {1,...,d},

(4) m; = m; = 2 pour un couple d’indices i < j € {1,...,d},
(5) m; = 2 pourunindicei € {1,...,d} etmgo+ mg1 =1,
6) mog+mg = 2.

(c) Conclure que

E [gp(e%VOeZM . .eZdVde%VO(:c))} = p(z) + tLp(z)

2 d
%GZW*% > VAR + {%ZV2+Z\/2%}+%> (z) + O(t%).
=1

1<i<j<d i=1

(d) En déduire que

B[ ol 0em A ) 4 Dol A PVt o)

= p(x) + tLo(x) + nggo(x) + O(t).

7. Le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy);<x<n de variables uni-
formes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W', ..., W?). Pour passer de X, a X, , |,
il consiste a

(i) Intégrer sur la durée ;5 'EDO Ly(t) = oo(y(t)),

(ii) SiUpy < = 1ntegrer successivement pour j cr01ssant de 12 d ’'EDO Ly(t) = o;(y(t))

sur la duree aléatoire W/

fopr Wtk. Si Ugy1 > 5 2, effectuer la méme opération mais pour j
décroissant de d a 1.

(iii) Reprendre 1I’étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

Be(Xu) = ¢ + Lo + 55z 2%(0) + 0 (175 ).

propriété qui se généralise facilement en (25).
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8. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu’il faut intégrer (d + 2) EDOs a chaque
pas de temps, ce qui peut s’avérer tres coliteux. Ninomiya et Ninomiya ont proposé un schéma
qui préserve 1’ordre de convergence faible en 1/N? mais dans lequel il suffit d’intégrer deux

EDOs a chaque pas de temps.
(a) Soit (G4, G2 j)1<j<a des couples i.i.d. suivant la loi N (( 8 ) , ( CCL Z )) A Iaide

de la question 1, montrer que E(H;i:1 Glﬂ ngLj) = 0 dés que la somme des deux coor-
données de I’un des couples (I;,m;) € N? est impaire.
(b) Soient «, 5 € R. Expliquer comment obtenir 1’égalité

E (so(etﬁVOJr\/gzjr:l Gz,jVjetocV(rF\/EZ?:l G1,;Vj (x)))
(E(Gf,j) E(Gij)>
2

d
= p(z) + tVop(z)(a + B) + > Vie(x) +E(G1,;Ga,5) +

- 2
Jj=1
2 2
0% 0(0) (5 +as+ 2
d 2 2
E(G2)) E(G1,G2;)  E(G3))
2 1,5 1,525 2,j
+t;i{%%%w@)Q¥ 1) 4 oy p)2G19G2a) | pPE
E(G})) | E(Gi;G2;) +E(G3))  E(G3))
2 1,5 22,9 2,j 2,J
+ VoV () <a G to 5 +8 5
E(GT ) E(GY ;) + E(G1;G2,;) E(G3 ;)
2 Lj 1 G2, 2,j
+VjVo<P($)<04 5 + 5 + 6
E(G{.) E(G3 . Gy;) E(G?.G:2.) EG.,;G3,) E(G:)
4 1,5 1,52 1,52, J 72,5 2,5
Vel ( T 6 ' 4 T 6 T m: }
d 2 2 2 2 2
E(G?.,G? ) E(G?,G1,Ga2,;) E(G?.,G3))
2 2772 1,:1,5 1,2 5] 5J 1,025
+t El{VlV]go(m)( 91 + 5 + 1
%5

E(G1:G2:G3;) E(G3,G3))
6 24

E(G% 'G%,j) E(G7,G1,;Ga,5) + E(G1,G1,;G2,iG25)

?

24 6 4

+mwww¢m(

E(G1:G2,G3 E(G2.,G2
( 1, 62, 2,g)+ ( 22,21 2])>}+O(t3)

(c) Soitu > 1/2ete € {—1,1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1+u—e4/2(2u — 1) et

2(2u—1) a ¢ . . . 4
C=—-u+ter—75—7), b est bien une matrice de covariance. En posant également
c
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2(2u—1)

o =& 3

et 3 =1 — «, vérifier que

(a4 b+2c=1=a®+4ac + 2ab + 4c* + 4bc + V?
aa+ b+ 3(a+p)e=0

aa + b+ 3a(c+b) =3/2

aa+ pb+3B(c+a) =3/2

a® + 4ac + 6ab + 4bc + b* = 3

La? + 4ac+ 6¢* + 4bc + b* =0

En déduire que pour ce choix
2
B (ip(e/#V+ VIS Vot VITE Gl (0) ) = () +1Lp(w) + 5 L) + O(F).

(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya ?
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 15 février 2007 8h30-11h30

Partie 1
Exercice 1 On considere X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.
1. Pour f une fonction bornée, on note I = E(f(X)) et I! et I? les estimateurs :

Ih= o (FO0) + F(X) 4 f(Kan) + F(Xon)

B2 = o (PG + (=X 4 F(Xa) + F(-X,)).

ol (X, n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées selon la loi de X.
Identifier la limite en loi des variables aléatoires y/n(I! — I'). Méme question pour la famille de
variables aléatoires \/n(I1? — I).

On calculera la variance des lois limites.

2. Comment peut on estimer la variance de lois limites précédentes a 1’aide de I’échantillon
(X,,1 <7 <2n)pourI!et(X,,1<i<n)pourl??
Comment évaluer I’erreur dans une méthode de Monte-Carlo utilisant 7! ou 12 ?

3. Montrer que si f est une fonction croissante Cov (f(X), f(—X)) < 0. Quel est dans ce cas,
I’estimateur qui vous parait préférable I! ou I2 ? Méme question si f est décroissante.

Exercice 2 Soit GG une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

1. On pose L™ = exp (—mG - %2>, montrer que E(L™f(G + m)) = E(f(G)) pour toute
fonction f bornée.

Soit X™ une autre variable aléatoire, intégrable telle que E(X™ f(G + m)) = E(f(G)) pour
toute fonction f bornée. Montrer que E (X |G) = L™.

Dans une méthode de simulation quelle représentation de E(f(G)) vaut il mieux utiliser
E(X™f(G+m))ou E(L™f(G+m))?

2. Montrer que la variance de L™ f(G + m) se met sous la forme

B ("9 £(6)) - B(F(G),

et que la valeur de m qui minimise cette variance est solution d’un équation que I’on explicitera.
Que vaut ce m optimum lorsque f(z) = = ? Commentaire.

3. Soit p; et py deux nombres positifs de somme 1 et m; et ms 2 réels, on pose :

2
my

Ug) = pre™9™2 4 pae™9 %
On pose pour f mesurable bornée u(f) = E(I(G) f(G)). Montrer que
u(h) = [ fwple)ds,
R

p étant une densité que 1’on précisera.

4. Proposer une technique de simulation selon la loi de densité p.
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5. On suppose que G est une variable aléatoire suivant la loi précédente. Montrer que :
E(I"{(G)f(G)) = B(f(Q)),
Var(I”H(G) f(G)) = E (I"1(G) f4(G)) — E(f(G))*.

6. On s’intéresse au cas p; = ps = 1/2, my = —my = met f(x) = z. Montrer que :

o m2/2G2
e
I'HGG) =E| ———F|.
Var(”(&)6) <cosh(mG)>
On note v(m) cette variance comme fonction de m. Vérifier que v'(0)

— 0etv”(0) < 0.
Comment choisir m pour réduire la variance lors d’un calcul de E(G) ?

Exercice 3 Soit X une variable aléatoire réelle et Y une variable de controle réelle. On supposera
que E(X?) < +ooetque E(Y?) < 400, E(Y) =0pouri=1,...,n
1. Soit A un vecteur de R", calculer Var(X — \Y') et la valeur A* qui minimise cette variance. As
t’on intérét a supposer X et Y indépendantes ?

2. On suppose que ((X,,Y,),n > 0) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées
selon la loi du couple (X, Y'). On définit \* par

= Z?:l XiYi — % Z?:l X, Z?:l Y
! D X = (T X
Montrer que A tends presque surement vers \* lorsque n tend vers +o00.

3. Montrez que /1 (A, — \,) Yy, 00 Y, = (Y; + -+ 4+ Y,)/n tend vers 0 presque sirement.

4. En utilisant le théoreme de Slutsky (voir question suivante) montrer que :

1
n

tends vers un loi gaussienne de variance Var(X — A\*Y').

Comment interpreter le résultat pour une méthode de Monte-Carlo utilisant A.X comme variable
de controle ?

5. Montrez le théoreme de Slutsky, c’est a dire que si X,, converge en loi vers X et Y,, converge
en loi vers une constante a alors le couple (X,,,Y,) converge en loi vers (X, a) (on pourra
considérer la fonction caractéristique du couple (X,,,Y},).

Partie 2 : Méthode de Monte-Carlo exacte pour les options asiatiques
Les questions 4. et 5. peuvent étre traitées indépendamment.

Sur un espace de probabilité (§2, F,IP), on se donne (W;)co,r) un mouvement brownien réel
standard. On se place dans le modele de Black-Scholes avec taux d’ interet r sous la probabilité risque-

neutre ol le cours a I'instant ¢ de I’ actif risqué est S, = Spe?Vt+ ’"_*)t
Ce probléme est consacré a une technique récemment proposée par Jourdain et Sbai® pour calculer le

T t

de I’option asiatique de payoff ¢ sans recourir a un schéma de discrétisation en temps.

9. voir Preprint CERMICS 2007-
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1. Onposey =7 — % et X, = 5 fot e~ Wu=rudy pour t > 0.
(a) Vérifier que X7 = %fOT Soe?Wr=Wr—i)+at gy
(b) Que peut-on dire du processus (Wr — Wr_y)icjo.11 ?
(c) En déduire que P = E(e T p(X7)).
(d) Donner lim;_,o+ X; et calculer d.X,.
(e) En déduire que le processus Y; = In(X;/Sp) est solution de 'EDS

=Y

1
dY; = odW, + ~dt + ert, Yy = 0. (26)

(f) Pour Y une autre solution de cette équation, vérifier que a(y; — fft)Q < 0 et en déduire
I’unicité trajectorielle pour (26).

2. Pourt > 0 soit Z; = %fot sdWy + 2t.
(a) Pour u,t > 0, calculer E(Z;) et Cov (Z,, Z;).

(b) Pour 0 <ty <ty <...<t, <T,que peut-on dire du vecteur (Z;,, ..., Z;, ) ? Comment
peut-on le simuler ?

(c) Vérifier que 1 fot sdWy =W, — 1 fot W,ds et en déduire lim,_,g+ Z;.
(d) Montrer que Z; est solution de ’EDS

Z
dZ, = odW, + ~dt — Ttdt, Zo = 0.

Pourquoi est-ce 1’'unique solution de cette équation ?

3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que 1’on est amené a considérer sont bien
définies.

(a) Pour un processus (H, t)te[O,T] adapté a la filtration de WV et suffisamment intégrable, donner
% tel que sous la probabilité Q, (B, = W, — fot Hds)<r est un mouvement Brownien.

(b) Préciser H; pour que Z; soit solution de I’EDS

e 4t —1
dZy = odBy; + vydt + Tdt, Zy = 0.
(c) On pose
l—z42 —¢* A [z o2 9A\ 0A o2 A
A _ 2 — |2 2_,,_goayoa o v~a
(t2) ot et {t,2) {t * (t 2 82) 9z 2 822] (t:2)

En admettant que d’apres la loi du logarithme itéré, pour tout € > 0, Z; = o(t%‘s) en 0T,
donner lim, o+ A(t, Z;).

(d) Calculer dA(t, Z;) et en déduire que
P=E <¢(ZT)ef0T ﬂtzﬁ)dt) ot (z) = e "Tip(Spe?)e ),

4. Afin d’obtenir une espérance calculable par la méthode de Monte Carlo, on se donne indépen-
damment du Brownien (W,).cpo,r) et donc de (Z;).c[o,7] une variable aléatoire entiere NV telle
que pour tout n € N, P(N = n) = p(n) > 0 ainsi qu’une suite (7;);>; de variables aléatoires
i.i.d. suivant une densité ¢ strictement positive sur [0, 7] (et nulle en dehors) indépendante de
N.

43



= f(ri, 7
(a) Calculer E (p(;)n!nf(;(;)n) (Zt)t<T> puis E ( N,Hf
i=1 ¢

convention le produit vaut 1 lorsque N = 0.

Zt)t<T> ol par

N
i) ZT'
(b) Avec la question 3d, en déduire que P = E 1/)(ZT)p(N1)N,Hf(T( ) )> .
i q\7i
1

C’est cette espérance que 1’on approche par la méthode de Monte Carlo en remarquant
que si ( a une expression analytique, alors il en va de méme pour v et f et en utilisant la
question 2b.

5. Pour avoir une intuition sur le choix de p et ¢, on va s’intéresser a la minimisation de la variance

deé,, = mnggzi lorsque g est une fonction positive bornée sur [0, 7.
i—1 7

(12 . .o,
(a) Vérifier que E( f)’q) = Z o(n) pour une suite (@g.n)nen de nombres positifs ne dépendant

neN
pas de p a préciser.

(b) Déduire de I’inégalité de Cauchy-Schwarz que E( > (Zaq n) et vérifier que ce

neN
minorant est atteint en choisissant pour (p(n))en 1a suite (@, )nen renormalisée.

(c) Pour ce choix de p, comment faut-il ensuite choisir ¢ pour minimiser la variance de &, , ?
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 2 mars 2006 8h30-11h30

Partie I : Calcul par une méthode de Monte-Carlo du prix d’un CDS

On considere une suite de temps déterministes 0 < 77 < Th < --- < T}, etun taux d’intérét > 0. On
note par 7 un temps (de défaut) aléatoire et I’on cherche a évaluer par une méthode de Monte-Carlo
le prix d’un CDS donné par :

P =E(H(r))

n—1

H(T) = RzeirTil{T > Tz} —67”1{7_ < Tn}

=1

Intensité déterministe On suppose que (A, s > 0) est une fonction continue non aléatoire de s,
telle que, pour tout s > 0, A; > 0. On suppose que 7 suit la loi

— [* Aeds
1{t > O}e Jo Aedt.

1. Reconnaitre la loi de 7 lorsque A\; ne dépend pas de s. Comment peut on, alors, simuler un
variable aléatoire suivant la loi de 7 7 Montrer que I’on peut calculer P a I’aide d’une formule
simple.

2. Soit £ une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 1. On note A la fonction de R™*
dans R™ définie par :

t
At) = / Ayds,
0

et A~1 son inverse. Montrer que A~*(€) suit la méme loi que 7 et, en déduire une méthode de
simulation selon la loi de 7.

3. En supposant A et A~! calculable explicitement, proposer une méthode de Monte-Carlo per-
mettant de calculer P. Expliquer comment I’on peut estimer, alors, I’erreur commise.

4. On suppose que A(T,,) < K. Montrer que :

P= (Rie_m) P> K)+E(H(T)[ < K)P (< K).

Expliquer comment simuler efficacement une variable aléatoire selon la loi de £ conditionnel-
lement a I’événement {¢ < K}.
En déduire une méthode de réduction de variance pour le calcul de P.

Intensité aléatoire On suppose dans ce paragraphe on suppose que ); est un processus aléatoire
donné par \; = exp(X;) ou (Xy, ¢ > 0) est solution de :

dXt = —C (Xt — Oé) dt + O'th,XO =T.

avec ¢, o, a des réels donnés et (W, ¢ > 0) un mouvement brownien.
On pose 7 = A71(€), ¢ étant un variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre 1 indépen-
dante de V.
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1. Calculer E()\;). Proposer une variable de contrdle pour le calcul de P. Comment peut on vérifier
numériquement que cette variable de contrdle réduit effectivement la variance ?

2. Calculer : .
—rT; —rT
E<RZ€ 1{T>TZ~}_6 1{T<Tn} )\t,tZ()).
=1

En déduire un méthode de simulation évitant de simuler la variable aléatoire £ dont on montrera
qu’elle réduit la variance.

Une méthode de fonction d’importance

1. Soit § > 0, on pose &g = £//3. Montrer que, pour toute fonction f mesurable positive et pour
tout 5 > 0Oona:

E(f(&) =E(f(£s)95(&s)) -

g étant une fonction que 1’on explicitera en fonction de f.

2. En déduire que pour tout 5 > 0 :

P =E (gs(¢/B)H(A(£/8)))

avec H(t) = RZ?:l efrTil{t > Tz} — 67”1{25 < Tn}'
3. Onpose X5 = gs(£/B)H(A1(¢/B)), montrer que pour tout 3 > 0 :

Var(X3) = E (gs() H*(A7'(€))) — P*.

4. Montrer que Var(Xg) < +oosi f < 2etque:

—+o00

Var(X;) = %E ( H2(A—1(t))dt) — P2

0

5. Montrer que 8 — Var(Xg) est une fonction strictement convexe sur I’intervalle |0, 2] et que

Blg& Var(Xj) = +o0.

En admettant que lim;_, o, A~ (¢) = +o00 presque siirement, montrer que limg_,»- Var(Xg) =
+00.

6. Quel S est il souhaitable de choisir dans une méthode de Monte-Carlo ? Proposer un méthode
permettant d’approcher cette valeur.

Partie II : Simulation d’équations différentielles stochastiques

Dans cette partie, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois que
nécessaire avec des dérivées bornées.

Soit 7" > 0,y € R, b : R — R une fonction réguliere et sur un espace de probabilité (2, F, P),
(Wt)te[O,T] un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochas-

tique
X pu—
0 Y, (27)
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Pour (¢, z) € Ry x R, on introduit z(t, z) la solution a I’instant ¢ de I’Equation Différentielle Ordi-
naire issue de z a I’instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de I’EDS :

{x(o, 2 =2 08)

%x(t, z) = b(x(t, 2)).

On se donne N € N* et pour 0 < k£ < N, on pose t; = kT/N. On s’intéresse a un schéma de
discrétisation proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans I’exemple simple qui nous intéresse,
pour passer du temps t;, au temps ;. , ce schéma consiste a intégrer ' PEDO (28) sur I'intervalle

[tr, (2'“;;\}”] puis a ajouter 1’accroissement brownien et enfin a intégrer ’EDO (28) sur I’intervalle de
¢ k)T )
emps [, tig]
XO =Y, (29)
Vk€{0,....N =1}, Xy, = 2(3y, Zy) 00 Zy 1 = a5y, X)) + Wey, — W

L’ objectif de ce sujet est de vérifier que 1’ordre faible de ce schéma est en %

sera au cas d’un coefficient de dérive lin€aire avant de traiter le cas général.
Les 2 questions peuvent étre traitées de facon indépendante.

Pour cela, on s’intéres-

1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Vy € R, b(y) = cy ot c € R*.

(a) Quelle est la solution z(¢, z) de ’EDO (28) ? Préciser le schéma (29) dans ce cas particu-
lier. Vérifier que

k
Vk € {0,...,N}, X, = ye™ + e3v Zec(trtl)(th - Wy ).
=1
62cT_1 [

En déduire que Var(Xr7) = X —X

2¢ sinh( %) ’

(b) Quelle est la loi de X7 ? En déduire que X; a méme loi que X7 + /75 G ol G est
une gaussienne centrée réduite indépendante de (W;).cjo,r] et yx une constante que 1’on
précisera.

(c) Enremarquant que si f : R — R est une fonction C?, alors

1

Vz,z € R, f(:c+z):f(:c)+zf’(x)—|—z2/ (1—a)f"(x+ az)da,
0

en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,

B((X) — B (X)) < 2Pz T

Conclure que I’ordre faible du schéma est en 1/N2.
(d) On note th la valeur obtenue en ¢, par le schéma d’Euler avec pas de temps % Calculer
E(X7) et Var(Xr).

(e) On suppose ¢ > 0. Vérifier que X a méme loi que Xr +7n 4+~ G pour des constantes
Ny ety a préciser. Retrouver que 1’ordre faible du schéma d’Euler est en 1/N. Comment
peut-on améliorer la convergence de ce schéma ?

10. Si la solution de ’EDO (28) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir a un schéma de discrétisation pour
cette étape. Il faut choisir ce schéma avec soin pour préserver I’ordre faible du schéma qui en découle pour ’'EDS (27).
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Pour f : R — R une fonction réguliere, on introduit la solution u, supposée

2. Cas général :
régulicre, de I’Equation aux Dérivées Partielles

{%(t,x) + LU(t,fE) = 07 (tal‘) € [O’T] xR , (30)

u(T,2) = f(x), 7€ R
ol L est le générateur infinitésimal de 'EDS (27) : Lg(z) = 34" (z) + b(2)d ().
(a) Vérifier que

B(f(Xr) — B(f(Xr) = 3 & ob & = B (u(tir, Xuy,,) —

u(tka th)) :

). En admettant provisoirement que

- - - N
E(u(tk-i-la th+1)|th)) :u(tk-‘rl? th) + Lu<tk+17 th)ﬁ

1 _ L T? 1
+ §L(Lu)(tk+1,th)N2 +0O ( ) ) (31)

(b) Vérifier que 8t2( x) = L(Lu)(t,x

en déduire que & = O (%) et conclure que I’ordre faible du schéma est 1/N2.
(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R — R réguliere

BO(Y, ) = o(0) + Lot + LW 5 + 0 (1 ) @

propriété qui se généralise facilement en (31).

glz(t, 2)) = g(2) + (bg')( t+// (bg') (x(r, 2))drds

et en déduire que pour ¢ au voisinage de 0,

(b))t + Wb () 5 + O (#)

1. Vérifier que

gla(t, z)) = g(2) +
etx(t,z) =z + b(2)t + bb’(z)g +0 ().

ii. En déduire que
2

9(Xt,) =g <y + b(y)% +bb'(y )t8 + W, +0O (]\1[3»

2

+ (bg") (y—l— b(y)%l + bV’ (y )t8 + W, +0 (Ni» 5

+o(bg') [y +bly) 2 + 0 (y )t2+W to(L)) iio(L
77\ 2 g T TE N ) )R N3
NL))>> est égal a

b (1) + <bg'>'<y>b<y>% . §<bg'>"<y>t1 +0(5s)
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iv. Vérifier que E (g (y +b(y)% + bb’(y)% + W, + O (%))) est égal A un terme en
O () pres a la fonction

t t? 1 1 t2 3t?
" (b2L L b2— t b+ L)
9+9X(2+ 8) 29 ( g h )+69 (3 ) 249

prise au point y (¢'*) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).

v. En remarquant que

L

1 1 1 1 1
L(Lg) = Jb(t'g’ +bg") + 5b(bg') + Jb(bg") + S (bg")" + Sbg'™ + 79

4

conclure que (32) est vérifiée.

Dans le cas de 'EDS générale posée en dimension n avec (W', ... W) un mouvement brownien

standard de dimension d : .

dX; = oj(X)dWi + b(Xy)dt
j=1
oubetleso; = (O’lj, cee anj)*, 1 < 5 < d sont des fonctions régulieres de R dans R", le schéma de
Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy)1<r<n de variables uniformes sur [0, 1] indé-
pendantes et indépendantes de (W1, ... W4). Pour passer de ’instant ¢, a I’instant ¢, 1, il consiste
a

d 90
1. intégrer sur la durée 5=~ ’'EDO — i [b -5 Z aUgUg] ) ou Joj = (aall>l<”<n

2. Si U1 < 1, intégrer successivement pour j croissant de 1 2 d 'EDO Lz(t) = o;(x(t)) sur la

durée aleat01re Wt]k )
dedal.

3. Reprendre la premiere étape.

— W} . SiUpy > % effectuer la méme opération mais pour j décroissant
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