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Préliminaires

1. Ecrire une fonction Scilab qui calcule la moyenne empirique Moyenne, la
variance empirique Variance empirique d’un tableau de nombre.
Vérifiez qu’elles coincident avec les fonctions prédéfinies de Scilab : mean,
variance.
Correction

2. Ecrire une fonction permettant de simuler un vecteur consitué de variables aléa-
toires gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Tracer I’histogramme du vecteur obtenu et verifier qu’il correspond bien a la
loi gaussienne centrée réduite.

Cette fonction existe dans Scilab (x=rand (1, n, ”gauss”)).

Correction

3. On cherche a calculer par simulation E(e”“) ou (i est une gaussienne centrée
réduite. On rappelle que E(eY) = exp(5%/2).
Calculer par simulation E(eBG) pour 5 = 2,4,6,8,10.... Précisez a chaque
fois une intervalle de confiance. Pour quelles valeurs de [ peut on utiliser cette
méthode de monte-carlo ?

Correction

Le modele de Black et Scholes

On considere le modele de Black et Scholes :

2
St:SOexp<<T—%>t+aVVt>.

On supposera dans la suite que Sy = 100, o = 0.3 (volatilité annuelle) et r = 0.05
(taux d’intérét exponentiel annuel).



. Tracer I’histogramme de la loi de S7, pour I" = 1, 0 = 0.3 (volatilité annuelle)
et 7 = 0.05 (taux d’intérét exponentiel annuel).

Correction

. On cherche a calculer le prix d’un call de strike X' = 100. Calculer ce
prix par une méthode de monte-carlo avec un nombre de tirages égaux a
N =1000,1000,10000. On précisera I’intervalle de confiance.

Correction

. On va chercher a utiliser la variable aléatoire Sr comme une variable de
contrdle. Vérifiez que E(S7) = Spe™T (pourquoi ?).

Ecrire un programme qui utilise S7 comme variable de contrdle. Comparer la
précision de cette méthode avec la précédente suivant les valeur relative de K
et S().

Se convaincre que 1’on a ainsi ramené le calcul du call a un calcul de put.

Correction

. On se place dans la cas d’un call de strike K grand devant Sy. Montrer par

simulation que la précision relative du calcul décroit au fur et a mesure que
K /Sy décroit. On prendra Sy = 100 et X' = 100, 150, 200, 250. Que se passe
t’il pour K = 400?

Correction

. Montrer que :
E(f(Wr) = E (eWTﬁTT FWr+ )\T)) .

On se place dans le cas du call avec Sy = 100 et K = 150. Proposer une valeur
de A permettant de réduire la variance de la simulation.

Correction

Modele de Panier et variables de controle

On s’intéresse a un modele de panier constitué a 1I’aide de d actifs. On suppose que
chacun de ces d actifs de prix S} suit un modele de Black et Scholes multidimensionnel.
Pour cela on considére d mouvement brownien indépendants (1W/, ¢ > (), une matrice
d x d, ¥ = (0i;)1<ij<a €t I'on suppose que que le prix de I'actif ¢ a I'instant ¢, S} est
donné par :

dsi
St

= rdt + [ZdW,],, Sj = ;.



qui peut se résoudre en :

0.2

A r——it+criWi
SZ:W( 5) 3

ou 022 = Z;l:l aizj et Wti = J% Zgzl O’ithj.
On prendra dans les applications numériques z; = 100 et d = 10.
Par ailleurs, on souhaite choisir la matrice > de fagon a :
(a) pouvoir donner une valeur arbitraire aux (o;, 1 < i < d)
(b) avoir E (Wtthj ) = pijt
pij étant une matrice constante donnée telle que p; = 1 (pourquoi ?).

1.

Montrer que si un modele vérifiant (b) existe la matrice p est forcément symé-
trique et positive. Sous cette hypothése, montrer I’existence d’une matrice X
permettant de réaliser (a) et (b).

. On prendra dans la suite p;; = 0.5 pour tout 7 et j différent et o; = 0.3 (par

année), pour tout ¢. Vérifier (a ’aide de ScilLab) que p est bien une matrice

définie positive (mais que ce n’est pas le cas si d = 10 et p;; = —0,95).
Correction
. Proposer une méthode de simulation du vecteur (Wi,...,W#) puis de
(Sk, ..., S4).
Correction

On s’intéresse maintenant au calcul du prix d’un call sur un indice de prix [;
donné par
1 d
I =aS} + -+ a5y

On prendra dans les applications numériques a; = - -+ = a4 = 1/d. Calculer
par simulation la valeur du call de payoff a I’instant 7'

(IT—K)+7

et estimer I’erreur commise pour différentes valeurs de K (K = 0.8/, K = I,
K =1.21y, K = 1.51, par exemple).
Reprendre les simulations pour un put sur indice de payoff (K — Sr)..

Correction

. Montrez que E(I7) = Iyexp(rT) et utilisez I comme variable de contrdle.

Quand cette méthode est elle efficace ?

Correction



6. En supposant que 7 et o tendent vers 0 se convaincre qu’il est 1égitime d’ap-
proximer log(/; /1) par :

Sl
Zp = =2 1og(S}/S) + -+
0

ang
Iy

log(S'/5)-
Montrer que Zp est une gaussienne de moyenne

Ti ailfé (r — 01-2/2)

i=1

et de variance
d d

1
T 2.2 Jipisj
0 i=1;=1
ol Jz = CL@S%O}.
On rappelle que (exercice) :

E ((eZ - K)+) = BO+3VAE) N (g 4\ [Var(Z)) — KN(d)

E(Z)—log(K)
VVarz) -’

En déduire une expression explicite de E ((eZT - K )+) et une technique de

oud =

variable de contrdle pour le calcul du prix du call. Evaluez par simulation le
gain de la méthode pour différentes valeurs de K.

Correction



