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La théorie du potentiel n'est ici qu'un lieu decentre. Il n'est pas
besoin d'en étre familier pour apprécier les propqsi suivent.
Volontairement je n‘en donne pas d'apercu, il sufé savoir qu'elle
prend ses sources historiques dans les théorida deavitation, de la
chaleur et de [I'électrostatique et qu'elle constitaujourd’hui une
jonction importante entre lI'analyse et les probaéd.

Car il me semble, mais le lecteur en sera le viae}, que les
observations et remarques des mathématiciens axiprsnent ici
apportent un éclairage sur la création mathématidpien au dela des
particularités de ce champ conceptuel.

Ces dialogues sont tres personnalisés, avec debématiciens
avec lesquels j'ai eu l'occasion de travailler gairlent sans détour et
franchement comme des artistes dans leur atelieur Bertains d'entre
eux j'ai choisi d'évoquer les circonstances quinhfait les connaitre
afin de situer au mieux les propos.

Je crois en effet, qu'il y a une vie relationnaltense en ma-
thématiques dont les témoighages sont intéresgaatseux-meémes,
gu'une certaine conception, apodictique, des madhiéoes a trop
occulté jusqu'a présent. Le plus important dans demmmunications
entre mathématiciens, et vis a vis des jeunes wyrtwest-il pas
d'échanger des motivations, de faire partager ddmieations pour
certaines idées ou démarches ? Les mathématicerisdes hommes et
des femmes passionnés, ils ont tout intérét, a ane) a se montrer a
I'extérieur tels qu'ils sont : tres vivants, plutfte de se limiter a une
surabondante production de publications de moinmeins lues ...

Nicolas Bouleau
Paris, juin 1997






Lagrange déplorait qu'il n'y eut qu'un systeme duncie
a découvrir. Nous serions presque tenté de croivet@ tour
gu'on ne trouvera plus une mine aussi féconde 'gnsemble
des théories physiques liées a la considératiopatantiel
newtonien si nous ne savions que, dans les scieteda
nature, nos représentations et nos concepts évchwen les
progrés de I'observation et de I'expérience cefajuigue des
regrets comme celui de Lagrange ne sont pas pstifi

Emile Picard






Laurent Schwartz

La théorie des distributions est une généralisatienla notion de
fonction qui rend rigoureux des objets limites r@mcés par les
physiciens : diplles électriques, répartitions dearges en double
couche, etc. Les fonctions en tant que distrimsticont toujours
dérivables, les distributions permettent des dal@isés mais elles ne
constituent pas un espace norme, elles nécesdigtntle des "evtlc"
espaces vectoriels topologiques localement convexeguoiqu'elles
fassent aussi I'objet d'exposés pédagogiques phugles — qui est le
cadre choisi pour exposer la dualité des espaceworiels par le groupe
Bourbaki auquel Laurent Schwartz a participé. Ltaéorie des
distributions, malgré sa difficulté, faisait partiatégrante du cours de
Laurent Schwartz a I'Ecole Polytechnique ainsi dad'enseignement de
méthodes mathématiques de la physique a l'uniger€le cours était
colossal. La théorie de la mesure et de l'intégmaty était abordée par
les mesures de Radon avec les lemmes de partiéidurité, afin de
mieux se placer dans l'optique des distributiohgeprésentait environ
1800 pages dactylographiées véritable mine d'iddete méthodes mais
impossible a retenir in extenso. Finalement c'éthit force des
raisonnements dans les espaces de Banach qui imnpiogressivement
les éléves-ingénieurs et leur donnait confiance rpaborder les
applications.

Laurent Schwartz est aussi connu du public pour esgagement
contre la guerre d'Algérie et contre la guerre aietMNam. Son activité
pour les mathématiciens en difficulté dans les m&g totalitaires de
gauche ou de droite fut sans répit et dure encétes tard il prit
position de facon nuancée mais ferme pour la délecpres les exces
des 68-ards, sélection qu'il considere non comme élimination mais

1 qui permettent de représenter la constante 1 casomene localement finie de
fonctions régulieres a support compact.



comme des recommandations éventuellement contragma
d’orientation pour le choix des filiéres.

Cet engagement lui donnait évidemment dans unee éuditaire
aussi traditionnelle que Polytechnique une auratdéoparticuliére. |l
entrait dans l'amphi, le veston déséquilibré parpleids de la boite
émettrice du micro qu'il redressait d'un geste aatique et périodique,
I'effet comique ne durait pas, des qu'il commengaitparler, si
simplement, le silence se faisait. Le rythme die¢an était soutenu, le
tableau se partageait en cases rectangulaires, |eexpliquait les
démonstrations — en clignant des yeux a causa geussiere de craie
— comme s'il s'agissait d'un jeu facile "Si vowess&tans une ile déserte,
souvenez-vous que pour démontrer le théoreme dbdfiRiesz il suffit
d'utiliser que si la série des normes convergesalal

Plusieurs années plus tard, ayant obtenu enfinaevgir faire une
thése dans le cadre du décret Suquet, je fus @affaat centre de
mathématiques de I'Ecole Polytechnique que Laustfiwartz avait
fondé et qu'il dirigeait.. Il avait tourné ses rerbhes personnelles vers
les probabilités ce qui me donna l'occasion d'unBaboration qui se
poursuivit aprés la these et conduisit a un trawal commun sur les
fonctions convexes et les semi-martingales. A mpdeice moment il fut
convenu que nous nous tutoyions, facilité que Scdhwa trés
naturellement.

Il conviendrait aussi de parler de ses 19000 pap#l et des cing
espéeces qui portent son nom, mais ceci nous meétenailoire...

2 A propos de la fagon de Laurent Schwartz de pratites mathématiques, on peut
consulter

L. Schwartz Historical roots and basic notions in the theoryddtributions,
Panepistemio Patron (1982)e certains processus mentaux dans la découverte en
mathématiquesrevue des sciences morales et politiques (18M)yenir d'un
mathématicienconférence au Palais de la découverte (19%)rent Schwartz,
entretien Ecole Polytechnique (1995); voir également le dhaple ses mémoires
(Odile Jacob 1997) que Laurent Schwartz consataehgorie des distributions.



N. B. Une distribution, c'est maintenant un élément daldie
I'espace des fonctions indéfiniment dérivablesppett compact, ce n'est
plus une répartition de charges électriques ...

L. S. On n'a plus besoin de les penser comme catenaint. Je
manie les distributions mais je ne sais pas trés bomment je me les
représente, lorsque j'essaye de voir une distdbuflimagine une
fonction un peu grisatre.

— Si l'on établit un paralléle entre création matiedique et
création architecturale, parallele qui peut étreyssée assez loin, on est
frappé par une différence criante : alors que leshitectes expliquent
largement leur processus de création et publieat Esquisses et leurs
démarches, il n'y a rien de tel chez les mathémeatscqui ne fournissent
gue des ceuvres paracheveées.

C'est une habitude, on pourrait ne pas faire coganées ébauches
d'un peintre sont considérées comme passionnardeldes d'un
mathématicien par habitude sociale imposée ondoane pas les étapes.
Ceci dit, lorsque je fais un amphi, je montre temgocomment on arrive
la. Les étapes de ma recherche je les connaiajggar ou je suis passé
et ou j'ai souffert pour obtenir tel ou tel réatlC'est simplement que les
éditeurs n'en veulent pas et que Bourbaki a imposétyle tellement
concis qu'on ne peut plus expliquer ce qu'on ifajta beaucoup d'autres
styles qui sont plus explicatifs et meilleurs.

Nous sommes des comédiens, on aime séduire. Leipwime la
pédagogie que j'ai toujours appliquée, c'est détegmplusieurs fois les
choses de maniere difféerente de facon a trouves tes moyens de
séduire les gens qui sont en face de moi et dé sgrits ont compris. Je
n'ai jamais dénaturé au point que je les trompehéeche a les intéresser
exactement comme le comédien devant son publidegsbutient. Un
comédien ou un tragédien qui ne joue devant peesamn n'est pas
commode.

— En recherche faut-il attribuer de la valeur agqué est simple ?

Je cherche en zigzags et j'arrive finalement ptas gu point départ
gue je n'avais pensé. Alors j'éprouve le besoitral@ver le plus court
chemin conduisant a ce résultat et d'oublier lapex par lesquelles je
suis passé. Néanmoins le plus court chemin estdidsictif. J'essaye



aussi de trouver le plus court chemin intuitif, sn@iest tout un travail. Si
on prend le théoreme de Hahn-Banach par exempl, tcés net: si tu
dis a quelgu'un qui est bon mathématicien est-ectoute forme linéaire
continue sur un sous-espace de Banach se prolongeecforme linéaire
continue, a priori il ne trouve pas, si tu lui dist-ce que toute forme
linéaire continue sur un sous-espace de Banachradenge a l'espace
entier avec la méme norme, alors probablemenbilvi, si tu lui dis
maintenant est-ce que toute forme linéaire susaus-espace majorée
par une semi-norme positive définie sur tout l'espse prolonge en une
forme linéaire avec la méme majoration, il montemadimension et tout
marchera tout seul. Le coup de génie de Hahn eadbaa donc été de ne
pas se poser le probleme simple mais un problemariai plus
compliqué.

— On sait en logique qu'un énoncé simple peut ne/qio étre
démontré que par une trés longue chaine déductive.

J'essaye de trouver la plus courte, si je ne pasxjp ne peux pas.
Si je suis obligé de faire une série de lemmedsdjae je ne peux eviter,
eh bien tant pis je le publie comme ca. Pour ces®ma je ne publie un
théoreme que pas mal de temps aprés l'avoir treijeésuis slr que je ne
peux pas raccourcir. C'est la raison pour laquédlelivre sur les
distributions a presqu'une forme finale.

— Ne penses-tu pas qu'il serait intéressant de puldussi des
choses qui sont dans un état d'inachévement, desllbns ...

Pas des brouillons mais des choses inachevéegulonsn'a résolu
gu'une partie du probleme. Je pense qu'll faudeaftire. Il y a des
conjectures qui sont intéressantes et qui sontvénedi J'ai fait pas mal de
conjectures dans ma vie que j'ai assez souveniggsblLa question de la
division des distributions en est une. Par exengtbéorie des fonctions
moyennes périodigues qui est un de mes premiarauxaen 1937 ou je
démontre un théoréme tres profond mais en dimerisiehla question se
pose immeédiatement pour les dimensions supériedi@scompletement
séché. Je l'ai posée a Malgrange qui a trouvé arie pnais pour le reste
a séché. Toute une génération de gens a cherphésar de la dimension
1 a la dimension 2, et conjecturé que c'était Miaiallait utiliser les
fonctions de plusieurs variables complexes que m@&me je ne maniais
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pas bien. Gurevitch a donné un contre exempleaildix ans, c'était 30
ans apres la parution de mon article, tous les énadiciens décourages
avaient cessé de s'y intéresser.

— Si tu avais a parler de ton plaisir en mathémagisjuu le
gualifierais comment ?

Le plaisir est tres multiple, par exemple j'aimehst. Pas vingt ans,
mais j'aime sécher. Parce que quand on cherche omeh peut-étre pas
assez de tension et d'activité. Quand on commersg&eler comme par
exemple sur la convergence daqj£2) de la série des décompositions
en chaos d'une variable aléatoire deslr I'espace de Wiener dont on a
parlé récemment, alors a ce moment la mon organgariend, je mets
toute mon énergie. Je travaille toute la journées sa'interrompre, et je
me tends tellement que toujours je trouve queldquese, parce que je
suis un mathématicien tout de méme.

Et cette question de savoir si les seules fonctipn®pérent sur les
semi-martingales sont les fonctions convexes quis awions travaillée ?
On n'a pas trouvé, mais je garde ca derriéredastéin jour j'ai du temps.

La conjecture qui reste est de savoir si une fonationt la déerivée
seconde est une matrice hermitienne de mesureg Ggrles semi-
martingales. On ne sait pas.

J'ai plaisir a sécher parce que l'organisme sedeme maniére telle
gu'on en ressent presqu'une jouissance physiqueefinqu'on avance.
On sent qu'on ne trouve pas ce qu'on veut mais @vance. Je me dis ce
soir j'en saurai plus que ce matin. Cette quediiamance c'est un peu
comme quelqu'un qui monte une montagne si tu vdix'éprouve pas le
désir de faire l'aiguille verte par une face pluae par une autre, je ne
cherche pas spécialement la tension. Mais si j& gyeelque chose, alors
'y mets de la tension, ce moment la est une janiss.

J'ai dit parfois que si j'étais enfermé sur umedéserte comme
Robinson Crusoe sans espoir d'en sortir, je craes jty ferais de la
recherche en mathématiques et méme de I'enseignémen
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Gustave Choquet

“L'intérieur du complémentaire est-il le compléna@rg de
I'adhérence ? "Une réunion dénombrable de ferméss satérieur est-
elle encore sans intérieur ?" C'était a I'Institdenri Poincaré vers la
fin des années 60, le "séminaire d'initiation anéiiyse" de Gustave
Choquet suivait en continuité le cours de troisieryele. Il consistait
véritablement en une joute cordiale avec les éetudiaur des themes
d'approfondissement. Rien a voir avec ces séant®gabés qu'on
appelle aujourdhui séminaires. L'attitude des néatlticiens reconnus
vis a vis des deébutants est cruciale, le témoignqge japporte ici
rejoint celui de beaucoup de mathématiciens.

Les étudiants étaient nombreux et, a la différedes normaliens
qui prenaient leur engagement vers la recherches e sérieux, je
venais en amateur comme d'autres éleves des Edadgenieurs sans
savoir si l'activité mathématique était pour nouseuéventualité
raisonnable. Nous n'osions pas apres la séance appsocher parmi
ceux qui avaient une question a poser.

Pourtant j'avais une idée a soumettre. Mais il milufpres d'un an
pour me résoudre a la rédiger et a l'adresser jgarit a Laurent
Schwartz et a Gustave Choquet. De fagon trés eageante Schwartz
me répondit le jour méme que c'était "assez ferttruver encore
guelque chose en topologie générale”. La réponsehieuet me parvint
guelgques semaines plus tard. Elle était longue éniliée. Le sujet,
ancien, remontait a la célébre erreur que Cauchgitafaite en croyant
gu'une suite convergente de fonctions continuevergeait vers une
fonction continue, erreur qu'il avait corrigée gltard en introduisant la
notion de convergence uniforme. Ce dont je m'épisrcu c'est qu'il
existait un mode de convergence intermédiaire elatreonvergence en
chague point et la convergence localement unifoeheui était une
condition nécessaire et suffisante pour que latémifGt continue. La
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lettre de Choquet me proposait un vocabulaire nauyevoquait des
connexions a travailler avec les théoremes d'Asebld'Arzela, posait
des guestions quant a la stabilité pour cette togi@ d'autres propriétés
des fonctions telle que mesurabilité, classes deeBatc. Je sais
aujourd’hui que l'enjeu de cette découverte était fait purement
académique. Mais j'avais partagé un intérét aveaxdmathématiciens.
Une forte motivation était née en moi. Grace a ghe pu faire
I'apprentissage nécessaire pour retrouver Choquiggipurs années plus
tard en théorie du potentiel, domaine qu'il préséntlans ses "Lectures
on Analysis®* comme un lieu d'application privilégié de son
enseignement.

La, le langage géométrique de Gustave Choquet &alangue
officielle. Les espaces fonctionnels les plus aitstietaient dessinés sur
le tableau comme s'il s'agissait de géeométrie éiane et d'ailleurs
Choquet épurait tant les problémes, qu'en effetséd ramenaient a des
raisonnements que la figure rendait fidélement.

L'ceuvre de Choquet est considérable. Il est sudonhu pour deux
ensembles de travaux, lI'un concernant les frorgiéles simplexes, les
cbnes faiblement complets et la représentation mesures comme
barycentres de mesures portées par les points reau®, splendide
théoreme avec lequel on peut obtenir immeédiateplasieurs theoremes
fondamentaux d'analyse fonctionnelle, l'autre iélat la théorie des
capacités, notion d'électrostatique utilisée parridot Wiener pour
I'étude des irrégularités en théorie du potentmglil a généralisée en
une véritable théorie de la mesure non linéaireseh théoréme de
capacitabilité des ensembles analytiques a trounetapplication directe
en probabilités pour démontrer la mesurabilité desps d'entrée. Mais
au dela de ces deux grandes investigations, sesniwénbreux travaux
montrent une ouverture et une disponibilité d'dspmpressionnante
pour transformer des questions apparemment anequedien problemes
plus généraux et parvenir a les résoudre par descipes et des
concepts applicables ailleurs

3 Benjamin 1968
4 A propos de la facon de Gustave Choquet de peatigs mathématiques, on pourra
consulter :
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N.B. Une des caractéristigues de votre style de mathérmatest
gue vous étes un introducteur de concepts. QUEESItE, a VoS yeux,
légitime l'introduction d'un concept nouveau, jenge par exemple a la
notion de "chapeau” ou a celle d' "espace de Barsdpte"”, est-ce son
efficacité dans le raisonnement, est-ce le résuse mropriétés qu'il
représente?

Je suis un intuitif et un géométre, je vois lessgsoen grandes
masses. Une part du travail de recherche se pasfg;dn souterraine,
subconsciente, peut-étre inconsciente. Pour madétdenchement se fait
par la rencontre de certains problemes.

La notion de chapeau ? Je cherchais des exemplesOes
faiblement complets qui n‘aient pas d'élémentséexdux. Or les cones
faiblement complets méme non metrisables peuveritesiir comme
limites projectives de familles bien ordonnées dees plus simples; on
prend un cone puis un autre qui est au dessus wWamspace produit,
etc., on obtient un cbéne limite et on recommencemehe en proche.
J'éliminais ainsi progressivement des élément®mdux. Plus tard jai
trouvé des coOnes classiques faiblement completss s&éléments
extrémauy, il suffisait de prendreé avec sa topologie faible mais, a cette
époque, je ne le savais pas et je ne connaissasneocones sans
éléments extrémaux que les exemples obtenus parlimges et
éliminations successives. J'étais alors avec mantea Fontainebleau
dans une auberge ou nous passions nos vacancestetld matinée
j'avais éetudié sur un petit poste de radio l'inficee sur la réception de sa
position par rapport aux tuyaux de chauffage cérjgalonne ces détails
pour souligner que mon occupation n'avait rien ar \Bavec mes
recherches mathématiques antérieures.

G. ChoquetPeut-on renouveler ses champs d'intérét, essagplenses concretegtti
Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 38, 241-255, (199@)naissance de la théorie des
capacités: réflexions sur une expérience persoanék vie des sciences, C. R. A. S.
série générale t.3 n4 (198&prmation des chercheurs en mathématigQbantiers de
pédagogie de I'APM, 72-83 (1973 continu, le discret ... et tout le restenférence
a Cérisy la Salle(1990).
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Nous partons en promenade; je mets le pied siatie pnarche qui,
de notre chambre, donnait acces au sable de la Eif&comme Poincaré
gui, en un éclair avait compris les relations efdarections fuchsiennes et
géométries non-euclidiennes en mettant le pied ataboes sur le
marchepied d'un omnibus, je compris brusquement catite petite
marche, que dans un cbne, s'il y a des écaillepaces, telles que les
copeaux qu'une lame bien aiguisée détache d'umeH®goointue, il y
aura des éléments extrémaux.

Le rapport entre ces entailles et ma technique rianté
d'élimination d'éléments extrémaux reste encore poni un mystéere,
mis a part le fait que dans cette technique apgsag@nt, dans un arriere-
plan brumeux, des tranches compactes fugitivestale aujourd’hui que
cette idée vague avait mis en branle l'activitérabm subconscient, bien
gue mon objectif initial ait été de fabriquer de&nes sans éléments
extrémaux, alors que ma bréve illumination allaé faire cadeau allait
me faire cadeau d'une classe de cdnes ayant eukgeslenombreux
éléments extrémaux.

- Branche pointue, lame aiguisée, petits copeaotys d'un coté
et plats de l'autre.

- Céne convexe, hyperplan, convexes compacts deléamntaire
convexe.

En quelques pas dans le sable m'était apparudobg@apour moi
percutante, de ces situations. Puis en quelquestesinla théorie de ces
copeaux (baptisés plus tatdapeauxen souvenir des chapeaux chinois)
était en place; et revenu dans ma chambre il neesta plus qu'a vérifier
la cohérence mathématique de cette vision.

Mais finalement pourquoi m'étre attaché a ce candeghapeau et
en avoir développé les conséquences ?

Tout simplement parce que ce concept résolvait twbleme
intéressant, au déepart assez caché, celui de fodesi conditions pour
gue dans un cone faiblement complet, il y ait désiénts extrémaux,; et
puis, la théorie me semblait si jolie que cela salt une justification
suffisante. Le concept de chapeau réussissaitambég simplicité et
puissance dans les applications.
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Voici un autre exemple, la théorie des jeux topimjogs. J'avais
toujours éte attiré, des I'Ecole Normale, par lBsaees de Baire, d'abord
dans les travaux de Baire, puis dans Bourbaki. Dandernier, la
définition purement formelle d'un espace de Baaisshit le lecteur sans
aucun moyen d'en fabriquer de nouvelles classat, ldaorecherche me
stimulait. En analysant ce qui se passait dansefgmces métriques
complets, j'avais bien vu la structure qu'il falkégager, ce qui m'avait
conduit a définir les espaces tamisables; puisogesl années plus tard
— je ne me souviens plus pourquoi — je m'apercuis yavait la une
sorte de jeu a deux personnes puisque dans laitibéfimles espaces
tamisables, il y a comme une compétition entre dewérations
successives, indéfiniment répétées. C'était vagums dhon esprit, mais
brusquement je pris conscience que c'était effectant un jeu a deux
joueurs a et b, ce jeu me conduisit a la notiespiice a-favorable, puis
d'espace a-fortement favorable.

— FEtait-ce avant l'apparition de la théorie descrigi des
ensembles et les travaux de Moschovakis et de hawstg la hiérarchie
projective?

Oui, cela n'existait pas. Il ne s'agissait d'atkepas pour moi de
détermination des boréliens mais de questions egpmles. C'est ensuite
une question de Dixmier qui m'a fait voir que cepaees a-favorables
étaient fort intéressants pour I'étude des espdiopgrateurs, ainsi que
pour les convexes compacts et leurs points extrémau

Dans les deux exemples que je viens d'étudier d@sgaement, on
devine en filigrane mon golt assez marqué pourgéoenétrisation des
situations mathématiques. Je pense que ce golitraggine — outre la
structure initiale de mon cerveau — I'empreinte quan instituteur M.
Flamand a laissée sur I'enfant que j'étais. |l rraumseillait toujours pour
résoudre des problémes élémentaires a deux incerpygar exemple au
sujet de canards et de poulets a vendre au marchén-pas d'appliquer
une recette (ce que nous appelons aujourd’huigamitdme), mais de les
interpréter par des segments portés par une oudteites paralleles; ce
schéma n'avait évidemment plus rien de commun gerdes et canards.
Il m'avait donné le godt de la géomeétrisation demsons.
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Aussi lorsqu'au lycée on nous donnait des problézonasernant les
trindbmes, dépendant ou non d'un parametre, je cowerge avant tout
calcul algébrique par tracer le graphe des trindbmesquestion; je
considérais le calcul algébrique obligatoire emswibmme au mieux une
vérification, ou tout simplement comme un pensum.

Ce godt pour la géométrie visuelle m'a suivi tante vie; pour moi
la géométrisation des problemes et des relationsuee méthode
purificatrice et simplificatrice; j'ai fait tout mmo possible pour en
transmettre le golt a mes étudiants. J'ai écriisdarticles nécessitant
des calculs; s'il le faut je les fais, mais lestreebout a bout me donne
beaucoup de mal me fait littéralement souffrir.

Je me souviens en particulier de deux d'entre é&ixpremier
consistait a montrer que pour um @uclidiert de capacité newtonienne
nulle, il y avait toujours une mesure de Radontpassur le @ dont le
potentiel est infini sur ce & et fini partout ailleurs (propriété d'ailleurs
sans grandes conséquences) ; une réflexion rapalaimpersuadé que
c'était vrai et je l'avait annoncé sans preuve.n€dut que lorsqu'un
collegue japonais émis des doutes que je me crigeatbe rédiger une
preuve, et ce travail me fut pénible!

Le second, inspiré par I'observation des cagesadedgy grillagees,
et nettement plus intéressant, me colta égalenmemicbup de travalil
alors qu'une réflexion rapide, mais soutenue pafaie qu'une cage
grillagée est aussi efficace qu'une cage aux pal@Emes, m'avait
convaincu du résultat.

— La logique nous apprend que nonobstant le caraai@abuctif et
discret des mathématiques formalisées on ne pa&ienuire les obtenir
avec une machine. Autrement dit, en termes techsidges théorémes
forment un ensemble récursivement énumérable noarsié Ce qui
signifie que soit le programme informatique fourths théoremes dans
un ordre qui lui est propre, soit, si on imposadi@, on ne sait si la
machine trouvera le théoreme en un temps fini au Ne pensez-vous
pas qu'il y a la une réhabilitation de la dimensimonceptuelle du travail
des mathématiciens?

5 intersection dénombrable d'ouverts
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Je n'ai pas travaillé en logique proprement ditésraa contact de
Church, en 1938, jai approché ces questions. mioent, dans une
conférence a Cérisy la Salle en 1990 sur le corginle discontinu j'ai
parlé de tout cela en remarquant par exemple aquegreut pas construire
une suite au hasard.

Autre exemple, qu'est ce qu'un nombre réel ? besbnes que 'on
peut construire, e, etc. ne sont qu'en infinité dénombrable. Alors le
autres qui constituent la quasi-totalité des nosigree sont-ils ? Quel est
leur réle ? A quoi servent-ils? Je leur attribuer@le de sociabilité, ils
servent a rendre plus commode certains énonaésla Eompacité par
exemple.

— Restons en logique et supposons que les logicianailtent si
bien qu'on arrive & de nombreux axiomes non corhjegtiles uns avec
les autres et conduisant a des mathématiques eliffés mais
apparemment intéressantes. Alors que fait-on? Hagé&rder I'axiome
du choix et le théoréme de Hahn-Banach quoique Babkn ait montré
gue son contraire marchait aussi bien? L'unité deshématiques est-
elle a préserver?

C'est aux mathématiciens a dire ce gu'ils veul®attoute facon les
mathématiques vont dans certaines directions pareecela a plu a tels
mathématiciens d'y aller. C'est lie a [lalternatidécouverte ou
construction. Est-ce qu'on découvre quelque chosguton l'invente ? A
mon avis la question est mal posée et ceux qunegrt dans un sens ou
dans l'autre n'ont pas bien compris de quoi ilits'&j vous partez d'un
certain systéme d'axiomes, alors de facon fornigll@ tout un réseau de
conséquences qui en résulte logiqguement. Et caugdeexiste, il est l1a
et on peut dire de toute éternité pourrait-on dBeon parvenait a le
connaitre en entier ce serait véritablement unewérte. Mais on ne
peut le découvrir en entier, alors que fait le rdathticien? Il dispose
d'une sorte de lanterne, celle de son intuitiodeeses godts liés a son
passé: a chaque instant il va éclairant le chatawant lui, créant des
notions et progressant ainsi de proche en proams ce réseau. Le
travail du mathématicien est donc une inventionsdam schéma global
inconnaissable puisque sa découverte est imposaiblhomme. Le
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théoreme que I'on cherche existe de toute étemaés pour le formuler
puis le découvrir il faut inventer un chemin.

— Vous donnez la une explication syntaxique. N'yl @#&s aussi le
fait que le mathématicien utilise le sens pour ailker, donc ses
inventions vont se concrétiser par des étapes qui sles concepts
intermédiaires sur lesquels on aura mis une sodepdint d'orgue qui
signifiera que c'est un concept important et le @@ décerner cette
gualité a cet assemblages de signes est une ioventi

En effet, on est parfois encouragé a aller dansdineetion par un
énoncé qui plait par sa beauté ou par son effecatiparce qu'en cours
de route on trouve une notion qui simplifie beaycda choses, telle que
la notion de groupe par exemple. Parfois cela seefaune journée, ou
en un an, parfois il faut plusieurs générations &ines; les groupes de
Lie par exemple ont eu une lente élaboration.

Il en va de méme lors du choix des axiomes, papantexemple
d'une axiomatique de la théorie des ensembles,ipasnaxiomes qu'on
peut rajouter quels sont ceux qu'on va déclar@ressants? C'est un
choix purement humain. Il n'y a que 'nomme quitpdwe: moi ca
m'intéresse. Au contraire la machine construirag @honcés qui ne nous
intéressent pas.

— Comment décrire votre plaisir a faire des mathémags?

Une chose est certaine, toute ma vie je n'ai faie gles
mathématiques qui me plaisaient et je plains lesrattfeurs motivés
uniqguement par I'espoir de promotions et de réecosg®e Je me souviens
en particulier de mes débuts dans la recherchg Bi'étais intéressé
alors a des sujets a la mode jaurais acquis wmee griande réputation
mais cela ne me venait pas a l'esprit. Je pasgarfois un mois, deux
mois sur des problemes qui, je le savais, ne cesadt a rien de
fondamental, par exemple sur le probléme de |& tdsghé:

C'est la un exemple typique du genre de chose'guiites a mes
débuts. Vous avez une tasse de thé et vous supposdie est alimentée
par un mince tuyau de sorte que son niveau varresnstant durant
toute l'expérience. Vous avez par ailleurs unediisqque vous plongez
verticalement dans la tasse et dont vous mangegzatde mouillée.
Profitant du fait que cette partie a été mangées\mauvez tourner la
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biscotte et la plonger davantage. De deux chosee lbu bien vous

arrivez a manger toute la biscotte ou bien cellgr@nd une forme

d'équilibre (convexe) telle que vous ne puissies [a plonger dans le
thé. Vous n'imaginez pas le temps que j'ai pu passenter de savoir s'il
y avait d'autres formes d'équilibre que le cerdieiquement par plaisir,

un plaisir a I'état pur bien qu'un peu frustrardilldurs car c'est un

probleme tres difficile et je ne I'ai pas résolou$ les problémes que je
résolvais durant ces années étaient des problésses idu monde

guotidien. Par exemple je m'étais posé tout seprddleme du jeu de

Nim et en me demandant comment jouer au miewaigadécouvert la

tactique de la numération binaire, tactique bienntie maintenant, et
qui l'était peut-étre déja d'ailleurs mais je nemsouciais pas.

Voici un autre exemple de mes premiéres recher@lest lui aussi
un probléme issu de l'observation du monde: on aeutain nombre de
villes, en France par exemple, il s'agit de com&run réseau de routes
de longueur totale minimale permettant d'aller €'wille quelconque a
une autre, autrement dit connexe. J'ai trouvé gorighme permettant de
construire un tel réseau minimal. Et je I'ai andans une note, une de
mes premieres notes aux CRAS. Et puis un jour uwptgmhnicien qui
s'intéressait aux hypergraphes m'apprit que mooritigne venait d'étre
redécouvert et était connu maintenant sous un aotre Cet algorithme
recherché par jeu pouvait donc finalement avasrajgplications.

Mais ce fut un peu plus tard, lors de la rédactienma thése en
1945, que je pris nettement conscience qu'une relohdaite par jeu,
pouvait déboucher sur la création d'un outil detgeorgénerale. Je
résolvais dans cette thése trois problemes pasésagbesgue, Fréchet et
plus implicitement par Baire; mais ce n'est qu'éinade sa rédaction en
cherchant pour la terminer un principe commun aémahstrations de
ces trois solutions, je réussis a dégager un th@g€néral que j'appelai
théoreme du contingent-paratingent parce que dansgdométrie
differentielle des fermés euclidiens, il affirmdliidentité générique du
contigent et du paratingent étudiés par Bouligandis la généralité du
cadre dans lequel je I'énoncais permettait, entriges corollaires,
d'obtenir fort simplement les trois théoremes e@mjoy avait énonce
comme clés de ses diverses totalisations.
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Désormais, bien que l'aiguillon essentiel de mehearhes restat
toujours le plaisir aigu d'éclaircir des enigmesyésoudre des problemes
difficiles posés par moi-méme ou par d'autreslyilagoute comme venu
d'une seconde nature, un souci du choix du cadrdest méthodes
permettant de faire du résultat obtenu un outpaieée générale.
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Paul Malliavin

Un souvenir marquant que j'ai de Paul Malliavin est exposé a
I'Ecole Normale au début des années 80. Il comniercattirer les
probabilistes par des considérations assez noweltat je ne percevais
d'ailleurs que vaguement les enjeux a cette épaljy@llais pour mieux
situer les choses. Mais au bout de quelques inst@ntjue je comprenais
clairement n'était plus que quelques ilots dans mee énigmatique et le
tableau noir sur lequel mes yeux cherchaient déségpent des secours
d'urgence s'était transformé en un pictogramme ¢hidé&able proche de
Kandinsky ou de Jackson Pollock. Pourtant les yaiXorateur et son
ton presque confidentiel transmettaient une tetigensité, qu'on ne
pouvait s'y tromper, il y avait la des choses intgotes...

C'était I'époque ou, de retour du Japon, Paul Malin commencait
a divulguer en France ses idées sur certaines fagdae mélanger le
calcul des variations et le calcul stochastiques'#lgissait d'une méthode
d'investigation, un programme de recherche bienagégdéja mais
prometteur largement au dela.

Il convient que je donne une esquisse de cetteepaet I'ccuvre de
Paul Malliavin, ne serait-ce que pour faire entrava motivation qu'ont
vécue les chercheurs qui se sont lancés dansruatteelle jonction entre
analyse et probabilités.

Depuis qu'en 1933 Kolmogorov, s'appuyant sur les/aux de
Lebesgue et de Borel, avait fait accepter le cadaghématique du calcul
des probabilités qui permettait d'établir les grandésultats des
Bernoulli, des de Moivre, des Laplace, etc., 'atle plus loin, les
probabilistes travaillaient avec le "triplet prob#giste" noté usuellement
(2, A, P) formé d'un espac@, d'une familleA de parties de cet espace
appelées événements et d'une probabilité P qubaé& un poids a ces
événements. Une variable aléatoire est alors unetion f(@) définie en
chaque pointw de 2 et sans autre vertu particuliere que d'étre
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mesurable pour qu'on puisse envisager les evénsmetelle définit. Ce
cadre abstrait, tres souple, permet a la fois deetlépper la théorie et
d'englober toutes les situations concretes depess jeux de hasard
jusqu'au traitement du signal. Une chose resterditie cependant, c'est
de dériver par rapport aw. C'est un non sens de considérer la
différentielle de f parce qu€ n'a pas de structure particuliére, c'est
seulement un ensemble muni d'une probabilité. ¢'i@é&trémement
féeconde de Malliavin consiste a remarquer qu'unctdtul différentiel
devient possible si on suppose simplement qu'es plu triplet
probabiliste on dispose suP? d'un opérateur du méme type que ceux
gu'on rencontre justement en théorie des probasilpour qualifier le
comportement instantané des processus de Markoeci s'applique
notamment au cas du triplet probabiliste de Wietiest a dire I'espace
du mouvement brownien. On peut alors dériver wargable aléatoire
définie sur les trajectoires browniennes. Par ragip@u calcul
différentiel usuel une difficulté apparait cependade méme que le plan
tangent d'une sphere est hors de la sphere, de m&mworte quel
accroissement au voisinage d'une trajectoire brawne n'est plus dans
I'espace® sur lequel seul est définie la probabilité P, ilfase limiter a
certains accroissements particuliers qui permettel® rester dans
£ mais qui sont loin de le remplir entierement. Démat n'est pas aussi
simple qu'a l'ordinaire mais I'outii marche, et lesonséquences
s'accumulent. On peut définir des variables al@atiindéfiniment
dérivables en ce sens nouveau et méme construird'espace du
mouvement brownien des théories des distributigns,ne sont plus
celles de Schwartz, mais de Watanabe ou de Hidd'autres encore.
Avec ces outils bon nombre de résultats ont éténoist sur des
problemes anciens et de nouvelles questions s@éepa.

— Vous avez commencé dans l'analyse harmonique ealibles
complexes puis vous étes allé vers les probabilités

6processus aléatoires ayant la propriété que @el@robabilité de I'évolution future ne
dépend de ce qui s'est déja passeé que par I'étxrr
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J'ai commencé dans l'analyse complexe, ma thesge pax Actg
était en théorie d'une variable complexe, l'anahe@nonique est venue
ensuite en connexion avec le théoreme de Palep&liec'était le
passage

La théorie d'une variable complexe a des lienstétavec la théorie
du potentiel. Le comportement a l'infini du loganite d'une fonction
holomorphe est essentiellement I'étude d'une fomctbus-harmonique
dont les masses sont données si on connait les. 2é&e théorémes de
Harnack jouent un réle important. Dans la théoelative au demi-plan
on représente cette fonction sous-harmonique par istégrale de
Poisson moins un potentiel avec une masse a i'isifilm fonction a une
croissance exponentielle. La positivité du potémnteeGreen améliore les
estimations. Au contraire pour les fonctions eeeron n'a pas de
potentiel positif puisqu'on est dans tout le plEiganmoins j'ai montré
gue si on restreint une fonction de type exponkatiene droite ou une
demi-droite, on peut retrouver des noyaux positifai publié ¢ca dans
I'lllinois journal et avec Beurling nous avons cog une théorie plus
elaborée qu'avec le logarithme, en particulier nawens résolu la
guestion de savoir si, lorsqu'on se donne une ifmmctroissantg sur la
droite, on peut trouver une fonction entiere destgmponentielp telle
gue pg soit bornée. C'est lié aux hyperdistributionsy l& interaction
entre fonctions entiéres et analyse harmoniques d&ndeux sens.

— Qu'est-ce qui vous a conduit aux fonctions de plusivariables
complexes ?

C'était toujours lié a des questions de théorigpatentiel. Pour les
fonctions harmoniques les théorémes de Lusin eletah donnent une
équivalence de normePlavec celle obtenue en prenant l'intégrale du
carré du gradient dans un cone issu d'un pointiéx@a Notez bien que
cette équivalence n'est pas conséquence directéntiprétation en
terme de martingales avec ce que Paul André Megppalé le "carré du

7 Acta Mathematica, revue suédoise tres renommée.
8 le théoréme de Paley et Wiener caractérise lasfoemées de Fourier des fonctions a
support compact comme une certaine classe de émsdtiolomorphes.
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champ®. Nous avons fait la méme chose avec ma femme fwur
bidisque, c'est plus délicat, le gradient est aptaocer par un gradient
itéré en chacune des deux variables. Nous avowailtéa7 ou 8 ans sur
cette question qui a ensuite intéressé I'écoleldeaGo autour de Robert
Fefferman, puis Stein et Gundy qui ont amplifié nésultats. Debiard a
écrit un mémoire dans le JPAen 1981 sur l'intégrale d'aire pour les
fonctions dans le demi-espace au dessus du graupeidenberg.

— Ce qui m'intéresse particulierement ici ce sont desnexions
entre diverses interprétations notamment aveciebabilités...

Justement. Je recherchais des estimées expliagias faire de la
théorie du potentiel, en plusieurs variables comgde alors il y a un
phénomene tout a fait nouveau : il y a beaucoupmé&iques pour
lesquelles les fonctions holomorphes sont des if@metharmoniques.
C'est lié au beau livre de Weil sur les variétdddw@ennes. Le laplacien
associé a une metrique kahlerienne s'écrit en ooogks holomorphes

2
LA s | N 5 -
1) 11 ol la matrice jp est hermitienne positive. Je souhaitais
calculer les fonctions de Green dans ces situations

L&, j'ai commencé a utiliser les probabilités. AnBeton en 1972,
travaillant sur ces questions, j'ai mis au poiniemme de comparaison
gui permet d'estimer la fonction de Green en f@agamt un encadrement,
trajectoire par trajectoire, du processus de siffn projeté de la
diffusion initiale et de deux processus associé es @pérateurs

9 Parmi les fonctions dont la valeur au bord d'umesuest fixée, la solution du
probleme de Dirichlet, c'est a dire la fonctionrhanique, est celle qui minimise
I'intégrale du carré du gradient. Si une fonctistle potentiel de charges électriques,
son gradient est le champ électrique, on voit gueadrré du champ" joue un réle
important en théorie classique du potentiel. Glast la thése de J.P. Roth qu'il est
montré semble-t-il pour la premiére fois que catiBon peut servir a caractériser les
opérateurs susceptibles d'engendrer une théopeteutiel. P.A. Meyer en a donné
une interprétation probabiliste qui est au coewsedetravaux sur les inégalités de
Littlewood-Paley et qui a donné lieu a de nombneotongements. Le "carré du
champ" appliqué a une fonction s'interpréte derfggobabiliste comme la densité du
"crochet" de la martingale associée a la fonctionoutil analytique se trouve ainsi
relié a un outil de calcul stochastique.

10 Journal of Functional Analysis.

11 André Weil,Introduction & I'étude des variétés kahlerienrieayis 1958.
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différentiels dont les termes du ler ordre sontifies. Cela a donné
beaucoup de choses, notamment que la fonction eenGfans un ouvert
strictement pseudo-convexale C" croit commed” a la frontiere oud
est la distance du point au bord pour la métrigilddcienne. Il n'y a pas
a ce jour d'autre démonstration connue que parome probabiliste.

— Vers quoi allait votre motivation durant cetteipde ?

La théorie du potentiel, c'était ma motivation. Lsbabilités se
montraient un outil intéressant.

— Qu'est-ce qui vous a fait vous engager dans cettaaxion entre
probabilités et analyse qu'est le calcul des vaoiad stochastiques que
vous avez si fortement marqué qu'on l'appelle counant "le calcul de
Malliavin" ?

C'est une longue histoire. J'ai été beaucoup infi@gar des amis.
J'étais au MIT en 1973, B. Kostant m'a signalétdigme de réalisation
de la série discrétequi touche aux représentations des groupes et aux
spineurs de Dirac et j'ai essayé de démontrer éoréme d'annulation de
la cohomologie B par des techniques d'analyse stochastique quirdvaie
été un succes pour la fonction de Green.

Dans ce but il y eut plusieurs travaux avec ma femsar
I'asymptotique de la diffusion horizontale sur gpace symétrique. Mais
c'est a propos des intégrales oscillantes qu'appesec force l'intérét
d'un calcul des variations stochastiques. Si vorengz une forme
différentielle qui n'est pas exacte et si vous maga l'intégrale d'une
diffusion en conditionnant pour avoir un lacet,pont brownien si vous
voulez, vous revenez avec une valeur différentest@e que j'ai appelé
I'hnolonomie stochastiqueCela concerne des formes différentielles a
valeurs matricielles parce que c'est lié au catbeg variations, mais
méme dans le cas scalaire il y a des estimées &siygues importantes
ce sont ces intégrales oscillantes. Ceci a ététmr Gaveau dans sa
these publiée aux Acta ou il calcule I'nolonomieckastique pour le
groupe d'Heisenberg, question difficile.

Le probleme de la réalisation de la série disarégeainsi conduit au
calcul des variations. Il s'agit de résoudre uriégirale multiplicative,

12 de la forme {z : j(z)<0} ou j est sous-harmoniqéguliere.
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dans un contexte ou on ne dispose pas de formutales seulement
une formule infinitésimale, obtenue en linéariséatvariation. Pour
I'holonomie stochastique, vous partez d'un vecteus le tournez, vous
obtenez une tache au retour dont vous prenez faspe c'est du calcul
de variations stochastiques.

J'étais familier avec le théoreme de régularitéidamander qui est
important en théorie de plusieurs variables congdest un résultat de
Debiard et Gaveau m'a influencé. lls ont montré 1&75 que les
fonctions finement harmoniques étaient différeéaben utilisant un
brownien complexe et ils ont appliqué cela aux fimms monogéenes de
Borel auxquelles je m'étais intéressé quand j'agBisans. Donc ceci
m'incita a utiliser les variations stochastiquesvele du théoreme de
Hormander en me placant sur I'espace de Wiener...

— et en utilisant le processus ou le semi-group@rristein-
Uhlenbeck...

oui, c'est vraiment le processus qui m'intéresgaitette époque,
j'étais radicalement probabiliste. Maintenant jiaipeu changé. Mais je
venais de rentrer dans le sujet, les néophytes soment les plus
fanatiques, je ne voulais entendre parler que aeessus. De mon
passage en analyse harmonique j'avais retenu ggei ¢aisait marcher
la théorie des espaces de Sobolev c'était l'invegiade la mesure de
Lebesgue par translation. Je me disais : on n®&yotusystéme invariant
par des translations dépendant d'un nombre firpatametres, on a un
systéme dynamique stochastique qui laisse stabieekure et c'est ca
I'analogue de linvariance de la mesure de Lebesgmeanalyse
harmonique classique.

Il y a d'autres approches du calcul des variatidiiennui du
processus d'Ornstein-Uhlenbeck c'est que c'estl,lauais a mon avis
c'est I'une des méthodes les plus puissantegsliglus générale que les
méthodes fondées sur les inégalités de Meyer onethode de Bismut
fondée sur le théoreme de Girsanov.

— Vous considérez qu'elle a la méme généralité apile des
formes de Dirichlet qui ne suppose pas les hypethgaussiennes ?

Oui, c'est la méme méthode. Cela dit, aujourdimoin avis est qu'il
faut aller au dela des formes de Dirichlet. Laidiffté avec les formes de
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Dirichlet est qu'il faut avoir une mesure. Il faatoir le gradient et la
mesure. Si on n'a pas la mesure on ne peut utilesésrmes de Dirichlet.
Alors mon projet actuel c'est d'avoir une maniérednstruire la mesure
a mains nues. Je fabrique un opérateur elliptiquenson espace de
dimension infinie et puis je prends la solutionné&étaire de I'équation
de la chaleur, je prends le mouvement brownienciéss je regarde a
I'instantt ¢ca donne une mesure dont il faut ensuite montrepdepriétés
c'est délicat mais on y arrive. On peut constrlarmesure plutét que de
se la donner a priori.

— Dans pas mal de questions il y a une mesure nagurel

Aujourd’hui, voyez-vous, aprés m'étre écarté duntpale vue
probabiliste, j'en suis venu a un point de vue —+ dwrera quelques
mois, ou quelgues années, je ne sais pas — oudssras doivent étre
construites comme des lois de diffusions données upa opérateur
elliptigue. Dans la forme de Dirichlet vous avezmytadient. Mais ici je
prends un point de vue ou il n'y a méme pas deigradas de mesure,
simplement un opérateur elliptique.

— Il va en sortir de toute fagon une mesure.

Bien entendu, mais si vous voulez avec les forneeBidchlet il y a
un élément infinitésimal, le gradient, et un élémegiobal, la mesure.
Tandis qu'actuellement je disnfinitésimal toute". Et le probléme de
base n'est pas de parler de la régularité despldsqu'on ne peut en
parler mais de construire des mesures.

— Qu'est-ce qui a intéressé spécialement I'écplerjaise ?

Ce qui a intéressé les Japonais c'est un papigtagd@t au JFA en
1974 dans lequel je résous le semi-groupe de leewhaur les formes
harmoniques en remontant sur le fibré des repa@ g quoi j'obtiens
un théoreme d'annulation. J'avais connu Bochneriricd?on quand il
venait de faire de grands théoremes d'annulatienpapier au JFA a
intéresseé Ito qui m'a invité a un symposium, ivaiapas de fonds mais
les Japonais ont fait la quéte, je I'ai su parulides on a pris a chaque
Japonais peut-étre un mois de son traitement pawe fmarcher le
symposium ! Ensuite, je suis retourné au Japord, 962 ou j'ai construit
I'analyse quasi-sire, les capacités, les minces,Gast vous qui avez
remis sur le tapis avec vos papiers et votre laxec Hirsch le point de
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vue processus symeétriques avec les formes de Riticui vous donnent
d'ailleurs les résultats de régularité sous leslitioms les plus faibles a
ce jour.

— Sous les hypotheses lipschitziennes du théordtoeMais vous,
maintenant, vous étes beaucoup plus orienté versdeséquences sur la
pensée géometrique...

Il m'est arrivé une chose assez heureuse, jai rewcaurs de
geéométrie a faire a Orsay en 1964 et j'en ai failiwre. L'enseignement
est trés enrichissant pour le travail de recheréhepndition tout de
méme d'avoir de bons étudiants. Ce fut une cheseptrsitive pour moi.
Cela m'avait confirmé l'importance de la géometrieanalyse, également
les travaux sur les opérateurs pseudo-différentield y a beaucoup de
géométrie.

— Sur l'espace de Wiener qui a priori n'a qu'uneusture
mesurable vous dégagez des concepts qui ont umgéengtrique.

Il y a une structure différentielle sur I'espacé/Miener c'est I'espace
de Cameron-Martin, et il y a les applications aedti envoient I'espace
de Wiener plat sur un espace de probabilité sur waeété
riemannienn®. Le probléme est de savoir si l'application de d&t
différentiable. Elle ne l'est pas si on reste déespace de Cameron-
Martin. Ce qu'on vient de faire avec Ana-Bela Cmeontre qu'elle est
différentiable si on admet une classe étendue deepsus tangents qui
sont un processus de Cameron-Martin plus une mgafén mais la
martingale doit avoir son coefficient antisymétequDe tels processus
conservent la classe de la mesure de Wiener et cwrgervés par
I'application de Ito.

— Donc ce serait les bonnes variations admissibles

Nous espeérons, il y a de bonnes propriétés, lehetode Lie se
comporte bien...

— Aux jeunes chercheurs que conseilleriez-vous ?

13 ¢tant donné une équation différentielle stochaesti@&DS), I'application de Ito est
celle qui associe a une trajectoire browniennegi@dtoire de la diffusion solution de
I'EDS.
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S'attaquer a des problémes bien circonscrits, moais de méme
faisables. Lire sans s'attaquer a des problemesneskercice qui mene
rarement quelque part.

Et puis il faut changer de domaine, en faisantégathuile, non pas
sauter de facon brusque, il faut voir ce qui esspme son domaine. Je
crois que ce qu'on apprend dans une branche, mptldans sa gibeciére
et aprés on essaye — non pas de le transposeradedidieurs ce serait
ridicule — mais de ne pas l'oublier.

Il y a une chose que je n'ai pas beaucoup faitkoet je suis géné
pour la conseiller mais je pense qu'il faut regalde possibilités des
mathématiques dans d'autres sciences. Les math@estic'est une
méthode et les autres sciences sont une provocghionr le
mathématicien. Par exemple, Norbert Wiener a l#essi ¢ca.

— Parmi les mathématiciens du passé y en a-t-it fgsguels vous
avez une admiration particuliere ?

Beaucoup. D'abord Poincaré. C'est une histoirecgse, Mittag
Leffler lui a demandé un an avant sa mort de faire notice scientifique
sur ses propres travaux. Mittag Leffler I'a faltee et le livre a été donné
par Carleson aux archives de I'Académie. Le veigilisant cela on voit
un itinéraire passionnant. Il transpose ses cosaai®s d'un endroit a un
autre.

Notez qu'il n'a pas su reconnaitre Bachelidra dit a propos de sa
these qu'il y avait des idées mais que ce n'&aitigoureux.

— Ecoutez, c'est le moins qu'on puisse dire !

Voyons, combien de théses de maths sont rigourezrggustes et
rigoureusement inintéressantes !

Mais dire que Poincaré est une de mes lecturegifesonon, les
styles changent. Pour un exposé a I'Académie @i récemment
Poisson. J'ai choisi deux pages d'un mémoire ds pages de 1822. De
I'équation fonctionnelle des fonctions théta quignt de découvrir,
Poisson dit que cette formule est "assez intéréssanElle a été utilisé

14 ouis Bachelier est considéré aujourd’hui comnaeleouvreur du mouvement
brownien mathématique et des processus a accr@ssemdépendants, ainsi que le
pionnier des mathématiques financiéres contempesaBes idées sur les processus ont
été rendues mathématiquement correctes par WieKedraogorov qui l'a cité.
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par Hardy et Littlewood pour la méthode du cerctirpcalculer les

coefficients d'une forme modulaire ! Quant a lanfole sommatoire,

appelée maintenant formule sommatoire de Poisspt, ans avant la
parution du livre de Fourier, Poisson fait de émrale de Fourier. Il n'y a
pas de démonstrations mais tout est rigoureux.t Qleshomme qui a

beaucoup de retenue, pas de coup de trompettenEl831 a I'Académie
il devait avoir 31 ans. Dans le méme journal dedl& Polytechnique il y

a aussi un mémoire de Cauchy. Ce journal paraidsai€mps en temps
sans periodicité fixe, quand on avait quelque cl@odiee !

Les auteurs du passé ont été digérés. Je ne vaiauyssi loin
gu'André Weils. Mais les anciens comptent beaucoup pour moi. La
France est une terre mathématique et elle dogster.

— C'est au fond aussi le message de Dieudonné damdige
"Pour I'hnonneur de I'esprit humain®.

Trés beau livre. Meilleur que le style de Bourbalayez-vous je ne
pense pas que dans 150 ans des gens photocopglesmptages du traité
de Bourbaki pour s'extasier. Dans ce mémoire dssBniau contraire, il
y a des lignes rayonnantes de vie...

15 Dans se#émoires d'apprentissagendré Weil écrit a propos de ses lectures a
I'Ecole Normale " Depuis longtemps, et tout d'abemdisant les poétes grecs, je m'étais
persuadé que, dans I'histoire de I'humanité, semptent les trés grands esprits et que
seul compte, pour faire connaissance avec euxyict direct avec leur ceuvre; j'ai
appris depuis lors & nuancer beaucoup ce jugesem,tout a fait m'en défaire”.
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Paul André Meyer

L'hommage rendu par plusieurs témoignages de pribbs a
Jacques Neveu et Paul André Meyer publié dans Gazette des
Mathématiciensl'Avril 1996, me dispense d'une longue présentatien
deux hommes ont été les maitres d'ceuvre de l'gamdabiliste francaise
avec des styles complémentaires, Neveu clarté ifenpd, Meyer idées
inachevées a poursuivre ...

Si vous suivez Meyer, non seulement l'aboutissemesn aussi le
trajet est intéressant, comme avec certains gudkaute montagne
talentueux, vous apercevez une foule de choseséadeSquelles vous
seriez passé sans rien voir, des curiosités &x;aldes perspectives des
coups d'ceil, des chemins de traverse qu'il faudvastiguer plus tard.
Avec Damien Lamberton nous avons fait la randonm&e son
interprétation probabiliste de la théorie de Litleod-Paley, belle
balade, nous y avons appris en passant un grantbne d'idées
centrales utiles pour d'autres questions. L'ceuveePdul André Meyer
est considérable et se démultiplie dans les travdexses éléves. La
phrase de David Williams résume parfaitement laagion : "Probability
theory has been profoundly and permanently chahgddm."

N.B. Le théme qui m'intéresse de facon centrale dansliedsgyues
est l'importance d'un travail sur le sens en mathiipes. On peut
aborder la question a partir du réle que jouent raathématiques pour
la physique.

P.A.M. Quelque chose me frappe beaucoup : prerzotinbrie de la
relativité, elle ne peut se manipuler que par tgéme mathématique; la
facon dont I'espace et le temps se mélangent esthuwse qui échappe
complétement a notre pensée usuelle et pourtarde gei langage
mathématique on arrive a la manipuler exactemeént.sait bien que les
gens qui manient les concepts du monde physiqu@aditulier de la

33



mécanique quantique qui résiste encore bien pluen@nt a notre
compréhension intuitive que l'espace-temps enivegt parviennent a
les manipuler grace au langage mathématique. llaks@&uent alors une
espéece d'intuition qui n'est probablement pas notuition des objets eux-
mémes mais une idée de la facon dont ils se mampuDn arrive a
court-circuiter le raisonnement logique, a allarspVite que lui, mais en
restant toujours dans le domaine d'objets dont @mpeut se faire une
image.

— Cela ressemble assez a ce que les informaticippsllant la
sémantique fonctionnelle.

Absolument, l'articulation des objets les uns @goport aux autres
fait naitre du sens.

— Cette importance de lintuition pour la communicat ne
nécessite-t-elle un changement de style en matigreatttant donnée
surtout la profusion de la production ?

Il n'est pas clair pour moi qu'augmentation de tadpction et
nécessité d'un changement de style soient liéase I'a l'autre.
L'augmentation de la production peut étre simpldnugie conséquence
de l'augmentation du nombre de mathématiciens, egtii elle-méme
conséquence de l'augmentation du nombre de podtasizersité. Ce
nombre n'a pas de raisons de continuer indéfiniaeaigmenter. A des
gens qui sont dans la méme position et dont le nesiest certainement
multiplié par cent par rapport a ce qu'il étaitreMa guerre, on demande
de produire. Leur rble social est de produire aldss produisent.
Maintenant qui lit leurs articles ? La c'est dedfe de la sociologie des
intellectuels. Les revues mathématiques vendenbdlotheques, donc
ce qu'il faut ce n'est pas que la production suéressante, mais qu'il y
ait suffisamment de membres d'un groupe pour gdemande au
bibliothécaire d'acheter la revue. Ce phénoméne l&®ité non par la
gualité mathématique mais par la loi de l'offredet la demande. Le
journal of mathematical chiromancgessera de paraitre quand il n‘aura
plus de souscripteurs quelque soit la qualité dides !

Le vrai probleme est qu'on n'arrive plus a lires larticles
intéressants. Ce n'est pas un probleme de quailit@'arrives plus a lire
les articles que tu voudrais lire. Il y a maintendans le monde, sur ton
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sujet mettons 40 ou 50 mathématiciens dont il faiidire les ceuvres
alors gqu'avant pour un sujet comme ¢a, on auraitdét I'ordre d'une
dizaine. Donc c'est un phénomene sociologique etpsychologique ou
philosophique. A une époque qui n'est pas si dowet le travail
mathématique était fait essentiellement par lesepseurs des lycées,
dont la justification se trouvait en dehors dedaherche. Rien d'autre ne
les poussait a écrire que l'intérét. Jacques Deriyaal Malliavin par
exemple ont été professeurs dans le secondairettd €poque entre les
deux guerres il y avait peu de professeurs d'usivdeen mathématiques
en France.

— Et la production était trés différente. Je suis regsionné par le
nombre de revues nouvelles qui se sont crées dardoimaines liés aux
applications.

N'oublions pas que ce sont des mathématiciensrguewl'idée des
ordinateurs. Turing était un mathématicien, Vonuiann était un
mathématicien. D'autre part sans le travail desngéms différentiels il
ne peut y avoir de relativité générale, sansdinton des espaces de
Hilbert, etc. Ce ne sont pas des mathématiquescagels, c'est cette
vertu étonnante des mathématiques que ce langagdtefpensée — car
iIs ne peuvent étre séparés I'un de l'autre — pataondensation et une
efficacité prodigieuses parce quiils ne sont ni ceptuels ni
automatiques. Tout ce que nous voyons autour de estude plus en plus
un produit des mathématiques, non pas des matleemsti mais des
mathématiques.

— Des divers mathématiciens contemporains dontégtadié les
travaux, et nous sommes nombreux a penser celags taelui dont
I'écriture mathématique transmet le plus de maiives, et méme celui
gui a osé le premier, a une époque complétementhbkiste, et aussi
par la suite, étre présent comme homme dans sée. teaisais-tu cela
de facon délibérée et consciente ou bien en tentligae dans une
rédaction définitive tu Oterais ces choses, cestlires ? Penses-tu
gu'on peut aller plus loin dans cette voie, esteoepatible avec de
bonnes et hautes mathématiques ?

Oui, c'est volontaire, mais si tu regardes oudtit, ¢ca fait trente
ans que je suis mon propre éditeur ! Le séminar&tiasbourg, qui est
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le séminaire de Paris depuis longtemps, est uremdg publication qui
ne peut se généraliser, sinon on aura de grandsuteilages. Ce sont
de gros volumes qui n'ont pas la méme exigence uddit@ que les
revues. L'idée du séminaire était de stimuleriVaétdes étudiants de
Strasbourg en publiant leurs articles d'expositbries theses de 3éme
cycle qui ne sont pas considérées comme des mdilj@ewmnobles, sur
le méme plan que ce qu'il est convenu d'appelerclaerche des gens qui
travaillent a l'université. C'est une facilité qu's'est donnée, qui a
marché, qui d'une certaine fagon ne marche pluastarant. L'idée était
de faire des mathématiques tranquillement en detionscertain nombre
de pressions, hors des contraintes de place, decesf de correction
d'épreuves ...

— de gérer soi-méme l'intérét ?

Oui, on a laissé passer beaucoup d'articles gjgumal aurait
refusés parce qu'on sentait que ca stimulait des gpi étaient a
Strasbourg d'étre publiés la. Il y avait suffisamtnde choses bonnes
pour faire avaler le reste.

— Mais ma question vaut aussi bien pour ton ourragec Claude
Dellacheriets

Il faut non seulement que les choses soient vraiegsut aussi
gu'elles aient du succeés. L'ouvrage avec Dellagheereu du succes au
début, puis il a cessé d'en avoir car nous neriapas écrit assez vite.

— Il y a dans ce traité un style particulier, aurtipodes par
exemple de celui du traité d'analyse de Jean Dienéo

C'est vrai, il y a quelque que nous essayonsirdegdi n'est pas dit
d'habitude dans les textes mathématiques ordindirdaut dire que
souvent les gens écrivent mal. Quand on écrigut €xpliquer a quoi ca
sert, ce qu'on peut faire avec ce matériel, ouares buts. Peut-étre est-
ce un luxe par rapport au prix de la page dansumal.

Il y a autre : je suis arrivé aux probabilités rie .epoque ou la
théorie n'était pas formalisée, c'était une épanueiale, ca faisait trente
ans que cette formalisation aurait pu étre faitésrilan'existait que tres
peu de livres, aucun enseignement.

16 P.A. Meyer et Cl. Dellacheri®robabilités et Potentielcing volumes, Hermann,
1975 &4 1992
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— tu veux dire sur les processus ?

Méme sur les probabilités, j'ai eu du mal a appretalthéorie de la
mesure sous forme probabiliste. Ce n'était pasacbuNeveu a écrit un
livre Bases mathématiques du calcul des probabilitfs a été le seul de
son genre en frangais pendant dix ans, sur legegsas en temps continu
il n'existait presque rien. Il y avait le livre d@oobs qui a créé un
mouvement formidable, avec un style tres conde@é@z Feller on
refusait la théorie générale au profit des exemlesir cette raison son
livre sur les probabilités discretegst un livre fantastique, et le livre en
temps conting® est moins bon que le premier volume ou il tentevale
comment on peut faire des choses profondes avendésmatiques du
secondaire.

— Une question que j'ai posée aussi a Laurent SclaerGustave
Choquet, peux-tu mieux qualifier ton plaisir en h&ahatiques ?

Je pense que le plaisir des mathématiques c'egilaisir de
comprendre quelque chose. J'ai souvent peiné sartigie ou je voulais
comprendre un résultat et tout d'un coup, voilas@ulit c'est tout simple.
C'est le plaisir de comprendre.

— Trouver la vraie raison ?

Démonter quelque chose, on a vu comment ca maimhnegst
capable de démonter le truc et de le remonter, @mmdémonte un
réveil. Ce n'est pas un plaisir spécifiguement érattique, lorsque tu lis
un roman et que tu trouves une phrase qui met ddwoses en
correspondance, il y a une étincelle qui jaillit.

J'ai horreur de sécher. Je pense que Schwartzxparple est un
vrai mathématicien, j'en ai connu un certain nondes degres divers
d'intelligence générale. Schwartz est évidemment hamme tres
intelligent, tous les mathématiciens ne le sont paais c'est un vrai
mathématicien, il est fait pour les mathématiqudsi je n'ai pas le
sentiment d'étre un mathématicien.

17 Masson 1964

18 J.L. Doob,Stochastic processéed/iley 1953

19W. Feller,Introduction to probability theory and its applicans, Wiley, vol 1
1950

20 jbid vol 2 1966
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— Les mathématiques n'induisent pas forcément emaire forme
d'esprit.

En tout cas une certaine forme de comportemenitanteel, qu'on
peut qualifier de hardi si I'on veut étre élogiedutrecuidant sinon. Par
exemple lorsque Grothendieck a été hommé au cotléderance, il a dit
gu'il acceptait le poste a condition d’enseigneitid@n mathématiques,
moitié en écologie. Il était qualifié en mathémaésg, pas en écologie. Le
point de vue des mathématiciens c'est "puisquétgacapable de faire la
guadrature de la cycloide, je peux faire n'impquei”. C'est une attitude
assez repandue et naivement expliquée dans lesiraérde Paul Léw.
Ce n'est pas raisonnable, la comparaison avetitecture s'impose. En
architecture, tu as des problemes de résistancendesiaux, quand tu
considéres une vodte il faut qu'elle tienne, eteilsuffit pas de faire un
beau projet sans s'occuper de savoir si ¢ca va tombenon. Les
mathématiciens n'ont pas ce probleme. Le matéristu parement
intellectuel. Une fois I'esquisse faite, on n‘accaiper de rien d'autre.
Dailleurs il y a méme le probleme de la résistamhe® collégues, souvent
les mathématiciens n'en tiennent pas compte !

— Revenons a ton style d'écriture, on a lI'impressjoand on te lit
que tu es tres proche.

J'ai un plaisir a rédiger, ce n'est pas un plagsirfaire des
mathématiques, par certains cotés c'est un pldisidre littéraire. Les
vrais mathématiciens détestent souvent rédigerepample je pense a
Mokobodzki. 1l aime trouver des théoremes, il aigéeher, quand il a
trouvé, ca ne l'intéresse plus, il passe au thémmmvant, je considere
gue Mokobodzki est un vrai mathématicien.

— La, je crois que tu utilise le terme de vraitingeaticien de
facon tres subjective.

J'ai plaisir a expliquer, ce n'est pas un plaigith@matique.

— Les mathématiques sont aussi ¢a je crois.

Ce n'est pas fondamentalement mathématique, ilgsachimistes
qui ont plaisir a expliquer. Pauling par exemplé gselqu'un qui
expliquait bien. Un pédagogue.

21 P, Lévy, Quelques aspects de la pensée d'un mathématidieBlanchard, 1970.
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— Ca va au dela, tu es un de ceux qui ont plaigraasmettre que
les choses que tu fais sont intéressantes, ol gae isemble que c'est le
style des mathématiques de demain.

Je pense que ca fait partie de nos activités, icapdatie du plaisir
gue j'ai eu dans ce métier, mais c'est peut-étedqgqa chose qui m'a
empéché de faire de meilleures mathématiquegqg&sé trop de temps a
rédiger. C'est aussi un peu un alibi. Le travaith@matique pur est
double : c'est d'une part de démontrer des théareteecomprendre, de
résoudre des problémes, d'autre part de lire. f3ii de bonnes
mathématiques tant que ou j'ai beaucoup lu.

Ce qu'on oublie souvent c'est que les mathématigoas une
science donc un travail collectif. Les mathématisievoient le travail
individuel. Untel a démontré le théoreme donc dedil est fait; or il y a
un travail de digestion, si le théoreme le méritdes-théoremes célebres
ne le méritent pas toujours. Certains sont un asrrnent, une impasse.

— Choquet fait remarquer qu'il y a des résultats iqui sont
extrémement éclairants.

Les résultats les plus importants en mathématigoesdes résultats
faciles. On prend conscience du fait qu'une chose’'q l'air de rien du
tout, est la clef, lidée autour de laquelle tostate d'autres choses
s'organisent.

— On est en plein dans le travail du sens : quelduese de simple
qui peut étre éclairant.

Non seulement quelgue chose de simple peut éead, mais les
chose éclairantes deviennent simples. Il y a umairacollectif qui
simplifie. Prenons une idée qui a été une montagoar la
compréhension : la notion d'espérance conditioanelgui est
extrémement difficile a comprendre. A un moment rdorca devient
complétement trivial, on n'y pense méme plus. Bakirla fait ce travail
la par exemple pour la topologie. La topologie géleéau moment ou il
I'a prise était un monstre, enfin peut-étre queageére, peut-étre est-ce
une impression que Bourbaki arrive a donner, mans adte foisonnement
d'idées il a dégagé quelque chose qui est — larename comparaison
architecturale s'impose — Saint Pierre et sa cada.
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Par la suite ils ont gaché leur architecture, it &¢€ incapables de
hiérarchiser. Bourbaki est prisonnier d'une archute linéaire. Ce qui
est naturel, c'est une architecture en arbre conomepeut faire
maintenant avec un ordinateur. Bourbaki aurait tté élié avec des
anneaux et une numérotation décimale comme une clepégdie
médicale.

— Je reproche a Bourbaki d'avoir effacé tout ce agiidu domaine
de l'intérét, que néanmoins on lit partout entrs lignes, hypocrisie ...
Les choix d'intérét sont trés marqués.

Il y a méme des phénomenes notoires d'exclusiest & preuve
que c'est une ceuvre humaine. Bourbaki a exclualgelire tous les
ensembles ordonnés et a accordé une place ricicldelogique et aux
probabilités.

— Toujours a propos du sens en mathématiques pensgset la
physique apporte quelgue chose aux mathématiquesqumi les
mathématiques que la physique suscite n'‘ont déht§ue pour la
physique ? Je pense notamment a tes travaux sumprasabilités
guantigues, le bébé Foelpar exemple ...

S'il n'y avait pas la physique personne n'aurditdas probabilités
non commutatives. Les motivations des probabiligésintiques sont
guantiques, elles viennent d'a priori philosophgysrivant lesquels ces
choses ont une importance dans la nature, du nmons moi c'est
comme ¢a.

Si je devais donner des conseils a un étudianésaga thése je lui
dirais de suivre les cours de physique pour congsectes motivations
des physiciens. A mon age je n'apprendrai plus, geldais dans ce
domaine ce qui m'intéresse et ce sont des idéesngut probabilistes.
L'intérét est assez difficile a prévaoir, les chdesWiener, par exemples,
ont été découverts par Wiener dans les annéesl 3 a donné la
définition et personne ne s'y est intéressé. Eit 8rouvé les chaos de
Poisson. Ce sont les probabilités quantiques guredanceé l'intérét pour

22 jeu de mots introduit par Jean-Lin Journé pourgiés un analogue probabiliste
discret a I'espace de Fock utilisé par les physicie
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les chaos de Wiergr la le concept d'intérét est important, on revignt
une notion et on enrichit I'image qu'on a du supetantité de probléemes
sont ouverts, martingales ayant la représentatiénigible et n'ayant pas
de représentation chaotique. Toute une partie diemeonsiste a faire
apprécier par les gens ces objets nouveaux, lEab@nde ne pas étre
compris, de travailler dans son coin, de se direviendra me chercher si
on a besoin de moi".

— Parmi tes travaux inachevés, y en a-t-il que tueaterais de
confier en langage intuitif pour ce livre ?

Tout ce que j'ai en train, je le fais, c'est lel seayen pour moi d'en
garder une trace. Mais il y a des tas de choses jgumerais
comprendr&. Par exemple sur les espaces de Dirichlet jaiquestion
gui m'est restée en travers de la gorge et quaijgamais complétement
menée a bien. C'est l'idée que lorsqu'on a unermegu ne charge pas
les polaires et la fonctionnelle additive qui lst associée, qu'est-ce que
la trajectoire voit de la mesure, et méme chose peal distributions
d'énergie finie il leur correspond des fonctioneelhdditives qui sont des
fonctionnelles additives de Fukushinat bien jai toujours envie de
regarder en suivant la trajectoire ce qu'on vaibh gotentiel en double
couche. Voir ¢a concrétement comme un temps local..

Et puis par exemple je suis toujours fasciné paprbbleme de
savoir si on peut fabriquer le temps local d'undase en recollant les
temps locaux des éléments de surface. Un hypepaaséde son temps
local, un petit bout d'hyperplan a donc aussiamps local qui a une
densité par rapport au précédent. La question esasloir si le temps
local d'une surface est l'intégrale sur la surfiluee forme différentielle
qui dit comment la trajectoire traverse chaque élénde surface. Ce sont

23 L es chaos de Wiener constituent une décomposigdiespace des variables
aléatoires de carré intégrable définies sur le rmment brownien. en une suite de sous-
espaces orthogonaux chacun constitué des varialéla®ires qui peuvent s'écrire sous
forme d'intégrale multiple.

24 |a suite de I'entretien est un peu techniquefétité a comprendre au non

spécialiste, au demeurant, il me parait étre unmeat assez intéressant sur la fagon
de s'exprimer et de transmettre ses motivatiomeahématiques.

25 Voir I'entretien avec Fukushima et notamment €mit de la découverte de la
décomposition des fonctionnelles additives en mgaties et processus d'énergie nulle.
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la des images intuitives qui sont peut-étre faus€esne sont pas des
travaux inacheveés ce sont des travaux jamais colggsen
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David Nualart

A cause de la guerre civile et parce que le frasipe ne s'y
intéressait pas particulierement I'Espagne estéesibsente de la scene
internationale en mathématiques dans la période syvit la seconde
guerre mondiale. Dans ces conditions faire sesletua Barcelone
n'était pas une motivation vers la recherche. DaMualart est un
premier de cordée. Il a ascensionné le massif dautatochastique
jusqu'a ses plus hauts sommets, il est maintenqemini les chercheurs
les plus cités. Nous nous sommes rencontrés aloesja tentais avec
Francis Hirsch d'attaquer le calcul de Malliavinvec I'équipement des
formes de Dirichlet. Avec Zakai, Ustunel, PardoGcone, Nualart, et
d'autres trop nombreux pour étre cités, nous formsj d'une certaine
facon, la seconde expédition vers ces contréesremual connues. La
vue y etait splendide, on voyait a la fois du afgd'analyse et du coté
des probabilités. Les passages qui donnaient az@ette chaine avaient
été dégagés par les pionniers, Krée, Malliavinp8tk, Bismut, Meyer,
Watanabe, qui avaient fait part de leur enthase lors de la
rencontre de Durhapfen 1980, mais une certaine brume subsistait ici et
la et beaucoup restait a découvrir. Nous échangitas impressions
durant les rencontres de Silivri qu'Ustunel avaiti ¢obstination
d'organiser en Turquie, son pays natal, a la fwmsir le vivifier par de
bonnes mathématiques et pour nous faire profieefadsérénité du site
merveilleux d'une bourgade musulmane dominant diatite falaise la
mer de Marmara.

Maintenant ce domaine de recherche est assem bie
investigue, surtout apres la publication de soneliv qui fait référence et
Nualart est parti avec Pardoux et Zakai versdécul anticipatif....

26 Stochastic integralslectures notes in Math. 851,Springer 1981
27 D. NualartThe Malliavin calculus and related topjcSpringer 1995
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N.B.— Je crois que tu es venu a la recherche mathématigsez
tardivement aprés avoir enseigné a I|'Ecole des Beduts de
Barcelone ?

D.N. Jai fini mes études de mathématiques aivdsgité de
Barcelone en 1972. A I'époque il n'y avait pas dmiges de recherche
actifs a I'Université, sauf quelques exceptioks général, la recherche
en Espagne, surtout en mathématiques, n'était @aslapppée. Donc,
guand je suis sorti de la faculté je n'avais pagdtl I'idée de faire de la
recherche, et la seule pensée que je pourraigilteav en essayant de
résoudre des problémes mathématiques me sembiaitrebet utopique.
J'étais persuadé qu'il serait trés difficle de trem des résultats
nouveaux, et je ne voulais pas vivre sous prassiour obtenir des
théorémes intéressants.

D'autre part j'étais un étudiant avec de b@snes notes. Un
professeur de probabilités, Eduard Bonet, avec'guais une bonne
amitié  m'a convaincu de demander une boursej'gi obtenue sans
probleme, pour préparer une thése dans le dépamtede statistique. |l
faut dire qu'au moment de faire cette demande jepemsais pas
m'engager sérieusement vers la recherche, et gpeetaiére année je
donnais aussi des cours, trois apres-midis paaisexn dans une école
professionnelle de la banlieue de Barcelone.

Comme il n'y avait pratiquement pas des coursaisiéme cycle,
j'ai du étudier moi-méme, d'une facon assez picaeé, des sujets de la
théorie des probabilités, et plus tard, certaitnavaux sur l'intégrale
stochastique. C'est comme c¢a que j'ai pu soutaes vite (en 1975)
une these qui n'avait aucun intérét. Pendantpreasiéres années et
jusqu'au début des années 80 j'ai perdu beaucouentes sans savoir
exactement ce que je devais faire. Je ne saaaisgpels articles je
devais lire et quels sujets de recherche il fatlaiwelopper. Je dois dire
gue j'ai toujours aimé apprendre des choses nlesyelonc, méme sans
avoir une motivation ou une direction précisemjamusais avec ce que
je faisais. Petit a petit j'ai commencé a comprena complexité et les
finesses du calcul stochastique. Puis, il y euafllience positive des
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cours de Saint Floeret le séjour d'Evarist Giné a Barcelone pendant
deux ans.

Le département de statistique de I'Univerd@éBarcelone avait
des rapports avec le département de mathématigeed'Ecole
d'Architecture (ETSAB). Certains professeurs figisal'enseignement
dans les deux centres. En plus a I'ETSAB on awsbin d'enseignants
de mathématiques. C'est ainsi que j'ai enseignél'Exole des Beaux-
Arts pendant quelques années: de 1973 a 1978i@bj&nu un poste de
professeur "adjunto” équivalent a maitre de confggs au département
de statistiques.

Mon premier travail de recherche sérieux téaféit en 1980.
J'étais intéressé par le calcul stochastiqgue plagr processus a deux
indices, qui était un sujet un peu a la mode a amemt-la. En juin 1980
on a organisé un congrés international a Paridesuprocessus a deux
indices, et les actes en ont été publiés danslleme 863 dedecture
notes in mathematicsde Springer. C'est alors que Xavier Guyon et
Bernard Prum qui étaient en train de finir leurstihél'état sur le calcul
stochastique dans le plan m'ont invité pour trogisma Orsay pour
discuter sur ce sujet. Pendant mon séjour j'asiéu montrer qu'il y a
des martingales a deux indices dans la filtrabi@wnienne qui ont une
variation quadratique indépendante du chemin, maisne peuvent pas
se représenter comme des intégrales stochastiqiétais content parce
gue la construction de ces martingales avait ré® compliquée, et il
s'agissait d'un contre-exemple a une conjectumauigre par Cairoli et
Walsh dans leur article fondamental sur le suj&itail la premiere fois
gue j'avais une grande satisfaction par mon tkavai

— Peux-tu raconter un peu au détail une investigatqui t'a
vraiment plu, par exemple ton avancée dans le doendé la dimension
infinie ?

L'un des sujets de recherche sur lequel j'aatlla le plus est le
calcul de variations stochastiques et ses appitat C'est a dire le

28 | es Ecoles d'été de Saint Flour sont une institupiarticuliere de la communauté
probabiliste francaise qui durant un mois chaqueéarencourage l'accés a la recherche
de jeunes mathématiciens par des cours d'intraduatdes travaux de haut niveau et
en leur permettant d'exposer eux-mémes leurs igadsins.
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calcul difféerentiel au sens faible sur I'espacetdagectoires browniennes,
qui est de dimension infinie. Avec Moshe Zakatgenne Pardoux on a
développé le calcul stochastique anticipatif ceagpermis de formuler
et résoudre des équations différentielles stodaiasti anticipantes.
D'autre part on a fait des applications du caldel variations

stochastiques aux équations aux dérivées padi@ikrturbées par un
bruit blanc. J'étais content d'arriver a montrertains des résultats
obtenus dans ces directions.

Mais tout de méme, jaime mieux I'obtention deesultats
concrets qui ont besoin d'arguments astucieux. sDam sens
I'investigation qui m'a produit le plus de plaigist, sans doute, la
déemonstration de I'existence d'un point d'arréinmgdtdans le plan, en
supposant I'hypothése classique de l'indépendammditionnelle sur la
famille des tribus. En 1989, et grace a unetation de Renzo Cairoli,
j'ai passé trois mois a I'Ecole Polytechnique Faldéde Lausanne.
Pendant les premiers jours on a discuté un peu@aioli sur différents
aspects de la théorie des processus a deux pagamiéim'a dit qu'il n'y
avait pas encore de solution satisfaisante poprdeleme de I'existence
d'un point d'arrét optimal dans le plan en tenp#iou. Comme j'avais
des conditions excellentes pour travailler, j'aiggeregarder ce probléme
des le début, et c'est comme ca que jai trouvé idée pour faire
avancer la recherche. Il s'agit du fait que &ximum de la somme de
deux variables aléatoires indépendantes est ggaque sGrement, a la
somme des maxima. En utilisant ce fait, on caoitsd'une fagon
presque magique le point darrét randoeaisgssocié a la mesure
aléatoire. Cette construction était tellement pl@xe que apres avoir
complété tous les détails javais encore desedositir la validité du
résultat, et j'étais étonné que ca marche. Ctasgu'il s'agit d'un résultat
dans une théorie qui intéresse tres peu de morais,paur moi ¢a a été
la recherche la plus satisfaisante.

— Est-ce a dire que tu attaches de limportance aésultats
nouveaux ? Quelle est ta doctrine lorsque tu ewreef ? Faut-il

29 néologisme signifiant « rendu aléatoire ».
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privilégier les idées simplificatrices ou les ritats nouveaux mémes
s'ils sont compliqués ?

A mon avis l'obtention d'un résultat nouveauuwsme valeur, en
général, que la découverte d'idées nouvelles qoigttent de généraliser
ou simplifier la démonstration de résultats déjarmus. Quelque fois, la
premiére démonstration d'un résultat nouveau etiies techniques
compliquées. Cela peut -étre di au fait qu'on &s$ ntéressé par
l'achévement de la preuve que par une éventueiplification ou
réduction de la méthode employée. Ensuite, si sailt@ est vraiment
important, il y a toujours des gens qui simplifiel® démonstration ou
qui trouvent d'autres méthodes de démonstratios gionples ou plus
directes, et qui permettent aussi de générallserésultat. Pour moi
c'est le fait d'étre capable de faire une prenu&monstration qui a le
plus d'importance.

Il faut dire aussi que cette formulation esiptgénérale et il faut
préciser ce qui se passe dans chaque situatiarétenll y a eu des
idées nouvelles trés importantes qui ont permisratare certaines
théories et certains résultats accessibles augpblic, et qui ont une
grand valeur.

En tant que referee, pour qu'une démonstratiomrésultat connu
soit acceptable dans un bon journal il faut vraitmpi'elle contienne des
idées intéressantes. D'autre part, un résultateaauimportant, méme
s'il a une démonstration techniquement compliqouaejoit l'accepter si
I'auteur a vraiment fait un effort pour bien rédidge preuve, et si on ne
voit pas, d'une facon directe, une autre méthoder paire la
démonstration.

— Il semble donc que l'obtention d'un résultatveaw ait a tes
yeux le plus de valeur. Je ne suis pas sOr d'érdod avis. Pour te
provoquer je dirais trouver des résultats nouveausst-ce pas de la
cueillette ? Alors que trouver des compréhensiansv/alles n'est-ce pas
la de I'agriculture qui fait qu'apres les fruitorgt plus nombreux ?

La recherche en mathématiques doit avoir un objgcécis. En
général cet objectif est l'obtention d'un résuhativeau, ou bien le
développement d'une méthode nouvelle pour traites gdroblémes
connus. En tout cas, il faut d'abord comprendrefopdement le
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probleme sous différents points de vue. D'autre, ger général, on ne
sait pas exactement ce gqu'on trouvera dans landwhet on peut aboutir
aussi a des applications différentes de l'objediiial. On ne peut

séparer les deux choses : la recherche d'un résudteveau ou d'une
théorie nouvelle et le fait d'avoir une meilleurempréhension d'un
probleme ou d'une approche. Pour répondre a ta@hecrois que dans
la recherche en mathématiques il faut trouver despcéhensions

nouvelles fécondes : ce qui compte ne sera pasmsent d'avoir avancé
dans la compréhension du probleme mais aussiitiafige des résultats
trouvés ou de la théorie développée.

— Peux-tu commenter davantage un résultat que tsidere
comme important ?

Je choisirais volontiers les inégalités de Paulr@ndeyer sur les
eéquivalences de normes dans le cadre du calcul ddiaidn. Pour
obtenir ces inégalités sur l'espace du mouvemeawrben, il suffit de
considérer le probleme en dimension finie et de& gae les constantes
gu'on obtient ne dépendent pas de la dimension.

Les inégalités de Meyer donnent I'équivalencesdes normes de
l'opérateur gradient et de la racine carrée démgdeur infinitésimal du
semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck. Elles s'écrivent

(1) eollCtlLe S [0F e S Collct [|L»

<p<o . L s , .
l<p , f est une fonction réguliére sur I'espace eucliién

P . , — 1/2 . ,
et U est l'opérateur gradient. L'opératedr= (- L) ™ est la racine carrée
de-L, oulL est l'opérateur du second ordre donné par

n 0«,2 7
L=] (£ - x5
|i]:1 (inz X|in)

ou

2ipn

Il faut remarquer que dans l'espace de Hilbekt (R79) oy g
est la loi normale réduite, les polynébmes de Hexradnt des fonctions
propres des opérateuls et C, et l'opérateurC est un opérateur de
multiplication par k* ou k est I'ordre du polyndbme. En ce s€hsest un
opérateur simple tandis qlieest un opérateur vectoriel plus compliqué a
manipuler. Les inégalités de Meyer ont l'intérétcdenparer les normes
d'opérateurs de nature différente. L'équivalence a(1été établie par
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Meyer en utilisant les inégalités de Littlewoodd3alLa démonstration
de Meyer est plutdt compliquée et comporte desutslan peu longs.
Aprés, Gundy en a donné une preuve utilisant latitggde Burkholder
pour les martingales. La démonstration de Gundpsepsur le calcul
stochastique par rapport au processus de Bessdrad'ois. Dans ce
sens, Gundy utilise des arguments purement prosigsil Il y a aussi une
démonstration des inégalités (1) faite par Pisier@duit ces inégalités a
la bornitude de la transformée de Hilbert. D'apte, il faut remarquer
que les inégalités (1) ont un rapport avec la lodeai dans I'espade® de
la transformée de Riesz. Cette remarque est peesiams les idées de
Gundy et de Pisier. Je crois que les travaux ded@uet Pisier ont
apporté des points de vues nouveaux sur I'équiealda normes (1) qui
ont permis de mieux comprendre ces inégalités. alit fdire que
I'equivalence (1) est spécialement intéressantdirmension infinie, en
particulier, si I'on prend comme espace de prdi@biespace des
fonctions continues sur [0,1] muni de la mesureVWener (loi de
probabilité du mouvement brownien) au lieu de BespeuclidienR"
Dans ce contexte, les inégalités de Meyer ont c@sséquences
intéressantes pour le calcul de Malliavin, quiwestcalcul différentiel au
sens faible dans l'espace des fonctions continBas.exemple, a partir
des inégalités (1) on déduit des estimations deoknel P p>1 de
l'opérateur de divergenc® (adjoint de l'opérateur gradient). On peut

montrer alors que l'opérated est continu dans l'espade® des
fonctions faiblement indéfiniment différentiable®'autre part, les
inégalités de Meyer ont aussi des applicationsr faoalcul anticipatif,
comme la continuité de l'intégrale stochastiqueéskerohod qui est une
généralisation de lintégrale d'lto aux processois adaptés. Dans les
premiers travaux sur le calcul de Malliavin (leucde Stroock a Saint
Flour, par exemple), on devait utiliser l'opérategnadient et

l'opérateurL.  pour construire I'espade® des variables régulieres. Les
inégalités de Meyer ont simplifié notablement l@égentation du calcul
de Malliavin et la démonstration des criteres fondataux de régularité
de lois de probabilités. En conclusion, j'aime bienmésultat de Meyer
pour sa beauté et, bien sdr, pour ses conséquenassje Crois aussi que
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du point de vue de sa démonstration, les travauxcdedy et Pisier
donnent des arguments simples et jolis et appodes points de vue
nouveaux qui permettent de mieux comprendre cemiités.
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Nicole El Karoui

A la fin des années 80, débat houleux dans le gramghi de
I'Institut Henri Poincaré. On se serait cru vinghsaplus tét, a I'époque
des AG et des motions.

Nicole El Karoui et d'autres mathématiciens quia&nt engagés
vers ces applications nouvelles, avaient organiséébat sur la question
"Mathématiques et finance". Il y avait un malaise.

Il faut comprendre qu'en mathématiques par la foetdgence
intellectuelle et I'absence de concession a régngtemps une méfiance
vis-a-vis des compromissions avec le pouvoir, EEmou méme
l'industrie. Les applications industrielles il estrai avaient été
progressivement réhabilittes — comme en témoigessof de la
SMAB— grace au dynamisme de I'école d'analyse numérldaes oser
se lancer dans les mathématiques financieres-a'egte aider les hauts
lieux du profit, avait-on le droit ? Peut-étre amgnous lidée
inconsciente que les mathématiques allaient purdee monde, I'élever
vers les lois rigoureuses de I'esprit. Finalemawot)s croyions au fond de
nous-mémes que les mathématiques elles-mémesntlksge trouver
fécondées par des significations nouvelles et que fes capter elles
n‘avaient qu'a effleurer ces pratiqgues de pouvsans s'aliéner et perdre
leur ame...

C'est un peu ce qui s'est passé. Mais il fallut aquetains
probabilistes aillent voir sur place dans les salldes marchés ce qui se
passait vraiment. Nicole El Karoui fut de ceux-Ele y apporta une
large culture en contrdle stochastique en théoriarkovienne du
potentiel et en théorie générale des processugekur elle en tira de
guoi vivifier des recherches internationales eDIEA de probabilités de
Paris 6.

30 Société de Mathématiques Appliquées et Industselle
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N.B. Considéres-tu comme plusieurs collégues que lenses en
général et les mathématiques en particulier voleat légitimité remise
en cause ?

N.E. Ce sentiment, pour tout ce qui fait référeacene structure
d'abstraction percue pour elle-méme, statut qu'éinigar donner aux
mathématiques, est fortement ressenti a tous kesamx des cycles
d'enseignement. A l'université, en premier cyctegst méme déja remis
en cause pour le vocabulaire qu'on emploie. llepain tel rejet dans la
formation dans les lycées d'une présentation faséml on a l'impression
d'étre en terre étrangere. Cette abstraction estcemnme un luxe que
plus personne ne s'autorise. Il faut faire utilenaret, immédiatement
utilisable.

Ce sont les jeunes qui nous renvoient cette vislea choses.
Transmettre une motivation progressive pour uneglise incontestable
dans ses fondements, notre travail, étre passiponé les enjeux, le
montrer devient de plus en plus mal compris.

— Etant une femme, ne te sentais-tu pas plus prothmieux
comprise des étudiants ?

A I'Ecole Normale Supérieure de Fontenay aux Rosé jai
enseigné 8 ans j'ai compris mon réle comme étatdldir un rapport de
communication et de transmettre une certaine ingd@gemathématiques.
Au début, I'Ecole Normale n'accueillait que degsedil puis elle est
rapidement devenue mixte, avec en mathématiques magerité de
garcons. Ce changement de point de vue a modifiéolme des
échanges, mais ni leur intensité ni leur importadcéUniversité aussi
j'ai l'impression qu'en effet les étudiants vierin@e voir en confiance
personnelle, pour des conseils.

La découverte des mathématiques, je l'ai faite mé&ire en math-
sup, ou m'ont été présentées des mathématiquesusfes et j'ai eu le
sentiment que c'était ce que jattendais ces demiannées. Je me
rappelle encore I'étonnement émerveillé que jsseanti quand on nous a
introduit la théorie des ensembles. D'une panngedemandais comment
on avait pu nous "cacher cela" dans un enseignedeentathématiques,
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mais surtout j'étais impressionnée par le fait musposait d'un cadre
pour poser les questions gqu'on avait envie de pEisdonc un cadre pour
y répondre. Ce refus maintenant d'admettre qu'enee ca se structure,
gu'il y a des mots pour le dire, qu'il y a des agis qui sont porteuses,
cela bride les gens, les empéchent de questionaee fa son
environnement.

Pendant ces années de classes préparatoires,ég¢aunert en
mathématiques qu'on me donnait les moyens de quetfose, d'un
progres conceptuel. Finalement, les maths sont agaed un acces plus
facile que la philosophie dans laguelle la mis@laee des idées est plus
seconde par rapport au réel. Cette expérience heeuau lycée de
garcons de Nancy, le seul a I'époque a avoir desses préparatoires.
Nous étions trois filles assez brillantes (les pezes depuis longtemps),
mais considérées avec une certaine condescendantss garcons. Ceci
renvoyait a une interrogation (un peu atténuée deambons résultats)
assez récurrente de ma part sur la question dér say@tais bien a ma
place...

Je suis exactement sortie de Sevres en 68 étg'mommeée a Orsay
ou Jacques Deny, responsable des mathématiqueascauaillie en me
faisant toute confiance.

J'avais une motivation tres forte pour les prolit@isil spécialité dans
laquelle javais fait mon DEA pendant ma derniéneée d'Ecole. En
octobre 68, il y avait beaucoup de groupes de ifravéinstitut Henri
Poincaré. Sur les conseils de Didier Dacunha-Gasjeli participé a
celui de Marie Duflo qui portait sur les processugemps continu et le
traité de Blumenthal et Getsoqui venait de sortir. J'y ai aussi rejoint
Bernard Roynetle et Hervé Reinhard qui le suivadeyuis un an déja.
Les fonctionnelles additives et multiplicativestgement utilisées dans
ce traité, fonctionnelle étaient des notions touéegntes avec lesquelles
je me suis familiarisée ainsi rapidement et quiraient vers un cadre
purement probabiliste. Pendant trois ans, a tenhgis,pa trois, nous

31 R.M. Blumenthal et R.K. GetooMarkov processus and potential theoAcademic
press 1968, ce livre avec celui de P.A. Meyagcessus de Markovect. notes 26,
Springer, 1966, constituaient pratiguement les das ouvrages disponibles sur les
processus de Markov a cette époque.
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avons fait de la recherche dans ce domaine. Cefperience m'a
marquée définitivement et grace a elle je me suigagée vers la
recherche. J'ai eu ma premiére fille durant ceiteofde, et j'ai pu mesurer
la volonté qu'il fallait avoir pour reprendre leavnil apres une
interruption de trois mois, mais surtout une iniption psychologique.
Roynette et Reinhard avaient continué et étaienpleme théorie des
martingales a mon retour.

Nous avons appliqué les martingales aux processudatkov par
le biais des "problemes de martingategh juin 71 et on a soutenu une
thése d'Etat collective a trois avec un travailvitilel réalisé par chacun
pour que la thése soit acceptée, le mien concedesitprobléemes de
réflexion avec un opérateur au bord. Il faut divély avait une tradition
au laboratoire de probabilités de theses collegtifieacunha-Castelle et
Bretagnole, puis Azema, Duflo, Revuz).

Cela n'a été en aucune facon une géne adminisinaivt d'autant
gu'en 71 il était facile d'obtenir un poste de psstur. Simplement je me
suis rendue compte que lorsqu'on signait une letus les trois, la
réeponse était le plus souvent adressée aux degrrgaseulement ! Au
début du moins...

— Il y avait peu de femmes.

En probabilités, il y avait Edith Mourier et MariBuflo, et a
Strasbourg Catherine Doléans. Tout de méme dandateaines comme
les probabilités qui étaient peu considérés a KEbmrmale Supérieure
de la rue d'UIm, on trouvait beaucoup de sévrienBegjuelque sorte, les
filles utilisaient les créneaux que les garcongrenaient pas, et ony
trouvait des X pour la méme raison. Les polytedeni n‘avaient pas la
méme formation de base en maths et choisissaientvdes moins
académiques. Les probabilités s'y prétaient biem, yo était tres
progressivement mené vers l'abstraction. Aprebdad, j'ai participé a
ce qui fut une grande aventure, la "théorie géréatak processus". Sous
I'impulsion principale de P.A. Meyer, ce couraetr@cherche dégagea
dans un cadre commun des outils pour I'étude dasepsus de Markov,

32 Trouver les probabilités sous lesquelles une fardi processus faisant intervenir un
certain opérateur devient une famille de martirg&iet une fagon d'aborder la théorie
des processus de Markov introduite par Stroockaeadhan en 1969.
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des martingales et de la théorie de l'intégratioohastique, notamment
les célebres théorémes de section et de projedemouveau la magie
du cadre abstrait unificateur et simplificateur mte. et mon

émerveillement restait intact. La théorie des pseus de Markov
retravaillée avec la théorie des martingales, it'&a probabilités des
processus a temps continu qui sortaient des lingbegrenaient leur
autonomie. En effet dés qu'on faisait quelquesaijpérs naturelles sur
les processus de Markov, on perdait les hypotheaesrégularité

courantes (hypotheses de Feller), importantes pouvoir se référer a
la théorie du potentiel.

— Les processus de Markov ont finalement trouvé éegpression
la plus aboutie dans le cadre des processus droits.

Oui mais c¢a les a tués définitivement. C'étaind'drop grande
technicité, et cela a bloqué le systéeme. Il a fallsieurs années a Sharpe
pour écrire cela proprement et quand son ouvrageaes/€, plus
personne n'enseignait cette thésrie

En probabilités le caractere des publications dué&oMalgré le
grand prestige aux Etats-Unis de I'école frangdésprobabilités qui nous
permettait notamment de publier en francais dans fevues,
progressivement dans les années 80 on est allé desrstravaux de
probabilités plus effectifs et explicites en traitdes exemples jusqu'au
bout.

— Est-ce que les interprétations probabilistes deth&orie du
potentiel, t'ont intéressée pour la compréhensiotelps fournissent ou
en elles-mémes ?

Je fais partie des mathématiciens qui ont besainvair clair
jusqu'au bout. Par exemple en contrdle, Jean-MiBisghut avait ouvert
un grand nombre des voies nouvelles puis avaitégag domaine pour
en explorer d'autres avec la méme richesse de Wedacon moins
spectaculaire, j'ai contribué a aller jusqu'au bdetcertaines de ces
théories, notamment dans le domaine du contréletiepament
observable.

33l s'agit du livre de M.J. Sharggeneral theory of Markov process&sademic Press
1988
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On voyait les théories se faire puis étre oubliéesqui a été une
experience surprenante pour moi, de découvrir guseience n'était pas
un phénomene d'accroissement cumulatif. Beaucouphdses étaient
abandonnées, pas toujours les moins importantes.

Il y a une dynamique de la capacité de transmission

Dans l'exemple que tu citais les processus drassprocessus de
Markov ont créé la nécessité pour les probabilidtestraire ce qui était
déductible de la théorie des martingales ce querenis de revenir a une
idée plus vaste des processus de Markov que serproeessus droits.
C'était quelque chose de tres joli, mais a un paieiploitable et
difficilement transmissible, et du coup plus persome travaille dans ce
domaine.

Méme comme chercheur nous voyons que la structuriarthage
mathématique qu'on croit universel se révéle hpiement datée et trés
typique.

Je me suis rendue compte aussi vers cette époguesjahercheurs
appliqués qui faisaient du contréle stochastiqumnaissaient peu le
laboratoire de probabilité de Paris VI, ce miligufgance et a I'étranger
était plus lié a I'école des équations aux déripaeselles.

— Parce que leurs travaux prolongeaient les méthodes
hilbertiennes pour les processus stationnaires @m Iportaient sur les
diffusions...

...pour lesquelles on n'a pas besoin de touirdiiittle la théorie
générale. La différence entre un analyste et ubghiiste résidait dans
le fait de savoir manier les sauts, car alors utfdes techniques
différentes et les opérateurs ne sont plus auxvé&Esi partielles mais
intégraux.

— Revenons aux femmes, cette nouvelle période éeitecore
plus difficile pour elles ?

Ca allait mieux en proba qu'ailleurs. Il y avaéisdilles brillantes,
Dominique Michel, Mireille Maurel, etc., et beaugo de jeunes, et
depuis le temps ou j'avais commencé en maths einlleées 80 il y avait
eu une évolution formidable des mentalités.

Quand méme, le monde des mathématiques est trésulmas
Souvent j'ai eu le sentiment de ne pas connatiregférences des autres,
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leur logique de fonctionnement. J'ai travaillé abssn avec des hommes
gue des femmes et je ne crois pas qu'il y ait dagans de faire des
mathématiques. Un certain nombre de régles imedicitde Ila
communauté mathématique m'échappent bien que padicipé
activement a de nombreuses instances de décisida demmunauté
(SMF, CNU en autres). Un systeme de valeurs noerdlitrés déterminé
par I'Ecole Normale.

Je trouve gque la communauté se percoit comme se@suée. Ceci
dit les filles rencontrent plus de difficulté entim@matiques, non pas sur
le plan intellectuel, mais pour l'articulation demthématiques avec le
reste du monde. Et cette articulation peut étrgusstionnante qu'un
grand nombre de jeunes filles lachent pied. Ildea moments cruciaux
dans la vie des femmes ou elles doivent étre da@slynamique positive
vis-a-vis des mathématiques sinon elles les quitten

Je pense que les filles quittent plus facilemestrn@thématiques
gue les garcons. Elles ont comme une force de rappela réalité de la
vie quotidienne bien plus forte qui pose et redasguestion "est-ce bien
raisonnable de passer autant de temps a faire atbs '

— Pour en venir a la finance et faire la transitiovex I'Ecole
Normale, n'as-tu pas été surprise de ce collocue fassé organisé par
I'Ecole Normale avec tout le gratin du monde bareai I'Hotel Lutetia
sur les risques des marchés dérivés, alors quedadfUim était le haut
lieu de la pensée de gauche intransigeante ?

Il y aurait beaucoup a dire. On acceptait a I'Echbrmale les
maths appliquées a la physique, c'était la un jageelhistoriquement
noble. Mais la finance c'était introduire le digbldans un milieu
traditionnellement de gauche, mélange de maoitis eommunistes du
parti.

Il y a eu l'ouverture du MATIF en 86 qui a créé unmgulsion.
L'activité sur les produits dérivés, options, catdra terme, s'est
considérablement développée avec une concurrengkisien plus vive.
Issus de l'expérience américaine, des modéles asttighes étaient
couramment utilisés dans les salles de marché. dup les banques
demandaient des gens capables de lire des artsles du calcul
stochastique. Pas mal de probabilistes s'y sordrassés, comme
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mathématiciens, sans s'autoriser a investir laquat Dés 90 la plupart
des chercheurs ne s'y intéressaient plus autant.

— Il y avait a comprendre la facon de penser desipiets, leur
lecture, leurs enjeux, et pour cela il fallait ca@wpr avec les banques.

Il était facile de faire des maths dont la moimatétait les maths
financiéres. Mais je souhaitais une démarche plafegsionnelle et par
des opportunités que jai eues a la C.AR. jai découvert les
mathématiques appliquées : modélisation en vue dmer un
phénomene.

— Modélisation et préparation a la décision.

Heureusement on n'avait pas besoin d'une cultaomoinique
immense pour comprendre. La j'ai mesuré, qu'uneeamiion souple de
l'usage des mathématiques était nécessaire, codnpreune la logique du
marché est trés forte, qu'on ne pouvait pas I'@raalle primait sur les
diverses theories.

— C'était extraordinaire de trouver une applicatiomuvelle des
probabilités qui précisément soit un raisonnemerdjettoire par
trajectoire, juste apres le développement — comanaup fait expres —
du calcul stochastique.

C'était extraordinaire en effet. Ceux qui abondiaffaire avec des
connaissances plus proches du marché avaient da sasir. En méme
temps, le marché faisait un "usage" assez origiohes modéles,
guestionnant les probabilistes sur "la place d'undéte” et les
statisticiens sur les objets a soumettre a I'egpée statistique.

— Les praticiens n'avaient pas I'habitude de trawailavec des
inventeurs ou des chercheurs ce qui créait dediosla trés différentes
de celles que rencontraient les mathématiciens iqpgé dans
I'industrie.

D'abord la difficulté habituelle a exprimer clairent ce qu'ils font,
puis — ce que j'ai mis un certain temps a découwwiune réserve qui
fait qu'ils ne veulent pas dire exactement leur ak&me pour qu'on ne
soit pas capable de reconstruire leur activité.utkéa difficulté est
I'absence d'expérimentation, répétable, pour teltermodeéles de prix

34filiale de la Caisse des Dépots
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d'option ou des stratégies de couverture de risdReascontre les délais
d'implémentation peuvent étre treés courts et legopypes issus d'un
modele testés trés rapidement.

La finance m'a montré explicitement comment l'awdion et la
genéralité pouvait étre utile concretement, polaieir une situation en
gardant la contrainte fondamentale qui est icéfanence au marché, puis
de mieux discuter sur les spécifications du modedopter en vue de
son implémentation.

Ceci dit, les grandes heures des idées généraldmamce sont
maintenant un peu passées sur les options, stmugs sur les marchés
internationaux. Ce qui est fondé sur le princigelitrage est maintenant
bien compris. Restent bien des questions numériglgsrithmiques, la
simulation Monte Carlo. Si on essaye de prendrecempte les
imperfections du marché on quitte le domaine oy d un consensus
général de modélisation. Comment prendre en codgais les prix des
options les périodes de perturbation importantendshés. Sur les taux
cela s'est produit trois fois en trois ans. D'ote ugflexion sur les
événements rares...

Je pense que les guestions importantes vont delegestion des
grandes institutions financieres, les fonds de quant, qui ont
progressivement un acces de plus en plus ouvenaaché.

— C'est perturbant pour nous gu'un des lieux de poues plus
forts de cette fin de 2MEsjecle passe par les mathématiques. Durant la
guerre froide et auparavant ce role était tenu [@aphysique.

Des mathématiques abstraites qui ne sont plugspubDifficile de
gérer ces contradictions, mais l'aventure intalielt® est tout a fait
stimulante. Notamment la confrontation avec la ic@gnce du modéle.
Le modele n'est pas tout, les contradictions sonmibreuses puisqu'on
utilise un modele fixe sur trois mois qu'on gérgjaur le jour en tenant
compte d'une réalité qui ne suit pas ce modelepratique du marché
semble plus performante que les modéles qu'on peopo

Les prémonitions de Bachelier en finance sont isgiomnantes,
gue le marché doit étre équitable, etc. Et quandalg qualitatif et
épistémologique des années 70 a eu lieu, il esrassant de voir
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comment le marché s'est saisi de cela, il a fajuster les prix
précisément, d'ou l'information issue du modele.

— Tant qu'il y a la présence d'un jeu de hasard jgpeta renvoie a
des mathématiques solides.

On joue quand méme une trajectoire contre la muogeres
praticiens ont une mentalité de joueurs.
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Richard Gundy

Un enthousiasme permanent et communicatif. Eneteleusport,
il ouvre son séminaire a Rutgers University conume partie de tennis

Richard Gundy est imprégné de culture francaises'exprime
dans notre langue avec une grande aisance et ué pawvoureux. " Dick
" est un américain francophile quoique non incoiadgibel...

Il aime les résultats forts et préfere I'expressmoncise que les
développements inutiles. Pionnier de la théorierdastingales, son nom
est associé aux inégalités difficiequi font la force de la théorie. Il est
probabiliste orienté vers l'analyse fonctionnellela théorie des semi-
groupes d'opérateurs.

N.B. De 1958 a 1988 le nombre de papiers recedans les math-
reviews est passé de 8000 a 100000. La tendan@xpshentielle. Une
majorité d'articles ne sont pas cités, peut-étre pes. Crois-tu que cette
situation va contraindre les mathématiciens a cle@ndeur maniéere de
s'exprimer ?

R.G. Certes, nous sommes dans une crise,rarogule maths.
Est-ce que ca va forcer les mathématiciens. a endegr facon d'écrire,
a devenir plus clair ? Je constate que ce n'edepzss, au moins pour le
moment. Il y a dans certains sujets (physique madiique, entre autres)
une dérobade. La quantité d'articles augmentea &ididité décroit. Il
semble que le systeme de referee-revue va de mpisequstement a
cause de la nécessité, pour tout le monde, degoubli

Je vois mal comment la communauté mathématiquerrgou
s'organiser pour effectuer un changement. Nousngivdtans un monde

35 Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy, voir parrepée Cl. Dellacherie et P.A.
MeyerProbabilités et Potentiel, Théorie des Martingalg¥11.92 Hermann (1980)
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ou plusieurs revues se créent chaque année, giladeiade I'offre et la
demande, et en méme temps les bibliotheques nositigs moyens de
tout prendre. Bien que les mathématiciens déjanrac® aient la liberté
de brider leurs envies de publier, ce luxe n'estgzxessible aux jeunes
gens qui cherchent "a s'établir".

— Peux-tu raconter le trajet qui ta amené a la hexhe
mathématique ? Une vocation enfantine ? Des pretessemarquables
? Des rencontres déterminantes ?

J'ai commencé ma carriere en mathématiques aaskz Pendant
les quatre ans des "undergraduate studies", laog®rentre l'école
secondaire et la formation "post-graduate” ou ogpseialise dans tel ou
tel sujet, je n'al assisté a aucun cours de mafes. intéréts allaient
ailleurs; j'ai suivi des cours de philosophie, p®togie, etc. Vers la fin
de mon parcours, j'ai décidé de continuer en pdggi a Indiana
University, Bloomington, Indiana. Pendant les dpuemieres semaines
a Bloomington, je me suis rendu compte qu'il medfait une
connaissance des éléments d'analyse pour compriesdoeobabilités et
la théorie de la détection de signaux, deux sgjetse sont avéres utiles
dans les théories d'apprentissage et de psychstaqeelr Les profs les
plus influents a cet égard étaient J. P. Egan, \Bd{es, et C.J. Burke, en
psychologie; et en maths, a Indiana, j'ai beauaggpis de J. Blum, et G.
Kallianpur.

Lorsque jai eu fini ma these de Ph.D (aveartigj'étais déja
plus épris par la mathématique que par la psyciml@jétait I'époque de
Sputnik, une période tres favorable pour ceux duerchaient une
subvention dans les sciences "dures". J'en ai éraune, grace a la
Fondation Rockefeller, au département de Statistigqie I'Université de
Chicago. Apres six semaines la-bas, ils m'ont siiggeée 'y reste afin de
faire un deuxiéme Ph.D en statistiques. Bien qusuget m'ait beaucoup
intéressé a Indiana, une fois aspirant officiel dgpartement, j'ai
recommencé a changer de cap. En effet, j'ai boodépletement les
cours de statistiques en faveur du cours d'an&lgsaonique, donné par
Eli Steirs. Son cours m'a beaucoup apporté, et ce fut umaotrdans

36 E. Stein est notamment l'initiateur de l'interpti&n probabiliste de la théorie de
Littlewood-Paley évoquée dans les entretiens avkcNreyer et D. Nualart, par son
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ma carriere. Malgré mon dilettantisme, on m'a déeun deuxieme
Ph.D. en statistiques, pour une these sur quekpjets divers: séries de
Haar, martingales, et un probleme posé par Retiyiy & une chose que
je regrette, c'est qu'un trajet pareil ne soit phossible aux jeunes
d'aujourd’hui, étant donnée la pénurie actuelle.

— Ce trajet détourné par la psychologie nous ran@dmeotre sujet
principal. Penses-tu que nous percevons les objetthématiques , est-
ce gu'ils existent ?

Les philosophes dépensent beaucoup d'énergie supneuve de
I'existence intrinseque des objets mathématiqueselsuis pas capable
d'y ajouter la moindre chose. Quand je travailtgedombe sur quelque
chose, i me semble que j'ai dévoilé une petitaté&écachée dans la
nature. Mais celle-ci est une constatation sur méme. Est-ce qu'll y a
une réalité au dela de ¢ca? Je t'en dirai des Hesw#ans la prochaine
vie!

— Dans le cas de la théorie des martingales qust sléveloppée
assez progressivement depuis les premiéres idg&olhogorov et de
Paul Lévy (a l'inverse de celle des espaces desHillmr exemple qui est
arrivée presque d'un seul coup) quels ont été a dors les faits
importants qui expliquent ce développement ? Labooatoire des
inégalités fines ? Le fait que les martingales piemt en elles une
grande généralité qui se connectait avec la thédes semi-groupes ?
Le fait qu'elles avaient beaucoup d'application®&urquoi t'es-tu toi-
méme intéressé a ce sujet ?

Les martingales m'intéressaient au début parca tgsectudiant, j'ai
vu les trajectoires en gros plan pour la premiers. fQuand on regarde
une trajectoire isolée, la probabilité perd unendea partie de son
mystere. Je crois qu'une des raisons pour lesguekedébutants ont du
mal a comprendre la probabilité, c'est que les giridistes effacent
toujours les "omégas" dans leurs textes. En olarepmportement de la
suite des sommes partielles de series de Fourietieéng'ssaient. Je voyais
les martingales a temps discret comme un sujetrdoboé a la théorie
de systemes orthogonaux. (J'avais tort!)

livre fondateurSingulars integrals and differentiability propesief functions,
Princeton Univ. press 1970.

63



Comment expliquer la progression du développementadhéorie
des martingales (a l'inverse, comme tu dis, dédarie des espaces de
Hilbert)? Selon Doob, un peére-fondateur, c'était ymobleme
d'emballage: une fois qu'il mis le nom "martingafali lieu de "classe
D"), tout le monde a sauté dessus.

Les grandes poussées dans la théorie: la théorftintiel et le
lien avec le mouvement brownien, du a Kakutangnsiuite Doob, Hunt,
et Meyer. La grande découverte d'lto, sa formulecdangement de
variables, et un calcul pour SBE

Pour les martingales a temps discret, c'étaiatatppn du chapitre
VIl du livre de Doob. Etant donné linfluence de ckapitre, dans
I'optique d'aujourd'hui, il est difficile de compidre pourquoi le sujet a
dormi pendant la période entre 1953 et 1965. Mais] 965, Don Austin
montre, dans une petite note des Annals of Matit. §ue la variation
quadratique d'une martingale, bornée dansest finie, presque partout.
Don Burkholder a du reconnaitre I'importance déeckemarque”, peut-
étre encore plus qu'Austin.

Et puis voila...

— Comme tu es venu aux mathématiques par la psydhojeg
souhaiterais qu’'on aborde la question des femmesnathématiques.
Malgré le changement de la condition feminine depai2eme guerre
mondiale et notamment la plus grande réussite itles fue les garcons
dans les études secondaires, on ne voit pas d'augtien des femmes
dans la recherche mathématique. Crois-tu qu’el@serst moins douées ?
Ou que cela ne les amuse pas beaucoup ?

Penses-tu que les mathématiciens se préoccupeap peu de
séduire ? Je veux dire séduire en général et sédidgs femmes en
particulier ?

Ma constatation personnelle est que les femmesameusent pas
tellement des mathématiques. A premiere vue, otEse culture qui les
dirige vers d'autres choses. Quant a savoir s$ stbet moins douées a
cause de leur structure génétique, la, on a unestiqone presque
inaccessible, comme la plupart des questions irapta$ de notre vie. La

37 équations différentielles stochastiques

64



plupart des mathématiciens-mathématiciennes qumi@ais sont tres
discrets-discretes sur leur vie intime, beaucoup giscrets-discretes que
les psychologues que j'ai connus-es. Aussi, moingntariers-
aventurieres. Parmi les psychologues de ma comamaissil y en a de
toutes sortes, et de tous golts. Mais parmi lefienatmatheuses je ne
connais qu'une victime du SIDA. Méme le taux deodie me semble
moins élevé parmi "nous" que dans la populatiorégsa.
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Masatoshi Fukushima

Les mathématiques sont-elles les mémes au Japen Ertance ?
Oui, mais avec un style souvent différent car cesgrg pas exactement
les mémes choses que les étudiants connaissentebi@s textes des
chercheurs n'insistent donc pas sur les mémesulifis.

Au XXéme siecle les mathématiques s'y sont déésspppidement
et sont devenues tres brillantes, remarquablemnargtiées par I'école
probabiliste. Citons au moins : Kakutani célebrerenautres choses
pour le premier article faisant la connexion entte mouvement
brownien et la théorie du potentiel; Kiyosi Ito @nteur du calcul
stochastique, M. Motoo, S. Watanabe, M. Fukushimagt notamment
développé la théorie des processus de Markov, &higekawa, T. Hida,
H. Sugita qui ont travaillé sur I'espace de Wienardimension infinie et
le bruit blanc, et ce sont la naturellement que Iques uns des
probabilistes de renommée internationale.

Masatoshi Fukushima est un chercheur profond ale sigelé. Il a
beaucoup publié, est tres souventsgjtét a effectué de nombreux séjours
aux Etats-Unis et en Europe, mais il a gardé unande simplicité
devenue presque Iégendaire...

N.B. Certains collégues considerent que dans le pass le
mathématiciens se restreignaient davantage et rdigient que des
idées nouvelles suffisamment importantes. Que pemses des
conséquences du principe ‘publish or perish' sur paatique
mathématique ?

M.F. A premiére vue l'accroissement exponentielndmbre de
publications mathématiques est surprenant en caigoar de la

38notamment son livr®irichlet forms and Markov processédgorth Holland/Kodansha
1980 et sa nouvelle version plus approfondie ave©%ima et M. TakedBirichlet
forms and symmetric Markov procesdes Gruyter 1994.
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progression au plus linéaire du nombre de chershdans le passé
récent. Vraisemblablement chaque chercheur ességare des papiers
plus régulierement et plus fréquemment qu'avant pEnir compte d'une
politique d'évaluation intensifiée de la part de sustitution. Cependant
je ne vois pas de facon évidente de déclin sutistagies journaux

mathématiques globalement. Une interprétation agténserait que les
interactions non seulement des divers champs audssi mathématiques
mais aussi entre les mathématiques et les sciammisises (physique,

biologie, informatique, sciences de l'ingénieurprammie, etc.) se sont
développées considérablement dans les dernieresmés et entrainent
un accroissement des thémes pour des papiers nathaes.

Un changement d'attitude dans I'écriture vers gusnotivations et
moins de technicités est perceptible dans le doemd@s mathématiques
appliquées. Mais la plupart des mathématicienseneemt plus de voir
toute la forét de l'activité mathématique et seteaient de regarder
autour de leurs arbres favoris. Je ne sais paseafigtlpeut avoir cette
tendance. Ce que je peux dire c'est que les artide présentation
géneérale couvrant les activités récentes dans slisfleamps deviennent
extrémement importants et que c'est un des rolesomtiaux des
institutions mathématiques que de favoriser deggiublications.

— Pouvez-vous expliquer comment vous est venu l¢ des
mathématiques ? Fut-ce une vocation d'enfancerfflliénce de certains
professeurs ?

Durant mes études secondaires et méme avant fecdige n'étais
pas du tout orienté vers les mathématiques. Entd©B5 a la faculté des
sciences de I'Université de Kyoto j'eus a choisie unajeure en
mathématiques, en physique, ou en chimie etc. i3elgs maths sans
forte motivation et en fait je trouvais ardue l'aisition des compétences
nécessaire pour devenir mathématicien, mais j'guasscette résolution
et javais la ferme volonté de devenir mathématicprofessionnel
guoiqu'il en colte. Mon oncle était professeur drysmue et me
conseilla de suivre le cours de probabilités détdpour ma maitrise en
1959. On m'a demandé d'étudier un papier de Willkatier sur les
conditions frontieres pour les chaines de Markoetait un sujet assez
difficile & prolonger. J'appris I'existence deti@de de Beurling et Deny
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sur les espaces de Diriciifepar un article de synthese de Feller et je
m'intéressais également aux espaces de Sobolevigmeaquations aux
dérivées partielles grace a un livre en japonaiMiohata. Alors j'étais
en mesure d'appliquer les espaces de Dirichlepealdémes de frontiere
pour le mouvement brownien, de nombreuses disqussivec mes amis
K. Sato et S. Watanabe me permirent de mettre @necea programme.

Et en suivant cette voie je devins progressivenpagsionné de
mathématiques.

—Avez-vous tout de suite entrevu que la théorieadeliBg et Deny
des formes de Dirichlet allait devenir un outil ionfant ? Quand avez-
vous découvert qu'une fonction d'un espace de gicn'est pas en
général une semi-martingale sur les trajectoire¥@&re livre en a-t-il
découlé ?

L'article de Feller dont j'ai parlé qui m'a faitnc@itre les espaces de
Dirichlet était de 1960 et insistait sur les mé#mdrobabilistes. Je
cherchais une facon de décrire les conditions ifEorg pour un processus
de Markov minimal multidimensionnel par l'usagend'drontiére idéale
(frontiere de Martin, frontiere de Kuramochi) quermette d'étendre les
travaux définitifs obtenus en dimension 1 par Fel®ynkin, Ito, Mc
Kean. A cette époque les méthodes hilbertiennegenétgpresque
completement absentes dans I'étude des processidad®v qu'on
abordait par la théorie des semi-groupes de HitlsitYa dans I'espace
des fonctions continues avec la norme uniforme.sMaci n'était pas
assez souple pour développer une théorie sur wndidre abstraite
excepté en dimension 1 ou la frontiere se réddéux points.

En 1962, J.L. Doob obtint des représentations aoace I'intégrale
de Dirichlet des fonctions harmoniques utilisantfriantiere idéale de
Martin. Ceci renforca ma conviction que les espate®irichlet étaient
I'outil adapté pour I'étude d'une condition frorgigénérale, et de 1968 a
1971 par des travaux de J. Elliott (belle-fille & Feller), de M. L.
Silverstein et de moi-méme débutait l'interprétatiprobabiliste des
espaces de Dirichlet. Mes expériences durant pétiede ont fortement

39 A. Beurling, J. DenyEspaces de Dirichlet I, le cas élémentaifgta Math. 99
(1958) 203-224. Cet article a initié un courantreleherche sur les formes de Dirichlet
et sur les méthodes hilbertiennes.
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influencé mes travaux ultérieurs sur les espacdsirehlet. J'écrivis en
1975 un livre en japonais sur les formes de Diatlkek les processus de
Markov mais sans le traitement des fonctionnelliditeves martingales
de Motoo et Watanabe. Jentrepris quelque temps péud leur
investigation et j'obtins ma décomposition en magdile et fonctionnelle
d'énergie zéro qui me valu d'étre conférencier ténvau congres
international de mathématiques d'Helsinki. K. Itiemeouragea alors a
écrire un livre en anglais incluant ces résultatsnentionnant le plus
possible exemples connus a cette date.

— En ce qui concerne les mathématiques pures et les
mathématiques appliquées, quels conseils donneoiez-aux jeunes, ne
pensez-vous pas que les mathématiques pures soehtreprise risquée
en ce qui concerne l'audience sociale ? Quel estimeat au Japon sur
ces questions ?

Les formes de Dirichlet représentent-elles encoreotie avis un
courant de recherche important pour I'avenir ?

L'expression "science mathématique" désigne un phdange
incluant maths pures et maths appliquées, mais alkvancent pas en
paralléle l'une a c6té de l'autre. Vous avez deshsnaures qui
apparaissent au sein des mathématiques appliguéesesersa. Assez
récemment les départements de mathématiques dessitds de Tokyo,
de Nagoya, de Kyushu ont quitté leurs facultésnétfandé des instituts
indépendants portant le hom de "science mathéngticgi qui inclut les
mathématiques appliquées, comme c'était le cas m@msuniversité a
Osaka depuis longtemps déja. J'y vois le signelegienathématiciens
purs changent leurs attitudes de recherche etdsw#ntage conscients
des champs appliqués.

Ceci dit je suis préoccupé par l'évolutions desselBohors du
département de maths pures, en ce qui concernaicdton
mathématique des étudiants en science et en esielecl'ingénieur. Par
exemple l'intégrale de Lebesgue n'y est plus endeiglu tout et méme
un traitement rigoureux de lintégrale de Riemashle plus souvent
omis. Dans ces conditions leur usage de la thé&wse probabilités se
trouve limitée a priori quelgque soit le soin appatcet enseignement.
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A votre derniére question sur les formes de Digthje répondrai
gu'a mon avis elles survivront dans les situationsles techniques
d'équations différentielles stochastiques ne soas plirectement
applicables. Analyse en dimension infinie, analgse les fractals et
notamment diffusions dans les matériaux composites.
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Denis Feyel

Eleve de M.Brelot, G.Choquet et J.Deny, Denis Fegsl un
analyste qui est allé vers les probabilités parth@orie du potentiel et
par la théorie ergodique. L'intérét récent pourtk&orie du potentiel en
dimension infinie lui a permis avec Arnaud de ladlle de montrer la
pertinence d'outils d'analyse fonctionnelle forgas I'occasion de
guestions plus classiques.

| est directeur du comité de rédaction d'une reinternationale
importante et voit par la le jeu concret de l'ihgtion scientifique.

N.B. Tu m'as fait part déja de ta position quant a ce tiuappelles
le premier et le deuxiéme niveau dans les appoathématiques, c'est-a-
dire entre les mathématiques qui étendent simplereertorpus des
connaisssances et les mathématiques qui sont trava# apportant une
meilleure compréhension...

D.F. Je m'éleve contre l'idée recue suivant laqueti doit publier
tout ce qui n'a jamais été publié, tout ce quiergierement nouveau.
D'abord une chose peut paraitre nouvelle par wet d& mode et ne pas
I'étre vraiment, mais ce n'est pas ce point qwey discuter, la question
gui m'intéresse est de savoir si ¢ca augmente singolele nombre des
connaissances ou bien si ¢ca améliore notre compsi&regrace a une
idée lumineuse. J'accepte de préférence une plibticgui démontre un
théoreme déja connu si la méthode est nouvellettet jin autre éclairage
sur la question. C'est le deuxiéeme niveau, ettjgche une valeur plus
grande. Au contraire, ce que jappelle les fins ttiéories, les
affaiblissements d'hypothéses sur certains résuyltatc., ca m'intéresse
moins. Par contre, si sur un résultat connu, dlaytah! fait enfin
comprendre ce qui se passe, ¢a c'est remarquabslexPmple pour des
résultats difficiles comme la classification desoupes finis ou le
théoreme de Fermat qui font appel a des résuh#smediaires lourds
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s'appuyant sur des théories peu accessibles, &jujue simplifie un
lemme en une page, c'est qu'il a eu une idéenrpsrtante, et la il fait
vraiment avancer le schmilblick!

— N'est ce pas un peu une philosophie bourbakiste ?

Je suis certainement bourbakiste par mon éducatigy reste assez
attaché sous une forme élargie. Je n'ai jamaisjwéitla philosophie de
Bourbaki, je dis qu'il a fait son temps, dans leaxdsens du terme, et je
pense qu'il a fait oeuvre utile. Et pour moi Bouwibzest essentiellement
du 2éme niveau, sauf les exercices. Il a méme igadgageré en
reléguant des théories entieres en exercice.

Mais l'important c'est les idées, pas les résultas résultats, il en
faut, parce que l'idée n'est intéressante que lsierl a, mais pour
certaines idées on sait qu'elles vont en donner.

Le meilleur exemple de limportance des idées,t deedivre de
Banach, ces idées ont donné des résultats bies 8argach lui-méme.
Aprés Banach on sait enfin ce qu'est un espaceéoamplet: une idée
formidable. De méme aprés Lebesgue on sait cetquiesintégrale. Ce
sont des idées fondatrices. Avant Lebesgue l'iatégmn voyait ca a la
maniere d'un physicien, on n'en imaginait mémel@axonnotations et
les ramifications mathématiques. Puis d'un seupdeusoleil perce les
nuages (un peu de lyrisme), et tout va trés viganach, Lebesgue,
mathématiques du 20eme siecle, aprés il y auratrekauchoses
évidemment. Ces idées extraordinaires, souventedis, quand on les
lit, sont extrémement simples. C'est la trés grandihématique.

Aujourd’hui on publie trop de broutilles, qui dlatlrs sont parfois
déja quelque part, on ne peut pas tout lire. Comimeeteur de revue, je
répartis la plupart des articles auxquels je comgsepeu de choses
aupres de spécialistes, mais j'en garde quelquegumje tente d'évaluer
moi-méme. Et souvent je suis dans cette perplegieist correct, c'est
exact mais ¢a n'apporte rien vraiment, ce sontheses naturelles, c'est
normal que ¢ca marche ! A quoi bon publier ¢ca, cet stes choses
comprises avant d'étre publiées. Mais on me répautiquoi ne pas les
publier ! Il n'y a qu'une chose a dire: parce gaene€ fait pas avancer la
Science. Le laxisme laissant publier n‘importe qigs que ce n'est pas
faux, conduit & un million de publications par ame est déja submergé.
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— Quelle part accordes tu dans ce jugement a la coanbire
déductive et au sens ?

J'aime bien qu'il y ait idée nouvelle, et normaletnelle doit
engendrer des résultats nouveaux, ou simplifierréggltats anciens. Le
théoreme de différentiation de Lebesgue on pequédifier — avec tout
le respect qu'on doit a Lebesgue — de bricolagés Elasuite ce résultat
est devenu un sous-produit du théoréme ergodiguetypel ou du
théoreme de convergence des martingales, dontlesmbstrations sont
plus simples. Mais ces théorémes reposent surelaigtees. Birkhoff a
apporté quelgque chose méme au théoréme de Lebesgue.

C'est le moment de parler des probabilités qui sarlteu inachevé.
La synthese entre le point de vue probabiliste natlydique n'est pas
encore atteinte. On sent parfaitement que les prlidias ne sont pas
familiers avec l'analyse et que les analystes &egmeent mal l'intuition
probabiliste. Il y a deux intuitions distinctes. IKmgorov a énormément
apporté en fondant rigoureusement les probabitéd'analyse, mais je
me demande si l'intuition probabiliste n'y a pas pgu perdu. Une
variable aléatoire ce n'est pas une simple fongctiblaudra bien y
revenir, une variable aléatoire ¢a porte bien som et ¢ca se comprend
parfaitement. Il faudra y revenir sans perdre lesntages de la
formalisation de Kolmogorov.

C'est une des raisons qui font que je travaille lsesr espaces
gaussiens car dans ce cas il y a plus d'intimitéeedas probabilités et
I'analyse. La mesure gaussienne est un carrefaurfogche I'analyse
fonctionnelle et qui touche les probabilités.

— Tu conseilles souvent aux jeunes de lire les osuves
mathématiciens du passe...

Parce que j'observe que le jour ou Cantor a comenariabriquer la
théorie des ensembles — ou plus exactement legaudilbert a tres
justement dit que c'était bien d'en faire —, le d@mathématique a
changé. ca a été extrémement fécond mais ca alk@ent intéressant
gu'on a oublié ce qui se faisait avant. J'ai quedcarticles que j'ai réunis
de revues anciennes que je relis parfois et qui&onnants. Entre autres
un article de Tchebichev sur des formules trigortogées liées au
coefficients de la fonction d/qui est un vrai plaisir, mais que sans doute
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peu de gens connaissent. Dommage, car c'est tresl let
combinatoirement tres instructif.

A cet égard je regrette qu'il n'y ait pas danssézondaire
d'enseignement d'histoire des mathématiques. Il semable que les
mathématiques sont une discipline ou l'on pratigae le respect des
anciens.

— Tu penses gu'il y a dans le passé une richesseati&riaux qui
n'‘ont pas servi encore pour les mathématiques olladjhui.

Oui et qui seront probablement remis a profit glursl. D'ailleurs
c'est ce que nous vivons avec I'ceuvre de Poincaséanciens prenaient
le temps d'écrire. Leurs textes sont pensés eonmietir. Ce n'était pas le
““publish or perish" d'aujourd’hui.

— Tu as le sentiment que les anciens s'attachaiemhirdage aux
idées et aux compréhensions qu'on ne le fait mzante

Je remarque gu'ils éprouvaient le besoin permatiane meilleure
compréhension. Aujourd'hui on éprouve moins ce ineson ne fait
souvent que des « exercices », aussi sophistiqiers-gls.

— Crois-tu que les objets mathématiques existent ?

Non bien sdr, on les invente, ce sont certainentest produits
naturels du cerveau humain. Mais on fait comme sejistaient. Racine
de 2. Bien sdr ¢ca n'existe pas, mais a causend@tion géométrique du
carré, a cause de l'algorithme d'Héron, on croitsent que ca existe, on
vit comme si ¢a existait. Il a fallu du temps poue les mathématiciens
eéchappent a l'llusion.

— Assez souvent le mathématicien se trouve dansitua¢ien ou
les choses s'organisent de facon trées complexetette d'y voir clair.
On cherche alors l'idée simplificatrice. N'y-a-fpis dans cette quéte une
sorte de drame ?

On cherche la Vérité. On le croit du moins et clas¢ aventure
tragique. On veut comprendre. On veut comprendas comprendre
guoi ? On veut comprendre ce qu'on est en traifage. On veut se
comprendre soi-méme. C'est tout simplement |&tli@gghumaine.

— Dans ces situations « a élucider » considéresaxidmatisation
comme une voie intéressante?
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Je pense gqu'il y a deux sortes d'axiomatisatiomtéiesse celle qui
vient aprés une crise, celle qui met en ordre ¢ettgit embrouillé et a
guoi on ne comprenait rien. L'axiomatisation ireusist celle qui s'attaque
a une situation déja éclaircie en prenant en comgtelques
épiphénomenes supplémentaires qui ne changenapesripréhension
générale des choses. A cet égard en théorie dutmbtbaxiomatisation
de Brelot était utile parce gu'elle répondait a wnise, elle montrait
gu'avec quelques éléments tres simples on pouvaiir ala
compréhension de la théorie locale du potentiebrsalque d'autres
axiomatisations plus récentes et plus généralespanaissent en fait
moins importantes, ce sont des « exercices ». éarith markovienne de
Hunt, que l'on peut aussi considérer comme unen@tieation est
intéressante parce qu'elle répond a de nouvellestigns. Puis quelqu'un
est arrivé qui a réuni la facon de voir de Brelotadle de Hunt. C'est P.-
A. Meyer qui a su transporter des intuitions pralostbs vers la théorie
du potentiel ou de la théorie du potentiel versgasbabilités dans son
grand traité avec Cl. Dellacherie, ce qui étas féxond.

— Cette grille que tu proposes pour la critique dedémarche
axiomatique rend a Bourbaki une place d'excellence.

Un signe que la communauté mathématique voititétidu travail
de Bourbaki est que les noms qu'il a proposés pgésigner les objets
subsistent le plus souvent, sauf en logique évidemympuisque les
logiciens ont travaillé la ou Bourbaki était d&amilt.

— A cet égard, les mathématiciens contemporains,glois
envisagent une idée nouvelle, ne sont pas dang€maensituation que les
anciens qui — disons jusqu'au 19eme siécle — naiesdvpas, les
mathématiques n'étant pas formalisées, si l'idéevelle devait avoir
droit de cité ou non. Le formalisme aujourd’'hui astueillant de toute
idée.

Lorsque les Grecs ont senti la présence de raeir ¢a a créé chez
eux une inquiétude que nous ne connaissons plus.

lls ont d0 avoir un tourment semblable a celui mgéndra le
paradoxe de Russel.
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— Par rapport aux mathématiciens du passé nous éusldans un
cadre symbolique plus élaboré et mieux établi. Neosimes des
saltimbanques avec un filet.

Filet qui a été tendu par Cauchy et par ceux quiocmmstruit la
rigueur.

— Puis par les logiciens qui ont examiné le probléde la
contradiction des mathématiques. lls n'ont pas Ité$® question mais
I'ont poussée si loin, que dans notre travail gdieth d'analystes nous ne
nous la posons plus. Néanmoins, le risque resteepité

Mais c'est maintenant un risque d'intérét, non pdes rigueur.
Robinson avec l'analyse non standard, prend ungists-a-vis de ses
pairs, risque d'étre rejeté de la communauté. Demaengue Lebesgue a
pris le risque d'étre rejeté, il raconte lui-mémee gcertains ne lui
adressaient plus la parole (« Nous parlons deifmmctontinues, cela ne
vous intéresse pas... »). D'ailleurs ses travatpacouis leur gloire grace
a I'Ecole russo-polonaise qui leur a donné la métdrqui convenait.
Lebesgue a pris un risque et il a perdu. Pour &épivé il a gagné mais
pour son agrément immédiat il a perdu.

— C'est encore plus vrai de Baire.

Oui, Baire avait tracé la voie et Lebesgue étaittesou par Baire.
Ceci étant Lebesgue s'est tourné vers la pédagogigui est noble et
souvent trés intéressant, mais tout de méme difféle la recherche ou il
n‘a pas eu de son vivant dans son pays la receanais qu'il pouvait
attendre. Aujourd’hui, compte tenu de la culturamte du milieu, il n‘est
pas vraiment difficile d'étre un mathématicien h&ten Mais si on a des
prétentions plus élevées, ou bien on ne fait ri@npien on prend des
risques. En fait tous les mathématiciens véritabteg préts a courir ces
risques. Le risque d'étre incompris existe maislermprend. Le vrai
malheur c'est de ne plus avoir d'idées.

— Comment es-tu venu aux mathématiques ?

J'ai toujours aimé les maths, d'abord leur cétéraatique et leur
c6té ludique, puis leur coté esthétique, et erdiur £6té visionnaire (elles
font toucher linfini...). C'était une aventure qiémandait si peu de
moyens!

78



J'ai eu d'excellents professeurs a qui je rendsntege en tant
gu'hommes de pensée libre et de grande élévatinitusijpe, tels que
peut en fournir I'Education Nationale. Leurs idéaiaient ceux de la
3eme républiqgue, méme apres la guerre: élevestoyiement le niveau
intellectuel et le sens critique des enfants. de féen sdr en dire autant
de mes profs de lettres.

Aujourd’hui, grace a une bonne orchestration, ldogrupation
majeure des étudiants est leur futur métier. Jeistadire « faire des
maths pourquoi pas, il faut bien gagner sa vie e'taton ou d'une
autre ». En effet, il y a la quelques possibilitésmplois, on a besoin
d'enseignants a l'université. Pourtant je n'aifpsésle maths pour gagner
ma vie, et on ne fait pas des maths pour ¢a, st pes une justification
honorable.

— Tu parles comme un artiste.

Pourquoi pas ? Il n'était pas question pour moiregtencer aux
maths. J'ai toujours pensé que je savais certa@ineses mais juste de
guoi me mettre en appétit, et que si j'arrétaisriaths, c'était fini, je n'y
aurais plus jamais acces. Je ne saurais pas & Slavais besoin de la
suite au prochain numéro ! et, mené par le systameersitaire, j'ai tout
naturellement fini par en faire mon métier.

— Si les circonstances économiques, sociales, godt avaient
eté difféerentes et t'avaient contraint pour vivravbir une activité qui
prend tout le temps...

J'aurais tenté d'en faire le dimanche, j'en ayraik avec nostalgie,
ou bien je serais devenu un de ces amateurs qoiegrivdes résultats a
I'Académie des Sciences, sur les nombres premieeutres, ce qui est
parfaitement honorable.

— Comme il y a des amateurs en art.

Nous sommes des artistes qui ne cherchons a pjaiaenos pairs.
C'est une exigence sévere car on sait bien que-lagulk est plutot
difficile de les épater !
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Gabriel Mokobodski

D'un c6té, a partir de la fin des années 50 avediavaux de Hunt,
la théorie du potentiel a vu s'élaborer une int&tation probabiliste qui
introduisit de nouvelles notions et de nouvellexhméeques de
démonstration, tirées de la théorie des martingal®sn autre coté des
analystes dont Gabriel Mokobodzki, proposaient aegils et des
généralisations qui allaient au-dela des théoriesomatiques (Brelot,
Bauer, ...).

Dés lors ces avancées pouvaient étre confrontées idées
probabilistes et par aller-retour on pouvait tentele voir si une
démonstration s'envisageait plus facilement d'umé cdu de l'autre.
Mokobodzki prit une part active dans ce dialogumentra que l'analyse
était tantbt une voie rapide d'obtention de rédsltd'existence grace a
des concepts abstraits (compacité, axiomes fortsladehéorie des
ensembles) tant6t le moyen de proposer des algoeghtres concrets et
constructifs. C'est un des points qu'il éclaire slaette discussion ...

N.B. Tu dis souvent, on fait des mathématiques aveitdes...

G.M. D'un point de vue naif, ¢ca veut dire orienser réflexion a
partir d'images, d'ébauches de théorie, en essdgatdssiner un paysage
tant soit peu ordonné avec les éléments dont gosks C'est un travail
permanent pour rationaliser son intuition, dégadersens autant que
produire des résultats. Il y a deux mouvements tlaunes les sciences,
méme en mathématiques. Ainsi que I'a mentionnéilzaman, il y a un
caractéere expérimental de la recherche en mathfuesti La méthode
expérimentale n'est pas limitée par I'usage diingtnts de mesure ou de
calcul et les mathématiques n'ont pas le monopeléadrecherche de
modéles abstraits.
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Cela dit, il ne faut pas mettre au méme niveaurdeail sur un
lemme technique et I'élaboration d'une théorie. dgég des idées ou
dégager des méthodes ne sont pas a confondrehdesheurs font la
distinction.

Le travail d'un chercheur bien intégré dans l'@gtisociale des
mathématiques participe des deux démarches vérstréit et vers les
applications. Si on oppose les extrémes, d'un «itéa la belle
construction architecturale qui est la théorie eet'autre la recherche de
solutions a des problemes divers, d'exemples &rdees variées, sans a
priori, en étant guidé seulement par la curiositépar des questions qui
viennent d'ailleurs. En général au niveau d'un pgeode chercheurs on
fait les deux. Lorsque c'est trop foisonnant omgssle mettre de l'ordre.

J'ai commencé a faire des mathématiques lorsquetBrenait de
mettre au point sa théorie axiomatique du potentr@luencé par le
discours bourbakiste, je pouvais croire que la riréalu potentiel
atteignait ainsi une sorte d'apothéose. C'étadirfant de voir tout ce
gu'on pouvait reconstruire de la théorie du postndivec la théorie
axiomatique de Brelot. Ce que j'ai compris plus @est que de telles
synthéses viennent uniquement en des momentségigd et ne sont
gu'un aspect de l'activité mathématique. Je croispensable de repérer
a quel stade on en est, dans le développementigistod'une discipline
pour ne pas se fourvoyer dans des exces de fomalis

— On sait maintenant qu'il y a une charpente de léotie du
potentiel qui est plus vaste que le point de vuBreéot.

Oui, il y a eu les travaux de Hunt qui ont ouvéritérpréetation
probabiliste, les travaux de Beurling et Deny ses Iméthodes
hilbertiennes, et jai été tenté par une superhggd, seulement cela
appauvrit les structures et on finit par dire lédoses de fagon trop
compliquée. Finalement ce qui est intéressant destdégager de
nouveaux angles d'attaque des problémes. En redtast le cadre des
résolvantes de Ray, modele qui englobe les diffsraspects de la
théorie (linéaire) du potentiel, jai souvent, pae démarche différente,
rencontré Paul-André Meyer qui, avec le point de des processus de
Markov, posait des questions soit plus simplemeittpdus difficilement
gue moi. Je défends le pluralisme. Il faut poussediverses approches
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et juger sur pieces. La synthese théorique ne c@téépas, ce n'est pas
toujours le moment propice.

—J'ai remarqué que dans ton travail tu recherchaiontiers des
méthodes constructives ou algorithmiques mais guiéme temps tu ne
répugnais pas a utiliser des outils abstraits comdes méthodes de
compactification. Consideres-tu que les unes ous jple valeur que les
autres ?

Les méthodes de compactification ont souvent ua udlificateur
d'une classe de problemes et permettent une ecegaonomie de pensée
(voire de publications ! ). Les méthodes constuasti ont pour elles
d'accroitre les moyens de calcul. Ces deux méthsalgiségalement des
moyens de découverte. Il y a ensuite les questilengodt personnel.
Pour un méme probleme celui de la dérivation dsslvéantes, j'ai utilisé
les deux méthodes en commencant par celle des ctifiqaions.
Comme je voulais étre lu aussi des probabilisteisayssi développé une
méthode constructive. Meyer m'a alors fait remarqué cette méthode
avait quelque chose a voir avec le schéma de resagie en théorie
ergodique et m'a incité a aller plus loin dansecditection.

— Tu as aussi utilisé certains axiomes de la thédes ensembles
pour obtenir des outils opérationnels.

Lorsqu'on aborde une question, on ne sait pasdsifieulté vient de
gue ce qu'on cherche a démontrer est faux ou ld@eredju'on s'y prend
mal. Donc il ne faut pas se restreindre, au moinslébut, pour utiliser
des axiomes forts si besoin. Une fois qu'une prendémonstration est
trouvée ensuite on pourra travailler a faire le agendes choses inutiles
pour en trouver une autre plus élégante.

J'ai travaillé ces questions de dérivation des lvastes en
commencant par utiliser I'hypothese du continugueest assez rare en
analyse. J'aime cette hypothése car j'ai cru laodé&er lorsque j'étais
étudiant et en toute ignorance de cause puisqunmaintenant que
c'est un probleme indécidable.

L'hypothése du continu m'a permis de construirefittess spéciaux,
les filtres rapides qui permettaient de prendrelimeises pour toute une
famille de mesures simultanément. Je pouvais aiositrer qu'il n'y avait
pas d'obstruction algébrique au probléme de lavdiéon.
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— Tu as poursuivi ces idées avec les limites médiales

C'est un outil forgé avec I'hypothese du continaismqui est
utilisable trés simplement par tout un chacun. 'digis cette fois de
représenter par des fonctions mesurables des dindte sens de la
convergence faible. J'appliquais ceci a des guestil® convergence de
suites de noyaux et prouvais ensuite l'existencelirdgées au sens
ordinaire. Ensuite j'ai trouvé des méthodes gilisaient pas les limites
médiales pour ces convergernees

Javais la un autre exemple de détour bénéfiquedpar outils
abstraits puis du retour a des méthodes plus caists.

D'ailleurs Henri Cartan a procédé typiguement giasir construire
la mesure de Haar sur un groupe localement compauwet.utilise
traditionnellement pour cela un ultrafiltre quifraé un filtre canonique
puis on montre que cette mesure est unique apmsalisation c'est la
méthode habituellte Un autre ultrafiltre aurait donné la méme limite,
donc il y a convergence du filtre canoniqgue. Gdestjue Cartan a montré
en effet, avec une méthode directe et différente

Les spécialistes de la theorie des ensembles squergour certains
types d'énoncés, s'ils sont vrais avec I'nypotdéseontinu ils sont vrais
également sans. Le trajet plus constructif qu'abare dans un second
temps apporte souvent plus d'information.

— Donc le détour par l'abstraction sert a se convainae
I'existence d'un objet puis la seconde voie, pluscle de la
combinatoire des symboles mathématiques et ar@baiir les données
du probléme, se trouve souvent généralisable ousprasable. Je pense
au balayage de Poincaré par exemple.

En mathématiques comme en littérature, l'auteureld@pe un
propos bien adapté a son affaire puis le lecteuiagrce qu'il veut. Le
lecteur peut en particulier s'intéresser au domdmealidité maximale
du raisonnement. Et il est bien rare que ce domaaiepas une structure

40 eslimites médialesnventées par Mokobodzki sont évoquées par Alainn€s

dans son dialogue avec J.-P. Changdlatiere a penséeD. Jacob) pour leur utilité
dans les mathématiques qu'il pratique, leur cootitmu est présentée par P. A. Meyer
in Sém. de Probabilités Vh.198-204, Lect. Notes in Math. 321, Springer3l97

4lyoir, par exemple, Bourbaki, Integration, chapirmesure de Haar., Hermann, 1963.
42Note aux CRAS 1957
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propre liée au probleme. Ca ne marche pas toujmais lorsque ca
marche c'est trés satisfaisant.

Par exemple, la propriété d'additivité des réduitéisée par Brelot
dans sa théorie du potentiel, jouait un réle fonelatal et permettait de
résoudre le probleme de Dirichlet. J'ai tenté de a®qu'on pouvait faire
en partant de cette unique propriété, ceci m'a wora rechercher et
définir la propriété de réduite d'usage plus laggearactéristique de la
theorie (linéaire et transiente) du potentiel.

Ainsi se poser la question du domaine naturel dpnogriété qui
joue un réle important dans un domaine et tenjerégiondre en terme de
structure conduit tres généralement a sortir desiese battus. De ce
point de vue dans mes jeunes études jai été tdait dasciné par le
modeéle de la théorie spectrale associée aual@bres, expression d'une
méme structure dans des langages différents.

Au lieu d'avoir une vision des mathématiques engrassion
linéaire on introduit la variété des points de vue.

— Et pour les études des jeunes d'aujourd’hui, quelsseils
donnerais-tu ?

Un jeune intéressé par la recherche mathématiguarissdans des
circonstances générales. Le nombre de mathématietethe publications
a tant augmenté qu'il faut trouver un nouveau maddzistence de la
communauté. Aujourd'hui le travail ne peut se fafiicacement qu'en
groupe comme cela se passe depuis longtemps emgphy£e travail
plus collectif se fait partiellement dans les san#s, mais cela n'est pas
toujours suffisant pour avoir un compte-rendu de t® qui se fait dans
un domaine. Pour accéder aux informations on nera@e contenter de
bases de données et de mots-clés et I'on devrglmuldiscussions et
contacts entre mathématiciens. Nous avons beseintrefenir notre
tradition orale. Je vais prendre l'exemple de I@gude recherche
constituée par Choquet. Elle s'est créée au dé&parant l'idée assez
vague de rassembler dans un méme lieu des persapaesles mémes
sujets d'intérét et de méme culture. Pour un jeunapper a une porte
voisine pour poser une question, cela se fait pHtiment, et
evidemment ca fait gagner un temps considérable rgpport a la
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stratégie du rat de bibliotheque. C'est une forméravail collectif et de
partage des connaissances

La principale difficulté pour un jeune est d'appeéd'intérét d'un
travail au dela de sa difficulté technique. Or lggment d'intérét se
construit dans les relations collectives.

Les séminaires, les exposés dans les groupesvdd fpauvent étre
I'occasion d'apprendre des méthodes nouvelles nmarteun sujet connu
mais il y a aussi I'exposé ou on vous deécrit unspgg curieux qui ne
ressemble a rien de ce que vous connaissez. Caricaiela sensibilité
de l'auditeur.

— N'est-ce pas les motivations surtout qu'on trarismé&me dans
ce cas, ce nouveau paysage, pourquoi a-t-il ins&dsrateur...

Pour l'orateur qui présente ses propres travaurarismet a la fois
ses motivations, sa facon de voir, et si possibe résultats. 1l y a
plusieurs facons de faire des exposés de séminkrelirais pour un
jeune qui présente les travaux d'autrui que lelewgilpoint de départ
pour un exposé de séminaire c'est un texte maj@éédiexte ou il y a des
résultats nouveaux suffisamment intéressants naais que l'auteur ait
poussé loin I'élucidation, le pourquoi, le commérgxposé doit montrer
les idées qui sont a I'ceuvre, méme si leur statuvague, dégager une
trame et faire apparaitre une motivation.

Pour ce qui est des jeunes, il faut gu'ils prennemiscience
gu'arriver jusqu'a la recherche exige non seulerdenplus en plus de
connaissances mais de plus en plus de culture.rébsterche réalisée
rapidement sur un sujet tres pointu n'est pas amadtion suffisante. La
culture est la condition pour contourner les oldetvearier les stratégies
et savoir a qui s'adresser en cas de blocage. €iemublier est un
encouragement, Choquet considere qu'il est borlegueunes se fassent
les dents tres tot a partir de travaux récents.

— Je crois que les jeunes ressentent trés fortenaeptuls grande
difficulté a pénétrer dans l'activité professioriaglet le besoin d'étre
conforté. Peut-étre souhaitent-ils ne pas trop @upavec les
applications.

Les applications ! D'abord les mathématiciens rpastle monopole
des mathématiques. Les physiciens font souvent caellextes
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mathématiques, nous ne sommes pas une corporaliamogen age.

Maintenant, pour l'avancement de la science, quaesl problemes
émergent, il faut n'avoir aucun préjugé quant & letigine. D'ou la

nécessité d'une pratique d'information sur les éma#ttiques suscitées
par les autres sciences. De plus, il faut apparesoutien particulier aux
mathématiciens qui veulent jouer le réle d'interiaiéed entre deux

disciplines. Cela compte pour le recrutement dasch-tireurs vis-a-vis
des représentants des courants majoritaires. Lel'Easlle est typique
par exemple. Au début ses travaux sur les fonctiésargentes étaient
tres difficiles a faire valoir car il n'y avait pd®xperts de ces questions.

Souvent, les problemes que d'autres m'ont proposté®té plus
intéressants du point de vue de mon travail deeretle que ceux que j'ai
pu m'inventer tout seul. Cela m'a apporté beauadeiprésoudre des
problemes que je ne m'étais pas posé spontané@est. une réponse
partielle sur le role des applications.

— Ne crois-tu pas que I'époque a tendance a délégitila
recherche fondamentale. On dénonce aux Etats-@rilsuriosity driven
research" qui fait dépenser trop d'argent a I'Etah France la pression
est de plus en plus forte pour resserrer davantdgecycle de
I'utilitarisme de la recherche ?

Avec des chercheurs d'autres disciplines et daradee de mes
activités syndicales, nous sommes arrivés a unii@ofes nuancée a ce
sujet. Il n'y a aucune raison de ne pas accepgpdblemes, comme je
I'ai dit, qui viennent de la physique de la chiroie de l'industrie. La
difficulté est d'arriver a une véritable coopératinles ingénieurs qui
travaillent dans l'industrie ne peuvent étre rédait rang d'applicateurs,
la solution est qu'il y ait des gens de tres haweau aussi dans
I'industrie.

— Je me demande si la différence n'est pas plutdts das
compétences que dans les nivealans les entreprises on utilise
davantage les qualités humaines, de managemengrmmandement que
des compétences réflexives ou spéculatives. Nowsylens dans les
Ecoles d'ingénieurs, les jeunes n'ont pas limpoessque les
connaissances scientifiques vont les aider vrairdans ces situations.
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Ce n'est pas seulement un probléme de connaissa@césut d'un
certain temps ce qui va faire la différence c'#lsy & ou non capacité de
recherche. J'entends recherche libre. Il n'y adeasecherche sans un
certain espace de liberté. L'idée qu'on peut caemiént diriger ou
orienter en vue des applications est fausse. Quedherche dit a mon
avis — nécessairement — générosité. Il faut étpmalole, que ce soit
dans des recherches universitaires ou dans l'inelude faire du travail
désintéresse sans espoir de gain — méme de gaimbtieation — parce
gue c'est la condition pour de temps a autre fais@nent ceuvre utile.
Lorsqu'un cinéaste fait un film on ne voit pas mard'heure et demie
I'énorme quantité de film qui a été coupée et jpaa en arriver la. Ce
gui a été jeté ce n'était pas du travail pour rien

Il faut accepter cette générosité pour que la metieesoit féconde.
S'il n'y a pas cette générosité, il n'y a pas nsdiibn de I'énergie
humaine pour arriver au résultat. Et cette philbs®paut aussi pour les
étudiants qui se lancent dans la recherche.

— Il me semble que l'idée que tu viens d'évoquertrést mal
comprise par l'opinion.

L'équation que je pose est : espace de liberté yemde mobiliser
I'énergie individuelle.

J'ai l'impression que les chercheurs ne sont pds sencerneés.

— L'opinion percoit les investigations personnetflesnme une non-
générosité, un repliement sur soi, on n'est plliéaute du social. Alors
gue pour toi c'est une activité qui investit.

On peut regretter I'existence de la division duailamais cet un fait.
Si I'on veut absolument parler de rentabilité, eliese juge pas sur la
méme échelle de temps. L'industriel va discutepnafet a I'échelle de 5
ans. En matiére de recherche c'est une duréedropec Premierement le
temps de formation d'un chercheur c'est plutét'aielre de la dizaine
d'années. Deuxiemement, dans l'ordre des resptitésabi du choix des
hommes, un dirigeant n'est pas en général chaislesibouts de période
de 5 ans mais sur ce qu'il a développé et réalisntide longues années.

— |l semble qu'on a de plus en plus de mal a fairendre en
compte le long terme.
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C'est la une contradiction que nos sociétés diéegsldppées doivent
résoudre. Plutét que de jouer la carte de la cadipér, elles misent sur
une maitrise de la technologie que n'‘auront paaulaes sociétés afin de
les dominer. Méme en se placant dans cette log@ueg peut faire une
étude de marché pour savoir si une recherche vaudébr ou non; je
parle de recherche fondamentale ou de recherchediegique. Bien sar
la recherche a un colt. La recherche on sait gefora besoin, mais
comme elle n'est pas déterminée par un marché'alfgas de prix.
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Je cherche en zigzags et j'arrive finalement ptas gu point départ que je n'avais pensé. Alors
j'éprouve le besoin de trouver le plus court cheooinduisant a ce résultat et d'oublier les étapes p
lesquelles je suis passé.

Laurent Schwartz

Est-ce qu'on découvre quelque chose ou qu'on fiteve A mon avis la question est mal posée
et ceux qui répondent dans un sens ou dans lalotiepas bien compris de quoi il s'agit.
Gustave Choquet

Je ne vais pas aussi loin qu'André Weil. Mais lesems comptent pour moi. La France est une
terre mathématique et elle doit le rester.
Paul Malliavin

Je pense que le plaisir des mathématiques c'estildr de comprendre quelque chose. J'ai
souvent peiné sur un article ou je voulais comprend résultat et tout d'un coup, voila, on se'et
tout simple. C'est le plaisir de comprendre.

Paul André Meyer

A mon avis l'obtention d'un résultat nouveau s pe valeur, en général, que la découverte
d'idées nouvelles qui permettent de généraliser @mplifier la démonstration de résultats déja
connus.

David Nualart

Des mathématiques abstraites qui ne sont plus shubsfficile de gérer ces contradictions,
mais l'aventure intellectuelle des mathématiqueanitieres est tout a fait stimulante.
Nicole El Karoui

Quand je travaille, et je tombe sur quelque chibeee semble que j'ai dévoilé une petite vérité,
cachée dans la nature. Mais celle-ci est une datista sur moi-méme. Est-ce qu'il y a une réalité a
dela de ¢ca? Je t'en dirai des nouvelles dan®thpmne vie!

Richard Gundy

Un changement d'attitude dans I'écriture vers glusnotivations et moins de technicités est
perceptible dans le domaine des mathématiquesgagels. Mais la plupart des mathématiciens ne
tentent plus de voir toute la forét de l'activitath@matique et se contentent de regarder autdeudse
arbres favoris.

Masatoshi Fukushima

Je pense qu'il y a deux sortes d'axiomatisatiomtéesse celle qui vient aprés une crise, celle
qui met en ordre ce qui était embrouillé et a quoine comprenait rien. L'axiomatisation inutile est
celle qui s'attaque a une situation déja éclaimrieprenant en compte quelques épiphénoménes
supplémentaires qui ne changent pas la comprélmegéiwérale des choses.

Denis Feyel

Lorsqu'un cinéaste fait un film on ne voit pas @erid'heure et demie I'énorme quantité de film
qui a été coupée et jetée pour en arriver 1a. Ca gté jeté ce n'était pas du travail pour ridfaut
accepter cette générosité pour que la recherch&sonde.

Gabriel Mokobodzki
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