
Suite de points d'un espace de Hilbert distribu�ee selonla promesure gaussienne canoniqueNicolas BOULEAUR�esum�e: On montre que dans un espace de Hilbert r�eel s�eparable H , il existe une suite antelle que pour tout b 2 H la suite r�eelle (b; an) soit r�epartie selon la probabilit�e N(0; jbj2). Lam�ethode utilise une lin�earisation du probl�eme par d�eveloppement sur l'espace de Fock de H . Cer�esultat est appliqu�e �a l'espace de Cameron-Martin d'un espace de Wiener.Sequence of points in a Hilbert space distributed according to the canonicalcylindrical Gaussian measureAbstract: We show that there exists in every separable real Hilbert space a sequence ansuch that for all b 2 H the real sequence (b; an) be distributed according to the probabilitymeasure N(0; jbj2). The method uses a linearization by expansion on the Fock space of H . Thisresult is applied to the Cameron-Martin space of a Wiener space.I. Introduction. Soit H un espace de Hilbert r�eel s�eparable de produit scalaire (:; :) etde norme j:j. On veut montrer l'existence d'une suite (an)n�1; an 2 H, telle que8b 2 H 8u 2 IR limN!1 1N NXn=1 eiu(b;an) = e�u22 jbj2(1)En d�eveloppant les exponentielles sur l'espace de Fock, on est ramen�e �a montrerlimN!1 1Xm=1 (iu)mm! < 1N NXn=1 a
mn � zm ; b
m >= 0:Cependant la quantit�e zm qui doit être introduite dans cette formule n'est pas dans H
met une op�eration de troncature est n�ecessaire pour donner un sens dans cette expressionau crochet < :; : >. Cette �etape �etant franchie, on est ramen�e �a montrer quelimN!1 1Xm=1 (iu)mm! < 1N NXn=1 a
mn � zn;m ; b
m >= 0o�u zn;m 2 H
m est convenablement d�e�ni. Cette convergence est obtenue en montrant uneconvergence faible sur l'espace de Fock �equip�e d'une structure hilbertienne convenable,et celle-ci r�esulte du choix de la suite (an) et d'un r�esultat de convergence de martingalevectorielle.II. D�emonstration du r�esultat principal.Nous introduisons la notation zm par le lemme suivant:1



Lemme 1 Soit (gn)n�0 une suite i.i.d. de gaussiennes r�eduites. On d�e�nit une applica-tion zm de INm dans IR (m � 1) en posantzm(i1; : : : ; im) = E[gi1 : : : gim ]:Alors zm(i1; : : : ; im) = 0 si m est impair et 8b 2 l2 8k 2 IN�(2k)!2kk! jbj2k = Xi1;:::;i2k bi1 : : : bi2k z2k(i1; : : : ; i2k):Ce lemme s'obtient en calculant terme �a terme le d�eveloppement de la fonction car-act�eristique de la variable al�eatoire gaussienne B = b1g1 + : : : + bngn + : : : de variancejbj2.Nous raisonnons en supposant H = l2, nous noteronsH�m le produit tensoriel alg�ebriqueet H
m le produit tensoriel compl�et�e. On aeiu(b;an) = 1Xm=0 (iu)mm! (b; an)m = 1Xm=0 (iu)mm! < b
m; a
mn >H
m(2) e�u22 jbj2 = 1Xk=0 (iu)2k(2k)! (2k)!2kk! jbj2kdonc d'apr�es le lemme 1,e�u22 jbj2 = 1 + 1Xk=1 (iu)2k(2k)! Xi1;:::;i2k bi1 : : : bi2k z2k(i1; : : : ; i2k)(3) = 1 + 1Xm=1 (iu)mm! � b
m; zm �o�u zm est l'application de INm dans IR introduite au lemme 1 qui d�e�nit un �el�ement de(H�m)� et� :; : � d�esigne la dualit�e entre H�m et (H�m)�.On suppose dor�enavant que la suite des points an = (an;k)k2IN 2 H est telle que8n an;k = 0 si k > '(n) o�u ' est une fonction croissante de IN dans IN telle quelimn!1 '(n) = +1 et qui sera choisie ult�erieurement.On d�e�nit l'application zn;m de INm dans IR par(zn;m)i1;:::;im = zm(i1; : : : ; im)1fi1�'(n)g : : : 1fim�'(n)g:Lemme 2 limN!1 1Xm=1 (iu)mm! 1N NXn=1 � b
m; zn;m � zm �= 0D�emonstration. On a1Xm=1 (iu)mm! 1N NXn=1 � b
m; zn;m � zm �== 1Xk=1 (iu)2k(2k)! 1N NXn=124 Xi1;:::;i2k bi1 : : : bi2k z2k(i1; : : : ; i2k)1f9j2f1;:::;2kg:ij>'(n)g35 :2



Le terme entre les crochets [:] est une somme de termes positifs et1Xk=1 �����(iu)2k(2k)! ����� Xi1;:::;i2k bi1 : : : bi2k z2k(i1; : : : ; i2k) = eu22 jbj2 � 1:donc le th�eor�eme de convergence domin�ee s'applique et comme1N NXn=1 1f9j2f1;:::;2kg:ij>'(n)g ! 0quand N !1 pour i1; : : : ; i2k �x�es, le lemme est �etabli.D'apr�es les relations (2) et (3) et le lemme 2, on est ramen�e �a �etablirlimN!1 1Xm=1 (iu)mm! � b
m; 1N NXn=1(a
mn � zn;m) �= 0:(4)Maintenant zn;m 2 H
m et le crochet peut être pris au sens de H
m. Nous �ecrivons (4)sous la forme 1Xm=1 �m(2m)! < (2m)!m!�m (iub)
m ; 1N NXn=1(a
mn � zn;m) >H
m :(5)L'espace F� = (y 2 1Ym=1H
m : 1Xm=1 �m(2m)!jymj2H
m < +1)est un espace de Hilbert pour le produit scalaire< x; y >F�= 1Xm=1 �m(2m)! < xm; ym >H
m :et la suite � (2m)!m!�m (iub)
�m�1 appartient �a F� d�es que2juj jbj < p�(6)D�e�nissons yN = (yNm)m�1 par yNm = 1N NXn=1(a
mn � zn;m):Si la suite an est choisie de sorte que yN 2 F� 8N , la relation (4) sera �etablie pour u et bv�eri�ant (6) si yN !N!1 0 pour la topologie �(F�; F�) donc si yN ! 0 dans F�.Choix de la suite (an). Consid�erons la suite al�eatoire � = (�n) �n 2 H = l2 d�e�niepar �n = (�n;k)k�0 �n;k = gn;k1fk�'(n)g3



o�u gn;k est une suite double de variables gaussiennes r�eduites ind�ependantes.Nous allonsmontrer qu'on peut prendre pour (an) la suite (�n(!)) pour presque tout !. Consid�eronsd'abord la suite al�eatoire �n = (�N;m)m�1 d�e�nie par�N;m = NXn=1 1n(�
mn � zn;m)Autrement dit, posant �n = (�n; : : : ; �
mn ; : : :)�n = (zn;1; : : : ; zn;m; : : :)on a �N = NXn=1 1n(�n � �n):Il r�esulte des estimations du lemme3 ci-dessous qu'on peut choisir la fonction ' ind�ependammentde � de sorte que �N soit une variable al�eatoire �a valeurs F� et que supN E[k�Nk2F�] < +1.La martingale �N converge donc dans F� p.s. et donc par le lemme de Kronecker la suite1N NXn=1(�n � zn)converge vers z�ero dans F� p.s. Prenant une suite de valeurs de � tendant vers +1, ceci�etablit que presque tout tirage de la suite �n v�eri�e (1) et convient donc pour la suite an.Lemme 3 La fonction ' peut être choisie de sorte que 8� supN E[k�Nk2F�] < +1D�emonstration. On a E(k�Nk2F�) = NXn=1 1n2Ek�n � znk2F� :Par ailleurs k�n � znk2F� = 1Xm=1 �m(2m)! Xi1 ;:::;im(�n;i1 : : : �n;im � (zn;m)i1;:::;im)2= 1Xm=1 �m(2m)! Xi1;:::;im(gn;i1 : : : gn;im � zm(i1; : : : ; im))21fi1�'(n);:::;im�'(n)gdonc par le lemme 1Ek�n � znk2F� = 1Xm=1 �m(2m)! Xi1 � '(n)...im � '(n) var(gn;i1 : : : gn;im):Si X est une variable gaussienne r�eduite il r�esulte de l'in�egalit�e �el�ementaire EX2pEX2q �EX2(p+q) que var(gn;i1 : : : gn;im) � E[g2n;i1 : : : g2n;im ] � EX2m4



donc Ek�n � znk2F� � 1Xm=1 �m(2m)!E[X2m]'(n)m:Ainsi E(k�Nk2F�) � NXn=1 1n2E exp(q�'(n)jXj) � NXn=1 1n2e�'(n)2et la s�erie est convergente si par exemple on prend '(n) = (log log n)+.III. Application �a l'espace de Wiener.La propri�et�e (1) se renforce d'elle même en8><>: 8k 2 IN�; 8b = (b1; : : : ; bk) 2 Hkla suite ((b1; an); : : : ; (bk; an))n�1 de IRk est r�epartie selonla mesure N(0;�) o�u � est la matrice (b;bt):(7)On en d�eduit sur l'espace de Wiener avec des notations courantes (cf [1])Corollaire 1 Il existe une suite (xn)n�1 de points de L2(IR+) telle que8k 2 IN� 8F 2 Cb(IRk; IR) 8h1; : : : ; hk 2 L2(IR+)limN!1 1N NXn=1F (Z 10 h1(s)xn(s)ds; : : : ; Z 10 hk(s)xn(s)ds)= E[F (Z 10 h1(s)dBs; : : : ; Z 10 hk(s)dBs)]:Bibliographie[1] N. Bouleau et F. Hirsch, Dirichlet forms and analysis on Wiener space, de Gruyter(1991) N. BOULEAULaboratoire de Math�ematiques Appliqu�eesENPC La Courtine93167 Noisy-le-Grand cedexFRANCE
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