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Résumé: On montre que dans un espace de Hilbert réel séparable H, il existe une suite a,
telle que pour tout b € H la suite réelle (b, a,) soit répartie selon la probabilité N(0,]b|?). La
méthode utilise une linéarisation du probleme par développement sur ’espace de Fock de H. Ce
résultat est appliqué a ’espace de Cameron-Martin d’un espace de Wiener.

Sequence of points in a Hilbert space distributed according to the canonical
cylindrical Gaussian measure

Abstract: We show that there exists in every separable real Hilbert space a sequence a,
such that for all b € H the real sequence (b, a,) be distributed according to the probability
measure N (0, ]b]?). The method uses a linearization by expansion on the Fock space of H. This
result is applied to the Cameron-Martin space of a Wiener space.

I. Introduction. Soit H un espace de Hilbert réel séparable de produit scalaire (.,.) et

de norme |.|. On veut montrer 'existence d’une suite (a,)n>1, a, € H, telle que
1 iulbyan) _ —2[b2
(1) Vbe HVue R ]ég%oﬁ;e =e 2

En développant les exponentielles sur ’espace de Fock, on est ramené a montrer

Ii i (i) < ! fj o bO" >=0
m — a>" —z = 0.
N—oo m=1 m’ N n=1 ! "

Cependant la quantité z,, qui doit étre introduite dans cette formule n’est pas dans H®™
et une opération de troncature est nécessaire pour donner un sens dans cette expression
au crochet < .,. >. Cette étape étant franchie, on est ramené a montrer que
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ol z,.m € HP™ est convenablement défini. Cette convergence est obtenue en montrant une
convergence faible sur 'espace de Fock équipé d’'une structure hilbertienne convenable,
et celle-ci résulte du choix de la suite (a,,) et d’un résultat de convergence de martingale
vectorielle.

II. Démonstration du résultat principal.
Nous introduisons la notation z,, par le lemme suivant:



Lemme 1 Soit (g,)n>0 une suite i.i.d. de gaussiennes réduites. On définit une applica-
tion z,, de N™ dans R (m > 1) en posant

Zm(l1y oy i) = Elgi, -+ 9i,,]-
Alors z,,(i1, ... i) = 0 si m est impair et Vb € [* Vk € N*
(2F)! . .
Qkk’ |b|2k Z bil bZ% ng(ll,...,lgk).
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Ce lemme s’obtient en calculant terme a terme le développement de la fonction car-
actéristique de la variable aléatoire gaussienne B = byg; + ... + b,g, + ... de variance
bf.

Nous raisonnons en supposant H = /%, nous noterons H®™ le produit tensoriel algébrique
et H®™ le produit tensoriel complété. On a

u(b,an - (Zu)m m - (Zu)m m
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donc d’apres le lemme 1,
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ou z,, est I'application de N™ dans R introduite au lemme 1 qui définit un élément de
(H®™)* et=< .,. = désigne la dualité entre H®™ et (H®™)*.

On suppose dorénavant que la suite des points a, = (a,i)ren € H est telle que
Vn o an,r =0 si k> @o(n) ou ¢ est une fonction croissante de IN dans IN telle que
lim, 00 (n) = 00 et qui sera choisie ultérieurement.

On définit 'application z, ., de N dans R par

(Zn,m)il,...,im = Zm(il, RN im)l{hﬁw(?ﬂ} ce 1{im§w(n)}'
Lemme 2
limi( )m1§:<b®m m— Zm =10
N—=co el m

Démonstration. On a
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Le terme entre les crochets [.] est une somme de termes positifs et

= (i)
kZ::l (2k)!

donc le théoreme de convergence dominée s’applique et comme

2k o
. ., AT
Z blleQk ZQk(ll,-..7Z2k) — ¢ 2 ] — 1.
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N > L@jeq, 2kpi, o)) — 0
n=1
quand N — oo pour iy, ..., fixés, le lemme est établi.

D’apres les relations (2) et (3) et le lemme 2, on est ramené a établir

. - (Zu)m Xm 1 a ®Km
(4) hm Z W = b 7ﬁ Z(an — me) —= 0.

m=1 : n=1

Maintenant z,,, € H®™ et le crochet peut étre pris au sens de H®™. Nous écrivons (4)
sous la forme

- AT (m)t | X

’ < b o N Bm nom) > m .
?) = (2m)!  ml\m (ub)™™ , N;(an Znm) >HE
L’espace

o0 o \m
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est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
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et la suite iub)® appartient a [\ des que
>1

(6) 2lul [b] < VA
Définissons y™ = (y2),>1 par

1 N
ym = ﬁ Z(a%m - Zn,m)-

n=1

Si la suite a, est choisie de sorte que y¥ € F\ VN, la relation (4) sera établie pour u et b
vérifiant (6) si ¥V —n oo 0 pour la topologie o( Fy, Iy) donc si y» — 0 dans F).
Choix de la suite (a,). Considérons la suite aléatoire £ = (¢,) &, € H = [* définie
par
§n = (Enk)izo &k = Inklik<o(n)



ou g,k est une suite double de variables gaussiennes réduites indépendantes.Nous allons
montrer qu’on peut prendre pour (a,) la suite ({,(w)) pour presque tout w. Considérons
d’abord la suite aléatoire 1, = (7n,m)m>1 définie par

Autrement dit, posant

[N (S S
Cn = (Zn,ly---,me’_”)

on a N

Il résulte des estimations du lemme 3 Cl—deSSOUS qu’on peut choisir la fonction ¢ indépendamment
de A de sorte que 7y soit une variable aléatoire a valeurs Iy et que sup y E[||ny||7, ] < 4oc.
La martingale ny converge donc dans F p.s. et donc par le lemme de Kronecker la suite

- — 2,

N n:1(§n )
converge vers zéro dans F p.s. Prenant une suite de valeurs de A tendant vers +oo, ceci
établit que presque tout tirage de la suite { vérifie (1) et convient donc pour la suite a,.

Lemme 3 La fonction ¢ peut étre choisie de sorte que YA supy E[||nn]|F,] < +o0
Démonstration. On a
Al

E(|lnx k) = Z —EIE, — 2l

Par ailleurs

o0 )\m

I€, = 2l = 2 Y (Gnir o — (Zam )it i)’

N Z (2m)! Z (Gnir -+ i — Zm (i1, - .. 7Zm))zl{ilsw(n),...,z’mSw(n)}
m=1

T lyeentm

donc par le lemme 1

o0 )\m

EH§n - ZnH% = Z W Z Var(gni, - - Gnim )-
=t iy < e(n)

Si X est une variable gaussienne réduite il résulte de 'inégalité élémentaire EX??EX%* <
EX?2(+9) que
var(gay - Goin) < Elg2, .. g0, ] < EX?"
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donc

g

Ell¢, = znllk, < E[X*"p(n)"™.

Ainsi N N
1 1 >\<p n
E(|lnnll7, ) < Z 3 E exp(y/Ap(n)[X]) < Z 3¢
et la série est convergente si par exemple on prend p(n) = (log

II1. Application a ’espace de Wiener.
La propriété (1) se renforce d’elle méme en

(7)

Vk € N*, Vb = (by,...,b) € H
la suite ((b1, an),. .., (br,an))n>1 de R” est répartie selon
la mesure N(0,%) ou X est la matrice (b, b?).

On en déduit sur I'espace de Wiener avec des notations courantes (cf [1])

Corollaire 1 [l existe une suite (x,),>1 de points de L*(Ry) telle que

Vk € N*VF € Cy(RF, R) Vhy, ..., hy € L*(Ry)
Jim 2 F(/OOO ha(s)an(s)ds, . .. ,/OO hi(s)an(s)ds)
— E[F(/OOO hn(s)dB,, .. .,/OOO hi(s)dBs)).
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