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Sous-espaces affines

Definition

Soit X un espace vectoriel réel. Un sous-ensemble A de X est un
sous-espace affine si

Vxe Ay e AVaeR, ax+(1—a)yeA. (1)

Autrement dit, un sous-espace affine contient toujours la “droite”
passant par deux de ses points x et y.
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Enveloppe affine

@ L'intersection de sous-espaces affines est un sous-espace affine

@ L'ensemble des sous-espaces affines contenant A n'est pas
vide (puisque X en est un)

Definition

L’enveloppe affine d'un sous-ensemble A, notée aff (A), est le plus
petit sous-espace affine contenant A.

On |'obtient en considérant les combinaisons affines des points de
A:

n n
nEN\{O},X:Za;x,-,x,- GA,Zai_l} .
i=1 i=1

aff (A) = {x
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Premiéres définitions sur les sous-ensembles convexes

Definition

Soit X un espace vectoriel réel. Un sous-ensemble A de X est
convexe Ssi

VxeAyeAVael0,1], ax+(l—-a)yeA.

ax+ (@~ a)y ax+(1—m) @ A est convexe,
A @ B n'est pas convexe
X

@ Un convexe contient toujours le segment [x, y| joignant deux
de ses points x et y.

@ Un sous-espace affine est évidemment convexe.
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Simplexe de R”

Definition

On appelle simplexe de R” le sous-ensemble

def .
S, S {a€R |0; >0, i=1...,n, Y aj=1;. (2)
i=1
Notons que nécessairement a; < 1 pouri=1,...,n.
|
Le simplexe de R3

1
~a

“1
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Combinaison convexe

On appelle combinaison convexe de n points {x;}i=1,. n tout point
y obtenu par la formule

n
y = E jX;j avec « € x,.
i=1

@ Une combinaison convexe de n points peut étre calculée
récursivement par n — 1 combinaisons convexes de 2 points.

@ Dans la Définition de la convexité on peut remplacer la
combinaison convexe de 2 points par celle de n points en
acceptant des valeurs de n quelconques.
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Caratheodory
Lemma (Caratheodory)

Dans un espace vectoriel de dimension n, toute combinaison
convexe de m points, m > n+ 1, se raméne a une combinaison
convexe de n+ 1 points au plus.

Démonstration.

Soit

m
y:Za;x,-, a€EX,.
i=1

On montre que si m > n+ 1, on peut faire décroitre m de 1. Si
['un des «; est nul, c'est immédiat. O

v
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Caratheodory : metre en forme

Démonstration.

def . .,
Les vecteurs z; = x; — xy pour i = 2,...,m, sont liés.
Il existe des (3; non tous nuls tels que

m m m
ZB,‘Z,':O = Z,@,‘X,':O aVECZB;ZO,
i=2 i=1 i=1

Z def N
en ayant posé 1 = —>.", Bi . On considére alors

fydéf.max <B'> et 5;:a;—@,i =1,....m.
Y

i=1,...m \ &

Noter que v # 0 car les 8; ne sont pas tous nuls. On vérifie
maintenant que y = >, ajx;i = > i~ d;iX; , €t que au moins un
d; est égal a 0. O
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@ L’ensemble des combinaisons convexes de n points isolés est
un sous-ensemble convexe (appelé polytope ou polyedre).

@ L’intersection de sous-ensembles convexes est convexe.

, def
o Pour a€ X, letranslaté a+ C = {a+x | x € C} est
convexe.

1 7" d f
e Pour a € R, I'homothétique aC = {ax | x € C} est convexe.

@ L'image de C par une application affine de X dans un autre
espace vectoriel Y est convexe.
@ L'image réciproque de C par une application affine f de Y

dans X, f71(C) o {y €Y |f(y) € C}, est convexe.
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@ La somme vectorielle de C et d'un autre sous-ensemble
convexe C' C X, c'est-a-dire
def
C+C ={x+x|xeC,x € ('}, est convexe.
@ Le produit cartésien de C C X et C' C Y, c'est-a-dire
def
Cx C' '={(x,y) |xe C,y € C'}, est un sous-ensemble
convexe de X x Y.

@ Inversement, la projection d'un sous-ensemble convexe d'un
espace produit sur I'un de ses sous-espaces composants est
convexe.

@ L'union de sous-ensembles convexes n'est pas convexe en
général, mais I'union croissante de convexes (famille
emboitée) est convexe.

Une conséquence de ce qui précede est que les solutions d'un
ensemble d'égalités et d'inégalités affines constitue un
sous-ensemble convexe.
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Enveloppe convexe co (A)

Soit A C X.

@ |'espace X est un convexe contenant A.

@ l'intersection de convexes contenant A étant convexes et
contenant A

Definition

L'enveloppe convexe d'un sous-ensemble A C X quelconque est le
plus petit convexe (au sens de I'inclusion) qui contient A. Elle est
notée co (A)

Enveloppe convexe (en sombre)
d'un sous-ensemble (en clair)
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Co

L’enveloppe convexe de A est égale a I'ensemble des combinaisons
convexes d’éléments de A.

Démonstration.

@ Soit B I'ensemble des combinaisons convexes d'éléments de A.

ruction “interne” de co (A)

@ Ona B C co(A) puisque co (A), en tant que sous-ensemble convexe, doit contenir les combinaisons
convexes de ses points, et en particulier ceux de A.

@ Si on montre que B est convexe, alors comme évidemment B D A, on aura que B D co (A) d'apres la
définition de ce dernier sous-ensemble.

@ Si on prend deux combinaisons convexes d'éléments de A, on doit montrer qu'une combinaison convexe de
ces deux combinaisons convexes est encore une combinaison convexe d'éléments de A. Tout tient dans la
remarque que, pour n nombres o, m nombres Bj et un nombre ~, tous dans [0, 1], on a

n m n m
Stai=tlet > Bi=1 = > yai+y (1-—7)8=1.
i=1 j=1 i=1 j=1
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Théoreme de Caratheodory

Theorem (Caratheodory)

Dans un espace vectoriel de dimension n, I'enveloppe convexe d’un
sous-ensemble A est égale a I'ensemble des combinaisons convexes
de n+ 1 points de A.
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Cones

Réle essentiel dans la formulation des contraintes inégalités.

Definition

Un sous-ensemble C est un cone si

Vxe C, Va>0, axe C. (3)

Un cbne est donc une union de demi-droites fermées issues de
I'origine.
A

Un cdne non convexe de R3.
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Cones

Les espaces vectoriels sont évidemment des cones
@ Un cone est dit saillant si C N (—C) = {0}

Un espace vectoriel n'est pas un cone saillant.

Un espace vectoriel est un céne convexe.

FIGURE — Un c6ne non saillant dans R?
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Cones convexes et relation d’ordre

Un céne C est convexe si et seulement si il est stable par addition :

Vxe C,VyeC, x+yeC. (4)

@ préordre : relation réflexive et transitive

@ relation d’ordre : relation de préordre qui est de plus
antisymétrique

@ La relation x = y < x — y € C est une relation de préordre,
et que c'est une relation d'ordre si de plus C est saillant.
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Ordre de R”

o L'utilisation la plus classique dans R" :

@ le cOne constitué par le premier “orthant”. L'ensemble des

x € R" telsque x; >0,i =1,...,n.
@ La “non négativité’ de x revient alors a celle de toutes ses
composantes.
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Cdne normal (ou orthogonal) a un sous-ensemble convexe

Definition

Dans un espace de Hilbert X, le céne normal ou orthogonal a un
sous-ensemble convexe A au point a € A est défini par

ALt ={zeX |(z,x—a) <0,¥x€ A} .

C'est un cone convexe fermé comme intersection d'une collection
de demi-espaces fermés. On notera A pour A, (lorsque bien siir
0 € A).

Cénes normaux en divers points
de A.
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Cdne normal (ou orthogonal) a un sous-ensemble convexe

@ Si a €A (intérieur de A, supposé donc non vide) alors
Ay = {0}.

o Si A est sous-espace vectoriel ou affine, A: ne dépend pas de
a. C'est le sous-espace vectoriel des z tels que
(z,x—a)=0,Vx € A, Va € A

@ Si C un cdne convexe C;- = Ct n{a}t, ot {a} désigne le
sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré par le

[¢]
vecteur a. D'ot {a}* N C+ = {0} si a€C.
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Cone polaire

Dans la littérature, on trouve la notion de cone polaire d’un
sous-ensemble A, généralement notée A°, et définie comme

Definition

A 2 eX | (z,x) <0,¥x € A} .

Et qui vérifie :
A = (Z(A)° = (£(A) .

De méme, on trouve les définitions suivantes

Definition

AT e X [ (z,x) > 0,¥x € A} .

A" eX [(z,x) <0, ¥x € A} .
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Ordre dual dans les espaces de Hilbert

@ Soit C un cdne positif (convexe, fermé, saillant) dans X, on
pose

Y Rex | (R,x) >0,¥xe CC X} .

@ Modulo I'identification de X 3 X* ona C* = —C*

@ C* est un cdne convexe fermé de X*.

“un

@ Méme si on identifie X a son dual, en général C £ C* : "étre
positif” ne veut pas dire la méme chose dans le primal et dans
le dual.

@ Préferer la notation explicite x € C ou x € C* a la notation
ambigué x > 0.
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Enveloppe conique

@ X est un cone convexe contenant A

@ L'intersection de cdnes convexes contenant A contient aussi A
et est un coOne convexe.

Definition

L'enveloppe conique d'un sous-ensemble A C X quelconque est le
plus petit cone convexe (au sens de l'inclusion) qui contient A. Elle
est notée Z(A).

Enveloppe conique (en sombre)
d’un sous-ensemble (en clair) et
cbne polaire associé (rayé)
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Enveloppe conique

o L[’enveloppe conique de A est égale a I'enveloppe conique de
co(A);
o elle est également obtenue en effectuant toutes les

combinaisons linéaires a coefficients non négatifs d’'éléments
de A.

Dans un espace vectoriel de dimension n, I'enveloppe cénique d’'un
sous-ensemble A est égale a I'ensemble des combinaisons linéaires
a coefficients non négatifs de n + 1 points de A.
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Cone tangent a un sous-ensemble

Soit A un sous-ensemble d'un espace vectoriel normé X. On dit

que x est tangent 3 A au point a € A si il existe une suite {a*} ey
de réels positifs et une suite {a*} ey d’éléments de A telles que

lim a*=a et lim of(a"-a)=x.
k—4o00 k—+o00

L'ensemble des x tangents a A en a est appelé cone tangent a A
en a (il est noté A]).

T T
@ On note A' pour A,

o
o C’ est une notion locale et si a €AC X, alors A] = X.

@ Si A est convexe, il existe une définition globale.
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Topologie : Ouverture et fermeture des convexes

(o] —
Si C est convexe, alors l'intérieur C de C et son adhérence C sont
aussi convexes.

o C : Six et y appartiennent 3 C, il existe des suites {x,} et
{yn} d'éléments de C convergeant respectivement vers x et y,
et pour tout a € [0,1], ax, + (1 — )y, appartient a C et
converge vers ax + (1 — a)y qui appartient donc & C, donc C

est convexe.
Y

Une boule centrée sur x et

o C: ax+ (1 -a)y son homothétique de centre
y

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Intérieur relatif

Pour un sous-ensemble convexe C non vide d'un espace vectoriel
normé de dimension finie, on appelle intérieur relatif de C, noté

ri (C), I'intérieur de C pour la topologie induite sur aff (C). On
appelle dimension de C la dimension du sous-espace vectoriel
parallele a aff (C) (c'est-a-dire aff (C) — a, pour tout a € aff (C)).

v
Theorem

Pour tout sous-ensemble convexe C non vide d’un espace vectoriel
normé de dimension finie, ri(C) est non vide.
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Intérieur relatif

Soit n la dimension de aff (C) et soit xp € C. Il existe n vecteurs x;
de C tels que {x; — xo}i=1,....» constituent une base de
aff (C) — xo :

Za, Xj — X0) + X0 = zn:a,-x,-,VyEaﬂ“(C)

i=0

/ def , . . N
en ayant posé ag = 1 — >, ;. L'application f qui a o € R”
associe le y € aff (C) défini par la formule ci-dessus est un
isomorphisme continu entre R” et aff (C).

Considérons alors I'ouvert suivant de R” :

n
Qdﬁf{ eR" a;>0,i:1,...,n,Za;<1} .
i=1

Alors f(€2) est un ouvert de aff (C) et f(2) C C. L'intérieur de C
dans aff (C) est non vide.
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Enveloppe convexe fermée

@ L'enveloppe convexe d'un sous-ensemble ouvert est ouverte.

@ L'enveloppe convexe d’un sous-ensemble fermé n'est pas
nécessairement fermée.

@ En dimension finie, si I'ensemble est fermé et borné
I'’enveloppe convexe est aussi compacte, donc fermée.

Un sous-ensemble fermé et son
enveloppe convexe non fermée
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enveloppe convexe fermée

Definition

L'enveloppe convexe fermée d'un sous-ensemble A C X quelconque
est le plus petit convexe fermé (au sens de l'inclusion) qui contient
A. Elle est notée ©o (A).

Justifié par le fait que I'intersection de convexes fermés est un
convexe fermé. Le théoreme ci-dessous indique une autre facon de
définir co (A).

L’enveloppe convexe fermée d’un sous-ensemble A est égale a la
fermeture (ou I'adhérence) de son enveloppe convexe, c'est-a-dire
co (A).

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Le cas de la dimension finie

Dans un espace vectoriel normé X de dimension finie, si A C X est
borné (resp. compact), alors co (A) est bornée (resp. compacte).

@ Si n est la dimension de |'espace et si x € co(A) alors

n+1

X[ <> aillxill  avec  {xi}iz1,..nt1 € A
i=1

o Soit {x¥}xen une suite d'éléments de co (A), On a :

n+1
xk = Zaf-(x,-k avec ok e >+l
i=1

Le simplexe X1 est compact. Par extraction successives on
trouve un point d'accumulation de {x¥} dans co (A).
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Enveloppe conique fermée

Definition

L'enveloppe conique fermée d'un sous-ensemble A C X quelconque
est le plus petit cone convexe fermé (au sens de I'inclusion) qui
contient A. Elle est notée Z(A).

Z(A) = Z(A) = Z(A) = Z(A) > £(A) . (5)

@ |l est faux que I'enveloppe conique d'un compact A est fermée.

o Considérer dans R? la boule fermée de centre (1,0) et de
rayon 1)
o Cela devient vrai avec I'hypothese que 0 & co (A).
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Orthogonalité du cone tangent et du cone normal

Soit A un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel normé X, et
soit a € A. Alors A] est un céne convexe fermé et c'est en fait
I'enveloppe conique fermée de A — a

o A] est convexe car stable par addition :

X1+ x3 = kEToo (af(af — a) + k(a5 — a))
lim ( k+ k) O‘f ( k )+ 0/2( ( k )
= af+as) [ ——t—(af —a)+ —(—2—(a3 —a
R Y ak+ak ™

k k O/f k O/ﬁ k
= |lim (a7 +« ar + as —al .
Kt ( 1 2) k k1 k k2
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Orthogonalité du cone tangent et du cone normal

o A] est fermé.
Pour cela, on considere une suite {x,},en C Al convergeant
vers x et on montre que x € AJ.
A chaque élément x, de AaT sont associées deux suites
{akfY en et {a¥}en : il existe alors un indice k, tel que

Hagn <a,’§” - a> ~ X

Les suites {ak"}pen et {afr}pen sont telles que akr (akr — a)
converge vers x, ce qui montre le résultat recherché.

<1/n.
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Orthogonalité du cone tangent et du cone normal

o Inclusion Z(A—a) C A].
Soit x € A, Les suites {ak}keN, avec ok = k, et {ak}keN,
avec ak = (1 — 1/k)a + x/k, sont telles que
lim ak(ak — a) = x — a, et de plus aX € A parce que A est
convexe. On a donc montré que x — a € A . Donc
A—aC A]. Mais A] étant un cdne convexe fermé qui

contient A — a, il contient aussi Z(A — a) qui est le plus petit
cOne convexe fermé ayant cette propriété.

@ Inclusion inverse. Tout x € A] s'écrit comme la limite d'une
suite a¥(ak — a) avec a¥ € A. Chacun de ces termes
appartient 3 Z(A — a) par définition de cet ensemble. Celui-ci
étant fermé, la limite appartient aussi a cet ensemble.
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Le cas convexe

Si A est convexe, et a € A, le cbne tangent a A en a est
I'orthogonal du céne normal a A en a, c'est-a-dire que

(A;)L — AL, (6)

Pour A convexe et a € A, grace au théoréme précédent, nous
bénéficions d'une description simplifiée de Al :

Al =Z(A-a)={y |y=alx—a),a e Ry,xc A} .

On en déduit immédiatement que

(A;—)J_:{Z | (z,a(x —a)) <0,a € Ry, x € A}

(qui est automatiquement fermé). |l est évident que la présence du
« > 0 n’apporte rien de plus a la définition de I'ensemble ci-dessus,
et on reconnait alors précisément la définition de AZ.
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Projection sur les convexes et séparation des convexes

Theorem

Soit x un élément d’'un espace de Hilbert X et A un sous-ensemble
convexe fermé de X. Il existe un unique point y € A tel que

ly = x|l = minflz — x| . (7)
z€EA
Cet élément y est caractérisé par I'inéquation variationnelle

VzeA (x—y,z—y)<0. (8)

L’élément y est appelé projection de x sur A et sera noté M(x).

<
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Projection

@ A fermé est nécessaire pour |'existence de la projection de x.

o Il suffit de chercher le minimum sur AN Bf(x, 3') avec
B > B =inf,eallz— x||. En dimension finie, le minimum
d'une fonction continue sur un compact est atteint.

@ L'importance de la convexité de A pour |'unicité :

X

Le point x a deux projections
sur A.

@ La distance est liée a une norme issue d'un produit scalaire
joue un role également important pour I'unicité de la
projection. Considérons les boules pour la norme 1.

ous|
points c?.éﬂ

e Non unicité de la projection
., /distance 1 1
1‘3‘5""”9'"6 avec la norme ¢
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Propriétés de la projection

La projection 4 est un opérateur Lipschitzien de constante 1 et
monotone, c'est-a-dire que

M) = PaG| < [ = x]] (9)
(Ma(x") = Na(x) ,x' = x) > 0. (10)

V.

Utilisons la caractérisation (8) de la projection pour x, y = Ma(x)
et z=Nx(x) :

(Ma(x") = Na(x),x —Ma(x)) <0,

puis additionnons cette inéquation avec celle analogue qui est
obtenue en inversant le role de x et x'.

(Na(x) = NMa(x) ,x' = x) > ||Ma(x) = NG| -
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Projection sur un cone

Soit C un céne convexe fermé d’un espace de Hilbert X et x € X.
la projection T¢(x) € C est caractérisée par

(Me(x),x =Mc(x)) =0,
Vze C, (z,x—T¢(x)) <0.

La projection ¢ sur un céne est un opérateur positivement
homogéne de degré 1, c'est-a-dire que

Va >0, MNe(ax) =ale(x) .

De plus, x — M¢(x) est égal a la projection N_c+(x) et x se
décompose de fagon unique en

X = nc(X) aF n_c*(X) avec (nc(X) s n_c*(X)> =0.
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Séparation des convexes

Interprétation géométriques des conditions d'optimalité de la
projection :

y
W Séparation du point x et du
convexe A

Soit A un sous-ensemble convexe fermé d'un espace de Hilbert X
et x & A. Alors il existe r € X tel que

sup(r,z) < (r,x) . (12)
zEA

I suffit de prendre r = x — Ma(x) qui est non nul si x ¢ A.
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Séparation des convexes

Deux sous-ensembles convexes A; et Ay d'un espace de Hilbert
sont séparés strictement par la forme linéaire x — (r, x) si
sup (r,x1) < inf (r,x) , (13a)
x1 €A1 x2€A>
ou bien
sup (r,xo) < inf (r,xy) . (13b)
x2EAL x1€AL
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Séparation des convexes

Géométriquement, les deux convexes appartiennent chacun a 'un
des demi-espaces délimité par I'hyperplan (r,x) = a pour tout «
compris strictement entre les deux nombres définis dans les deux
membres de I'inégalité (13a) ou (13b) (selon celle qui est valide).

Dans un espace de Hilbert, on considére deux convexes fermés A;
et As et on suppose de plus que Ay est compact. Ces deux
convexes peuvent étre séparés strictement si et seulement si ils
sont disjoints.

Si A; et As sont disjoints, alors considérons
Al — Ay ={x1 — x2 | x1 € A1, x2 € A2} qui est convexe; |'origine
n'appartient pas a A; — As.

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Hyperplans d'appui et description externe des convexes

Autre lecture : Le vecteur x — Ma(x) € AL et ce vecteur n'est pas
nul si x ¢ A.
Réciproquement

Soit A un convexe fermé d’un espace de Hilbert X de dimension

[e]
finie et a appartenant a la frontiére de A (a € A\ A). Alors, A+
n'est pas réduit a 0.

Si aA\ ,(Z\ il existe une suite {x* & A}xcn et tendant vers a. De
plus par séparation :
IrkeX: sup <rk ,x> < <rk ,xk> . (14)
XEA

On peut choisir les r* de norme 1 et par compacité de la boule
unité on trouve r un point d’accumulation de la suite {r*}xen :

Vx €A, (r,x) < (r,a),
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Hyperplans d'appui et description externe des convexes

Parmi les hyperplans qui séparent un point x € A du convexe
fermé A, on considére I'hyperplan

{z [ (x =Na(x),z = Na(x)) = 0}

On appelle un tel hyperplan (ayant au moins un point commun
avec A et incluant A dans I'un de ses demi-espaces fermés) un
hyperplan d'appui de A (au point qu'il a en commun avec A).
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Hyperplans d'appui et description externe des convexes

Tout convexe fermé A est égal a I'intersection de tous les
demi-espaces fermés qui le contiennent et qui sont délimités par
tous les hyperplans d’appui en tous les points de A.

o
Corollary

Dans un espace de Hilbert, un convexe fermé pour la topologie
forte est aussi fermé pour la topologie faible.

Si un sous-ensemble A quelconque est fermé pour la topologie
faible, il est fermé pour la topologie forte. La réciproque est en
général fausse. Le corollaire ci-dessus affirme que c’est vrai si A est
de plus convexe.
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Hyperplans d'appui et description externe des convexes

On obtient donc une “description externe” des convexes fermés.

F1GURE — Description externe d'un convexe fermé
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Lemme de Farkas

Une autre conséquence du théoreme de séparation est le résultat
suivant connu sous le nom de “Lemme de Farkas".

Lemma (Farkas)

Considérons une famille {r;};c; d'éléments d’un espace de
Hilbert X et une famille {c};jc; de nombres réels associés. On
suppose que le systeme d’inégalités

(ri,x) <aj, VjeJ,

admet au moins une solution. Alors, étant donné s € X et 8 € R,
les deux énoncés suivants sont équivalents :

Vx eX, [(rj,x) <a;,VjeJ]=[(s,x) <F], (15a)
(s,8) € Z({(r;,0j)}jes U{(0,1)}) CX xR, (15b)

ou (0,1) e X x R.
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C est un cone convexe fermé

Si C est un céne convexe fermé, alors C** = C.

C* ={y|{y,5)>0,Vx:[Vx € C,(X,x) > 0]} .

Autrement dit,
yeC™ < [[vxe C: (x,x)>0]=[{y,x) >0]],

ce qui est équivalent, d’aprés le lemme de Farkas a ce que
y € Z({x}xec) = C = C puisque C est fermé. Donc C** = C.
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Epigraphe et convexité

Definition

Soit X un espace de Hilbert et f : X — R. On appelle épigraphe de
f, noté epi(f), le sous-ensemble

epi (F) & {(x,6) |xeX, €€ R €> f(x)} .

On aura parfois besoin de |'épigraphe strict, noté epi, (f) :

epiy (F) @ {(x,6) | xeX, € R: € > f(x)} .

Epigraphe d'une fonction f :
X — R.

X
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Epigraphe et convexité

@ Un sous-ensemble A C X x R est un épigraphe si et seulement

o il est “infini vers le haut” : c'est-a-dire que si (x,§) € A, alors
(x,&)e Adés que &' > ¢
o Vx € X,inf(, ¢)ca est atteint (quitte a valoir —o0).

@ On a alors, pour A verifiant ces deux propriétés :

epi(f) =A <= VxeX f(x) = (Xig)feAg,

@ Cela permet d’'échanger un colit par une contrainte

e Les fonctions sont a valeurs dans R = R U {+0oc} mais
I'épigraphe est un sous-ensemble de X x R et non X x R.
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Epigraphe et convexité

Pour une fonction f : X — R, epi (f) est convexe si et seulement si
epig (f) est convexe.

Soit X un espace de Hilbert et f : X — R. La fonction f est
convexe si son épigraphe est convexe.

On trouve alors que cette définition équivaut a :

Vx € X,y € Y,Va € [0,1], f (ax+(1—a)y) < af(x)+(1—a)f(y) .
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Convexité

La valeur de la fonction f en tout point z du segment [x, y| est
située sous la valeur de la “corde” (interpolation linéaire de f entre
x et y) au méme point z.

R

Interprétation de la convexité

1 1
X z Yy x
@ Une fonction f est concave si —f est convexe.

@ Une fonction f est concave ssi son “hypographe” (la partie de
I'espace située sous le graphe) est convexe.

@ Une fonction est affine si et seulement si elle est a la fois
convexe et concave.
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Definition

On appelle domaine de f : X — R, noté dom (f) le sous-ensemble
de X ou f prend des valeurs finies :

dom () & {x € X | f(x) < +o0} .

On observe que dom (f) est précisément la projection de epi (f)
sur X. Le domaine d'une fonction convexe est donc convexe.
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Autres notions de convexité

Definition

Une fonction f : X — R est strictement convexe si elle est convexe
et si I'inégalité stricte a lieu dans I'inégalité de convexité dés que
x # y et a €]0, 1] (Le graphe de la fonction n'a pas de partie
affine).

Definition
Une fonction f : X — R est fortement convexe (de module b) si

db>0:VxeX,y e VY,Vae€|[0,1],
f(ax+(1—a)y) <af(x)+(1—a)f(y)—ba(l—a)||x —Y||2/2 .

Convexité forte implique convexité stricte. Réciproque fausse :
f:R = R, x— x*.
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Ensembles de niveau

Definition

Soit f : X — R et 8 € R. On appelle ensemble de niveau de f au
niveau /3, noté Vg (f), le sous-ensemble (éventuellement vide)

Vs () € {xeX | f(x) < B} .

Ensembles de niveau.

@ Si f est convexe alors Vg (f) est convexe pour tout 3.
@ Ne caractérise pas les fonctions convexes.

@ Une fonction est dite quasi-convexe si V3 Vg (f) est convexe.
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Fonction indicatrice

Definition

Soit A un sous-ensemble d'un espace de Hilbert X. On appelle
fonction indicatrice de A, noté 14, la fonction définie sur X a
valeurs dans R suivante :

0 sixe A
Ia(x) = ’
A(x) {—l—oo sinon.

@ I, est convexe si et seulement si A est convexe.

e A=Vg(Ia) pour tout 5 non négatif et fini.

@ A est aussi le domaine de 14

@ La fonction 14 caractérise sans ambiguité le sous-ensemble A.

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Fonction support

Definition

Soit A un sous-ensemble non vide d'un espace de Hilbert X. On
appelle fonction support de A, noté op, la fonction définie sur X a
valeurs dans R suivante :

oalp) = sup (p,x) .
X

V.

Avec la convention de prendre la valeur —oo (respectivement, +00)
lorsque le sup (respectivement, I'inf) est pris sur un ensemble vide.

@ Convexe méme lorsque A ne |'est pas :
@ C'est une enveloppe supérieure de fonctions linéaires.

o Elle est aussi positivement homogene de degré 1 :

Va > 0,Vp € X, oalap) = aca(p) .
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Fonction support

La fonction support ne caractérise pas A.

En effet, A, co(A) et ¢o(A)) ont méme fonction support.

Valeurs de oa(p) (longueurs
en pointillés) pour deux va-
leurs particulieres de p avec

Ipll =1

@ Par définition de la fonction support,
xeEA=>xeB={vpeX (p,x) <oalp)}.

@ B est un convexe fermé. On a donc A C c6(A) C B
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Fonction support

B={xeX|VpeX,(p,x)<oalp)} =c0(A) etoga =0a-

On a déja B D@6 (A). S'il existe a € B et a £ co(A), alors on
trouve r € X t.q.

sup (r,x) <(r,a) .

x€co(A)
Mais, par ailleurs,
def
oa(r) =sup(r,x) < sup (r,x) .
x€EA x€co(A)

I existe donc r tel que oa(r) < (r,a), qui contredit a € B.
La définition de B implique que og < 04. mais évidemment
oa < O5(A) = OB d'ou I'égalité.
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Opérations préservant la convexité des fonctions

L'intersection d'épigraphes correspond a prendre I'enveloppe
supérieure des fonctions.

f 1 x — sup fj(x) est convexe si f; est convexe, Vj € J .
Jjed

Enveloppe supérieure de fonc-
tions convexes.

La fonction support est convexe dés que A # & : c’est I'enveloppe
supérieure d'une famille de fonctions affines.
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Opérations préservant la convexité des fonctions

@ La somme pondérée a coefficients positifs de fonctions
convexes est convexe.

e Transformation affine : f : x — f(Ax + b) est convexe si f est
convexe, et A € L(X,X), b € X.

@ L’homothétique d'un sous-ensemble convexe reste convexe.
Va >0, epi(g) =aepi(f) < g(x) =af(x/a).

La fonction g est convexe lorsque f est convexe.

@ composition d'une fonction f : X — R avec une fonction
g : R — R est convexe si f est convexe et si g est convexe et
monotone non décroissante.
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Opérations préservant la convexité des fonctions

@ La restriction d'une application f : X x Y — R 2 I'un des
espaces, c'est-a-dire par exemple I'application

g X = R x> f(x,y) (y fixé)

est convexe si f est convexe sur I'espace X x Y (on dira
qu’elle est conjointement convexe en (x,y)).

o Il ne suffit pas que toutes les restrictions g, pour tout y et les
restrictions analogues a x fixé soient convexes pour pouvoir
affirmer que f est (conjointement) convexe.
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Inf-convolution

Definition

On définit une nouvelle fonction h, appelée inf-convolution de f et
g, opération notée f o g, de la fagon suivante :

hx) = (Fog)() < inf (Fy) +&ly=x) - (16)

@ Si les deux fonctions f et g sont minorées par une méme
fonction affine alors h ne prend pas la valeur —oo.

o L'épigraphe strict de h vérifie epi, (h) = epi, (f) + epi, (g).

e Si f et g sont convexes, alors leur inf-convolution est convexe.
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Marginales

Soit f une fonction sur le produit X x Y de deux espaces de

Hilbert conjointement convexe en (x,y) et bornée inférieurement
sur X x Y.

Definition

On appelle fonction “marginale” g définie sur X la fonction :

def .
= inf f .
g(x) i (x,¥)

@ g est bornée inférieurement sur X
@ epig (g) est la projection de epig (f) sur la composante X

@ La fonction marginale g est convexe
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Introduction de la transformée de Fenchel

Pour une fonction f : X — R, sur X X R muni du produit scalaire
(+5+)x + - X, on considere oep;(f).

e Si @ > 0 alors oepi(r)(p, @) = +oo.

o Si @ =0, calculer o pir)(p,0), revient a calculer au point p,
la fonction support de la projection de epi (f) sur X qui n'est
autre que dom (f)

e Si w < 00, on utilise w = —1 (positive homogenéité de o)

Uepi(f)(p’_l) = sup (<p,X> _6)
(x,§)€epi(f)

= sup ({p,x) —¢)
£>f(x)
= sup ((p,x)—f(x)).

xedom (f)

Cette derniére formule définit ce qui est connu sous le nom de
transformée de Fenchel de f.
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Transformée de Fenchel

Pour une fonction f : X — R, on appelle transformée de Fenchel,
notée F(f), la fonction de X — R suivante :

F(f): X =R, F(f)(p)= sup ((p,x}—f(x)).
Xedom(f)

@ F(f) est convexe : enveloppe supérieure d'une famille de
fonctions affines en p

@ Par ailleurs,

Vp,x, F(f)(p) + f(x) = (p,x) .
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Quelques exemples

@ Fonction indicatrice

F(Ia) = oa(p) - ]
e Si h(x) L min (f(x),g(x)) alors

F(h) = sup(F(f), F(g)) - ]

o L'épigraphe (strict) de h = f og est égal a la somme des
épigraphes (stricts) de f et g :

F(fog) = F(f) + F(g) ]

@ L’'épigraphe de la fonction marginale g est la projection de
I'épigraphe de la fonction initiale f.

F(&)(p) = F(f)(p,0) ]
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Enveloppe convexe

Enveloppe convexe de |'épigraphe d'une fonction quelconque :

o Eviter que |'enveloppe convexe ait des valeurs —oo
f:ixeR—» —x>cR (17)

Demander que la fonction admet une minorante affine.

@ L’enveloppe convexe d'un épigraphe n'est pas un épigraphe :

+o0 si x ¢ [0,2]
X
| x| (partie entiere de x) sinon.

M e Une fonction, son épigraphe
cee— ce— et I'enveloppe convexe de son
! b épigraphe

Recuperer ces bords mferleurs par une opération d'infimum.
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Enveloppe convexe

Theorem (Enveloppe convexe d'une fonction)

Pour une fonction f donnée, si elle est minorée par une fonction
affine, il existe une plus grande fonction convexe inférieure ou égale
a f. Elle est appelée enveloppe convexe de f notée co (f). On a que

co (f) (x) = inf{¢ | (x,&) € co(epi(f))} .

Par ailleurs, co (f) est aussi donnée par la formule :

co(f)(x) = inf {Za;f(x,-) |neN,a € Z,,,Za,-x,- = X} .

i=1 =1
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Continuité des fonctions convexes

Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X et
a € X un point au voisinage duquel la fonction est bornée. Alors, f
est continue en a.

On se ramene a l'origine. On suppose qu'il existe un voisinage V
(Symétrique quitte a utiliser V N (—V)) de 0 ou f est bornée par
une constante M. Soit a €]0,1[ et x € aV/, alors (x/a) € V et
(—x/a) € V, et donc f(x/a) < M et f(—x/a) <M :

X:(l—a)O—l—a(X/a)jf( ) < (1—a)f(0) + af(x/a)

= f(x) <aM,

0= 1iax+1i‘a( x/a) = £(0) < 1iaf( )+ 1o f(x/a)
= f(x) 2 (1 +a)f(0) — af (—x/a)
= f(x) > —aM.
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Continuité des fonctions convexes

Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X, f
est continue sur l'intérieur de son domaine qui est non vide si et
seulement si il existe un ouvert sur lequel f est bornée.

Supposons qu'il existe un ouvert V sur lequel f est bornée par M.
Alors, V C dom (f), par définition de dom (f) et dom (f)# @.
Soit z €dom (f) x € V et « assez petit, alors :

y =(z—ax)/(1 — a) €dom (f). Le point z est maintenant une
combinaison convexe de x et de y. Une homothétie de centre y et
de rapport  ameéne x sur z et V se transforme en un voisinage W
centré autour de z.

f(a) <aM+(1—a)f(y) < M ,Yae W

f est bien bornée au voisinage de z.
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Le cas de la dimension finie

Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X
de dimension finie. Alors f restreinte a I'intérieur relatif de son

domaine est continue.

@ On écarte le cas f(x) = 400 pour tout x € X.
e dom (f) est un convexe non vide et donc ri (dorn (f)) + o

@ Soit n la dimension de aff (dom (f)) Il faut vérifier que
ri (dom (f)) contient un ouvert sur lequel f est bornée.

@ Orri (dom (f)) contient un polyedre ouvert P de
(n+ 1) sommets {x;};=1,.. n et par convexité :

Vx € P If(x)] < max™f(x)| < K (18)
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Fermeture de |'épigraphe et semi-continuité inférieure

Les fonctions dont I'épigraphe est fermé?

Definition

Une fonction est semi-continue inférieurement en un point x si

f(x) <liminf f(y) .

s

¢

F‘ F Une fonction s.c.i., une modifi-

L e — cation non s.c.i., les ensembles

\K / de niveau et les épigraphes
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Fonctions s.c.i.(non nécessairement convexe)

Pour une fonction f : X — R sont équivalents :
Q f ests.ci.;
@ son épigraphe est fermé;

© ses ensembles de niveau sont fermés.

1= 2: Soit {(x*,£%)} C epi(f) convergeant vers (x,£).
€ =lim&k > liminf f(x¥) > f(x) d'oli epi (f) est
fermé.

2 = 3: Vg(f) est la section de epi(f) par I'hyperplan
“horizontal” au niveau 8 ramenée sur X par une
translation de (0, —f).

3=1: Sif n'est pas s.c.i. en x, il existe une suite xK — x et
f(x¥) — B < f(x). Soit B’ €], f(x)[, & partir d'un
certain rang {xk} € V4 (f). Comme x ¢ Vg (f),

Vg (f) ne peut étre fermé.
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Topologie faible

Une fonction convexe f : X — R qui est s.c.i. pour X muni de la
topologie forte est aussi s.c.i. pour X muni de la topologie faible.

L'enveloppe supérieure d’une famille de fonctions s.c.i. est s.c.i.. En
particulier, I'enveloppe supérieure d’une famille de fonctions affines
continues ou convexes s.c.i. est convexe et s.c.i.. Donc la classe des
fonctions convexes s.c.i. est stable par enveloppe supérieure.

L'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions a pour épigraphe
I'intersection des épigraphes des fonctions de cette famille et cette
intersection est fermée si tous ces épigraphes le sont.
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Domaine

Le domaine dom (f) d'une fonction convexe s.c.i. n'est pas
nécessairement fermé.

— _ [tang x| pour —7/2 < x < /2 (19)

+00 sinon.

Cela montre au passage que la projection d’'un convexe fermé n'est
pas nécessairement fermée.

Graphe de la fonction (19) et
son domaine
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Fonction indicatrice

La fonction indicatrice d'un sous-ensemble A est convexe s.c.i. si et
seulement si le sous-ensemble est convexe fermé.
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Enveloppe convexe s.c.i.

Theorem (Enveloppe convexe s.c.i. d'une fonction)

Pour une fonction f donnée, si elle est minorée par une fonction
affine, il existe une plus grande fonction convexe s.c.i. inférieure ou
égale a f. Elle est appelée enveloppe convexe s.c.i. de f notée
co(f). On a que

epi (€0 (f)) = co (epi (f)) = co (epi(f)) -
Par ailleurs,

co (f) (x) = liminfco (f) (y) .

y—Xx
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Enveloppe convexe

Considérons une fonction f : X — R convexe s.c.i.. Son épigraphe
est égal a l'intersection des épigraphes de tous les fonctions affines
continues qui minorent f ainsi que de tous les demi-espaces

“verticaux” dans X x R dont la projection (ou trace) sur X est un

hyperplan d’appui de dom (f)

Corollary

Toute fonction convexe s.c.i. est égale a I'enveloppe supérieure de
toutes les fonctions affines continues qui minorent la fonction.
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Enveloppe convexe s.c.i.

L’enveloppe convexe s.c.i. d'une fonction f : X — R est donnée
par la formule

o (f) (x) =(Srup){<r,><>+a [Vy e X, (r,y) +a<f(y)}.

H(F)(x) = sup(ay L. x) +a | Yy € X, {ry) +a < ()
e H(f)(x) < f(x) pour tout x;
@ H(f) est convexe s.c.i. (sup de fonctions affines);
@ H(f)(x) est une fonction croissante de la fonction f.
e H(co(f)) =rco(f)

Comme o (f) < f, alors ¢o (f) = H(co (f) ) < H(f) < f. Comme
H(f) est convexe s.c.i. et minorante on a aussi H(f) < co(f).
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Enveloppe convexe s.c.i.

On peut étre plus précis en ce qui concerne la famille de fonctions
affines continues a considérer. En effet pour r fixé, le plus grand «
possible tel que

O[Sf(y)_<ray>7 VyEX,

est égal a
o= im;g (f(y) —(r ,y>) = —SUP(<ra)’> - f(Y))
ye yeX
=— sup  ({r.y)—f(y))=—F(F)(r),
yedom(f)

Par conséquent :

@ (f) (x) = sup ({r,x) = F(F)(r))
re
qui n'est rien d'autre que F((F(f)))(x) noté FO(F)(x).
On peut donc énoncer le corollaire suivant.
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Enveloppe convexe s.c.i.

L’enveloppe convexe s.c.i. d’'une fonction f est égale a ]-"(2)(7‘). La
transformée de Fenchel est involutive pour les fonctions convexes
S.C.I..
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Diverses notions de différentiabilité

Definition (Dérivée directionnelle)

On appelle dérivée directionnelle de f : X — Y (X et Y sont deux
espaces de Hilbert) au point x € X et dans la direction d € X,
notée Df(x; d), la limite suivante, si elle existe dans Y :

DF(x: d) = lim (X HEDZF)

84}04, g

Par exemple, pour la fonction |x| de R dans R
DF(0;1)=1 et DF(0;—1)=1.

Sur cet exemple, il apparait que la dérivée directionnelle en un
point x peut ne pas étre une fonction linéaire de la direction d.
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Dérivée de Gateaux

Definition (Dérivée de Gateaux)

Si f admet en x des dérivées directionnelles pour toutes les
directions d et si Df(x; d) est une fonction linéaire continue de d,
c'est-a-dire qu'il existe un opérateur A € L(X,Y) telle que

Df (x; d) = A(d) pour tout d, alors la fonction f est dite
différentiable au sens de Gateaux au point x; I'opérateur A, qui
sera noté f'(x), est appelée dérivée de Gateaux de f au point x. Si
une telle dérivée existe en tout point ou f est définie, on dira que f
est différentiable au sens de Gateaux.

<
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Diverses notions de différentiabilité

L'existence d'une dérivée de Gateaux en un point n'implique pas la
continuité de la fonction en ce point.

1 siy=x?etx#0,

f:R2—>R, f(x,y):{ _
0 sinon,

La dérivée de Gateaux existe en (0,0) mais la fonction n'est pas
continue en ce point.

Gateaux-différentiable
mais
non continue en (0,0).
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Dérivée de Fréchet

Il existe une notion plus forte que la dérivée de Gateaux qui
interdit ce genre de paradoxe.

Definition (Dérivée de Fréchet)

La fonction f : X — Y admet une dérivée de Fréchet au point
x € X si il existe un opérateur linéaire continu, encore noté
f'(x) € L(X,Y), tel que :

f(x+d)—f(x)— f(x)(d)

im =0
lIdl|—0 1d]]

et ce pour tout d € X tendant vers 0.

En Optimisation ol I'on est surtout préoccupé de comparer des
valeurs de fonctions coiit, la notion de dérivée de Gateaux suffit.
C'est ce que désignera désormais la notation f'(x).
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Dérivées directionnelles des fonctions convexes

Si f : X — R est convexe, I'application e — (f(x +ed) — f(x)) /e
est une fonction non décroissante de € € R pour tout x € X et
d € X (partout ol elle est définie).

”
Corollary

Une fonction convexe f : X — R admet toujours des dérivées
directionnelles éventuellement égales a +£00. De plus,
f d)—f
DFf (x: d) = inf (X FED = F(x)

e>0 €

Enfin, —Df (x; —d) < Df(x; d).
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Dérivée directionnelle

e La fonction d — Df(x; d) est positivement homogeéne de
degré 1
@ Elle est convexe si f est convexe.

@ Elle est sous-additive, c'est-a-dire que
Df(x;d + d') < Df(x;d) + Df(x;d") .

En fait, Les fonctions positivement homogenes de degré 1 sont
convexes si et seulement si elles sont sous-additives. Observer que
I'épigraphe d'une fonction positivement homogene est un céne.
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Sous-gradients et interprétation géométrique

Une" minorante affine continue” d'une fonction f : X — R est
définie par un “coefficient directeur” r € X et une “ordonnée a
I'origine” « tels que

fly)z(r.y)+a, VyeX,
et cette minorante est “exacte” en x si I'égalité a lieu en y = x

dans I'égalité précédente. Alors, o« = f(x) — (r, x) et l'inégalité
précédente se réécrit

fly)—f(x)>(r,y—x), VyeX. J
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Sous-gradients et interprétation géométrique

Definition (Sous-gradient, sous-différentiel)

Pour une fonction f : X — R, on appelle sous-gradient de f en x
(avec f(x) < 400) tout vecteur r € X qui vérifie :

fly) = (riy =x) +f(x), vy eX

L’ensemble (vide ou non vide) de ces vecteurs est appelé
sous-différentiel de f en x et est noté Of(x).

e Forme équivalente : Si r € 9f(x) I'hyperplan d'équation
(r,y) —&={(r,x) — f(x) est un hyperplan d’appui de epi (f)
au point (x, f(x)).

e En particulier, (r,—1) est le “coefficient directeur” de cet
hyperplan.
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Sous-gradients et interprétation géométrique

Un vecteur r appartient & Of (x) pour une fonction convexe

f : X — R si et seulement si (r,—1) appartient au céne normal 3
epi (f) au point (x, f(x)) et si r appartient au céne normal 3
I'ensemble de niveau V() (f) au point x.

Pour un convexe fermé A, 914(x) est égal 3 AL.

Soit f : X — R une fonction convexe qui est finie et continue en
au moins un point x. Alors, le sous-différentiel de f est non vide en
tout point de I'intérieur de son domaine (qui est lui-méme non
vide) et en particulier en x.
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Sous-différentiel et lien avec la dérivée directionnelle

Soit f : X — R une fonction convexe. En un point x € X, on a :

Of(x) = {re X |Vd € X,(r,d) < Df(x;d)} .  (20)

Le sous-différentiel Of (x) d’une fonction f convexe en un point x
est un sous-ensemble convexe fermé (éventuellement vide).

C'est clair ici puisque Of (x) apparait dans (20) comme
I'intersection d'une famille de demi-espaces fermés.
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Sous-différentiel et lien avec la dérivée directionnelle

Corollary

Si f : X — R est une fonction convexe et si elle est finie et
continue en x, alors la fonction d — Df(x; d) est la fonction
support de Of (x). Autrement dit,

Df(x,d) = sup (r,d) . (21)
redf(x)

<

Si f est finie et continue en x, elle est bornée au voisinage de x et
Of (x) est non vide. Soit r € 9f(x). Alors,

(r,d) < Df(x;d) < f(x+d)—f(x).

Df (x; d) est bornée pour toute direction d (si I'on borne ||d||).
Comme elle est convexe en d on en déduit qu’elle est continue.
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Sous-différentiel et lien avec la dérivée directionnelle

Soit h: X — R une fonction convexe s.c.i. et positivement
homogeéne de degré 1. Alors h = os, défini par

S ¥ e X [ (r,d) < h(d), Vd e X} .

On considére les minorantes affines de h (qui est convexe s.c.i.) :
(r,d)y4+a < h(d), Vd € X. h est homogene, alors h(0) = 0 et
donc a < 0. De méme pour tout € > 0, e (r,d) + a < eh(d), La
fonction linéaire d — (r, d) est une meilleure minorante.

vd, h(d) =sup{(r,d) [Vr,Vy,(r,y) <h(y)} ,
mais, d’aprés la définition de Sy, ceci se réécrit :

Vd, h(d)=sup{(r,d) |Vre Sy} =sup(r,d) .

reSy
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Cas des fonctions convexes différentiables

Soit f : X — R une fonction convexe, finie et continue en x € X.
Elle admet une dérivée f'(x) si et seulement si Of (x) est réduit a
un seul point, & savoir f'(x), et donc

f(y)—f(x)2<f'(x),y—x> , VyeX. (22)

Si Of (x) est réduit a un singleton, Df(x; d) est une fonction
linéaire de d, f est alors (Gateaux-) différentiable au point x.

Si f est différentiable, alors on a Df(x;y — x) = (f'(x) ,y — x).
Mais, Df (x;y — x) < f(y) — f(x), d'ou (22).

Si il existe un autre r € 9f(x). Df(x; d) = (f'(x) , d) pour tout d,
mais par ailleurs, Df (x; d) > (r ,d) et donc (f'(x),d) > (r,d)
pour tout d. pour d = r — f/(x), on obtient — ||r — /(x)||* > 0.
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Une fonction f : X — R différentiable est convexe si et seulement
si elle vérifie (22) pour tous x et y.

Il reste a montrer le “si”. On suppose (22) pour tous x et y et on
utilise cette inégalité pour y = uet x =u+ a(v — u), a € [0,1],
u e X, veX, cequi donne

f(u)— flut+a(v—u)) >a(f(u+alv—u)),u—v).
Avec y = v et le méme x, on obtient
f(v)—fluta(v—u)) >0 -a)(f(u+alv-u),v—u).

La combinaison convexe de ces deux inégalités avec les “poids”
(1 — «), respectivement «, conduit finalement a I'inégalité de la
convexité.
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Le sous-différentiel comme opérateur multivoque

La correspondence x — 9f(x) est une application multivoque ou
multi-application, c'est-a-dire qu’elle associe a un point x € X le
sous-ensemble Of (x) de X. De plus, elle est ici a “valeurs”
convexes fermées.

Definition

Une multi-application A : X — 2% est monotone si
Vx € X,Vy € X,Vr € A(x),Vs € A(y), (r—s,x—y)>0.

Elle est strictement monotone si |'inégalité stricte a lieu ci-dessus
dés que y # x. Elle est fortement monotone (de module b) si

db>0: VxeX,Vy € X,Vr € A(x),Vs € A(y),
(r—s,x—y) 2 blx—y|* .
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Le sous-différentiel d'une fonction convexe est une
multi-application monotone.

Réciproquement, pour une fonction sous-différentiable, si le
sous-différentiel est monotone, la fonction est convexe.

Le lemme précédent peut s'énoncer avec strictement convexe et
strictement monotone et avec convexe fortement monotone de
module b et fortement monotone de module b.
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Calcul sous-différentiel

@ Soit f et g deux fonctions convexes sous-différentiables de X
dans R.

Vx € X, O(f +g)(x) D O (x) + dg(x) - (23)J

L'égalité peut étre démontrée si il existe un point dans
dom (f) N dom (g) oll au moins I'une des fonctions est
continue.

e Soit f : X — R une fonction convexe et A:Y — X un
opérateur linéaire continu. Montrer que

Vx € X, O(f o A)(x) D A* 0 Of(Ax) . (24) |

L'égalité peut étre démontrée si il existe un point dans
dom (f) Nim A ol f est continue.

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Soit f : X — R définie comme I'enveloppe supérieure d'une famille
de fonctions convexes {fj}ic; :

F(x) %< sup () .
jed

A priori, rien n'est dit sur la nature de I'ensemble J. On pose

J(x) = argmax fi(x) € {j € J [ F(x) = ()} -

of(x)oe | |J ofix) | - (25)

JE€J(x)

La formule (25) montre en tout cas que lorsque J(x) n'est pas
réduit a un point il y a peu de chance que f soit différentiable
méme si toutes les fonctions f; le sont.
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Soit £ : X x Y — R une fonction convexe et sous-différentiable.
Mx (8f(x,y)) = Okf(x,y), (26)
ol Oxf(x,y) sous-différentiel de la fonction x — f(x,y) a y donné.

Of(x,y) C Oxf(x,y) x 0, f(x,y) . (27)

Soit f : X x Y — R une fonction convexe et soit g la marginale.
On pose

. def
Y(x) =argminf(x,y) = {y € ¥ [g() =f(x.y)} .
Montrer que

ﬂ@fxy (28)

yeY(x)
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Sous-différentiel et transformée de Fenchel

Soit f une fonction convexe. L'inégalité
Vp,Vx, F(f)(p)+f(x) = (p,x) .

est une égalité si et seulement si p € Of(x). De plus, si f est s.c.i.,
alors I'égalité est aussi équivalente au fait que x € OF(f)(p).

De F(f)(p) + f(x) = (p,x) et F(f)(p) + f(y) > (p,y) on
obtient que p € 0f(x).
Réciproquement, si p € 9f(x), on a

Yy, (p,y)—f(y) <(p,x) —f(x),

C'est x qui réalise le sup dans la définition de F(f) au point p.
Utiliser le couple de fonctions (F(f), FA(f) = f).
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Inverse ensembliste

Introduisons la notion d'inverse ensembliste d'une application,
voire méme d’'une multi-application A : X — 2¥ : c’est la
multi-application de Y dans 2% définie par

AN y)={xeX |y Ax)} .

Autrement dit, y € A(x) est par définition équivalent a
x € A~Y(y). Alors, du Théoréme 82, et pour une fonction convexe
s.c.i. et différentiable, on déduit que

x € (9f) H(p) & p € 9f(x) & x € OF(F)(p) ,

et par conséquent

(o)t = 0F(f) . (29)

Ceci montre que, considérée plutét au niveau des sous-différentiels
qu’a celui des fonctions, la transformée de Fenchel agit comme une
inversion !
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Formulation du probleme et existence d'une solution

On va traiter du probleme générique suivant qualifié de “probleme
d’'optimisation convexe"

P min J(u), ’

ucU?ad

e U2 est un sous-ensemble convexe fermé d'un espace de
Hilbert U (dit “ensemble admissible”)

@ J est une fonction convexe s.c.i. de U dans R.

@ On appellera “solution” tout u ou J(u) atteint effectivement
sa valeur infimale sur U4,

@ L'ensemble des solutions est noté arg min, ¢ jaa J(u).
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Formulation équivalente

@ On s'est autorisé des fonctions J prenant éventuellement la
valeur +o00.

@ On pourrait se limiter a des problemes de minimisation ou
U4 est toujours égal a I'espace U tout entier

@ Le probleme P est équivalent au probleme

min (J() + Tyea () - (30)J
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Minimum global

Une premiére conséquence importante de la convexité est que
toute solution locale (on dit aussi “minimum local”) est une
solution globale (“minimum global”). Par “solution locale” ou
“minimum local”, on entend un point u° € U2 tel que

J(w°) < J(u), Yue U nB(u°,p),

pour un certain p > 0. Autrement dit, I'ensemble admissible est
réduit 3 un voisinage du prétendu minimum local.

éh minimu
inimumQ [ ocal

Minimum local et minimum
global

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Minimum global

Pour un probléme convexe, toute solution locale est globale.

Démonstration.

Soit u € U\ B(u°, p), a = p/ ||u—u°|| < 1et

Uy = (1 —a)u®+ au. On a uy, — u° = a(u — u°) et ce vecteur est
de norme égale a p, donc x, € B(u°, p), et par ailleurs,
évidemment u, € U1, Alors,

J(u°) < J(up) < (1 —a)J(w®) + ad(u) = J(u°) < J(u) .

Ceci étant vrai pour u € U2\ B(u°, p), mais également pour
u € U N B(u®, p) (par définition de u°) est donc vrai pour
ue U, O
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Terminologie

Definition

Une fonction J est coercive sur U?? si

lim J(u) = 400 lorsque ||lu|| = +o0 et uec UM .

@ Dans toutes les directions de U ol u peut tendre vers
I'infini, J(u) tend vers +o0.

@ Si J est fortement convexe, alors elle est coercive sur tout
sous-ensemble U2,

o Il est équivalent de dire que J est coercive sur U4 ou que
J 41 jaa est coercive sur U.
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Existence

Theorem

Si J est une fonction convexe s.c.i. et coercive sur U4, si U est
convexe et fermé, si dom (J) N yad #+ @&, alors il existe au moins
une solution au probléme P. L'ensemble des solutions est un
sous-ensemble convexe fermé. Il est réduit a un point (la solution
est donc unique) si J est strictement convexe.

e Sous dom (J) N U # & il existe au moins un u € U ot
J(u) est finie.

o Une suite minimisante {u*} ey € U4, c'est-a-dire telle que
limg—s+00 J(u¥) = inf,cyaa J(u) est bornée car sinon, avec la
coercivité de J sur U4, on obtiendrait une contradiction.

@ Elle est donc compacte dans la topologie faible, et on peut
extraire une sous-suite {u*} faiblement convergente vers un
certain uf.
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du fait que U?d est un convexe fermé, donc faiblement fermé
ut e U,
Une fonction convexe s.c.i. est aussi faiblement s.c.i. on a

inf J(u)= lim J(uk’) > J(uﬁ) )

ueyad ki——+o00

L'inf est fini et atteint.

Toutes les autres solutions peuvent &tre obtenues comme le

sous-ensemble et
UR SV (D) N U

Si J est strictement convexe et si on suppose que |'on a deux
solutions distinctes u% et ug (évidemment dans U2), alors le
point (u§ + ug)/2 (également dans U2 par convexité de U9)
donne nécessairement a J une valeur strictement inférieure a
(J(u%) + J(ug))/2 = J(u) = J(ub) par convexité stricte ce

qui est une contradiction.
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Caractérisation des solutions

Theorem

En rajoutant I'hypothése que J est bornée dans un ouvert et que
(o]

dom (J) NU = & chacune des conditions ci-dessous constitue
une condition nécessaire et suffisante pour que u® soit une solution
du probléme P, en plus de la condition évidemment nécessaire que
uf e U
VYue UM, DJ(uv*;u—uf) >0,
0 € 9(J+Iyaa) (L),

3t € 9J(uF) N (—(Uad)j) :

3rt € oJ(u") : Vu e U™, <rjj U — uﬁ> >0.
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Autre caractérisation des solutions optimales

Sous les hypotheéses du Théoréme précédent et si J est égale a la
somme de deux fonctions convexes J; et J, on obtient la
condition équivalente & DJy(u*; u — u*) :

Yue U™, Dh(v* u— u?) + h(u) — (u*) >0. (32)
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Autre caractérisation des solutions optimales

D(Jy + b)(uf; u— o)
— inf ((J1 + b)Y (U +e(u—ut)) — (Jy + JQ)(uﬁ))/g

e>0

< EIQIB (Jl (uli +e(u— uﬁ)) — A (ub)

+ (1= €) o) + e do(u) — J2(uﬁ))/5
par convexité de J

= inf (Jl (uti +e(u— uﬁ)) — h(dh) + e(Jo(u) — J2(“ﬁ))>/5

e>0
= DJl(u’j; u— uﬁ) + h(u) — J2(uﬁ) ,

et donc la non négativité du premier membre entraine celle du
second membre.
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Autre caractérisation des solutions optimales

Réciproquement, puisque DJi(uf; u — uf) < Ji(u) — Ji(uf), alors
DJy(uf; u— uf) + Jo(u) — Ja(uf) < (1 + ) (u) — (S + ) (u?), et
la non négativité du premier membre entraine celle du second.
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Satisfaction d’'un ensemble d'égalités et d'inégalités

L'ensemble admissible U2? est décrit par :

Oi(u) <0, i=1,...,m,
Qj(u) =0, j=1,...,p.

Pour que cet ensemble de contraintes définisse un sous-ensemble
U2 convexe :

@ les fonctions ©; : U — R sont convexes, car la contrainte i
définit I'ensemble de niveau Vo (©;) qui est alors convexe,

@ les fonctions €; : U — R sont affines; en effet, la contrainte j
égalité peut étre vue comme la réunion de deux contraintes

Qj(u) <0 et —Qi(u)<0;

si chacune doit correspondre a une fonction convexe, alors 2;
doit étre affine.
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Description de contraintes explicites

@ Sous les hypotheses que la fonction coiit J est convexe, que
les fonctions ©; sont convexes, et que les fonctions £2; sont
affines, on parle de “programmation convexe”.

o Le caractere fermé de U2d est assuré si les fonctions Qj sont
continues et si les fonctions ©; sont au moins s.c.i..

@ Il n'y a pas unicité de la représentation d'un sous-ensemble
admissible U2 par un jeu de contraintes égalité et inégalité.

=(u) demeaXOG +Z]Q ()] ,

V(u) def hax < max (max (0, @,-(u))), “max <|Qj(u)\ )) ,

i=1,...m J=1,...p

U2 peut &tre aussi décrit par =(u) < 0 ou W(u) <0, ou
méme =(u) =0 ou W(u) =0
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Une inclusion entre deux cones

Lemma

On suppose les fonctions ©; sous-différentiables et on écrit les
fonctions €); affines et continues globalement sous la forme
A(u) = b ot b € RP et A c L(U,RP). Pour u € U on définit
I'ensemble N(u) C RT de la fagon suivante

ANu) N eR™ (A >0, \Oi(u)=0, i=1,...,m} . (35)

On définit le céne

dewae )+ A, AeNu), peRP . (36)

Alors, C(u) C (Uad)j
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Preuve

Soit re C(u) : r=>"1 X\t + A" avec 0; € 99;(u), pn € RP et
A € N(u) Alors,

M

(rov—u) =) Aifi,v—u+ (Al -u)

i=1

s

Il
,_.

Ai(©i(v) = ©i(u)) + (1, Alv) — A(u))

1

puisque \; > 0 et 6; € 00;(u),

du fait que A € A(u), A(u) = A(v) = b (u et v sont dans U>d)
<0

puisqu’a nouveau v € U2, donc ©;(v) < 0 et \; >0 pour tout .
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Les écarts complémentaires

e Soit u € U2 la condition sur les \; dans la définition de A(u)
peut-&tre réécrite sous les formes équivalentes suivantes :

) = i€, m |©(u) =0}
, Ai>0, \i=0pouri¢l(u),

@ Elle est connue sous le nom de
condition d'écarts complémentaires.
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Les écarts complémentaires

@ L'ensemble /(u) est I'ensemble des indices des contraintes
dites saturées ou actives au point u.

@ La condition d'écarts complémentaires indique que si
©;(u) < 0, alors nécessairement \; = 0, et aussi, si A; > 0,
alors nécessairement ©;(u) = 0.

@ Seules les contraintes saturées en u sont a prendre en compte
pour construire C(u)

o Ceci est naturel : le bord de U est localement défini en u
par les contraintes saturées (et les contraintes égalité qui sont
toujours saturées par définition).
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L'égalité des deux cbnes n'a pas toujours lieu

Considérons dans U = R? les deux contraintes suivantes :

xX2+y?’<let —y<-—1. J
o U2 se réduit au point u = (0,1) et donc (Uad)j = R?
@ Le cone C(u) est constitué par la droite x = 0.
o C(u) # (U™);
e Du fait que U est réduit a un singleton, n'importe quelle
fonction coiit J conduira a la solution uf = (0,1)
o J'(u') pourra prendre une valeur quelconque, puisque le céne

normal 3 U2 est tout R?,

@ On ne pourra pas toujours affirmer que J'(u*) € —C(u?).
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Qualification des contraintes et conditions de

Lagrange-Karush-Kuhn-Tucker

Faire I'hypothese

C(uh) = (L), (39)J

est appelé “hypothése de qualification des contraintes dans sa
forme minimale” .

Si les fonctions qui définissent U sont affines continues et si
U +£ @, alors (39) est satisfaite en tout point u € U2,
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Qualification des contraintes et conditions de
Lagrange-Karush-Kuhn-Tucker

Corollary

Si les fonctions qui définissent U sont affines continues et si
U2 =£ &, alors une solution u® de P est caractérisée par I'existence

de “multiplicateurs” )\g, i=1,...,m, vérifiant la conditions des
écarts complémentaires et de “multiplicateurs” ,uﬁ, j=1...,p,
tels que

m p
0€dJ(uh) + D N + > ulay
i=1 j=1
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Une condition de qualification

@ Condition de Slater :
Ju®:0;(u°) <0, i=1,...,m, A(°)=b.

@ Les contraintes égalité s'écrivent globalement A(u) = b.

o Cette hypothese dit qu'il existe un point u® satisfaisant
strictement les contraintes (le mot “strictement” ne s'applique
bien siir qu'aux contraintes inégalité).
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Theorem

@ J : convexe s.c.i. sous-différentiable ;
@ ©; : convexes, continues et sous-différentiables ;
e Q; : affines et continues (A(u) = b);

les conditions de qualification sont satisfaites.

Une condition nécessaire et suffisante pour que u* soit une solution
du probléme P est qu'il existe des multiplicateurs )\'}, i=1,...,m,
satisfaisant la condition des écarts complémentaires (pour u = u*)

et des multiplicateurs uﬁ, J=1....p, ( u* désigne le vecteur de RP

de coordonnées ujq ) tels que

0 € dJ(uf) + > Moo;(uf) + Ayt .
i=1
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Le cas différentiables

Corollary

Sous les mémes hypothéses, en supposant de plus que les fonctions
Jet®;, i=1,...,m, sont différentiables. Alors, une condition
nécessaire et suffisante pour que uf soit une solution du probléme
P est qu'il existe des multiplicateurs )\?, i=1,..., m, stisfaisant la
condition des écarts complémentaires (pour u = u*) et des

!

multiplicateurs 1 j=1,...,p, tels que

() + ) Ne(uf) Z " (u . (40)
i=1
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Le cas différentiables

On trouve parfois I'hypothése supplémentaire concernant les

contraintes égalité :
“A est surjective”

@ Si A n'est pas surjective :

o ou bien b ¢ im A et alors U*! = &
e ou bien b € im A et les contraintes égalité sont redondantes.

o Elle évite quand b € im A, la non unicité et le caractére non
borné des multiplicateurs.

@ En effet, comme le vecteur i des multiplicateurs intervient
sous la forme A*uf, si A* n'est pas injective, on peut ajouter 3
un uf qui convient, n'importe quel élément du noyau de A*.
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Interprétation marginaliste des multiplicateurs

O (UF)

Perturbation d'une contrainte
dans U = R?

o)

o Contraintes inégalité ©1 et ©,, toutes les deux actives a la
solution uf,

Les ensembles de niveau de la fonction colit J
Perturbation de ©; < 0 qui devient ©1(u) < ¢

Elargissement de U1 et diminution de J(u?)

De combien s'améliore le colit optimal ?
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Interprétation marginaliste des multiplicateurs

@ O, était active avant la perturbation. La solution uf + out
vérifie (©5(uf),du*) = 0 ( ©%(u*) est orthogonal 2 la
frontiere ©, = 0.

o Par ailleurs, (0 (u*),du?) =¢

@ La condition d'optimalité est ici

J () + N[0 (uF) + X504 (uF) =0 .
En faisant le produit scalaire avec duf on obtient que :
0= <J’(uﬁ) + AL (uf) + Aoy (uf) ,5uﬁ>
= <J'(uﬁ) ,(5uﬁ> + )\%z-: .

@ L'interprétation marginaliste des multiplicateurs : c’est au
signe pres la sensibilité du colt optimal par rapport a une
variation “marginale” du second membre de la contrainte
correspondante.
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Formulation compacte des contraintes

(P) min  J(u)
ueU=dnugd

@ C : "espace des contraintes” qui est un espace de Hilbert,
@ ©:U — C : une “fonction contrainte”,
@ C : cone convexe et saillant C
@ Les contraintes sont maintenant

©(u) € —C ce qui signifie ©(u) <0 (41)
o U¥l={uelU|O(u)e-C}.
e Contraintes égalité : C = {0}
e C=CixCretC=(C x G ou C2:{O}
e u € U : contraintes implicites ou U2d est convexe fermé.
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On considere A € C* et on pose

L(u,A) = J(u) + (X, ©O(u)) (42) |

Cette expression est appelée Lagrangien associé au probleme
d'optimisation P

la variable X\ est appelée multiplicateur ou variable duale.
Par opposition, u est la variable primale.

u est restreinte au sous-ensemble admissible U4,

A va étre restreinte au sous-ensemble admissible C*
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Justification de l'introduction du Lagrangien

Soit
P(u) gt sup L(u, ).
AEC*

Alors P(u) = J(u) + IUgd(U) et le probléme

min P(u)

ucyad

est équivalent au probléme P (méme valeurs optimales et mémes
solutions).
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Preuve

e Siue Ul alors (\,©(u)) <0 pour tout A € C*

@ la valeur 0 est atteinte pour A =0

ve U = sup (\,0(u)) =0.
AeC*

Inversement si (A, ©(u)) < 0 pour tout A € C*, alors
O(u)e —C*=-C

Donc si u ¢ U3l il existe A € C* t.q. (A,0(u)) > 0.
Puisque C* est un cbne :

ué¢ Ugd = /\seug (A,0(u)) = o0 .

De tout ceci, on déduit que P = J + IUgd.
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Point selle

Definition

Pour une fonction f : X x Y — R et des sous-ensembles convexes
fermés X C X et Y C Y, on dit que (x*, y*) € X x Y est un point
selle de f sur X x Y si

Vx e X, VyeY, f(xhy) < F(xhyh) < fxyh) .

O

~ "z}"):ii’

Z

N ,t'
AT :
N, Point selle
N.. ','"".'-'.’-”

[ 17177
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Point selle

@ On cherche a maximiser f en y et a minimiser en x.

@ Interprétation “théorie des jeux" ici jeu a “somme nulle". Les
joueurs cherchent a minimiser leur propre fonction coiit la
fonction coflit du joueur x est f(x,y) alors que celle du
joueur y est —f(x,y).

@ Un autre formulation équivalente :
f(x*,y) < f(x,y"), ¥xe X, YyeY. (43)

@ Un point selle peut-étre vu comme le point fixe d'une
multi-application.

X y)=argminf(x,y); Y¥x)=argmaxf(x,y),
xeX yey

et la multi-application F#: X x Y — 2X*Y définie par
Fi(x,y) = X¥(y) x Y¥(x).
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Point selle

Le point (x*, y*) est un point selle de f sur X x Y si et seulement si

f(xﬁ,yﬁ) = sup f(xn,y) = min sup f(x,y)
yeY xeX yey

= max inf f(x,y) = inf f(x,y"
ey i e y) = Jof FCor).

autrement dit inf,ex sup,cy f(x,y) = sup,cy infxex f(x, y) et les

inf et sup les plus extérieurs sont atteints en x*, respectivement y*.

On note tout d'abord qu’on a tojours :

supinf f(x,y) <infsupf(x,y) (44)
y X Xy
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Preuve

Soit (x*, y*) un point selle, on a avec I'inégalité de droite :

f(x*, y*) = min f(x, y*) et comme |nf f(x,y*) < sup inf f(x,y),
xeX yey xeX

on a

f(x*, y*) < sup inf f(x,y) .
yeyXE

On conlut en raisonnant de fagon symétrique avec |'inégalité de
gauche et en utilisant (44).
Réciproquement, supposons vraie I'équation du Th.. Alors

Vy €Y, f(x*y) <sup f(x',y) = F(x* yF).
yeyY

et de facon symétrique

Vx € X, f(x,y") > inf Fx,y%) = F(x*, yh)
xXe
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Cas convexe-concave

f: X xY — R est convexe-concave si f(-,y) est convexe pour
tout y et f(x,-) est concave pour tout x.
Les inégalités de point selle sont équivalentes a

Elrﬂeaxf(xﬁ,yﬁ): Vx e X, <rﬁ,x—xﬁ>20,

Elsﬁeayf(xﬁ,yﬁ): VyeyY, <sﬁ,y—yﬂ>§0.
En changeant s? en tf = —s :

Eltﬁe—ﬁyf(xﬁ,yﬂ): VyeyY, <tﬂ,y—yﬁ>20.

Posons z = (x,y) € W L x x Y, Z=XxY CW, et définissons

I'opérateur (éventuellement multivoque)

A: z=(x,y) €W Oif(x,y) x (—Oyf(x,y)) CXxY.
Jat c A(Z): Vze Z, <aﬁ,z—zﬁ>20.
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Cas convexe-concave

@ Pour une fonction convexe-concave et sous-différentiable,
I'opérateur A est monotone.

@ Le probleme de point selle se raméne a celui d'une inéquation
variationnelle avec un opérateur A monotone.

@ A “ne dérive pas d'un potentiel”. |l n'est pas en général le
sous-différentiel d'une fonction (qui serait nécessairement
convexe puisque A est monotone) sauf dans le cas particulier
ou f serait de la forme f(x,y) = g(x) + h(y) (alors A est le
sous-différentiel de (x,y) — g(x) — h(y)).
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Condition suffisante d'optimalité

Si (uf, \¥) est un point selle du Lagrangien sur U x C*, alors u?
est solution du probléme P.
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Hypothéses de convexité

@ La fonction coiit J est convexe, s.c.i.et sous-différentiable.

@ En ce qui concerne © : U — C,

Definition

On dit que I'application © : U — C est C-convexe si, pour tout u
et v dans U et tout « dans [0, 1],

Oau+ (1 —a)v) —ad(u) — (1 - a)O(v) € —C.

° Ugd est convexe et fermé si © est continue.

Definition
On appellera “C-sous-gradient” de © au point u tout élément
0 € L(U,C) t.q.

Vv, ©(v) —O(u) — (v —u) € C,
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Hypothéses de convexité

@ On notera 0O(u) I'ensemble de ces applications linéaires que
I'on appellera “sous-différentiel” de © en wu.

o Lorsque C = {0} la C-convexité signifie que © est affine
@ Lorsque A € C*, la fonction u+— (A, O(u)) est convexe et

Ou (N, O(u)) D{reC |r=0"(\), 0 €00(u)} .

@ Lorsque I'égalité a lieu, on dit que © est “régulierement
sous-différentiable”

J.-Ph. Chancelier Convexité et Optimisation



Point selle du Lagrangien et multiplicateurs de Kuhn et

Tucker

Lemma

L’inégalité de gauche du point selle est équivalente au fait que
MNec, o) e-C, <Aﬁ ,e(uﬁ)> ~0.

Sous I'hypothése que © est continue et régulierement
sous-différentiable, I'inégalité de droite du point selle est
équivalente a
uf e U 3t e aJ(ut), 30F € 00(uf) 1 Yue UM,
<rjj + (6 (W, u— uu> >0.
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Corollary

On suppose que le probléme convexe P admet une solution u® et
un multiplicateur \* associé & la contrainte ©(u*) € —C
c'est-a-dire vérifiant avec uf les conditions de Kuhn-Tucker. Si la
solution primale u* n’est pas unique, alors I'ensemble des
multiplicateurs \* (eux-mémes possiblement non uniques) ne
dépend pas de la solution u? particuliére choisie.
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Application d'un théoreme général d'existence de point

selle

@ Sans aucune hypothése de convexité, |'existence d'un point
selle du Lagrangien constitue une condition suffisante
d'optimalité du probléme d’optimisation sous contraintes en
ce qui concerne la partie primale de ce point selle.

@ L’existence d'une solution primale et de multiplicateurs de
Lagrange-Kuhn-Tucker pour un probleme d'optimisation sous
contraintes a été mise en correspondance directe, dans le cas
convexe uniquement, avec |'existence d'un point selle du
Lagrangien.

@ Dans le cas convexe, lorsqu’une solution primale existe, et
lorsque I'existence de multiplicateurs peut étre assurée,
I'existence d'un point selle du Lagrangien devient aussi une
condition nécessaire d'optimalité.
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Cependant, I'existence de multiplicateurs associés a une solution
primale n'a été établie que pour le cas d'un nombre fini de
contraintes égalité (affines) et inégalité (convexes).

Theorem

Soit f: X xY — RU{—o0} U {+o0} une fonction
convexe-concave s.c.i.-s.c.s.. Soit X et Y deux sous-ensembles
convexes fermés de X et Y, respectivement. On suppose aussi qu'il
existe x° € X tel que

limf(x°,y) = —oo lorsque |y|| — +oc0 et y €Y, (46a)
et qu'il existe y° € Y tel que
lim f(x,y°) = +oo lorsque ||x|| = +oo et x € X, (46b)

ou bien Y, respectivement X, est borné. Alors, il existe un point
sellede f sur X x Y.
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Théoreme d’existence et Lagrangien

@ On considere ici le Lagrangien associé au probleme P (avec
X=UMetY=C".

@ C'est une fonction affine, donc concave de \.

@ Avec les hypotheses de convexité faites sur J et ©, C'est une
fonction convexe de u pour tout A € C*.

@ Pour I'application du Théoréme, on complétera donc la
définition de L de la facon suivante :

L(u ) % {J(“) +{(X,0(u)) sireCr,

. (47)
—00 sinon.

@ Pour la continuité, les hypothéses que J est s.c.i. et que © est
continue sont suffisantes pour assurer le caractére s.c.i. par
rapport a u.

@ Par rapport a A, on a affaire a une fonction affine continue sur
le convexe fermé C* et le passage a —oo lorsque A sort de C*
assure le caractére s.c.s..
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Théoreme d’existence et Lagrangien

o Si U2 est bornée, I'hypothese de coercivité est assurée.

@ Sinon, on fait I'hypothese que J est coercive sur U, Cette
hypothese est plus forte que coercive sur U24 N Ugd. Clest le
prix que |'on paie pour la technique Lagrangienne.

@ Comme C* n'est pas borné, on choisit u° € dom (J) et on
suppose de plus que u® vérifie I'hypothése de Slater :

o

3u° € U Ndom (J): ©w)e-cC

@ Alors L(u°, \) tend vers —oo lorsque A part a l'infini en
restant dans C*.

o
@ Cependant, cette hypothése n'a de sens que lorsque C est non
vide, ce qui exclut les contraintes égalité
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La fonction “perturbation”

On introduit le sous-ensemble suivant :

SY{0,y)eCxRlTue U™ Ice C,Iz R,
0=0(u)+cy=Ju)+z} .

Ce sous-ensemble est I'épigraphe d'une fonction appelée “fonction
perturbation”.

0(0) défmin{J(u) ’ue U™, O(u) ee—c} . ’

La résolution de Previent a calculer ¢(0).
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La fonction “perturbation” : Un example

Considérons le probleme “perturbé”

min(u+1)% sous u=6 ou u<49.
ueR

On observe que la fonction ¢ est convexe et qu'elle est non
décroissante dans le cas inégalité.

La fonction perturbation ¢

et son épigraphe S pour des
A i contraintes égalité ou inégalité
01 01
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La fonction “perturbation”

Lemma

Sous les hypothéses de convexité et de semi-continuité inférieure,
respectivement de continuité, formulées pour J et © (ainsi
évidemment que le caractére convexe fermé de U1 et C), le
sous-ensemble S est convexe fermé et donc la fonction ¢ est
convexe s.c.i.. Elle est de plus C-non croissante, ce qui signifie que

0 —0eC= o)<y, (48)

et en conséquence, tout r € Op(0) appartient a —C*.
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Expression alternative

On peut donner I'expression alternative suivante de cette fonction :

P0) = inf sup (J()+(A,0()~0) . (49)
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Multiplicateurs et sous-différentiel de la fonction

perturbation

o Soit (uf, \*) un point selle du Lagrangien associé & P sur
vad x C*.
o Alors, —\! est un sous-gradient de la fonction ¢ au point 0.

e Réciproquement, si 0p(0) est non vide (et cela suppose bien
sir que 0 € dom (gp) donc qu’il existe une solution u* au
probléme P que p(0) = J(u*) et que ©(uf) € —C), tout
élément dans —9¢(0) constitue avec u* un point selle du
Lagrangien associé.
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Existence d'un sous-gradient de ¢ en 0

Etudier le céne normal 3 S = epi () au point (0, J(u?)).

Theorem

On suppose qu'il existe une solution u* au probléme (2?)? et on
fait I'hypothése de qualification des contraintes suivante :

o

—
00U+ C .

Alors il existe un multiplicateur optimal X\ et donc un point selle
au Lagrangien.

a. Cela nécessite donc que dom (J) N U N U # 2.
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Existence d'un sous-gradient de ¢ en 0

Dans le cas de contraintes égalité (c'est-a-dire lorsque C = {0}), la
condition prend la forme

o

—
0 €0(U™) . (50)

D'une maniere générale, cette condition de qualification exprime
que la contrainte peut &tre satisfaite avec un u € U2 non
seulement sous sa forme originale (§ = 0) mais pour toute
perturbation 6 € C suffisamment petite et dans toutes les
directions de I'espace C.
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Fonction perturbation, T. de Fenchel et Lagrangien

@ On considére la fonction duale :

W\ def | inf cpaa L(u, X)) si X e C*,
I sinon.

@ () est une fonction concave et s.c.s.

Lorsque le Lagrangien admet un point selle (uf, ) sur
Uad x C*, le colit optimal du probleme P est aussi égal au
maxyecx inf,cyaa L(u, A) qui n’est autre que

max ().

AeC

Ce maximum est atteint évidemment pour tout \*
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Fonction perturbation, T. de Fenchel et Lagrangien

On a la formule : VA € C, F(¢)(A) = —¢(=A).

Fle)(N) = sup ((X,0) —(0))

:;gg<<)\79>fmin{J(u) ‘ueUad,@(u)EH—C})

= max  sup AL0) — J(u
UEUad9€C+@(u)(< ) ( ))

B {+oo siA¢ —C*,
| supyeyaa (N, O(u)) — J(u)) side—C*,

SiA¢ —C*, 8 — oo dans la “bonne” direction fait croitre
arbitrairement |'expression. Si A € —C* choisir A = ©(u).
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Explication géométrique des résultats

e Considérons dans C x R, y + (A, 6) = a, ou les variables sont
0 eCetyecR, ou e C (ouC*) est un parametre, et ou
a € R est un autre paramétre.

@ Décrit un hyperplan, —\ est sa “pente” tandis que a est

I"“ordonnée a I'origine”.

o L'espace C x R est celui dans lequel a été défini S (voir (?7))
et on peut s'intéresser a l'intersection de |'hyperplan avec ce
sous-ensemble.

o Cela revient a ne considérer dans I'équation de |'hyperplan que
les points de la forme § = ©(u) + c et y = J(u) + z pour
ue U ccCetz>0.

@ On va s'intéresser en fait a “abaisser” le plus possible
I'hyperplan en le déplagant parallélement a lui-méme (donc en
gardant A fixe mais en cherchant I'ordonnée a I'origine a la
plus petite possible) sous la contrainte de conserver une
intersection non vide avec S.
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Explication géométrique des résultats

"0
Y (A B

e ol e

(&

FIGURE — La dualité par I'image
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Explication géométrique des résultats

@ Lorsque le bord inférieur de S (le graphe de ¢) a I'allure
décroissante représentée sur la figure (lorsque C = R dans le
cas ou C = R dessiné ici),

@ On voit que la plus petite ordonnée a I'origine possible reste
finie (n'est pas égale a —c0) si la“pente” n'est pas positive,
donc si A € Ry (plus généralement si A € C*).

@ Side plus S a une forme convexe, la plus petite ordonnée a
I'origine sera obtenue dans la position limite ou la droite (plus
généralement I'hyperplan) “tangente” I'ensemble S sur son
bord inférieur.

@ Le point de contact étant de la forme (©(u), J(u))
(c’est-a-dire qu’on a intérét a prendre z =0 et ¢ = 0 pour
minimiser a en restant dans S a partir du moment ou A a le
bon signe ou la bonne orientation).

@ Autrement dit, le plus petit a associé a un A donné est obtenu
en minimisant y + (\,0) = J(u) + (A, ©(u)) pour u € U4
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Explication géométrique des résultats

@ Finalement, calculer la plus petite ordonnée a I'origine
correspondant a un A fixé, c'est minimiser L(u, \) pour
u € U et cest donc calculer ¥(\). Cette constatation est
d’ailleurs conforme avec le fait démontré précédemment que v
a un rapport avec F(¢p).

@ On va chercher maintenant a obtenir I'ordonnée a
I'origine 1»(\) de I'hyperplan d’appui de S = epi(¢) la plus
élevée possible en agissant sur la “pente” —\.

@ On peut voir sur la partie droite de la Figure ?? que la plus
haute ordonnée a I'origine que I'on peut obtenir par ce procédé
est la valeur ¢(0) (qui est égale, comme on le sait 3 J(u?)).

o Cela se démontre facilement : puisque y = (=X, 6) + ()
définit un hyperplan d’'appui de epi(S), le graphe de ¢ se
trouve au dessus de tout hyperplan d'appui et donc

VA, 0(6) > (=X, 0) + B(X) = VA, ¢(0) > v(N).
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Explication géométrique des résultats

@ Pour obtenir la valeur maximale de I'ordonnée a I'origine 1)(\),
il faut donc choisir A = A telle que ¥(\*) = (0) = J(uf). Le
point de contact de cet hyperplan avec S a comme
coordonnées (0, J(u)), c'est-a-dire que (A, O(u¥)) = 0.

@ Enfin, la récapitulation de toutes ces opérations montre que
I'on a réalisé maxyec+ inf,caa L(u, A) et que I'on ne parvient
3 atteindre (0) = J(u*) = min,cyaa sSupyecx L(u, ) que
dans le cas ol ces deux valeurs sont égales, ce qui se réalise
dans le cas convexe.
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