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Motivations physiques

Motivations physiques

@ La simulation des cristaux présentant des défauts ponctuels
constitue un enjeu important (semi-conducteurs dopés,
matériaux irradiés, etc).

@ Les modeles numériques utilisés a I'heure actuelle sont
notoirement insuffisants [C. Pisani, Quantum-mechanical
treatment of the energetics of local defects in crystals : a few
answers and many open questions, 1994].
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Systémes a nombre fini d’électrons

Avec un nombre fini d’électrons et de noyaux
Le cas de M noyaux fixés et N €lectrons (sans spin) ou on ne tient
pas compte de l'interaction entre électrons

Z

k=

Potentlel de Coulomb nucléaire

1
H=->A+V surl?(R%)

2 = =
g = jf; &
N=5 N=6
Hoi = eidi, / ¢ ¢ = 8, €1 < €2 < €3 < - -- valeurs propres
R3
négatives de H
N N
Pour des isolants E® =) "¢, p°(x) = > |¢i(x)*. e W
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Systémes a nombre fini d’électrons

Pour traiter de plus grands systemes, il est pratique d’introduire la
matrice densité de I'état fondamental

N
P x) =D di(x)ei(x) cas d'un isolant
i=1
7°(x,x’) est le noyau intégral du projecteur orthogonal de rang N
N N
Y= lo)al e o= (8¢
i=1 i=1

A partir de 7°, on peut obtenir la densité €lectronique de I'état
fondamental

pO(X) = 70(X7X) (A noter : tr(’yo) = N)
et 'énergie €lectronique de I'état fondamental

1 1
EC=tr((-SA+V |y )=tr[ —ZAY° ) + / POV o
2 2 RS
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Systémes a nombre fini d’électrons

Quand le niveau de Fermi est une valeur propre dégénérée (métaux)
ni =1si¢ < ¢f,
¥ => nilgi) (s  avec O<n<lsie=e, Y m=N
i ni = 0Ssi¢ > ef, i

et nous avons toujours

Eo—tr(<—%A+V) 70) ;PP (x) =~°(x,x)

~+° est un opérateur a trace auto-adjoint positif tel que S £
0<~%<1 (toutes les valeurs propres comprises entre 0 et 1) =
tr(y°) = N N=6

A
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Systémes a nombre fini d’électrons

<]

Formulation “matrice densité” du probleme électronique

E° (resp. 7°) est le minimum (resp. un minimiseur) de

inf{E(y), 7eS(L*R%), 0<~y<1, tr(y)=N, tr(—Ay)<oo}

EQ) =tn) =t (389) + [ V. o) =2(x)

L'ensemble de minimisation Cy est convexe et tout v € Cy peut
s’écrire

+0oo
=) mildh) (el
i=1

+oo
/ dihy =06, 0<m<1 Y m=N, ¢ ecH(R}
R i=1 e

S Binnia

Amélie Deleurence 9/22



Systémes a nombre fini d’électrons

Modeéle de Hartree-Fock réduit

Energie pour le modele

EMF(y) = tr (—EAW) +/ pV + = // Pr(X)p,(X') dx dx’
2 R3 R3 |X -

Pour des systémes neutres ou chargés positivement ce probleme
possede un minimiseur et la densité associé€e est unique.
[Lieb, Simon, Lions, ...]
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Structure électronique des cristaux
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Structure électronique des cristaux

Exemple de cristal comportant un défaut

Impureté avec relaxation du cristal hote
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e

Modele de référence : Hartree-Fock réduit

Existence d’'une matrice densité de I'état fondamental pour les
molécules neutres

Unicité de la densité de I'état fondamental TN N
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Structure électronique des cristaux

Modele de supercellule (conditions aux bords périodiques artificielles
- Born-von Karman)

Inconvénients du modele de supercellule :
@ Interactions parasites entre le défaut et ses images périodiques
@ Imprécisions pour les défauts chargés
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Structure électronique des cristaux

Alternative : défaut = pseudo-molécule insérée dans le cristal hote

Charge nucléaire de la pseudo-molécule

v(x) =2z'6(x—u(0))—zd(x)+ Z z(6(x — (R+u(R))) —d(x —R))
ReR\{0}

(impureté avec champ local de relaxation u)

Nucleus of charge z

5
ie
L] Y H
o =< , H
ety Nucteus of ccharge:z’
o impurity)
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Structure électronique des cristaux

Limite volumique pour le cristal parfait (le milieu d’origine)

E? énergie de I'état fondamental
A= Y 2R
S — | p? densité de I'état fondamental

zL3 électron : i ns
electrons 72 matrice densité de I'état fondamental
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Structure électronique des cristaux

Catto-Le Bris-Lions (Ann. IHP 2001)

EO d ;
: L 0 0 dans un certain sens
M T Ee o T e

De plus, E,?er et pge, peuvent étre obtenues en résolvant un probleme
périodique de Hartree-Fock réduit (x) posé sur I'espace des matrices
densités R-périodiques

V(x,x) e R*xR® VReR, 7y(x+R,x' +R)=n~(x,x")

Cances-A.D.-Lewin (Comm. Math. Phys. 2008) La solution vge, de (»)

est unique et
0 dans un certain sens o

—
L L—oco 'Yper
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Structure électronique des cristaux

Par ailleurs, la matrice densité de I'état fondamental 78& est 'unique
solution de I'équation d’auto-consistance

'78er = 1(—00,6F](ngr) (1)
ou
HO = —1A 4V
per__z + per

V3 désignant le potentiel électrostatique périodique généré par la

densité de charge périodique pig, = pler — Ppa

{ _Avger =4m (pger - ngrc)

Vg [-périodique

Le niveau de Fermi e est choisi tel que la cellule unité soit neutre
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Structure électronique des cristaux

1
'Y;())er = 1(7oo,€|:](H;())er) H;())er = _EA + V;?er
z2=2 z=3
Insulator / Semiconductor Conductor
| o
5=
€ 1y 3 Z;
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Structure électronique des cristaux

Limite volumique du modele de supercellule, avec et sans défaut

TR TSI R I 3 [ SRR ST SUY RO R S
. ? °
¢ & * (ool Joooa( Jpaace{ JoeoolS
. ° . .
L N ~" . L —_— e L > ¢y '.‘
LR 4 g 5 * [ RS S SR SRS IR L—) @ o
L] > L] L] * L3 * - L] L] >
va e va na Qv
EscL7p$L77$L EschpscL"YscL €7, p"%,Q

Théoreme (Cances-A.D.-Lewin, Comm. Math. Phys. 2008).
Supposons que le cristal hote soit un isolant ou un semi-conducteur.
Alors

@ (p3.1;7%,L) converge Vers (ppe, Vper) lorsque L tend vers l'infini

v,d 0 imi v,q #
® Eg| — Eg( aune limite o S
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Structure électronique des cristaux

@ pg — p%, converge vers p*9 € L2(R®), p*9 d'énergie de
Coulomb finie

@ 21 —42 | converge vers un opérateur de Hilbert-Schmidt Q*-4
(a extraction pres)

@ p"9 est la densité associ€e a Q**% au sens ou

VYW régulier a support compact, tr(WQ"9) = / para(r)W (r)dr
R3

@ En notant H,u.q = HE — V Souomb  y Codlomb, Q14 satisfait
I'équation d’'auto-consistance de type Dyson

Qu,q = 1(_0076;*q](Hp“*q) — 1(,00’62](H8er)

Vg
EF

Wy B e e e ———
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Conclusion

@ Nous avons présenté un modeéle théorique obtenu pour simuler
I'effet d’'un défaut chargé inséré dans un cristal parfait.

@ Des approximations variationnelles de la perturbation Q*9 de la
matrice densité du cristal peuvent étre calculées en utilisant une
base (enrichie ou non) de fonctions de Wannier maximalement
localisées (Maximally Localized Wannier Functions) du cristal
héte (E. Cances, A.D. et M. Lewin, J. Phys. : Cond. Mat. 2008)
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