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Préface

En écrivant ce livre, nous avons voulu présenter les outils élémentaires des
probabilités et de la statistique mathématique avec, au travers des exercices, des
applications sur des exemples concrets. Ce document est le support du cours “In-
troduction aux probabilités et a la statistique” de premiere année a I’'Ecole Natio-
nale Supérieure des Techniques Avancées depuis 1999. Il est complété par un livre
d’exercices et de problemes corrigés.

Sans difficulté majeure, la lecture de ce livre nécessite la maitrise des cours
d’analyse des deux premieres années du cycle de Licence ou des classes prépara-
toires.

Pour la théorie des probabilités, nous présentons les deux résultats fondamen-
taux suivants : la loi forte des grands nombres qui assure que la moyenne de données
aléatoires converge vers la moyenne théorique quand le nombre d’observations in-
dépendantes augmente et le théoreme central limite (TCL) qui précise la vitesse de
cette convergence. Nous donnons comme application importante ’estimation par
intervalle de confiance. En statistique, nous présentons ’estimation paramétrique
avec 'estimateur du maximum de vraisemblance, les régions de confiance et la
théorie des tests avec en particulier le modele de la régression linéaire et les tests
d’adéquation du x2. En revanche, nous n’abordons pas la théorie de la statistique
bayesienne.

En choisissant une présentation qui insiste sur les concepts des probabilités
et de la statistique, nous avons décidé d’omettre certains résultats de la théorie
de la mesure (ce qui par exemple nous oblige a traiter de maniére apparemment
différente le cas discret et le cas continu) et d’admettre les résultats techniques
sur la transformation de Fourier. Nous admettons également les résultats sur les
propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de vraisemblance.

Résumons brievement le contenu de ce livre. La premiere partie est consacrée a
une introduction sur la théorie des probabilités. Le chapitre I donne la définition
et les propriétés des probabilités. Il aborde en détail le cas des probabilités dis-



cretes avec quelques notions de dénombrement et des exemples de modélisation. I1
présente également les notions de probabilités conditionnelles et d’indépendance.
La notion de variable aléatoire ou résultat d’'une expérience en présence d’aléa
et la notion de moyenne ou espérance d’une variable aléatoire sont abordées au
chapitre II. Ce chapitre est également consacré a ’étude des variables aléatoires
discretes, c’est-a-dire qui prennent un nombre fini ou dénombrable de valeurs.
Dans le chapitre III, nous étudions les variables aléatoires a densité, qui prennent
un continuum de valeurs, avec en particulier la loi gaussienne qui apparait comme
loi limite dans le TCL. La notion d’indépendance pour les variables aléatoires, qui
joue un role crucial dans la loi forte des grands nombres et le TCL, est définie
au paragraphe I1.10 et détaillée pour les variables aléatoires discretes (chapitre
IT) ou a densité (chapitre III). La notion d’espérance conditionnelle qui traduit
la meilleure approximation, en un sens que nous préciserons, d’une variable aléa-
toire par une fonction d’une autre variable aléatoire donnée est définie pour les
variables aléatoires discrétes (paragraphe I1.14) ou & densité (paragraphe IIL.8).
La problématique de la simulation est présentée au paragraphe II1.9. La fonction
caractéristique d’une loi, ou transformée de Fourier d’'une mesure de probabilité,
introduite dans le chapitre IV, est un outil important dans I’étude des variables
aléatoires. Les théoremes de convergence, avec les différents modes de convergence,
sont abordés au chapitre V, avec en particulier la loi forte des grands nombres au
paragraphe V.4 et le TCL au paragraphe V.6. Un exemple d’estimation par in-
tervalle de confiance est détaillé au paragraphe V.7. Le chapitre VI est consacré
aux vecteurs gaussiens qui apparaissent dans le TCL vectoriel comme lois limites
et dans de nombreuses modélisations, comme par exemple la régression linéaire au
paragraphe IX.7.

Enfin, la seconde partie est consacrée a la théorie de la statistique mathéma-
tique. Nous présentons au chapitre VII une introduction aux problématiques de
la statistique mathématique. Le chapitre VIII traite de ’estimation de parametres
dans un modele paramétrique. Ce chapitre aborde la construction d’estimateurs,
dont 'estimateur du maximum de vraisemblance, et leurs propriétés avec les ap-
proches & horizon fini et asymptotique. Nous donnons les résultats sur la compa-
raison d’estimateurs pour le risque quadratique, la réduction de données a ’aide de
statistiques exhaustives et I’amélioration d’estimateurs par conditionnement par
rapport a une statistique exhaustive. Le chapitre IX est consacré a la théorie des
tests. Nous introduisons en particulier au paragraphe IX.7 le modele de la régres-
sion linéaire, c’est-a-dire ’explication d’une variable par une combinaison linéaire
de variables explicatives et d’un bruit, et le test d’analyse de la variance pour
I'utilité des variables explicatives. Nous présentons aussi plusieurs tests asympto-
tiques pour les modeles paramétriques. En particulier au paragraphe 1X.9, nous
introduisons les tests du x? empiriques qui sont des tests d’adéquation de loi pour

VIII



des variables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs, et nous terminons ce
chapitre avec le paragraphe 1X.10 sur quelques tests d’adéquation de loi non pa-
ramétriques. Dans le chapitre X, nous revenons sur les intervalles de confiance et
leurs liens avec les tests. Enfin, le dernier chapitre XI fournit quelques tables de
quantiles pour les lois usuelles.
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Un bref historique

Le calcul des probabilités

“Un probleme relatif aux jeux de hasard proposé a un austere janséniste par un
homme du monde a été & 'origine du calcul des probabilités” Denis Poisson (1781-
1840). Le Chevalier de Méré proposa a Blaise Pascal (1623-1662) des problémes sur
les jeux de hasard dont le “probleme des parties” : Le prix d’un tournoi est gagné par
le premier participant qui remporte un nombre fixé de parties. Si ’on interrompt
le jeu avant la fin, comment répartir équitablement le prix entre les participants 7
De nombreuses solutions fausses avaient été proposées pour ce probléme vieux
de deux siecles. Pascal en donna une solution correcte qu’il soumit a Pierre de
Fermat (1601-1665) en 1654. II publia sa solution dans son “Traité du triangle
arithmétique” en 1665.

En 1657, le livre “De ratiociniis in ludo aleae” de Christiaan Huygens (1629-
1695) exposa les concepts fondamentaux du calcul des probabilités comme le calcul
de 'espérance d’une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs.

Dans son ouvrage posthume “Ars conjectandi” en 1713, Jacques Bernoulli (1654-
1705) approfondit les résultats de Huygens. Il démontra aussi, a 'aide du calcul
combinatoire, la loi des grands nombres (convergence de la moyenne empirique
vers la moyenne) qui fut a lorigine de l'essor des probabilités. En 1733, dans
“The doctrine of chances”, Abraham de Moivre (1667-1754) précisa dans un cas
particulier la vitesse de convergence de la loi des grands nombres ; ce fut la premiere
version du théoreme central limite. Ce résultat fut étendu par Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). Ce dernier en utilisant le calcul infinitésimal et en développant les
fonctions génératrices et les fonctions caractéristiques dans “Théorie analytique
des probabilités”, paru en 1812, dépassa le cadre du calcul combinatoire et donna
un nouvel élan au calcul des probabilités.

Les résultats généraux sur la loi des grands nombres et le théoreme central limite
furent établis au XIX® siecle par Denis Poisson (1781-1840), Irénée-Jules Bienaymé



(1796-1878) et 1’école de St Petersbourg avec Pafnouti Tchebychev (1821-1894),
Andrei Markov (1856-1922) et Alexandre Liapounov (1857-1918).

Au XXe¢ siecle, la théorie de la mesure et de I'intégration permit de clarifier
les notions du calcul des probabilités : mesures de probabilité, variables aléatoires,
lois, espérances, lois conditionnelles. La monographie d’Andrei Kolmogorov (1903-
1987) “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” parue en 1933 donna le
cadre théorique dans lequel s’exprime encore aujourd’hui le calcul des probabilités.

Deés la premiere moitié du XX¢ siecle, le calcul des probabilités connait un
nouvel essor avec 1’étude des processus stochastiques et surtout leurs nombreuses
applications. Celles-ci se sont multipliées dans la deuxieme moitié du siecle : mo-
délisation de phénomenes physiques (en particulier au niveau microscopique pour
les fluides complexes ou les matériaux et en physique statistique) ou biologique (en
démographie et épidémiologie, mais aussi au niveau de la cellule ou de ’ADN), en
informatique (analyse d’algorithmes, d’images ou de réseaux), en économie (assu-
rance ou finance de marché) ainsi que dans les sciences de 'ingénieur (fiabilité, op-
timisation, analyse de risque, maitrise de 'environnement aléatoire). Enfin, avec la
puissance accrue des ordinateurs, les simulations et les méthodes de Monte-Carlo,
développées dans les années 1940, ont amplifié 'utilisation des modeles aléatoires
et sont devenues un domaine important des probabilités.

La statistique

Le mot “statistique” vient de l'allemand “Statistik”, qui, au milieu du XVII®
siecle, désigne ’analyse des données utiles a ’Etat. Le traitement d’un grand
nombre de données chiffrées qui sont triées, classées ou résumées correspond a
ce que I'on appelle aujourd’hui “les statistiques” au pluriel. On les distingue de “la
statistique”, au singulier, qui correspond a la modélisation de ces données, vues
comme résultats d’expériences en présence d’aléa, et a I’étude de cet aléa.

On peut dater I’émergence de la statistique du début du XIXe® siécle, avec
I’étude de données provenant de I’astronomie sur les positions des planetes et leur
trajectoire. En particulier, en 1805 Adrien-Marie Legendre (1752-1832) introduisit
la méthode des moindres carrés pour estimer des coefficients a partir de données,
et en 1809 Carl Friedrich Gauss (1777-1855), utilisant une modélisation des erreurs
par la loi normale, retrouva en maximisant la densité de la loi normale des erreurs
(i.e. la vraisemblance ou loi a posteriori) I'estimation par moindres carrés. Ces
travaux influencerent Pierre-Simon Laplace (1749-1827) qui en 1810 montra que
la loi normale apparait naturellement comme loi des erreurs grace au théoreme
central limite. Dans son livre sur “I’homme moyen” en 1835, Adolphe Quetelet
(1796-1874) utilisa les résultats de Laplace pour analyser des données sociales a
I’aide de la loi normale, et montrer la stabilité de ces données sur plusieurs années.
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Il faut attendre la fin du XIX¢ siecle pour une nouvelle avancée dans le domaine
de la statistique. En 1885, Francis Galton (1822-1911) présenta une étude sur la
taille des garcons en fonction de la taille moyenne des parents. I1 observa a la fois
un phénomeéne de dépendance, qui sera traduit par un effet de corrélation, et de
retour a la moyenne ou régression. Karl Pearson (1857-1936) et Udny Yule (1871-
1951), a partir des travaux de Francis Edgeworth (1845-1926) sur les lois normales
multidimensionnelles, étendirent la régression linéaire a un cadre plus général. 1l
faut également souligner les tests d’adéquation du x? introduits par Pearson en
biométrie a la fin du XIX¢ siecle.

Au début du XX¢ siecle, les années 1920 sont marquées par les travaux fon-
damentaux de Ronald Fisher (1890-1962) qui sont motivés par des problémes
d’agronomie. Fisher introduisit en particulier les notions de modele statistique,
d’exhaustivité et d’estimateur du maximum de vraisemblance. L’utilisation de mo-
deles statistiques permit ainsi d’analyser des données peu nombreuses. Signalons
également sur le méme theme les résultats de William Gosset (1876-1937) pour les
échantillons gaussiens. Travaillant pour la brasserie Guiness, il prit le pseudonyme
de Student pour publier ses travaux.

Motivé par I'étude des effets de différents traitements en agriculture, Jerzy
Neyman (1894-1981) introduisit en 1934 puis développa avec Egon Pearson (1895-
1980) l'estimation par intervalles de confiance et les tests d’hypotheses. Le nom
d’hypothese “nulle” provient de ’hypothese correspondant a I’absence d’effet du
traitement considéré. En 1940, Abraham Wald (1902-1950) proposa une vision
unifiée de la théorie de I'estimation et des tests d’hypotheses.

A partir des années 1950, la statistique connalt une croissance exponentielle
avec des applications dans tous les domaines : sciences de I'ingénieur, sciences ex-
périmentales, sciences sociales, médecine et sciences du vivant, économie, ... Elle est
devenue un outil incontournable pour I'analyse et la compréhension des données.
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Premiere partie

Calcul des probabilités






Espaces probabilisés

Ce chapitre est consacré a la définition et aux propriétés des probabilités (pour
une introduction générale a la théorie de la mesure, le lecteur pourra consulter les
ouvrages [12] ou [14]).

Apres la breve introduction au vocabulaire usuel en probabilité du paragraphe
1.1, on donne la définition et quelques propriétés des probabilités au paragraphe 1.2.
On étudie plus en détail le cas des probabilités sur un espace fini ou dénombrable
aux paragraphes 1.3 et [.5. La notion de probabilité conditionnelle est introduite
au paragraphe 1.6, et la notion importante de I'indépendance au paragraphe 1.7.
Les paragraphes 1.9 et 1.10 donnent quelques rappels sur les opérations d’ensemble
et des compléments sur la théorie de la mesure. Enfin, les paragraphes 1.4 et 1.8
sont consacrés a la modélisation du lancer de deux dés a ’aide du formalisme des
probabilités.

1.1 Vocabulaire

Afin d’illustrer le vocabulaire et les notations probabilistes, on considere I’exem-
ple du lancer d’'un dé a 6 faces.

Vocabulaire usuel |vocabulaire consacré  |notation| exemple

un résultat possible |une réalisation w 5

tous les résultats  |I’espace des réalisations 2 |{1,2,3,4,5,6}
possibles ou espace d’états

un sous-ensemble de|un événement AcC {2,4,6}
résultats possibles




I Espaces probabilisés

On définit également le vocabulaire suivant.

I’évenement certain 0
I’évenement impossible 0
I’événement contraire de A A€
I’événement A et B ANB

I'évenement A ou B (non exclusif)|A U B

On dit que les éveénements A et B sont incompatibles si AN B = (.

1.2 Probabilités

Intuitivement, pour estimer la probabilité d’obtenir un 5 ou un 6 lors d’un
lancer d'un dé a 6 faces, i.e. la probabilité de I’évenement A = {5,6} que l'on
notera P(A), on effectue un grand nombre, N, de lancers du méme dé, et on

compte le nombre N(A) de fois ou le résultat est 5 ou 6. La fréquence empirique
N(A)

des succes, ~ - (sile dé n’est pas biaisé), est une bonne approximation de

P(A). La figure 1.1 représente le résultat d’une simulation de 1000 lancers, ou 'on
a représenté chaque apparition de 5 ou 6 par un trait vertical. Enfin on observe
que la fréquence empirique N(A)/N “converge” vers 1/3 quand N augmente.

On verra au chapitre V sur les théoremes limites comment justifier cette ap-
proximation a l’aide de la loi forte des grands nombres. De cette approche intuitive,
on peut induire des relations satisfaites par la probabilité P. Comme N({2) = N
et N() = 0, on doit donc avoir P(£2) = 1 et P(#) = 0. Si on considere des éve-
nements disjoints (incompatibles) A et B, on a N(AU B) = N(A) + N(B), il est
donc naturel d’imposer P(AU B) =P(A) +P(B) si AN B = 0.

Si £2 est au plus dénombrable, on note dans ce cas F = P({2) 'ensemble des
sous-ensembles de (2. De maniére plus générale on considére un ensemble F C
P(2) contenant (2, stable par passage au complémentaire et stable par réunion
dénombrable (cf. définition 1.12). On dit que F est une tribu et ({2, F) un espace
mesurable (voir le paragraphe 1.10 pour des exemples). Dans une premiere lecture,
on pourra supposer que les espaces que I’on manipule sont finis ou dénombrables.
En fait les paragraphes 1.2, 1.6 et 1.7 couvrent le cas général. On dit que A C 2
est un évenement si A € F.

Définition I.1. Une probabilité (ou une mesure de probabilité) est une fonction
P de l’ensemble des événements F vers [0,1] telle que :



1.2 Probabilités

Un trait vertical pour un lancer égal a 5 ou 6

0 250 500 750 1000
Fréquence empirique
1
2/3
1/3 M
Nombre de lancers
0 : ‘ :
0 250 500 750 1000

Figure I.1. Apparitions de 5 ou 6 lors de 1000 lancers d’un dé.

- P(2) =1 et P(D) = 0.
— St (A;,1 € I) est une collection finie ou dénombrable d’événements (A; € F
pour tout i € 1) disjoints deuz o deuz, alors :

P (U Ai> = P(4). (1.1)

el el

Cette propriété s’appelle la o-additivité. (On parle d’additivité si [’ensemble
d’indices I est fini.)

Le triplet (£2,F,P) est appelé espace probabilisé ou espace de probabili-
tés. On dit que I’évenement A est presque sir (noté p.s.) si P(4) = 1. On dit
également que l’événement A est négligeable si P(A) = 0.

Ezemple. Pour la modélisation du lancer de dé équilibré, on choisit 2 = {1,...,6},
F =P(2) et P({w}) = 1/6 pour tout w € 2. O

Ezemple. On considére 2 = [0, 1], et on choisit pour F la tribu borélienne sur
[0, 1] notée B([0, 1]) (voir le paragraphe 1.10 et la remarque 1.13). On peut définir la
probabilité d’un borélien A par sa mesure de Lebesgue P(A) = A(A). En particulier
si0<a<b<1,onalP(ab])=0b—a. O
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On renvoie au paragraphe I1.15 pour les propriétés des sommes dénombrables
de termes positifs qui apparaissent par exemple dans ’égalité (I.1). On donne
quelques propriétés des probabilités.

Proposition 1.2. Soit A et B deux événements.

1. P(A%) =1 —-P(A).

2. P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

3. Si A C B alors on a P(A) < P(B) (propriété de monotonie).
4

. Soit (A, i € I) une collection finie ou dénombrable d’événements disjoints deux
a deuz tels que ) ;. P(A;) =1, on a :

P(B) = ZIP’(Ai N B)| (formule de décomposition,). (1.2)
el

5. Soit (Ap)nen une suite croissante d’événements (Ym > n > 0,4, C Ap).
Alors on a :

P <U An> = lim P(A4,)| (convergence monotone).

n—oo
neN

La formule du crible (1.6) (cf. exercice 1.8) est une généralisation de la propriété
2 pour n évéenements.

Démonstration. On remarque que A¢ € F par la propriété 2 de la définition 1.12.
On a 2 = AU A€ et les évenements A et A° sont disjoints. Donc par additivité de
P, on a:

P(A) + P(A°) =P(AU A°) =P(2) = 1.

Cela implique la premiere égalité. Pour la deuxieéme, on décompose A U B comme
la réunion de trois ensembles disjoints : A N B¢, AN B et A°N B. Par additivité,
on obtient alors :

P(AU B) = P(AN B°) + P(AN B) + P(A°N B)
=[P(ANB°) +P(ANB)|+ [P(A°NB) +P(ANB)] —P(AN B)
= P(A) +P(B) —P(AN B).

Pour I'inégalité du 3, on pose C = A°N B € F. A et C sont disjoints donc par
additivité, P(B) = P(A) + P(C). Comme P(C) € [0, 1], on en déduit que P(C') est
positif, et donc P(B) > P(A).



1.3 Probabilités sur un ensemble fini ou dénombrable

Pour démontrer la propriété 4, on note A = (Uie[ A,~)C de sorte que {2 =
AU (Uze I Ai). De plus I’évenement A est négligeable. En effet, par o-additivité,
onalP(A)=1-3..;P(A;) =0. En utilisant (I.5) puis la o-additivité, il vient :

]P’(B):IP’(BHQ):IP’(BH (AUUAZ))

el

=P ((BmA) U U(BOAZ-)>
iel
=P(BNA)+ ) P(BNA;).
iel
Par monotonie, on a P(B N A) < P(A) = 0. On en déduit donc que P(B) =
i P(B N A).

On démontre la propriété 5. On pose By = Ap et pour tout entier n > 1,
B, =A,NA;_ ;€ F.Onal,«yBn = An et U,en Bn = U,pen An- De plus
les évenements (B,,n > 0) sont disjoints deux & deux. Donc par o-additivité,
on a P (UpenBn) = Y nen P(Br). Pour conclure il suffit de remarquer que la
somme partielle > _nP(By) = P(U,,<n Bn) = P(An) converge en croissant vers
> nen P(Bn) = P(U,cn An), car les termes sont positifs.

1.3 Probabilités sur un ensemble fini ou dénombrable

On se concentre maintenant sur le cas ou {2 est au plus dénombrable. On rap-
pelle qu’alors, on considere F = P({2). Dans ce cas la probabilité P est entierement
déterminée par la collection (P({w}),w € £2) comme 'indique le lemme suivant.

Lemme 1.3. Pour tout A€ F, on a|P(A) = Z P({w}).
weA

Démonstration. Les évenements (A N {w},w € 2) sont disjoints deux & deux et
par o-additivité, on a :

P(A) =P(ANQ) =P ( Jw@n {w})) = > P(AN{w}).

we wes?
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On aurait pu bien str appliquer la formule de décomposition de la proposition I.2.
On remarque ensuite que si w € A4 alors AN {w} = {w} et P(AN{w}) = P{w}),
et siw & A, alors P(AN{w}) =P(D) = 0. On en déduit que :

Y PAN{wh) =Y PAN{wh) + > PAN{w}) => P({w}).

wen weA weA® wEA

O

Un exemple important de probabilité sur un ensemble fini est la probabilité
uniforme.

Définition I.4. Si (2 est fini et si pour tout w € 2, P({w}) = 1/Card 2, alors on
dit que P est la probabilité uniforme sur (2.

Il est immeédiat de déduire du lemme 1.3 le résultat suivant.

Corollaire 1.5. Soit 2 fini et P la probabilité uniforme sur §2. Pour tout A C {2,
on a :

Card A

P = ca

(L3)

Sous la probabilité uniforme, la probabilité d’un évenement correspond au
nombre de cas favorables (i.e. le cardinal de l’événement) divisé par le nombre
de cas possibles (i.e. le cardinal de {2).

FEzercice 1.1.
On tire au hasard deux cartes dans un jeu de 52 cartes.

1. Quelle est la probabilité pour que la couleur des deux cartes soit pique ?

2. Quelle est la probabilité pour que les deux cartes ne soient pas de la méme
couleur (pique, coeur, carreau, trefle) ?

3. Quelle est la probabilité pour que la premiere carte soit un pique et la seconde
un ceeur ?

4. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un ceceur ?
5. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un as?

A

LU#92 _ 1628 28 . Q0L . V0T _ 1G2S ., L1 LI
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1.4 La modélisation (I)

I.4 La modélisation (I)

Il est souvent tres délicat de choisir le modele qui représente la réalité. Par
exemple en I’absence d’information on choisit généralement la probabilité uniforme
sur 'ensemble des réalisations. Le probleme peut toutefois devenir rapidement
compliqué. On traite maintenant un cas simple, mais on pourra aussi consulter
les exercices 1.15 et 1.21. On veut donner un modele probabiliste pour la somme
des faces d’un lancer de deux dés équilibrés. L’espace des résultats est donc 21 =
{2,3,...,12}. Quelle probabilité sur {2; modélisera au mieux cette expérience ?
Est-ce la probabilité uniforme P; 7 Dans ce cas, on a P ({7}) = P1({12}) = 1/11,
mais cela n’est pas conforme a l’expérience. En effet 12 est beaucoup plus rare
que 7. De plus on ne tient pas compte de I'information suivante : le résultat est la
somme de deux dés. L’idée est donc de considérer I'espace d’états correspondant
aux résultats de chacun des dés : 25 = {1,...,6}x{1,...,6}, muni de la probabilité
uniforme Py. Pour chaque réalisation w = (wy,ws), wy correspond au résultat du
premier dé et wo au second. On a :

Card {(w1,ws) € ;w1 +wr =7 6 1

Pyl t7) = _o_ 1
2(la somme est 7) Card 5 il

En revanche on a Py(la somme est 12) = 1/36. On peut alors calculer la probabi-
lité des évenements {la somme est x}, pour x € {2,...,12}. On détermine ainsi la
probabilité sur 2; qui modélise I'expérience. Ce n’est pas la probabilité uniforme.
Cette modélisation est confirmée par ’estimation empirique des probabilités obte-
nue en itérant de nombreuses fois cette expérience.

Dans le choix de {25, on a distingué les dés : premier et second dé. Si on ne
distingue pas les deux dés (on dit que les dés sont indiscernables), il est naturel
de choisir pour espace d’états I’espace des paires 23 = {w = {wi,wa};1 < w; <
we < 6}, muni de la probabilité uniforme. On remarque que Card {23 = 21. On
obtient alors P3(la somme est 7) = 3/21 = 1/7 et P3(la somme est 12) = 1/21.
Ces valeurs sont tres différentes de celles calculées sous Po. Pour se convaincre que
les dés sont discernables (et que le modele ({25, P({23),P3) n’est pas adapté), on
fait le raisonnement suivant : Lancer deux dés I'un apres l'autre ou lancer deux
dés de couleurs différentes donne la méme modélisation (22, P((2),P2). Enfin le
résultat ne change pas si ’on jette deux dés simultanément qu’ils soient de méme
couleur ou non. Donc les dés sont discernables. La modélisation est bien donnée

par (.QQ, P(QQ),]PQ).

Le probleme des objets indiscernables apparait de maniere cruciale en méca-
nique quantique. Si les particules physiques élémentaires appelées fermions (par
exemple les électrons) ne peuvent occuper le méme état quantique, il n’en est pas
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de méme pour les bosons (par exemple les photons). Par exemple les spins des
photons prennent leurs valeurs dans {—1,1}. Ils sont distribués suivant la proba-
bilité uniforme sur les configurations. Tout se passe comme si on ne pouvait pas
distinguer les particules les unes des autres.

1.5 Dénombrement

Dans le cas ou P est la probabilité uniforme, sur un ensemble fini {2, pour
déterminer la probabilité d’un évenement A, il suffit de calculer son cardinal (cf.
(I.3)). On est ainsi ramené a un probleme de dénombrement.

On rappelle quelques notions élémentaires de dénombrement.

1. Le nombre de permutations de {1,...,n} (ou de bijections d’un ensemble a n
éléments dans un ensemble & n éléments) est n! = n(n—1)--- 1. Par convention,
on pose 0! = 1.

2. Le nombre d’arrangements de k éléments dans un ensemble a n éléments

n!
avec k < n (ou d’injections de {1,...,k} dans {1,...,n}) est AF = Ok
n—=k)!
3. Le nombre de sous ensembles a k éléments d?ns un ensemble a n éléments avec
n! n
k< t le coefficient binomial CF = ——— noté i .0 11
< n, est le coefficient binomial C}; in = B0 noté aussi I n rappelle

n
également la formule du binéme : (z + y)" = Z CF 2Fy"=*_ En particulier
k=0
onad p_,Ck=2n

Ezercice 1.2.
On considere une classe de n éleves. On suppose que toutes les années ont 365
jours (i.e. il n’y a pas d’année bissextile).
1. Quelle est la probabilité, p,, pour que deux éleves au moins aient la méme date
d’anniversaire 7 Trouver le plus petit entier n; tel que p,, > 0.5. Calculer ps46.

2. Quelle est la probabilité, g,, pour qu’au moins un éleve ait la méme date
d’anniversaire que Socrate ? Calculer g, et g366-

A

Correction 1.2. Pour répondre a la premiere question on définit d’abord 'espace de
probabilités : 2 = {1,...,365}" avec w = (w1,...,wy) ol w; est la date d’anniver-
saire de I’éleve 7. On choisit la probabilité uniforme sur 2. On a alors :

10
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prn, = P(au moins 2 éleves ont la méme date d’anniversaire)
= 1 — P(tous les éleves ont des dates d’anniversaire différentes)
— 1= P({wswn £ wj, Vi £ )

Card {w;w; # wj,Vi # j}

—1—
3657
1 Card {injections de {1,...,n} dans {1,...,365}}
B 365"
365!

l1— ——————— sin <365,
_ (365 —n)1365n O "=

1 si n > 366.

On obtient les valeurs numériques suivantes :
P22 ~ 0476, P23 = 0507, D366 = 1.

(Pour les petites valeurs de n, on a approximation suivante :

(365 365"365n = H ( 365> = i onl1 -5k
— n

~ e~ Thot 385 — o n(n=1)/T30 o ,—n?/730
On obtient p, ~ 1/2 pour e=""/70 ~ 1/2 soit n ~ /7301og(2). Comme log(2) ~
0.7, il vient n ~ /511 soit n € {22,23}.) En fait, les naissances ne sont pas
uniformément réparties sur ’année. Les valeurs statistiques de p,, sont donc plus
élevées.

Pour la deuxieme question, on a, en notant x la date d’anniversaire de Socrate :

¢n, = P(au moins un éléve a son anniversaire le jour z)
= 1 — P(tous les éleves ont leur date d’anniversaire différente de x)
=1-P{wjw; #z,Vie{l,...,n}})
Card {w;w; # z,Vi e {1,...,n}}
365™

—1—

_1 364\"
B 365
On obtient les valeurs numériques suivantes :

q23 ~ 0.061; q366 = 0.634.

Les valeurs p,, et g, sont tres différentes. A

11
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De maniere générale, dans les problemes de dénombrement, il faut donner beau-
coup d’attention a la rédaction et a la lecture de I’énoncé. Il n’est pas rare de voir
des personnes confirmées commettre des erreurs. Pour comprendre le probleme,
on peut essayer de le simuler par ordinateur. La programmation permet parfois de
clarifier les idées.

1.6 Probabilités conditionnelles

On considere le lancer de deux dés équilibrés. On désire connaitre la probabilité
de A = {la somme des deux dés est plus grande que 10} sachant B = {la face du
deuxiéme dé est cinq}. Au lieu de tenir compte de toutes les réalisations on ne

garde que celles ou le deuxieme dé indique 5. La fréquence empirique est donc
N(ANnB) N(ANnB) N On t . P(AN B)
= . On trouve environ ————+

N(B) N N(B) P(B)

définition suivante.

. Cela conduit a la

Définition 1.6. Soit A et B deuzr événements tels que P(B) > 0. La probabilité
conditionnelle de A sachant B notée P(A|B) est définie par :

P(AN B)

PAIB) = —5 5

Proposition 1.7. Soit A et B deuzx événements tels que P(B) > 0. On a :
P(AN B) =P(B)P(A|B).

Si de plus P(B€) > 0 (et donc P(B) < 1), on a la formule de décomposition
suivante :

[P(A) = P(A|B)P(B) + P(A| B°)P(B"),

et la formule de Bayes :

P(A[B)P(B)
(A[B)P(B) + P(A|B)P(B)’

B(B|4) =

La démonstration de la proposition est immédiate a partir de la définition et de
I'additivité de P. En utilisant la formule de décomposition (I.2), les deux dernieres
formules ci-dessus se généralisent de la maniere suivante.

12
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Proposition 1.8. Soit (B;,i € I) une collection finie ou dénombrable d’événe-
ments disjoints deur a deuz tels que ), P(B;) = 1 et P(B;) > 0 pour tout i € I.
Alors pour tout événement A, on a :

P(A) = P(A|B,)P(By),
el

et, pour tout ig € I,
P(A’Bio)P(Bio)

> i P(A|B)P(B;)

P(Bio |A) =

FExercice 1.3.
On suppose que 'on a autant de chance d’avoir une fille ou un gargon a la naissance.
Votre voisin de palier vous dit qu’il a deux enfants.

1. Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un garcon ?

2. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant que ’alnée est une fille 7
3. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant qu’il a au moins une fille ?
4

. Vous téléphonez a votre voisin. Une fille décroche le téléphone. Vous savez que
dans les familles avec un garcon et une fille, la fille décroche le téléphone avec
probabilité p, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

5. Vous sonnez a la porte de votre voisin. Une fille ouvre la porte. Sachant que
I’ainé(e) ouvre la porte avec probabilité p, et ce indépendamment de la répar-
tition de la famille, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

YA

1.7 Indépendance

Lorsqu’on lance un dé plusieurs fois, les différents résultats ne dépendent pas
les uns des autres; ils sont indépendants. La définition suivante donne un cadre
mathématique général a la notion d’indépendance entre évenements.

Définition 1.9. On dit que deux événements A et B sont indépendants si :

|P(AN B) = P(A)P(B).|

13
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Les événements (A;,i € I), ot I est une famille quelconque d’indices, sont in-
dépendants si, pour toute famille finie d’indices J C I, on a :

P (ﬂ AZ-) =[] P(4).

icJ ieJ

La remarque suivante est une conséquence directe de la définition.

Remarque 1.10. Soit (A;,i € I) une famille au plus dénombrable d’éveénements
indépendants. Si J C I, alors la famille (A;,j € J) est une famille (au plus dé-
nombrable) d’événements indépendants. O

Remarque 1.11. Si A, B sont des évenements indépendants avec P(B) > 0, alors
on déduit de la définition ci-dessus que : P(A|B) = P(A). O

FEzemple. Si on choisit au hasard une carte dans un jeu de 52 cartes, alors sa
couleur (pique, coeur, carreau, trefle) est indépendante de sa valeur (as, roi,...). On
a par exemple P(la carte est un as) = 1/13 et P(la carte est un pique) = 1/4. De
plus la probabilité pour que la carte soit un as de pique est égale a 1/52. C’est
le produit des deux probabilités P(la carte est un as) et P(la carte est un pique).
On en déduit donc I'indépendance des deux évenements {la carte est un as} et {la
carte est un pique}. O

1.8 Modélisation (II)

On désire modéliser le lancer de deux dés. Pour le lancer du premier, le choix
naturel de l'espace d’états est I'ensemble des résultats possibles 2, = {1,...,6}
et P; est la probabilité uniforme sur (2;. Le modele pour le lancer du premier
dé est donc (§21,P(£21),P1). De méme le modele pour le lancer du deuxiéme dé
est (§22,P(£22),P2), ot £25 = {1,...,6} et Py est la probabilité uniforme sur (2.
L’espace d’états associé au lancer des deux dés est I’espace produit :

2= Ql X QQ = {w = (wl,wg);wl S Ql,WQ S QQ}.

La probabilité sur {2 est définie de fagon unique par la donnée de P({w}) =
P({(w1,w2)}). Comme les deux lancers sont indépendants, il est naturel d’imposer
que :

P({(w1,w2)}) = P1({w1 })P2({wa}).

On dit que P est la probabilité produit. On la note P = P; ® P,. Le modele du
lancer des deux dés est donc (£2,P(£2),P). On parle d’espace probabilisé produit.

14



I.10 Compléments sur les espaces mesurables et les fonctions mesurables

De maniere plus générale, on modélise des expériences indépendantes a ’aide
d’espaces probabilisés produits. Dans le cas ou I’on a un nombre fini d’expériences
indépendantes et ou chacune est modélisée par un espace d’états au plus dénom-
brable, on peut étendre sans difficulté la construction précédente. Des notions
supplémentaires de la théorie de la mesure sont nécessaires lorsque 1’on sort de ce
cadre.

1.9 Rappels sur les ensembles

On dit qu'un ensemble 2 est fini s’il existe n € N* et une bijection de {2 dans
{1,...,n}. Le cardinal de {2 est Card {2 = n. On dit que {2 est dénombrable
s'll existe une bijection de {2 dans N, 'ensemble des entiers naturels. (En fait il
suffit de montrer qu’il existe une injection et une surjection de {2 vers N.) Par
exemple, ’ensemble des entiers relatifs Z ainsi que 'ensemble des rationnels Q
sont dénombrables. En revanche ’ensemble des réels R n’est pas dénombrable. Un
ensemble est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

On dit que (4;,7 € I) forme une partition de A si pour tout i, A; # ), pour
tout i # i, AN Ay =0 et UiEI A; = A.

On rappelle quelques relations usuelles sur les ensembles. Soit I un ensemble
d’indices, (A;,i € I) une famille de sous-ensembles de 2 et B C 2. On a :

<UAi)c:ﬂA§, et <ﬂAi>C:UA§, (1.4)

el el el el
Bm(UAZ):U(BﬂAi), et BU<ﬂAi):ﬂ(BUAi). (1.5)
el el el el

1.10 Compléments sur les espaces mesurables et les fonctions
mesurables

On donne brievement les principales définitions et propriétés des espaces mesu-
rables et des fonctions mesurables. On renvoie par exemple au livre [12] pour plus
d’information sur la théorie de la mesure.

15
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Définition 1.12. Soit F un ensemble de parties de §2. On dit que F est une tribu
St :

1. 2 e F.
2. Si A€ F, alors A € F.
3. Si (Ay,n € N) est une suite d’éléments de F, alors |J,cy An € F.

Le couple (§2,F) est appelé espace mesurable. Un ensemble A C (2 est dit me-
surable si A € F.

Par exemple 'ensemble des parties de {2 : P(2) est une tribu. L’ensemble {0, 2}
est également une tribu. C’est la tribu triviale sur 2.

Si 2 est au plus dénombrable, la tribu la plus souvent considérée est P({2).
Pour des raisons techniques difficiles mais fondamentales, ce n’est quasiment plus
le cas si {2 n’est plus fini ou dénombrable.

Exemple. On considere ensemble R%. La tribu borélienne est la plus petite tribu
qui contienne tous les ouverts de R%. On la note B (]Rd). Tout ensemble appartenant
a B(R?) est appelé borélien. Si K est un borélien, on note B(K) = {A C K; A €
B(R%)} la tribu borélienne sur K. La mesure de Lebesgue A\(E) d’un ensemble £
est bien définie si F est un borélien.

On note également B(R) la plus petite tribu qui contienne tous les ouverts de
R=RU{-00,+}. O

FExercice 1.4.
Montrer que la tribu borélienne existe. Pour cela on remarquera qu’il suffit de
vérifier que l'intersection d’une famille de tribus est une tribu. A

Remarque 1.13. La tribu borélienne sur [0, 1] est différente de P([0, 1]) (voir aussi
[14], théoreme 2.22 ou [16] corollaire 5.2.6 et la remarque 4). La construction
du contre-exemple suivant est due a Vitali. On définit la relation d’équivalence :
x € [0,1] et y € [0, 1] sont en relation si x —y € Q. Soit H un sous ensemble de
[0, 1] contenant un représentant de chaque classe d’équivalence (H est construit
a l'aide de l'axiome du choix). On considere ensuite les ensembles H, = {z + r
mod 1;x € H}, pour r € [0,1[NQ. Cette famille d’ensembles est une partition de
[0,1]. En particulier U H, = [0,1] et les ensembles H, sont disjoints deux
r€[0,1[NQ
a deux. Si H € B([0,1[), alors on aurait A([0, 1) = 3, c0.1jng A(H7), ot A est la
mesure de Lebesgue. Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation,
on a aussi A(H,) = A\(H), ce qui contredit 1’égalité précédente. En conclusion, H
n’est pas un ensemble borélien. O
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I.10 Compléments sur les espaces mesurables et les fonctions mesurables

Définition I.14. Soit n > 1. Soit ((£2;,Fi),1 < i < n) une famille d’espaces
mesurables. L’espace produit est 2 = (21 X --- X §2, et la tribu produit, F, est
la plus petite tribu de 2 qui contienne {Ay X -+ X Ap; Ay € Fi,..., Ay, € Fp}.

L’espace mesurable (£2,F) est appelé espace mesurable produit.

Définition 1.15. Une fonction X de {2 dans §2' est une application mesurable de
(2, F) dans (£, F') si pour tout A€ F', on a X 1(A) € F.

En pratique, toutes les fonctions que ’on considérera seront mesurables. Il est
particulierement difficile de construire des ensembles ou des fonctions non mesu-
rables. Le résultat suivant découle de la définition.

Proposition 1.16. La composée de deux applications mesurables est mesurable.

Enfin on donne deux résultats importants sur les fonctions mesurables & valeurs

dans (R?, B(RY)).

Proposition 1.17. Une application X définie sur 2 a valeurs dans R? est une
application mesurable de (2, F) dans (R, B(RY)) si et seulement si l'une au moins
des conditions suivantes est satisfaite :

1. Pour tout ouvert O C R?, X~1(0) € F.
2. Pour tout a1 < by,...,aq < bg, on a X Y(a1,b1] x - X [ag,bg]) € F.

En particulier, on a les résultats suivants.

Corollaire 1.18. Une application continue de R¢ dans R' est mesurable par rap-
port aux tribus boréliennes.

Ezemple. Les applications ¢; : (x,y) — z+y et v2 : (z,y) — zy sont continues. Si
f et g sont deux applications mesurables de R? dans R!, alors gréce & la proposition
116, f + 9= wi1(f,9) et fg = pa(f,g) sont des applications mesurables. O

On rappelle que si (a,,n € N) est une suite de réels, alors la limite supérieure
notée limsup,, . a, est définie par :

limsup a,, = inf{z € R;3Ing € N tel que ¥n > ng,a, < x} = lim sup ay,,

n—o00 n—oo m>n
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I Espaces probabilisés

avec la convention que inf () = +o00. On définit également la limite inférieure par :

hm 1nf a, = sup{x € R;3ng € N tel que Vn > ng,a, >z} = lim inf a,,,

TL—)OOm n

avec la convention que sup ) = —co. Enfin si la limite inférieure et la limite supé-
rieure coincident, alors on note lim,,_, a, la limite commune. On dit de plus que
la suite (an,n € N) converge.

On admet la proposition suivante.

Proposition 1.19. Soit (X,,n € N) une suite de fonctions mesurables de (£2, F)
dans Uespace (R, B(R)). Les fonctions définies sur £2 a valeurs dans l’espace R :

X (w) = limsup X, (w) et X(w)=liminf X,(w)

n—o00 n—00

sont mesurables de (12, F) dans (R, B(R)). En particulier si la suite de fonctions
converge, alors la limite est mesurable.

I.11 Résumé

On rappelle les propriétés suivantes des probabilités.
— o-additivité. Soit (A;,7 € I) une suite au plus dénombrable d’évéenements
disjoints deux & deux, alors on a P (U;c; 4i) = ;e P(Ai).

— Convergence monotone. Soit (A4,,n € N) une suite croissante d’éveénements,
alorson a P (UneN An) = limy,, 00 P(Ay).

— Formule de décomposition. Soit (A;,7 € I) une suite au plus dénombrable
d’évenements disjoints deux a deux, telle que > . ,;P(4;) = 1, alors pour
tout évenement B, on a P(B) = .., P(B N A;).

— Probabilité conditionnelle. P(A|B) = P(AN B)/P(B) si P(B) > 0.
P(A[B)P(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B¢)P(B¢)
— Indépendance. Deux évenements A et B sont indépendants si P(A N B) =

P(A)P(B).

el

— Formule de Bayes. P(B|A) =

si1>P(B) > 0.

— La formule de Bayes (resp. la définition d’éveénements indépendants) pos-
sede une extension pour une famille au plus dénombrable (resp. quelconque)
d’évenements.

18



1.12 Exercices

1.12 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

FExercice 1.1 p. 8§, FExercice 1.3 p. 13,
FExercice 1.2 p. 10, FExercice 1.4 p. 16.

Ezercice 1.5.
Montrer que si A et B sont des évenements indépendants, alors A€ et B ainsi que
A€ et B¢ sont indépendants. A

Ezercice 1.6.
Soit Ay, .-+, Apt+1 des évenements. Montrer que si P(4; N---NA,) > 0, alors on
a la formule dite des probabilités composées :

P(A1 NN Apia)
= P(Al)P(AQ ’ Al)P(Ag, ‘ AN AQ) .. 'P(An—i-l ‘ AinN---N An)

JAN

Ezercice 1.7.

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé. Soit B € F tel que P(B) > 0. Pour tout
évenement A € F, on note Q(A) = P(A | B). Montrer que ) est une probabilité
sur (2, F). A

FExercice 1.8.
La formule du crible. Soit Ay, --- , A, des événements.

1. Montrer que P(A; U A2) =P(A;) +P(A2) —P(A; N A).

2. Montrer la formule du crible par récurrence :

P (O AZ-) = f:(—up“ > P4y NN A, (1.6)
=1

p=1 1<i < <ip<n

3. Inégalités de Bonferroni. Montrer, par récurrence sur n, que : pour 1 < m < n,

m

(_1)p+1 Z P(A; N---N Ajp)

p=1 1<) < <ip<n

est une majoration (resp. minoration) de P(|J;"_; A;) lorsque m est impair (resp.
pair).
VAN
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Ezercice 1.9.

Le joueur A possede deux dés a six faces, et le joueur B possede un dé a douze
faces. Le joueur qui fait le plus grand score remporte la mise (match nul si égalité).
Le jeu est-il équilibré ? On calculera la probabilité que A gagne et la probabilité
d’avoir un match nul.

A

FEzercice 1.10.
Une urne contient r boules rouges et b boules bleues.

1. On tire avec remise p € N* boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait p,
boules rouges et py boules bleues (p, + pp = p).

2. On tire sans remise p < r + b boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait
pr boules rouges et p, boules bleues (p, <, p, < b et p, + pp = p).

3. Calculer, dans les deux cas, les probabilités limites quand r — 0o, b — o0 et
r/(b+r)—0€]0,1].
A

Ezercice 1.11.

Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque test sa sensibilité o, qui
est la probabilité que le test soit positif si le sujet est malade, et sa spécificité 5, qui
est la probabilité que le test soit négatif si le sujet est sain. Sachant qu’en moyenne
il y a un malade sur 1000 personnes, calculer la probabilité pour que vous soyez
un sujet sain alors que votre test est positif, avec o = 98% et 8 = 97%. Calculer
la probabilité d’étre malade alors que le test est négatif. Commentaire.

A

FEzercice 1.12.

Le géne qui détermine la couleur bleue des yeux est récessif. Pour avoir les yeux
bleus, il faut donc avoir le génotype bb. Les génotypes mm et bm donnent des yeux
marron. On suppose que les parents transmettent indifféremment un de leurs genes
a leurs enfants. La sceur et la femme d’Adrien ont les yeux bleus, mais ses parents
ont les yeux marron.

1. Quelle est la probabilité pour qu’Adrien ait les yeux bleus?

2. Quelle est la probabilité que le premier enfant d’Adrien ait les yeux bleus
sachant qu’Adrien a les yeux marron ?

3. Quelle est la probabilité pour que le deuxieme enfant d’Adrien ait les yeux
bleus sachant que le premier a les yeux marron ?

4. Comment expliquez-vous la différence des résultats entre les deux derniéres
questions ? A
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1.12 Exercices

FExercice 1.13.

La justice enquéte sur une relation de parenté entre deux personnes. Pour cela elle
confie 'analyse des phénotypes sanguins & deux laboratoires indépendants A et
B. Ceux-ci délivrent des résultats corrects avec probabilité a (laboratoire A) et g
(laboratoire B). La probabilité pour que deux personnes prises au hasard aient le
méme phénotype vaut 7. On note I I’évenement : les phénotypes sont identiques,
et Ay (resp. By) I'évenement : le laboratoire A (resp. B) assure que les phénotypes
sont identiques.

1. Expliquer pourquoi I'indépendance des deux laboratoires implique entre autre
que P(Ay N By | I) = ap.

2. Calculer la probabilité que les deux personnes aient le méme phénotype sachant
que les résultats des deux laboratoires sont positifs.

3. AN.a=8=0,9 et 7 = 10~3. Commentaire.

YA

FExercice 1.14.

Afin de savoir si les éléves travaillent indépendamment ou en groupe, un enseignant
donne m exercices a une classe de n éleves. Chaque éleve choisit k exercices parmi
les m.

1. Calculer la probabilité pour que les éleves aient tous choisi une combinaison
fixée de k exercices.

2. Calculer la probabilité pour que tous les éleves aient choisi les kK mémes exer-
cices.

3. Calculer la probabilité pour qu'une combinaison fixée a I'avance, n’ait pas été
choisie.

4. Calculer la probabilité pour qu’il existe au moins une combinaison de k exer-
cices qui n’ait pas été choisie. (On utilisera la formule du crible (I1.6) cf. exercice
1.8)

5. A.N. Donner les résultats pour n = 20, m = 4, k = 2. Comparer les valeurs
pour les questions 1 et 2 puis 3 et 4.

A

Ezercice 1.15.

Paradoxe de Bertrand (1889). On considére trois cartes : une avec les deux faces
rouges, une avec les deux faces blanches, et une avec une face rouge et une face
blanche. On tire une carte au hasard. On expose une face au hasard. Elle est rouge.
Parieriez-vous que la face cachée est blanche ? Pour vous aider dans votre choix :
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1. Déterminer 'espace de probabilité.

2. Calculer la probabilité que la face cachée soit blanche sachant que la face visible
est rouge.

A

Ezercice 1.16.
On utilise dans cet exercice la formule du crible (1.6) (cf exercice 1.8).

1. Pour féter leur réussite a un concours, n étudiants se donnent rendez-vous dans
un chalet. En entrant chaque personne dépose sa veste dans un vestiaire. Au
petit matin, quand les esprits ne sont plus clairs, chacun prend une veste au
hasard. Quelle est la probabilité pour qu'une personne au moins ait sa propre
veste ?

2. En déduire le nombre de permutations de {1,...,n} sans point fixe (probléme
formulé par de Montmort en 1708) !

3. En s’inspirant de la question 1, calculer la probabilité m, (k) pour que k per-
sonnes exactement aient leur propre veste.

4. Calculer la limite 7(k) de m,(k) quand n tend vers l'infini. Vérifier que la
famille (7(k), k € N) détermine une probabilité sur N. Il s’agit en fait de la loi
de Poisson.

A

Ezercice 1.17.
On cherche a ranger n paires de chaussettes identiques dans p tiroirs d’une com-
mode.

1. Calculer le nombre N de configurations possibles. On montrera que N peut
s'interpréter comme le nombre de résultats possibles d’un tirage successif de
n + p — 1 boules (sans remise) dans une urne contenant n boules blanches et
p — 1 boules noires.

2. Si les configurations sont équiprobables, calculer la probabilité pour que le tiroir
du haut contienne une seule paire de chaussettes.

3. On range les paires de chaussettes au hasard. Les paires sont indépendantes et
ont la méme probabilité d’étre rangées dans chacun des p tiroirs. Calculer la
probabilité pour que le tiroir du haut contienne une seule paire de chaussettes.

4. Expliquer pourquoi les deux résultats sont différents (on détaillera pour n =
p=2).
A

1. Voir L. Takacs (The problem of coincidences, Arch. Hist. Ezact Sci. 21 :3 (1980), 229-244)
pour une étude historique du probleme des coincidences vu par les probabilistes.
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FExercice 1.18.
On reprend l’exercice 1.17.

1. Sous les hypotheses de la question 2 (chaussettes indiscernables), calculer
Tn,p(k), la probabilité pour que le tiroir du haut contienne exactement k chaus-
settes. Calculer la limite 7y (k) quand n — oo et n/p — A €]0, oo[. Vérifier que
7y est une probabilité sur N.

2. Méme question avec les hypotheses de la question 3 (chaussettes discernables).

A

Exercice 1.19.
On utilise dans cet exercice la formule du crible (1.6) (cf exercice 1.8). Soit 1 < k <
n.

1. Calculer a I’aide de la formule du crible le nombre de surjections de {1,--- ,n}
dans {1,--- ,k}.

2. En déduire {n

k}’ le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en k sous-

ensembles non vides. Les nombres {Z} sont appelés les nombres de Stirling de

deuxiéme espece.
3. Montrer que :

(h =0t (= () =oseon

FExercice 1.20.

Un prince offre a un prisonnier la grace suivante. Il dispose de deux urnes identiques
et de B boules blanches et N boules noires. Il choisit la répartition des boules dans
les urnes, sachant qu’aucune ne peut étre vide. Ensuite, il choisit les yeux bandés
une urne et une boule dans cette urne. Si la boule est blanche le prisonnier est

A

gracié, sinon il est condamné.

1. Calculer la probabilité p(b,n) que le prisonnier obtienne une boule blanche
sachant qu’une urne contient b boules blanches et n noires. (L’autre contient
alors B — b boules blanches et N — n noires.)

2. En déduire la répartition que doit choisir le prisonnier.
A

FExercice 1.21.
Le probleme qui suit est inspiré du jeu télévisé américain “Let’s Make a Deal”
(1963-1977) présenté par Monty Hall?. On considere trois portes : A, B et C.

2. Voir le site Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.
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Derriere I'une d’entre elles se trouve un cadeau et rien derriere les deux autres.
Vous choisissez au hasard une des trois portes sans I'ouvrir, par exemple la porte A.
A ce moment-la, le présentateur, qui sait derriere quelle porte se trouve le cadeau,
ouvre une porte parmi les deux B et C, derriere laquelle il n’y a évidemment rien.
On vous propose alors de changer ou non de porte, le but étant d’ouvrir la porte
qui cache le cadeau afin de gagner. L’objectif de cet exercice est de déterminer
votre meilleure stratégie.

1.

24

On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
au hasard entre les deux autres portes. Calculer la probabilité pour que le
cadeau soit derriere la porte B sachant que le présentateur ouvre la porte C.
Que faites-vous ?

On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
systématiquement la porte B. Que faites-vous si le présentateur ouvre la porte
B (respectivement C') ?

Montrer que quelle que soit la valeur de la probabilité pour que le présentateur
ouvre la porte B (respectivement C') sachant que le cadeau est derriere la porte
A, vous avez intérét a changer de porte. En déduire que la meilleure stratégie
consiste a changer systématiquement de porte.

Une fois que le présentateur a ouvert une porte, et quel que soit le mécanisme
de son choix, vous tirez a pile ou face pour choisir si vous changez ou non
de porte. Quelle est votre probabilité de gagner le cadeau? Vérifier que cette
stratégie est moins bonne que la précédente.

A



I1

Variables aléatoires discretes

Ce chapitre est consacré a l'introduction des variables aléatoires (a valeurs
réelles ou vectorielles) qui permettent de modéliser les résultats d’une expérience
en présence d’aléa et a I’étude détaillée des variables aléatoires discretes, c’est-a-
dire des variables aléatoires prenant un nombre au plus dénombrable de valeurs.

La définition des variables aléatoires et de leur loi est donnée au paragraphe I1.1.
On présente des exemples de variables aléatoires discretes usuelles aux paragraphes
I1.2 et I1.5. Les paragraphes II1.3, I1.6 et I1.12 sont consacrés aux calculs de loi
de variables aléatoires discretes : calcul des lois des composantes d’une variable
aléatoire discrete vectorielle (formule des lois marginales), calcul de la loi pour une
transformation d’une variable aléatoire discrete, calcul de lois pour des variables
aléatoires a valeurs entieres utilisant les fonctions génératrices.

L’espérance d’une variable aléatoire est définie au paragraphe I1.7, elle s’inter-
prete comme la moyenne des valeurs possibles de la variable aléatoire pondérées
par les probabilités de les observer. On admet les principaux résultats de la théo-
rie de la mesure et de I'intégration. On obtient des formules explicites de calcul
d’espérance pour les variables aléatoires discretes au paragraphe I1.8. On défi-
nit également la variance d’une variable aléatoire comme 1’écart quadratique a la
moyenne, et la covariance entre deux variables aléatoires au paragraphe I1.9.

On étend la notion d’indépendance aux variables aléatoires discretes et géné-
rales aux paragraphes I1.4, I11.10 et II.13. Les notions de loi conditionnelle et d’es-
pérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire discrete sont définies
au paragraphe I1.14.

La loi faible des grands nombres, paragraphe II.11, est un résultat fondamental
de la théorie des probabilités. Il stipule que, sous certaines hypotheses, la moyenne
arithmétique d’un grand nombre de variables aléatoires (qui est donc une quantité



II Variables aléatoires discretes

aléatoire) est proche d’une constante. Ce résultat sera étendu au paragraphe V.4
avec la loi forte des grands nombres.

Enfin, le paragraphe I1.15 est consacré a des rappels sur les séries entieres qui
sont utiles pour les calculs d’espérance de certaines variables aléatoires discretes.

I1.1 Variables aléatoires

On se donne un espace probabilisé (£2, F,P).

Définition IL.1. On appelle variable aléatoire (v.a.) réelle (resp. vectorielle),
toute application X mesurable de (£2,F) dans (R, B(R)) ou éventuellement dans
(R, B(R)) (resp. (RY, B(R?)).

Ainsi pour tout borélien A, I'ensemble {w; X (w) € A} est un éveénement. En
particulier on a {w; X (w) =z} € F.

Par convention, on note les variables aléatoires avec des lettres majuscules
(ex : X,Y,...) choisies le plus souvent a la fin de I'alphabet, et les quantités dé-
terministes avec des lettres minuscules (ex : z,y,...). Afin d’alléger 1’écriture, on
aura tendance & omettre w dans les notations. Ainsi si A est un borélien, on notera
{X € A} le sous-ensemble de §2 : {w; X (w) € A} = X~1(A). On écrit P(X € A)
pour P({w; X (w) € A}) et P(X = z) pour P{w; X (w) = z}).

La définition laisse une ambiguité pour les v.a. réelles sur les valeurs +co. On
dit que la v.a. réelle X est finie si elle prend des valeurs finies p.s. : P(X €
{—00,+00}) = 0.

Si X est une v.a. réelle, on définit une probabilité Px sur R (ou R) de la maniere
suivante : si B est un borélien, alors on pose Px(B) = P(X € B). On vérifie que Px
est bien une probabilité sur I'espace (R, B(R)) (ou (R, B(R))). La probabilité Px
est la probabilité image de P par I’application X . Par définition c’est la loi de
X. On définit de méme la loi d’une v.a. vectorielle en remplacant R par R? dans
ce qui précede. On note aussi la loi de X par £(X).

Quand on parle de la loi d’une variable aléatoire, on ne fait donc plus référence
a l'espace probabilisé sur lequel elle est définie.

On dit que deux v.a. X7 et Xo définies respectivement sur ({21, F1,P1) et
(29, F2,IP3) sont égales en loi si et seulement si elles définissent la méme proba-
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1.2 Exemples de variables aléatoires discretes

bilité image. Ceci est équivalent a dire que P;(X; € B) = P2(X2 € B) pour tout
évenement B. On le note £(X1) = L(X2).

On dit que deux v.a. X et Y sont égales presque sirement si P(X =Y) = 1.
On le note X =Y p.s.

En particulier, deux variables aléatoires égales en loi ne sont pas a prior: dé-
finies sur le méme espace probabilisé; et si elles sont définies sur le méme espace
probabilisé, elles ne sont pas a priori p.s. égales. En revanche deux v.a. égales p.s.
ont méme loi.

Ezemple 11.2. On a vu au paragraphe précédent comment modéliser le lancer de
deux dés & 'aide de I'espace 2 = {1,...,6}% muni de la probabilité uniforme (et
F ="P(£2)). Lors d’une réalisation w = (wy,w2) € 2, w; est le résultat du premier
dé, et wy celui du second. La somme des deux dés S(w) = wy + ws définit donc une
variable aléatoire. On a par exemple P(S = 11) = P({(5,6), (6,5)}) = 2/36 = 1/18.

O

I1.2 Exemples de variables aléatoires discretes

On s’intéresse plus particulierement dans ce paragraphe aux v.a. qui prennent
un nombre au plus dénombrable de valeurs.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R ou R%. I’ensemble A = {z;P(X =
x) > 0} est la réunion des ensembles {z;P(X = z) > 1/n} pour n € N*. Comme
I'ensemble {z;P(X = x) > 1/n} contient au plus n éléments, on en déduit que A
est au plus dénombrable.

Définition I1.3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R ou R%. On consi-
dére lensemble (au plus dénombrable) de R ou R défini par A = {x;P(X = z) >
0}. On dit que X est une variable aléatoire discréte (v.a.d.) siP(X € A) =1.
On dit alors que A est le support de la loi de la v.a.d. X.

Proposition I1.4. La loi d’une variable aléatoire discréte réelle ou vectorielle,
X, est caractérisée par le support de sa loi A et (P(X = x),x € A).

Démonstration. Par o-additivité, on a : pour tout borélien B,

P(XeB)= > P(X=z)+P(X €BnA°).
rzeANB

27



II Variables aléatoires discretes

Comme P(X € BN A°) <P(X € A°) =0, il vient :

P(XeB)= > PX =u).
z€ANB
On en déduit que A et (P(X = z),z € A) permettent de calculer P(X € B) pour

tout borélien et donc de déterminer la probabilité image Px, c’est a dire la loi de
X. O

Remarque 11.5. Soit X une v.a. telle que P(X € A) = 1, ou l'ensemble A est au
plus dénombrable. On pose A = {z € A;P(X = z) > 0}. Par o-additivité, on a :

1= PX=2)=)» PX=1z)=P(XcA).

€A €A
On en déduit que X est une v.a.d. et que A est le support de sa loi. O

Remarque. Soit X et Y deux v.a. discretes. Si, pour tout z, on a P(X = x) =
P(Y = z), alors elles ont méme loi.

On remarque que, dans ’exemple I1.2, les variables aléatoires S et 14 — .S sont
discretes et ont méme loi, mais qu’elles ne sont pas égales p.s. En effet, on a
P(S=14-9)=PS=7)=1/6 # 1. O

On donne maintenant trois exemples fondamentaux simples.

Ezemple 11.6. Loi uniforme sur {1,...,n}:

1
P(X:x):n Ve e {l,...,n}

(et bien sir P(X = x) =0siz € {1,...,n}). Cette loi modélise par exemple le
lancer d’un dé équilibré a n faces. O

Ezemple 11.7. Loi de Bernoulli de parametre p € [0,1] :

P(X=1)=p et P(X=0)=1-p.

La variable aléatoire X prend deux valeurs p.s. 0 ou 1. Cette loi modélise par
exemple le lancer d’une piece biaisée ou ’on code 1 pour pile et 0 pour face. ¢

FEzemple 11.8. Fonction indicatrice et loi de Bernoulli. Si A est un événement,
alors on définit la fonction indicatrice :

1A:.Q—>R

w|—>1A(w):{

1 siweA,

0 sinon.
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Elle prend ses valeurs dans {0, 1}. Il s’agit donc d’une variable aléatoire de loi de
Bernoulli. On a bien str {14 = 1} = A et {14 = 0} = A° ainsi que les égalités
suivantes :

P(1a=1)=P(4)| et |P(1y=0)=P(A)=1-P(4)]

En particulier, on obtient que 14 est une variable aléatoire de Bernoulli de para-
metre p = P(A). O

I1.3 Loi d’un vecteur, lois marginales

Soit X une v.a.d. et B un événement. On peut décomposer I’évenement B
en fonction des valeurs de la v.a.d. X. La famille au plus dénombrable ({X =
z},z € A) forme une collection au plus dénombrable d’événements disjoints 2 a
2 telle que ) - A P(X = ) = 1. On déduit de (I.2) la formule de décomposition
suivante :

P(B) =Y P(B,X =), (IL1)
z€EA

ou par convention P(B, X = z) = P(BN{X = z}). Dans cette formule, on peut
remplacer la sommation sur A par une sommation sur A pourvu que A C A. Ainsi,
sila v.a.d. X est finie, on a P(B) = Y g P(B,X = z), o tous les termes sont
nuls sauf pour x € A.

Soit d > 2 et X = (Xy,...,X,) est une v.a.d. & valeurs dans R?, oll I'on note
X; la valeur de la i-eme composante du vecteur X. La formule des lois marginales
permet de déterminer la loi de la v.a.d. réelle X; a partir de la loi du vecteur X.

On parle de la loi marginale de X;. Quitte & permuter ¢ et 1, il suffit de calculer
la loi de Xj.

Proposition I1.9. Formule des lois marginales. Soit d > 2. Soit une variable
aléatoire discréte vectorielle X = (X1,...,Xyq). La fonction Xy est une v.a.d. De
plus, pour tout y € R, on a :

P(Xl :y): Z P(Xlzy,XQ:xQ,...,Xd:xd).

z2€R,..., xg€R

Dans I’égalité ci-dessus, on remarque que les termes sont positifs et que la
somme possede au plus un nombre dénombrable de termes non nuls. Le membre
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II Variables aléatoires discretes

de droite est donc bien défini. De plus il est non nul pour un nombre au plus
dénombrable de valeurs y.

Démonstration. Pour démontrer que X; est une v.a.d., on utilise les notions de
mesurabilité qui sont détaillées dans le paragraphe 1.10. Soit II; la projection
de R% dans R qui & (x1,...,2q) associe x1. Cette application est continue car
I’image réciproque de tout ouvert est un ouvert. Grace au corollaire 1.18, elle est
donc mesurable. On a X7 = II; o X. La fonction X7 est la composée de deux
applications mesurables, elle est donc mesurable. Elle est clairement a valeurs
réelles. Pour montrer qu’elle est discrete, il suffit, d’apres la remarque I1.5, de
trouver un ensemble A au plus dénombrable tel que P(X; € A) > 1. L’ensemble
A = II(A), on A est le support de la loi de X, est au plus dénombrable. On a
{X; € A} = {X € AxR%¥1} 5 {X € A}. Par monotonie, on a P(X; € A) > 1.
En fait, on peut vérifier que A est le support de la loi de X;.

La formule des lois marginales se déduit de la formule de décomposition (II.1).
On obtient :

PG=y) = > P(Xi=y (X1, Xa, o, Xa) = (21,72, .., 72))

(21,22,...,7n)EA

= Z P((Xl,XQ,---,Xd):(y7x27"'7$n))'

($27---7J»’n)eRd71

O

En fait, tout vecteur formé a partir des coordonnées du vecteur aléatoire X est
une v.a.d. vectorielle.

A partir de la loi du couple (X,Y), on peut donc calculer les lois marginales de X
et de Y. En revanche, on ne peut déterminer la loi du couple (X,Y") en connaissant
seulement les lois marginales de X et de Y, comme le montre I’exemple suivant.

Ezxemple 11.10. On considere le lancer de deux dés, modélisé par 1’espace probabilisé
2 =1{1,...,6}? muni de la probabilité uniforme. Si X; est la v.a.d. qui représente
le résultat du premier dé et Xy celui du second, on a pour w = (wi,ws) € 2,
Xi1(w) = w1 et Xao(w) = wa. On a L(X;) = L(X2), c’est la loi uniforme sur
{1,...,6}. Mais on a P(X; = 5,X; = 6) = 0 et P(X; = 5,X2 = 6) = 1/36.
Ainsi les v.a.d. (X1, X2) et (X1, X1) n’ont pas méme loi alors que toutes les lois
marginales sont égales. O
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I1.4 Variables aléatoires discrétes indépendantes (I)

On étend la notion d’indépendance définie pour des évenements au paragraphe
1.7 a des variables aléatoires discretes.

Définition I1.11. Soit X1,...,X,, n v.a.d. (réelles ou vectorielles) définies sur
(2, F,P). Les v.a.d. sont indépendantes si pour tout xi,...,%n, on a :

P(X1=21,...,Xpn =1,) = HP(Xz' = ;).

On peut se restreindre a x1 € Aq,..., T, € A,, ou les ensembles A; sont au plus
dénombrables et tels que P((X1,...,X,) € A1 X --- x A,) = 1. On remarque que
pour montrer que les v.a.d. sont indépendantes, il faut connaitre la loi du vecteur.

Les v.a.d. X1,...,X, sont indépendantes si et seulement si la loi du
n-uplet est le produit des lois marginales. On le notera £(X1,...,X,) =
L(X1)® - ® L(X,), et on parlera de loi produit.

Exercice 11.1.
Soit A et B deux événements. Montrer que A et B sont indépendants si et seule-
ment si 14 et 1p sont des variables aléatoires (discretes) indépendantes. A

La notion d’indépendance des v.a.d. correspond bien a la notion d’indépendance
sur les événements. Dans 'exemple 11.10 du lancer des deux dés, on vérifie facile-
ment que X7 et Xo sont indépendants. Cela correspond bien a la notion intuitive
d’indépendance entre les deux dés.

La notion de variables aléatoires indépendantes est importante. On en don-
nera une définition plus générale au paragraphe I1.10 et une caractérisation au
paragraphe I11.13.

Remarque. Indépendance deux a deux. Soit X7 et X9 deux v.a.d. définies sur le
méme espace probabilisé et indépendantes. On suppose qu’elles ont méme loi : la
loi uniforme sur {—1,+1}. On note X3 = X7 X5. Il est facile de vérifier que X;
et X; sont indépendantes pour 1 < i < j < 3 (on dit que les v.a. Xy, X, X3
sont indépendantes deux a deux), mais que les v.a.d. (X7, X2, X3) ne sont pas
indépendantes.

En particulier I'indépendance deux a deux n’implique pas I'indépendance de la
famille de v.a.d. O
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II Variables aléatoires discretes

On peut étendre la définition de v.a.d. indépendantes a une famille quelconque
de v.a.d.

Définition I1.12. Soit (X;,i € I) une famille quelconque de v.a.d. On dit que les
v.a.d. sont indépendantes si pour toutes les familles finites d’indices J C I, les
v.a.d. (X;,1 € J) sont indépendantes.

FExercice 11.2.

Soit (A;,i € I) une famille quelconque d’événements. Montrer que les v.a.d.
(14,,7 € I) sont indépendantes si et seulement si les évenements (A;,i € I) sont
indépendants. A

Remarque. Indépendance par paquet. Soit (X;,i € I) une famille quelconque de
v.a.d. indépendantes. Soit (I}, j € J) une partition de I en sous-ensemble finis. On
note Z; = (Xj,1 € I;). Alors les v.a.d. (Z;,j € J) sont indépendantes. O

I11.5 Schéma de Bernoulli et autres exemples

Avant de donner d’autres exemples de variables aléatoires discretes, on dé-
montre que 'on peut modéliser un nombre infini de lancers d’une méme piece
(éventuellement biaisée).

Théoréeme I1.13. I existe un espace probabilisé (2, F,P) et une suite de v.a.d.
(Xn,n € N*) indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p. Cette
famille de v.a.d. est appelée un schéma de Bernoulli.

Ce théoreme découle directement de théoremes plus généraux d’existence de
variables aléatoires (théoreme d’extension de Kolmogorov). Toutefois on en donne
une démonstration élémentaire, utilisant la mesure de Lebesgue, que 'on pourra
omettre dans une premiere lecture.

Démonstration. On choisit {2 = [0, 1], la tribu borélienne sur [0, 1] pour F et la
mesure de Lebesgue A sur [0, 1] pour P. Ainsi pour tout borélien A C [0, 1], sa
probabilité P(A) sera sa mesure de Lebesgue A(A). Cela définit bien un espace
probabilisé. On construit les fonctions X,, de [0,1] dans {0,1} en utilisant une
décomposition de tout réel de type dyadique. (Pour p = 1/2, X,,(z) est le n-ieme
coefficient de x dans son développement dyadique.) On pose :
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1.5 Schéma de Bernoulli et autres exemples

Xi(z)=1 si z€[0,p], et 0 sinon,
1 si xe€0,p*[Up,p+p(l—p), et 0 sinon,

et plus généralement, pour tout entier n > 1,

2n—1-1
Xp(x)=1 si z€A,= U lagy, ap1[, et 0 sinon.
k=0
La suite (a?,k € {0,...,2"},n € N) est définie par la récurrence suivante : a =
0,a = 1, et pour tout entier n > 1, a%, = 1, et : pour tout k € {0,...,2""1 — 1},
1 ~1 1
agy = a5 et ayyy = ag +plagiy —ag )

Les ensembles A,, sont des boréliens. Comme X,, = 14, , les fonctions X,, sont
donc des v.a.d. Elles suivent des lois de Bernoulli de parametre p car :

2n—1-1

P(Xn = 1) = )‘(An) =A U [agkv agk—&-l[
k=0

|
n—1 n—1 n—1
= p(ak+1—ak ) = pay,—1 = P-
k=0

De maniére plus générale si A s’écrit comme une réunion d’intervalles du type

lag ! s ay +1[ cest-a-dire A = (J;/lay" ak +1[ alors on a :
AMANA,) =pA(A). (I1.2)
En effet, par définition de A, on a :
AN Ay =lap " a7 + plag 2 - )
el
et MANA,) = plap i —ap ") =pA(lap " a7 D) = pA(A).
icl icl

On montre que les v.a.d. (X,,n € N*) sont indépendantes. Grace a la définition
I1.12 et a ’exercice 11.2, il suffit de montrer que pour toute famille finie J C N*,
les événements (Aj, j € J) sont indépendants. Il faut donc vérifier que pour tout
n>2etl<j1 <...<jponald;N...NA; ) =p" Mais il est clair que
Aj;N...NA;j, | s’écrit comme la réunion d’mtervalles du type [ay/ gn=1 ai" +11 [. On
déduit donc de (IL.2) que AM(A;, N...MA; | NAj,) = pA(4; n...n Ajn L), et
donc on a par récurrence A\(A; N.. .ﬁAjn) =p". Lesv.a.d. (Xp,n € N*) sont donc
indépendantes. O

33
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Le schéma de Bernoulli (X,,,n € N*) permet de modéliser un jeu infini de pile
ou face avec une piece biaisée (de parametre p). La v.a.d. X,, modélise le résultat
du n-ieme lancer (1 si pile apparait, 0 sinon). On continue la série d’exemples de
v.a.d.

n=>5 n =10
0.4 0.3
0.0 ! ! ! ! 0.0 ‘ !
o 1 2 3 4 5 6 0O 2 4 6 8 10 12
n =50 n =100
0.2 0.1
0.0 : : . N 0.0 |I||||‘H ||H“||II.
0O 10 20 30 40 50 60 60 75

Figure II.1. Loi binomiale de parametre (n,p), avec p = 3/4.

Ezemple 11.14. Loi binomiale B(n,p) ou le paramétre n > 1 est un entier et
p € [0,1]. Soit Sy, le nombre de fois ou pile est apparu lors de n lancers successifs
d’une piece biaisée de parametre p. Ainsi S, = > " | X;, ou (X;,i € N*) est un
schéma de Bernoulli. La loi de S,, est par définition la loi B(n,p). Les figures II.1
et II.2 représentent P(S,, = k) avec 0 < k < n pour la loi binomiale et différentes
valeurs des parametres. On étudiera par la suite deux limites : n grand a p fixé, et
n grand a np fixé.

Pour k € {0,...,n}, on a:

P(S,=k)=P(X1+--+ X, =k)
= Z P(X1=21,...,Xp = xp).
21€{0,1},...,zn,€{0,1}

En utilisant I'indépendance des v.a.d., il vient
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0.3 p=1/2,n=10 0.2 p=1/10, n =50
0.0 +— | ‘ ! | ‘ | - 0.0—l L ‘ ‘ ;
0O 2 4 6 8 10 12 0O 10 20 30 40 50 60
0.2 p=1/10, n =50 0.2 p=1/20, n =100
0.0 |‘ hll. ‘ 0.0 | ||.‘ ‘
0 6 12 18 24 0 6 12 18 24
Figure II.2. Loi binomiale de parametre (n,p), avec np = 5.
P(S, = k) = > P(X; = 1) P(X, = xy)
z1€{0,1},...,z,€{0,1}
$1++xn:k
— > II pxi=1) J] P(X;=0)
z1€{0,1},....zn€{0,1} %; z;=1 J; ;=0
T1+ - +Tn=k

- Y daeat
z1€{0,1},...,z,€{0,1}
14 Fxn=k

Le nombre de parties & k éléments dans un ensemble & n éléments est CX. On en
déduit que :

P(S, = k) = C*p*(1 — p)"* pour k € {0,...,n}.

A Tl'aide de la formule du binéme, on a P(S, € {0,...,n}) = 1. Le support de la
loi binomiale B(n,p) est donc {0,...,n} si p €0, 1]. O

Ezemple 11.15. Loi géométrique de parametre p €0, 1]. Soit 7', la premiere fois
ou 'on obtient un pile dans un jeu infini de pile ou face avec une piece biaisée de
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II Variables aléatoires discretes

parametre p. Ainsi T = inf{n > 1; X,, = 1}, avec la convention que inf ) = +oo.
La loi de T est par définition la loi géométrique de parametre p. La figure 11.3
représente P(T" = k), k > 0, pour la loi géométrique et deux valeurs du parametre.

03 p=1/4
0.0 | ‘ ‘ | I | | I 1 I T —
0 5 10 15 20
0.04 p=1/30
0.00
0 40 80 150 160

Figure I1.3. Loi géométrique de parametre p.

On remarque que {T' = 1} = {X; = 1} et pour n > 2, {T' = n} = {X; =
0,...,X,-1 =0,X, = 1}. On en déduit, en utilisant I"indépendance des v.a.d.
(Xi,1 € N*) que :

P(T =n)=p(1—p)" !, pourtout ncN*

On montre que T est finie p.s. Comme par construction, la v.a. T est a valeurs
dans NU {400}, on déduit de la formule de décomposition que :

P(T < o0) = P(T € N) :iP(T:n) :pi(l—p)"*1 =1.
n=1 n=1

La v.a.d. T est donc p.s. finie. O

36
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Ezemple 11.16. Loi de Poisson de parametre § € [0,00). Cette famille de loi
apparait comme limite de la loi binomiale de parametre (n,p) quand n — oo et

np — 6 (et donc p — 0) (voir les figures I11.2 et I1.4). On parle aussi de loi des
évenements rares.

0=5
0.2
0.0 ‘ ‘ | | L., ‘
0 6 12 18 24
0.2 p=1/20,n = 100
0.0 ‘ | L., ‘
0 6 12 18 24

Figure II.4. Loi de Poisson P(6) et loi binomiale B(n, p), avec np = 6.

En effet si S), suit une loi B(n,p), pour k € N fixé, et n > k, on a :

P(S, = k) = CFpF(1 — p)"*

_ Loy (n—k)log(1-p)
prn(n—l)---(n—k—i—l)e eli—p

1 -
=y plpn —p)--- (pn - pk +p) el

log(1—p)
p

1
—>H0ke_6 quand n —oo, p—0, et np—0.

Par définition une v.a.d. X suit la loi de Poisson de parametre 6 > 0 si :

Y

P(X=k)=¢e | powr tout k € N.

La figure I1.5 représente la loi de Poisson pour différentes valeurs du parametre.
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=1 =5
0.4 0.2
0.0 ' 0.0 ‘ | | [ .
6 9 12 3 6 9 12
6 =10 0 =20
).14 0.1
.00 |1 | | ‘ ‘ | ‘ ‘ | | L. 0.0 .|||| H| ‘ |||I|.. ‘
0 6 12 18 24 0 12 24 36 48

Figure I1.5. Loi de Poisson de parametre 6.

On montre que le support de la loi de Poisson est N. Par o-additivité, on a :
_ _ _ -0 _
PXeN) =) PX =k =) e =1
k=0

En particulier X est finie p.s. O

Application. Comment modéliser par exemple le nombre d’appels téléphoniques
regus par une entreprise francaise en un jour. Une communication téléphonique
sur le territoire national a une tres faible probabilité d’étre pour cette entreprise
(p = 0), en revanche il y a un grand nombre de communications téléphoniques par
jour (n — 00). Si on suppose que les appels sont indépendants, alors le nombre
d’appels suit une loi binomiale de parametre (n,p). Cependant, les parameétres
sont tels qu’il est judicieux d’utiliser I’approximation de la loi de Poisson et de
modéliser le nombre d’appels téléphoniques par une v.a. de Poisson. Il reste bien
str a identifier le parametre 6. O

Ezercice 11.3.
La France a eu 38 médailles dont 13 d’or aux jeux olympiques de Sydney en 2000,
sur 928 médailles dont 301 d’or. On estime la population a 6 milliards dont 60
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millions en France. Peut-on dire que les sportifs médaillés aux jeux olympiques
sont uniformément répartis dans la population mondiale ?

A

I1.6 Changement de variable

Soit ¢ : R? — R! une fonction mesurable. Soit X une v.a.d. & valeurs dans
R?. On définit la nouvelle fonction Y = ¢(X). La fonction Y est mesurable (cf.
proposition 1.16), c’est donc une v.a. Soit A le support de la loi de X. On a
{X e A} Cc{Y € p(A)}. On a donc P(Y € p(A)) = 1. Comme ¢(A) est au plus
dénombrable, on en déduit que Y est une v.a. discrete. La proposition suivante
donne la loi de Y.

Proposition I1.17. La fonction Y = o(X) est une v.a.d. a valeurs dans R!. Sa
loi est donnée par :

P(Y =y) = Z 1 p(2)=y} P(X = ) | pour tout y € R
€A

Il s’agit d’une généralisation de la proposition I1.9 ot ¢ = II;. La démonstration
est laissée en exercice.

Exercice 11.4.

On considere le lancer de deux dés a 6 faces. Soit X = (X1, X2) le couple de v.a.d.
représentant le résultat du premier et du second dé. Calculer la loi de la somme
des deux faces S = X7+ X5. Calculer la loi de max(X7, X2) et du vecteur aléatoire
Y = (maX(Xl,Xg),min(Xl,Xg)). A

I1.7 Espérance d’une variable aléatoire quelconque

La notion d’espérance est la formalisation du concept de “en moyenne”. Dans
ce paragraphe on énonce la définition de I'espérance pour une v.a. quelconque.
On donne des propriétés de ’espérance, que ’on démontrera dans le paragraphe
suivant uniquement pour les v.a. discretes.
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Définition II.18. Soit (£2, F,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléa-
toire réelle positive p.s. (i.e. P(X > 0) = 1). On définit son espérance E[X]
comme la limite croissante, éventuellement infinie, suivante :

[e.e]
Emj:hmE:kP<k<<X<k+1>

n—o00 = n an on

Définition I1.19. Soit X est une variable aléatoire réelle. On dit qu’elle est in-
tégrable si E[| X|| < co. Dans ce cas-la, on définit son espérance par :

E[X] = E[X1{x>0] — E[|X|1{x<0]-

L’espérance d’une variable aléatoire intégrable est finie. Si X = (Xy,...,Xy)
est une variable aléatoire & valeurs dans R?, on dit qu’elle est intégrable si les
v.a. X1,...,Xg sont toutes intégrables. L’espérance de X est alors définie par
E[X] = (E[X1],...,E[X4)).

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire I1.20. Deux variables aléatoires intégrables de méme loi ont méme
espérance.

Remarque 11.21. Soit X une variable aléatoire discrete positive. On a :

Egmxzmgxmxzmgkgl

En sommant sur x € AN [k/2", (k+1)/2"], il vient :

kp(i__ k;1>§ 3 wP(X = )

z€AN[k/2n,(k+1)/27]

k+1_(k k+1
< — < .
__2nP<%_XR:2n>

P(X =z), =€ l[k/2", (k+1)/2"]

En sommant sur k, et en prenant la limite quand n tend vers l'infini, on obtient
alors que E[X] =3 _\2P(X = x).

En utilisant la formule du changement de variable, proposition I1.17, on a, pour
une variable aléatoire discrete X quelconque :

E[X[] =) yl{ja—yP(X =) |x|P(X

€A z€A
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I1.7 Espérance d’une variable aléatoire quelconque

En conclusion, on obtient que si X est une variable aléatoire discrete intégrable,
ie si)  calr|P(X =) < oo, alors son espérance est définie par :

— Z aP(X = z), (IL.3)

z€EA

ou A est le support de la loi de X. O

Ezemple 11.22. Si A est un événement, la v.a.d. 14 est positive p.s. et :

|E[14] = P(A).|

En effet, on a E[14] = 1.P(14 = 1) + 0.P(14 = 0) = P(A). En particulier, avec
A = {2, on remarque que :

E[1] =1.
9
Ezemple. On considere un dé a 6 faces. Le résultat d’un lancer est une v.a.d. X
de loi uniforme sur {1,...,6}. La valeur moyenne d’un lancer de dé est E[X] =
SO k/6=T/2. 0O

Remarque. Si {2 est au plus dénombrable, alors toutes les variables aléatoires sont
discretes. Si X est intégrable ou positive p.s., on a :

= 3 X(@)P({w}). (I1.4)

we?

En effet, on a, grace a la formule de décomposition :

EX] =) 2P(X =x)

TEA

=) > aP(X ==z} n{w}).

reEAweS

On remarque que si X (w) =z, alors P{X =z} N {w}) = P{w}) et si X(w) # =,
alors P({X = 2} N {w}) = P(#) = 0. Donc on a

E[X] = Z Z 1 x(0)=2} P{w})

rEAWER

=) X)) 1x(w—aP{w})
wel? TzEA

= Z X (w)P({w}).
wel?
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II Variables aléatoires discretes

Les inversions des signes sommes sont justifiées car soit on somme des termes
positifs (si X est positive p.s.) soit les sommes sont absolument convergentes (si
X est intégrable). O

On admet les propriétés suivantes de ’espérance.

Proposition 11.23.

1. Linéarité. Soit X etY deur v.a. quelconques (réelles ou vectorielles) inté-
grables, soit a, B € R. Alors la v.a. aX + BY est intégrable, et on a :

E[aX + 8Y] = aE[X] + BE[Y].

2. Positivité. Soit X une v.a. réelle positive p.s., c’est-a-dire telle que P(X >
0) =1, alors on a :
E[X] > 0.

3. Croissance. Soit X et'Y deux v.a. réelles intégrables telles que X >Y p.s.,
c’est-a-dire telles que P(X >Y) =1, alors on a :

E[X] > E[Y].

On donne maintenant trois inégalités (voir aussi ’exercice I1.18 pour une va-
riante de I'inégalité de Tchebychev).

Proposition 11.24. Soit X une v.a. réelle.
— Inégalité de Tchebychev : Soit a > 0. On a :

E[X?]

P(X| 2 0) < =5

— Inégalité de Jensen : On suppose que X est intégrable. Soit ¢ une fonction
conveze. Si E[p(X)] eziste alors on a :

P(E[X]) < E[p(X)].

— Inégalité de de Cauchy-Schwarz : Soit (X,Y) un couple de v.a. réelles.
On suppose que X2 et Y? sont intégrables. Alors XY est intégrable et on a :

E[XY]? < E[X?|E[Y?].

Dans une premiere lecture, on pourra omettre la démonstration de cette pro-
position qui est reportée a la fin du paragraphe.

42



I1.7 Espérance d’une variable aléatoire quelconque

Remargue 11.25. La fonction ¢(z) = 22 est convexe. Soit X une v.a. réelle inté-
grable. On déduit de l'inégalité de Jensen que :

E[X]? < E[X?].

On déduit de I'inégalité de Tchebychev le corollaire suivant.

Corollaire I1.26. Soit X une v.a. positive p.s. (P(X > 0) =1). Si E[X] =0
alors X est nulle p.s. (P(X =0)=1).

Démonstration. On déduit de 'inégalité de Tchebychev que pour tout entier n > 1,
on a P(X > 1/n) = 0. Par convergence monotone (cf. proposition 1.2), on a
P(X > 0) = 0. Comme P(X > 0) = 1, cela implique que p.s. X = 0. 0

Démonstration de la proposition I1.24. On a vu dans 'exemple 11.22 que P(|X| >
a)=FE [1{|X\2a}]- Soit w € 2.

2

— Si | X(w)| > a, alors on a 1{\X|>a}(w) —1< X(‘«;)
N a

X 2

- Si | X(w)| < a, alors on a 1{\X|2a}(w) —0< E:;)

X(w)?
2

Dans tous les cas, on a 1 x|>q) (w) < . Par croissance de 'espérance, on

a
obtient I'inégalité de Tchebychev.

Pour la démonstration de I'inégalité de Jensen, on renvoie a l’exercice 11.19.

Pour la démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on remarque que si
z,y € R, alors |xy| < (22 +y?)/2. Donc on a | XY| < (X? +Y?)/2. Comme X? et
Y2 sont intégrables, par linéarité, (X2 4+ Y2)/2 est intégrable. On en déduit que
|XY| et XY sont intégrables. Si E[Y?] = 0, cela implique que Y = 0 p.s. d’aprés
le corollaire 11.26 (qui découle de 1) et donc on a p.s. XY = 0. L’inégalité de la
proposition est alors triviale. On suppose que E[Y2] > 0. Par positivité et linéarité
de 'espérance, on a, pour A € R :

0 <E[(X — \Y)?] = E[X?] — 2AE[XY] + \*E[V?]
Le membre de droite est minimal pour A = E[XY]/E[Y?]. On obtient alors :
E[XY]?
E[Y?] ’

ce qui donne l'inégalité recherchée. ad

0 <E[X?] -

43



II Variables aléatoires discretes

11.8 Espérance d’une variable aléatoire discrete

La formule suivante du calcul de I'espérance d’une fonction d’une variable aléa-
toire discrete est tres utile en pratique.

Proposition I1.27.

1. Soit ¢ une fonction réelle mesurable, soit X une v.a.d. réelle. On note A
le support de sa loi. Si Y Alp(x)|P(X = x) < oo (on dit que o(X) est
intégrable), on a :

Elp(X)] = 3 p(x)P(X = 2). (IL5)

T€EA

2. La formule ci-dessus reste vraie si X est une v.a.d. d valeurs dans RF et si ¢
est une fonction mesurable de R dans R' avec la convention que |-| représente
la norme euclidienne.

Dans la proposition, on écrit parfois les sommations sur R ou R? au lieu des
sommations sur A.

Remarque. L’espérance et 'intégration usuelle partagent de nombreuses proprié-
tés : linéarité, positivité, croissance. En effet ’espérance d’une variable aléatoire X
ou d’une fonction de cette variable aléatoire p(X) est I'intégrale sur R par rapport,
non pas a la mesure de Lebesgue, mais par rapport a la probabilité image Px, de
la fonction x ou ¢(z). En particulier seule intervient la probabilité image. Ainsi si
X et Y ont méme loi et si p(X) est intégrable, alors p(Y') est intégrable et on a

E[p(X)] = E[¢(Y)]. 0

Démonstration. On démontre dans un premier temps la propriété 2. On pose Z =
©(X). 11 suffit donc de vérifier que :

D IEP(Z =2 =) lp()|P(X = 2),
z€R! zERFK
et si ces sommes sont finies, alors :
Y P(Z=2)=> p(@)P(X =)
z€R! TERFK
La loi de la v.a.d. Z est donnée par la proposition 11.17. Donc on a :

DEIPZ=2) =) |2 > 1pw-nyP(X =2).

z€R! zeR! zeRk
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I1.8 Espérance d’une variable aléatoire discrete

Les sommes comportent un nombre au plus dénombrable de termes non nuls, et
tous les termes sont positifs. On peut donc intervertir les deux signes sommes, et
il vient

YIEPZ =2 =) > |2 1pw-PX =)

z€R! zERk zcR!
= > ()| P(X = =).
zERF

Enfin, si cette derniere quantité est finie, on peut reproduire la méme démonstra-
tion en enlevant les normes |-|. Cette fois I'interversion des sommes est justifiée car
les sommes sont absolument convergentes.

La propriété 1 est un cas particulier de 2. a

A titre d’exemple on donne la démonstration de la proposition I1.23 pour le cas
particulier des v.a. discretes.

Démonstration de la proposition 11.23. Pour montrer la propriété 1 de linéarité,
on pose Z = (X,Y) et pour z = (z,y), ¢(2) = ax + By. On note A le support de
la loi de Z. On déduit de la proposition 11.27 que :

EllaX +8Y[] = Y l|az+By|P(X =2,Y =y)

(z,y)EA
< > (lol |z +18ly)P(X =2,V =y)
(z,y)eA
<lo| > [PX =2Y=y)+[8 Y PX=2zY=y).
(z,y)EA (z,y)eA

Il découle de la formule des lois marginales que :
EllaX + Y]] < |of E[|X]] + |B|E[]Y]].

Cette derniere quantité est finie car X et Y sont intégrables. On en déduit que
aX + BY est intégrable. Enfin, en utilisant une deuxiéme fois la proposition 11.27
et la formule des lois marginales, on obtient :

(z,y)eA
=a Y PX=zY=y)+8 Y yPX=2Y=y)
(z,y)eA (z,y)eA
= aE[X] + BE[Y].
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II Variables aléatoires discretes

La propriété 2 découle de (I1.3) et du fait que pour une v.a. positive P(X =
x) =0siz<0.

La propriété 3 découle de la propriété 2 avec Z = X — Y et de la linéarité de
I’espérance. O

On a également des formules de décomposition.

Ezercice 11.5.
Soit X et Y des v.a.d. On suppose que Y est & valeurs dans R?, et on note Ay
le support de sa loi. Soit ¢ une fonction mesurable telle que (X)) soit intégrable.
Montrer que :

Elp(X)] = > E[p(X),Y =y, (IL.6)
yeAy

ou par convention E [p(X),Y =y] =E [@(X)l{y:y}].
A

Correction I11.5. On suppose que X est & valeurs dans R'. En utilisant la formule
de décomposition (II.1), il vient

zeR!
=S ) Y P(X =2,Y =y)
z€R! yeAy

=Y Y p@) 1y P(X =2,V =2)

yEAy \z€Ay zeR!

= > Efp(X)1y—y]-

yeAy

FEzercice 11.6.
Soit X et Y des v.a.d. indépendantes. On note Ay le support de la loi de Y. Soit
© une fonction mesurable bornée. Montrer que :

Elp(X,Y)] = Y Elp(X,y)]P(Y = y).
yely
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I1.9 Variance et Covariance

I1.9 Variance et Covariance

L’écart type et son carré, la variance, représentent I’écart ou la variation par rap-
port a la moyenne. Ils permettent de quantifier la dispersion des valeurs possibles
par rapport a la moyenne. Ces notions sont tres utilisées en calcul des probabilités
mais aussi en statistique.

On dit qu'une v.a. réelle X est de carré intégrable si E[X?] est fini. Il découle
de la remarque I1.25 ou de la majoration 2 |z| < 1+ 22, que toute variable de carré
intégrable est intégrable.

Définition II.28. Soit X une v.a. réelle de carré intégrable. On définit la va-
riance de X, Var(X), par :

Var(X) = E[(X — E[X])?].

L’écart type est défini par \/Var(X).

La variance est positive. Le terme E[(X —E[X])?] est bien défini car les quan-
tités E[X?] et E[X] sont finies. Par linéarité, on a :

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - 2E[X|E[X] + E[X]? = E[X?] — E[X]?.

Comme la variance est positive, on obtient que E[X]? < E[X?]. On retrouve ainsi
le résultat de la remarque I1.25.

Proposition I1.29. Soit X une v.a. de carré intégrable.
1. Soita,b e R. On a :

Var(aX +b) = a* Var(X).

2. SiVar(X) =0, alors il existe a € R tel que p.s. X = a. Autrement dit une v.a.
de variance nulle est p.s. constante.

Démonstration. La propriété 1 est une conséquence directe de la linéarité de 1'es-
pérance. Pour démontrer la propriété 2, on remarque que la v.a. (X — E[X])?
est positive et d’espérance nulle. On déduit du corollaire I11.26 que Var(X) = 0
implique que p.s. X = E[X]. O
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II Variables aléatoires discretes

Définition I1.30. Soit (X,Y) un couple de v.a. réelles de carré intégrable (et
donc XY est intégrable grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz). On définit la co-
variance de X etY, Cov(X,Y), par :

|Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[].|

En particulier on a Cov(X, X) = Var(X). La variance définit une forme quadra-
tique sur 'espace vectoriel des v.a. de carré intégrable. La covariance est la forme
bilinéaire associée a cette forme quadratique. On a, par linéarité de ’espérance :

| Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y). | (I1.7)

I1.10 Indépendance (II)

On donne la définition de 'indépendance pour des v.a. quelconques.

Définition 11.31. Deuz variables aléatoires X et'Y (réelles ou vectorielles) sont
indépendantes si pour toutes fonctions réelles mesurables bornées f et g, on
a:

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)E[g(Y)]. (IL.8)

On déduit de (I1.8), avec f =14 et g = 1p, que si X et Y sont indépendants

alors pour tous boréliens A et B,on aP(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B) et
donc les évenements {X € A} et {Y € B} sont indépendants. La réciproque est
vraie en général. Pour les v.a.d., c¢’est une conséquence du lemme I1.33.

La définition d’indépendance s’étend a une famille quelconque de v.a.

Définition I1.32.

1. Soit Xy,...,Xn, n variables aléatoires (réelles ou vectorielles). Elles sont in-
dépendantes si pour toutes fonctions réelles mesurables bornées f1,..., fn,
on a :

E [H fi(Xi)] = HE[fi(Xi)]- (IL9)
i—1 i—1

2. Soit (X;,1 € I) une famille quelconque de variables aléatoires réelles ou vecto-
rielles. Elles sont indépendantes si pour toute famille finie d’indices J C I, les
variables aléatoires (X;,i € J) sont indépendantes.
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I1.10 Indépendance (II)

Lemme I1.33. Les deuz définitions de l'indépendance I1.11 (resp. I1.12) et 11.32-1
(resp. I11.82-2) sont équivalentes pour les v.a. discrétes.

Démonstration. Soit Xi,...,X, des v.a. discretes indépendantes au sens de la
définition I1.32-1. En prenant f;(z) = 1{;—,,}, on déduit de la définition I1.32-1 et
de I'exemple I1.22 que : pour tout (z1,...,zy),

n

11 fz'(Xz‘)] = HE[fz'(Xi)] = HP(Xz' = ).

i=1

]P)(Xlz.%‘l,...,Xann):E

Les v.a.d. sont donc indépendantes au sens de la définition II.11.

Soit X71,..., X, des v.a. discretes indépendantes au sens de la définition II.11.
On note A4;, le support de la loi de X;. Soit f1,..., f,, des fonctions mesurables
bornées. On déduit de la formule de ’espérance pour les v.a.d. vectorielles, que :

n

E[Hfi(Xi)] = > (Hfz x) (X1=x1,..., X, = z).
=1 T1€AL,...,xn€EAR

Comme les v.a.d. sont indépendantes au sens de la définition I1.11, on a :

i=1

1 EAl, ,anAn i=1

121 Zfzx@ Xi = ;)
gIE

Les v.a.d. sont donc indépendantes au sens de la définition I1.32-1.

On en déduit alors que les définitions I1.12 et 11.32-2 sont équivalentes. O

Remarque 11.34. Si X et Y sont des v.a.d. de carré intégrable et indépendantes,
alors on déduit de la démonstration du lemme I1.33 que E[XY] = E[X]E[Y]. On
admet que le résultat reste vrai pour des v.a. réelles indépendantes quelconques
de carré intégrable. Donc, si X et Y sont indépendants et de carré intégrable, on
a Cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse en général. Voir le contre-exemple
de l’exercice II.7. O
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II Variables aléatoires discretes

FEzercice 11.7.

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur {1,...,6}. On pose ¥ =
1ixe{1,6)}- Montrer que Cov(X,Y) = 0, mais que X et Y ne sont pas indépen-
dants. A

Proposition 11.35. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.
On les suppose de carré intégrable. On a :

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Démonstration. Cela découle de la formule (I1.7) et de la remarque I1.34. 0

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire I1.36. Soit X1,...,X,, n v.a. indépendantes et de carré inté-
grable. On a :

Var <i Xi> = iVar(Xi).

On donne une application de cette égalité dans le paragraphe suivant.

Ezercice 11.8.
Soit X et Y des v.a. indépendantes et soit g et f des fonctions mesurables réelles.
Montrer que les v.a. g(X) et f(Y) sont indépendantes. A

Ezemple. On démontre une variante de la formule de décomposition (voir aussi
(IL.6)). Soit X,Y deux v.a. indépendantes réelles ou vectorielles. On suppose de
plus que Y est une v.a. discrete et on note A le support de la loi de Y. Soit ¢ une
fonction mesurable bornée. On a la formule de décomposition suivante :

E[p(X,Y)] =) Elp(X,y)[P(Y =y). (I1.10)
yeA

En effet, on a ) 1iy—y) = 1 p.s. Cela implique :

yeA

Ep(X, V)] =E | > o(X,y)ly_y
yeA
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I1.11 Loi faible des grands nombres

On peut intervertir le signe somme et I’espérance. Ce résultat découle du théoreme
de convergence dominée V.3 que 'on verra au chapitre V, voir I’exemple V.4. En
utilisant ’indépendance, il vient :

E[p =Y E[o(X,p)1y—y] = Y Elo(X,y)P(Y =y).
yeA yeA

I1.11 Loi faible des grands nombres

On lance N fois une piece. Soit N(P) le nombre d’apparitions du co6té pile. On

N(P)

observe que la fréquence empirique d’apparitions du coté pile N “converge”

vers la probabilité d’obtenir pile. Le résultat suivant justifie cette intuition.

On modélise les lancers par une suite (X,,,n € N*) de v.a.d. indépendantes de
loi de Bernoulli de parametre p. Si X,, = 1, cela signifie que I'on a obtenu un pile
au n-iéme lancer. S,, = Y | X; représente le nombre de fois ot pile est apparu en
n lancers, et S, /n représente la fréquence empirique ou la moyenne empirique. La
proposition suivante assure que la probabilité pour que |%” — p‘ soit plus grand
que ¢ est proche de 0 pour n grand. Ce résultat est valable pour tout € > 0. On
dit que S,,/n converge en probabilité vers p.

Proposition I1.37. Loi faible des grands nombres. Soit (X,,n € N*) une
suite de v.a. indépendantes de carré intégrable et de méme loi. On note X,, =

— ZX,- la moyenne empirique. La moyenne empirique converge en probabilité

n
i=1

vers E[X1] : pour tout € > 0,

lim P (| X, —E[Xi]| >¢) =0.

n—oo

On démontrera un résultat plus fort et plus général au paragraphe V.4 : la loi
forte des grands nombres.

Démonstration. On applique 'inégalité de Tchebychev et il vient en utilisant I'in-
dépendance des v.a. X; (proposition 11.35) :
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II Variables aléatoires discretes

P(|X, - E[X)]| >¢) <E [(Xn - E[Xl]ﬂ /&2

= Var <in/n> /€2

i=1
= Var(Xy)/ne?.

Comme la variance de X7 est finie, on en déduit le résultat. O

11.12 Fonctions génératrices

On introduit maintenant un outil pratique pour 1’étude des variables aléatoires
a valeurs dans l’ensemble des entiers naturels, N. On donne un bref résumé des
définitions et propriétés sur les séries entieres au paragraphe I1.15.

Définition I1.38. Soit X une v.a.d. & valeurs dans N. On appelle fonction gé-
nératrice de X la série entiere :

ox(z) =Y PX =k) =E[X],| ze[-1,1].
k=0

La série est normalement convergente pour z € [—1,1]. En effet on a pour tout
ze[-1,1] et k€N, |2FP(X = k‘)} <P(X =k)et > 22 P(X =k)=1. Le rayon
de convergence de la série est donc supérieur ou égal a 1. Cela implique entre
autre que ¢x est de classe C* sur | — 1, 1[ au moins, et les dérivées d’ordre n sont
données par :

P6) =Y o B = k| 2 el - L1

Remarque. La fonction génératrice ne dépend que de la loi de X. Ainsi deux v.a.d.
a valeurs dans N ayant méme loi ont méme fonction génératrice. O

Proposition I1.39. La fonction génératrice de la v.a.d. X d valeurs dans N ca-
ractérise la loi de X.
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Démonstration. Comme X est une v.a.d. a valeurs dans N, sa loi est caractérisée
par la famille (P(X = n),n € N). La valeur de la dérivée d’ordre n de ¢x en 0 est

(ﬁg?)(O) = n!P(X = n). On déduit donc a partir de ¢x la loi de X. 0

On appelle E [X"] le moment d’ordre n de la v.a.d. X. On remarque qu’il est
toujours défini pour des v.a.d. positives, mais qu’il peut prendre la valeur +oo.
On peut facilement retrouver les moments de X a l’aide de la fonction génératrice.
Les termes de la série définissant ng?)(z) sont tous positifs. On peut donc définir
qﬁg?) (1) comme la limite croissante de qbg?) (z) quand z 1 1. La valeur de cette limite
peut étre égale a +oo.

Proposition I1.40. Pour tout entier n > 1, on a :

E

n—1
[]x - z>] = ¢i(1).

=0

En particulier E[X] = ¢\ (1).

Démonstration. On a par convergence monotone que :
n—1
P =3 [Ttk -Drx =k).
k>n 1=0

Cette derniere expression est exactement E [ X — l)] (reconnaitre E[X] si
n=1). 0

FExercice 11.9.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N de carré intégrable. Montrer que
¢ (1) et ¢% (1) sont finis et que Var(X) = ¢/x (1) + ¢'y (1) — ¢'y (1)2. A

Les fonctions génératrices permettent parfois de calculer facilement des lois.

Proposition I1.41. Soit Xy,..., X, des v.a.d. définies a valeurs dans N. On
suppose qu’elles sont indépendantes, alors la fonction génératrice de la somme
X1+ -+ X, est le produit des fonctions génératrices :

¢X1+"'+Xn(z) = H¢Xi(z)7 z € [_17 1]
i=1
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Démonstration. Soit z € [~1,1]. La fonction définie sur R par f.(z) = 2% 15enm
est bornée et mesurable. En utilisant la définition I1.32 sur l'indépendance des
variables aléatoires, on a :

=1
=[[E[¥] = ¢x.(2)
i=1 =1

O

Ezemple. On calcule la fonction génératrice ¢p(,, ) de la loi binomiale B(n, p). Soit
des v.a.d. Xq,..., X, indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p.
La loi de S,, = X; + -+ + X, est la loi binomiale B(n,p). Grace a la proposition
ci-dessus, on a : pour z € [—1,1],

DB(np)(2) = 5, (2) = dx, (2)" =E [2X1]" = (1 = p+p2)".
On peut alors retrouver la loi de .S,, a I'aide de la formule du binéme. O

La proposition suivante assure qu’il est facile de calculer la loi de la somme
d’un nombre aléatoire de variables aléatoires indépendantes.

Proposition I1.42. Soit (X,,n € N) une suite de v.a.d. a valeurs dans N, in-
dépendantes et identiquement distribuées. Soit N une v.a.d. a valeurs entiéres,

indépendante de la suite précédente. On considére S = ZnN:1 Xn et S =0 si
N =0. Alors on a :

¢s(z) = dn o bx,(2), z€[-11].

Démonstration. On utilise la formule de décomposition (II.6), et on reprend la
démonstration de la proposition II.41. Soit z € [-1,1]. On a :

¢s(z) =E [ZS] = ZE [ZS,N =n].
n=0
On distingue le cas N =0 :
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E[5] =P(N=0)+ > E[z% .25 N=n].
n=1
Par indépendance, il vient :

E[2°] =P(N =0) + i ﬁIE [zX ] P(N = n)

n=11i=1
=[x, ()" P(N =n)
n=0
= ¢n o Px, (%)
On a utilisé le fait que ¢x, € [—1,1] si z € [—1, 1] pour la derniere égalité. O

I1.13 Indépendance (III)

On généralise la définition des fonctions génératrices aux v.a.d. vectorielles a
valeurs dans N?. Ceci permet de donner une nouvelle caractérisation de I'indépen-
dance pour des variables aléatoires & valeurs entieres.

Définition I1.43. Soit X = (X1,...,X,) une v.a.d. a valeurs dans N%. On appelle

fonction génératrice de X la série : pour z = (z1,...,24) € [-1,1]%,
o0
Ox(z) = Z zfl---zsdIP’(X:k‘) :E{zf(l---zfd} .
k:(k‘l,...,k‘d)ENd

La série est normalement convergente pour z € [—1, 1]d, et la fonction ¢x est
de classe C* sur | — 1, 1[¢ au moins.

Proposition II.44. Soit X = (Xi,...,X4) une v.a.d. vectorielle a valeurs dans
Ne,
1. La fonction génératrice de X caractérise la loi de X.

2. Si on connait la fonction génératrice du vecteur X, on peut en déduire la fonc-
tion génératrice de la coordonnée X;. On a :

dx,(z1) = ox(2) ot z=(21,...,24), z € [-1,1] et z; =1 Vj#i.

55



II Variables aléatoires discretes

3. Les v.a.d. X1,...,X4 a valeurs entiéres sont indépendantes si et seulement si :
d
bx1,..x,(2) = H ox,(z)| pour tout z=(z,...,2q) € [-1,1]%
i=1

Démonstration. 1. En différenciant la fonction génératrice du vecteur X, il vient :

oMt A NdG (29, .., 2q)
an1Z1 ...andzd

(0)=nq!--ng! P(X1 =n1,...,Xqg=ng).

On en déduit que ¢x caractérise la loi de X.
2. Cela découle de la définition de ¢x et de ¢x;.

3. Le sens direct est une conséquence de la définition 11.32. Pour la réciproque on
vérifie pour tout nq,...,ng > 0, égalité P(X; =nq,..., Xy =ng) = H?Zl P(X; =
n;) en différenciant n; fois par rapport a z; la relation ¢x, . x,(2) = H?Zl ox, (%)
et en évaluant en z = 0. O

11.14 Lois conditionnelles et espérances conditionnelles

La notion de loi conditionnelle est une extension de la notion de probabilité
conditionnelle.

Définition 11.45. Soit XY deux v.a.d. définies sur le méme espace probabilisé.
La loi conditionnelle de Y sachant X notée L(Y|X) est caractérisée par P(Y =
y|X = x) pour x ety appartenant respectivement au support de la loi de X et de
la loi de Y.

Plus généralement pour une v.a. Y quelconque et une v.a. discrete X, on dé-
finit la loi conditionnelle de Y sachant X par la famille des probabilités images
(Py|x=s;7 € A), olt A est le support de laloi de X et Py|x_,(B) =P(Y € B|X =
x) pour tout ensemble mesurable B.

Ezemple 11.46. Soit (X;,7 € {1,...,n}) une suite de v.a.d. indépendantes de loi de
Bernoulli de parametre p. On pose S, = > ; X;. On calcule la loi conditionnelle
de X1 sachant S,,. On a par indépendance :
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PXi=1,X1+--+X,=k
P(Xy =15, = k) = L1 =L A bt )

P(S, = )
PG =1)P(Xg+ -+ Xy =k — 1)
N P(S, = k) '

Comme X5 + --- + X, suit une loi binomiale B(n — 1, p), il vient pour k& > 1,

k=1, k—1 n—k
& 3 (e I

k
=

Cette égalité est aussi vraie pour k = 0. De maniere plus condensée, on écrira que :

P(X; = 1|S,) = 2.

On vérifie que P(X; = 0[S,) =1— Sn—” On dira que conditionnellement & S, la loi
de X est une loi de Bernoulli de parametre S, /n. O

FExercice 11.10.

On reprend les notations de 'exemple 11.46. On suppose n > 2. Calculer la loi
conditionnelle de (X7, X2) sachant S,,. Les variables X; et Xy sont-elles indépen-
dantes conditionnellement a .S, 7 A

Remarque. Soit X une v.a.d. et Y une v.a. réelle ou vectorielle indépendante de
X. Alors la loi conditionnelle de Y sachant X est simplement la loi de Y. En effet
on aP(Y € B|X =) =P(Y € B) pour tout z appartenant au support de la loi
de X et pour tout borélien B. O

Soit Y une v.a. réelle de carré intégrable. On considere ’application h : a —
E[(Y — a)?]. Comme h(a) = E[Y?] + a® — 2aE[Y], on en déduit que h atteint
son minimum en a = E[Y]. Ainsi 'espérance de Y apparait comme la meilleure
approximation de Y par une constante au sens quadratique. L’espérance condition-
nelle de Y sachant une v.a.d. X, définie ci-dessous, peut étre également vue comme
la meilleure approximation de Y par une fonction de X au sens quadratique (voir
la proposition I1.51 pour un énoncé plus précis).

Définition 11.47. Soit X une v.a. discréte et Y une v.a. intégrable quelconque.
On définit l’espérance conditionnelle deY sachant X, notée E[Y|X] par la v.a.
(X)) ou :

~ EY1y_y]

 PX=2x)

siP(X =z) > 0 et ¢(x) =0 sinon. Enfin, on note également E[Y | X = z] = ().

(x
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Comme Y est intégrable, la v.a. Y1x_;y est intégrable. La fonction 9 (z) est
donc bien définie.

Ezemple. Soit (X;,i € {1,...,n}) une suite de v.a.d. indépendantes de loi de
Bernoulli de parameétre p. On pose S, = Y i ; X;. On déduit de Pexemple I1.46
que >, o1y T1P(X1 = #1[S, = ) = x/n. L'espérance conditionnelle de X;
sachant S, est donc E[X|S,,] = S, /n. On remarque que la loi conditionnelle de
X, sachant S, est la loi de Bernoulli de parametre p’ = S, /n. L’espérance d’une
variable aléatoire de Bernoulli de parametre p’ est p’. L’espérance conditionnelle
de X sachant S, est donc p’ = S, /n. O

Exercice 11.11.
Soit A et B deux évenements tels que P(B) €]0, 1[. Calculer la loi conditionnelle
de 14 sachant 1p. Calculer E[14]15]. YAN

On donne quelques propriétés de ’espérance conditionnelle.

Proposition I1.48. Soit X une v.a. discréte et Y une v.a. quelconque.

1. Soit ¢ wune fonction mesurable telle que ¢(X,Y) soit intégrable. La v.a.
E[p(X,Y)|X] est intégrable, et on a :

E[E[p(X,Y)|X]] = E[p(X,Y)].

2. Soit f une fonction mesurable telle que f(Y') soit intégrable, soit g est une
fonction réelle mesurable bornée, alors p.s. :

[Elg(X)f(Y)|X] = g(X)E[f(Y)|X] |

En particulier on a E[g(X)f(Y)] = E[g(X)E[f(Y)|X]].
3. Soit f une fonction mesurable telle que f(Y) soit intégrable. Si X et'Y sont
indépendants, alors on a p.s. E[f(Y)|X] =E[f(Y)].

4. Soit g wune fonction mesurable telle que g(X) soit intégrable, alors on a
Elg(X)[X] = g(X) p.s.

Démonstration. On note Ax le support de la loi de X.
1. On pose ¥(z) = E[p(X,Y)|X = z], et on remarque que par définition on a :

Elp(X,Y)lix=0] Elp(z,Y)l{x=0}]
P(X = x) - P(X =2)

b(z) = = Elp(z,Y)|X =2]. (IL11)

58



II.14 Lois conditionnelles et espérances conditionnelles

Il vient :

E[E[p(X,Y)IX]| =E(X)] = Y ¢(@)P(X =)

rEAx

= > Elp(z,Y)1{x—s] = E[p(X,Y)],

r€EAx

car on peut intervertir le signe somme et Iespérance pour la derniére égalité (ce
résultat découle du théoreme de convergence dominée V.3).

2. On déduit de (II.11) que :
Elg(X)f (V)X = 2] = Elg(x) f(Y)|X = 2] = g(«)E[f (V)| X = «].

On a donc E[g(X) f(Y)|X] = g(X)E[f(Y)|X], et en prenant I’espérance, on déduit
de la propriété 1 que E[g(X)f(Y)] = E[g(X)E[f(Y)|X]].

3. Comme X et Y sont indépendants, il vient :

B =) = S O gy

4. Le résultat découle de la définition de ’espérance conditionnelle. a

Enfin, on signale que 'espérance conditionnelle partage les mémes propriétés
)
que l'intégrale et I’espérance : linéarité, positivité, croissance. La démonstration
de la proposition suivante est laissée en exercice (voir la démonstration dans le cas
des v.a.d. de la proposition 11.23).

Proposition I1.49. Soit X une v.a.d.

1. Linéarité. Soit Y et Z deux v.a. intégrables, soit a, 8 € R. Alors on a p.s. :
ElaY + 5Z|X] = aE[Y|X] + BE[Z] X].

2. Positivité. Soit Y une v.a. réelle positive alors p.s. E[Y|X] > 0.

3. Croissance. Soit Y et Z deux v.a. réelles intégrables telles que Y > Z p.s.,
alors p.s. E[Y|X] > E[Z|X].

On donne un lemme du type inégalité de Jensen pour I’espérance conditionnelle.
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Lemme II.50. Soit X une v.a. discréte. St Y est une v.a. réelle de carré inté-
grable, alors E[Y|X] est de carré intégrable et on a E[Y|X]? < E[Y?|X].

Démonstration. Soit x tel que P(X = x) > 0. On déduit de l'exercice 1.7, que
Q(:) = P(:|X = z) est une probabilité. En particulier ¢(x) = Q[Y] = E[Y|X = z].
On déduit de la remarque 11.25 que Q[Y]? < Q[Y?]. Cela signifie que E[Y|X]? <
E[Y?|X]. Comme E[Y?|X] est intégrable, on en déduit que E[Y|X] est de carré
intégrable. O

Ezxercice 11.12.

Soit N une v.a.d. & valeurs dans N. Soit (X, k € N) une suite de v.a. réelles
de carré intégrable, de méme loi, indépendantes et indépendantes de N. On pose
Sp=0sin=0et S, =>}_, Xi si n € N*. Calculer E[Sy] et Var(Sy). A

Correction 11.12. On a pour n € N :

E[Sy|N = n] = IE[ZXHN - n] — nE[X1|N = n] = nE[X)].
k=1
On en déduit donc E[Sy|N] = NE[X] et
E[Sn] = E[N]E[X].

Cette derniere égalité s’appelle équation de Wald. Le calcul de la variance est
similaire. On a pour n € N,

E[SY|IN = n] = E[S7] = Var(S,) + E[S,]* = n Var(X1) + n*E[X1]*.
On en déduit donc que E[S%] = E[N] Var(X;) + E[N?E[X;]?, et donc

Var(Sy) = E[N] Var(X;) 4+ E[X;)? Var(N).
Ezercice 11.13.
Soit ¢ une fonction réelle convexe. Soit Y une v.a. intégrable. On suppose que
©(Y) est positive ou intégrable. Montrer que p(E[Y|X]) < E[¢(Y)|X]. On pourra
s’inspirer de 1’exercice 11.19. A
On peut omettre la fin de ce paragraphe dans une premiere lecture.
On consideére £2(§2) I'ensemble des variables aléatoires réelles de carré inté-

grables. Pour Y € £2(£2), on pose ||Y| = /E[Y2]. Si ||[Y]| = 0, alors on en déduit
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que Y = 0 p.s. Ainsi ||-|| n’est pas une norme sur £2({2), mais c’est une norme sur
I'espace vectoriel L? défini comme £2(£2) quotienté par la relation d’équivalence
de égalité presque stre. On considere le produit scalaire associé (Y, Z) = E[Y Z].
L’espace L? muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert, voir page 131.

On définit 'espérance d’une v.a. réelle Y de carré intégrable sachant la variable
aléatoire X comme la projection orthogonale de Y sur le sous-espace vectoriel des
fonctions de X de carré intégrable :

H = {v.a. réelle p(X) de carré intégrable, p mesurable}.
(En fait I'espace H est un sous-espace fermé de L2.)

On vérifie que, dans le cas ou X est une v.a.d. et Y une v.a. réelle, cette défi-
nition coincide avec la définition I1.47. Pour cela, il suffit de vérifier la proposition
suivante.

Proposition I1.51. Soit X etY deuz variables aléatoires. On suppose X discréte
et Y de carré intégrable. Alors on a E[Y|X] € H, ou E[Y|X] est donné par la
définition I1.47. De plus E[Y | X] minimise E[(Y —W)?] pour W € H et Y —E[Y|X]
est orthogonal a H (E[Y|X] s’interpréte donc comme la projection orthogonale de
Y sur H) : E[(Y — E[Y|X])W'] = 0 pour tout W' € H. Enfin, s’il existe une
variable aléatoire Z € H telle que pour toute fonction g, ou g(X) est de carré
intégrable, on a E[Zg(X)] = E[Y g(X)], alors p.s. on a Z = E[Y|X].

Démonstration. Comme E[Y|X] = ¢(X) et que E[Y|X] est de carré intégrable
(voir lemme I1.50), on a donc E[Y|X] € H. Soit W’ € H, on déduit du 3 de la
proposition I1.48 que :

E[(Y - E[Y|X])W'] = E[E[(Y - E[Y|X])|X]W'] = 0.
Donc Y — E[Y| X] est orthogonal a H.
En faisant intervenir le terme E[Y|X], il vient, pour W € H :

E[(Y = W)*] =E[((Y - E[Y|X]) + (E[Y]X] = W))?]
=E[(Y — E[Y|X])’] + E[(E[Y|X] - W)?]
+2E[(Y — E[Y[X])(E[Y|X] - W)]
= E[(Y — E[Y|X])’] + E[(E[Y|X] - W)?],

car E[Y|X] — W € H. Pour minimiser E[(Y — W)?], il faut donc minimiser
E[(E[Y|X] — W)?]. Le minimum est atteint pour W = E[Y|X].
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Soit Z = ¢(X) une v.a.d. de carré intégrable telle que pour toute fonction
g mesurable, ou g(X) est de carré intégrable, E[Zg(X)] = E[Y¢(X)]. On a donc
E[(¢(X)—9(X))g(X)] = 0. On choisit g(x) = p(x)—1(x). On a bien g(X) de carré
intégrable. Il vient E[(¢(X)—1(X))?] = 0. On en déduit que p.s. o(X)—(X) =0
c’est-a-dire p.s. Z = E[Y|X]. O

11.15 Rappels sur les séries et les séries entieres

Les définitions et propositions qui suivent sont valables sur R mais aussi sur
tout espace de Banach.

Une série ) .yan est convergente si la suite (b,,n € N) définie par b, =
> r_o ar est convergente. La valeur de la série est la limite de la suite (b,,n € N).
On dit qu'une série ) ya, est absolument convergente si la série )y |ax|
est convergente.

Proposition I1.52. Toute série absolument convergente est convergente. En
outre, si Y, . an est absolument convergente alors pour toute permutation o de
N, la série ), cn Go(n) €st convergente, et sa valeur est indépendante de o.

Si la série ) .y @, a termes réels est convergente mais pas absolument conver-
ente, alors pour toute valeur z € R, on peut trouver une permutation o telle que
bl bl
la série a converge vers .
neN %o (n)

Proposition I1.53 (Fubini). Si la série ), ~q ¢ |an,p| est convergente, alors on

Z Z“nap :Z Z“n»p

n>0 \ p>0 p=>0 \n>0

Proposition I1.54 (Convergence dominée). Soit (anp,n > 0,p > 0) une suite
telle que pour tout n > 0,p > 0, |ap,| < by. On suppose de plus que pour tout
n > 0, limy, o any existe. Si la série a termes positifs Y, -, by est (absolument)
convergente, alors on a : -

lim g Upp = E lim ay, p.
p—}OO p—}OO
n>0 n>0
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On se place dorénavant sur R ou C.

Soit (an,n € N) une suite de nombres complexes. La série entiere associée a la
suite (an,n € N) est la série ) |y a,2" ot z € C. Le rayon de convergence de
la série entiére est défini par :

R = sup{r > 0; Z |an| " est convergente},
neN

avec la convention sup® = 0. On rappelle qu’une série de fonctions ), o fn(x)
est normalement convergente sur un ensemble A, s'il existe une suite (b,,n € N)
telle que |fn(x)| < b, pour tout x € A, et la série ) b, est (absolument)
convergente.

Proposition I1.55.

1. Si|z| > R, alors la série ), .y an2™ diverge trivialement (la suite (an2") n’est
pas bornée).

2. Si|z| < R, alors la série Y, .y an2" est absolument convergente.

3. Soit 0 < r < R. La série ), yan2" est normalement convergente sur {z €
Cslz| <r}.

FEzercice 11.14.

. | Gn41 .. , .

Si converge vers une limite ¢, alors le rayon de convergence de la série
Qn

entiere ) - anz" est 1/£. A

La formule d’Hadamard assure que le rayon de convergence R de la série entiere

Y >0 an2™ est R =1/limsup |an| /™.
- n—o0

On donne quelques propriétés des séries entieres.

Proposition I1.56. Soit ), .yanz" ety b2 deuz séries entiéres de rayons
de convergence respectifs R, > 0 et Ry > 0.

Somme : La série entiere ), y(an+by)2" est bien définie pour [z < Rq A Rp.
De plus pour |z| < R, A Ry, on a :

S a4 b2 = (z) n (Z b) |

neN neN neN

Produit : La série entiere 3, N(D_, 14— apbg)2" est bien définie pour |z| <
Ry A Ry. De plus pour |z| < Rg A Ry, on a :

63



II Variables aléatoires discretes

D (X apby)e = (Z anz”> (Z bnzn>_

neN p+g=n neN neN

Dérivation : Pour |z| < R,, on note S(z) = >, cyan2". La fonction S est
dérivable a tout ordre sur {z;|z| < R.}, et on a :

n! e
SP)(z) = Z (n_p)!anz P,

nzp
De plus le rayon de convergence de cette série est R,.
Intégration : La fonction S est intégrable sur | — Rq, Ry[ et on a : pour z €

] - Raa Ra[)

z

De plus le rayon de convergence de cette série est R,.

I1.16 Résumé

Soit X une variable aléatoire discrete (v.a.d.) réelle ou vectorielle. On appelle A =
{z;P(X = x) > 0} le support de sa loi. L’ensemble A est au plus dénombrable
etonaP(X e€A)=1

— Soit ¢ une fonction mesurable. p(X) est une v.a.d. On dit que p(X) est in-
tégrablesi ) 1 |o(z)|P(X = x) < +00. Si p(X) est intégrable ou positive
p-s., alors l'espérance de p(X) est définie par :

Elp(X)] =) p(@)P(X = ).
z€A

— Si A est un évenement, alors on a E[14] =P(A).

— Formule de décomposition I : Soit B un éveénement. On a la relation P(B) =
ZweAP(BvX = w)

— Formule de décomposition II : Soit Y une v.a.d. et ¢ une fonction mesurable,
telle que ¢(Y") soit intégrable. On a E[p(Y)] = > A E [gp(Y)l{X:x}]

L’espérance est définie pour des variables quelconques intégrables.
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— On a les propriétés suivantes de ’espérance : linéarité, positivité, crois-
sance.
— Soit X, Y des v.a. réelles. On a les inégalités suivantes :
— Tchebychev : P(X > a) < E[X?]/a?.
— Jensen : p(E[X]) < E[p(X)] ou ¢ est convexe, X intégrable et E[¢p(X)] a
un sens.
— Cauchy-Schwarz : E[XY]? < E[X?]E[Y?], ot X et Y sont de carré inté-
grable.
— La variance d’une v.a. de carré intégrable est :

Var(X) = E [(X — E[X])?] = E [X?] - E[X]?,

et son écart-type /Var(X).

— La variance est une forme quadratique. Elle est toujours positive. On a
Var(aX +b) = a? Var(X).

— La forme bilinéaire associée est la covariance : Cov(X,Y) = E[XY] —
E[X]E[Y] et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

— Les v.a. X et Y sont indépendantes si, pour toutes fonctions f, g mesurables
bornées, on a E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)]. Cette définition posséde une
extension pour une famille quelconque de variables aléatoires.

— Si X et Y sont indépendantes et de carré intégrable, alors on a Cov(X,Y) =0
et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). La réciproque est fausse.

Autres propriétés des variables aléatoires discretes.

— Deux v.a.d. X et Y sont indépendantes si et seulement si P(X = z,Y =
y) = P(X = 2)P(Y = y) pour tout (z,y) appartenant au support de la loi
du couple (X,Y). Cette définition possede une extension pour une famille
quelconque de variables aléatoires discretes.

— Si X est une v.a.d. a valeurs entiéres, alors sa fonction génératrice est
définie par :

ox(2) =E[X], ze[-1,1).

— Deux v.a.d. X et Y a valeurs entieres sont indépendantes si et seulement si :

d(x,v) (21, 22) = ¢x(21)¢Py(22) pour tout (21,22) € [—1, 1]2.

— Si X et Y sont deux v.a.d. indépendantes, alors on a ¢ x 1y (2) = ¢x(2)dy (2).

— Formule des lois marginales : On peut calculer la loi de X et la loi de YV
a partir de la loi du couple (X,Y) :P(Y =y) => P(X =2,Y =y). La
réciproque est fausse.

— Si X et Y sont deux v.a.d. indépendantes, alors la loi du couple (X,Y) est
la loi produit : P(X = z,Y = y) = P(X = z)P(Y = y) pour tout couple
(@, y)-
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II Variables aléatoires discretes

— Changement de variable : Soit Y = ¢(X), olt ¢ est mesurable. Y est une
v.a.d. de loi P(Y = y) = > A Lip(a)=y} P(X = ).

Loi conditionnelle et espérance conditionnelle sachant une v.a.d.

— Soit Y une v.a., et f une fonction mesurable réelle. Si f(Y') est intégrable,
I'espérance conditionnelle de f(Y) sachant X est ¢(X) ou ¢(z) =
ELf (Y)1(x—ej]/P(X = @), ct on a E[E[f(Y)|X]] = ELf(Y)]

— Si g est mesurable bornée, on a E[g(X)f(Y)|X] = g(X)E[f(Y)|X] et bien
siir Elg(X) /(Y)] = Elg(X)E[/(Y)|X]]

— Si Y est indépendant de X, la loi conditionnelle de Y sachant X est la loi de
Y :si f(Y) est intégrable, alors on a E[f(Y)|X] =E[f(Y)].

— L’espérance conditionnelle comme ’espérance possede les propriétés de linéa-
rité, positivité et croissance.

— SiY est une v.a. réelle de carré intégrable, alors E[Y'| X]| est de carré intégrable
et on a E[Y|X]? < E[Y?|X].

— Récapitulatif des lois usuelles :

— Loi de Bernoulli de parameétre p € [0,1] :

PX=1)=p et P(X=0)=1-p.
— Loi binomiale B(n,p) de parametre (n,p) € N x [0,1] :
P(X =k)=CFp*1 —p)" %, ke{0,...,n}
— Loi géométrique de parametre p €]0,1] :
P(X =k)=p(1-pkl keN

— Loi de Poisson de parametre 6 €]0, oof :

ok
IP’(X:k:):He , keN.
Loi |EX]| Var(X) |  ox(2) |
Bernoulli p € [0, 1] D p(1 —p) 1—p+pz

binomiale (n,p) € N x [0,1]| np |np(l1—p) | (1 —p+pz)"

. 1 1—p pz
géométrique p €0, 1 -
1o 1] D p? 1-(1-p)z
Poisson 6 €]0, oo 0 0 e~ 0(1-2)
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I1.17 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes

Exercice 11.1 p. 31, FExercice 11.6 p. 46, Ezercice I1.11 p. 58,
FExercice 11.2 p. 32, FExercice 11.7 p. 50, FExercice 11.12 p. 60,
Ezercice 11.3 p. 38, Ezercice 11.8 p. 50, Ezercice 11.13 p. 60,
Ezercice 11.4 p. 39, Ezercice 11.9 p. 53, Ezercice 11.14 p. 63.
Exercice 11.5 p. 46, FExercice 11.10 p. 57,

FExercice 11.15.

On effectue une enquéte sur la qualité de N=100 hopitaux qui ont tous pratiqué

n=10 opérations de ’appendicite. On sait que le taux de réussite de cette opération

est de 7 = 97,5%.

1. Sur 'année 1998 un hopital a eu 3 échecs. Peut-on dire que I’hopital est mau-
vais 7

2. Quelle est la probabilité pour que ce méme ’hopital ait 3 échecs en 19997
Conclusion.

3. Un hopital a eu 3 échecs en 1997 et 3 échecs en 1998. Que peut-on dire de cet
hopital 7
A

Ezercice 11.16.
Trouver des v.a.d. positives (X,Y) telles que a) E[X] > E[Y] et P(X >Y) > 1/2,
puis telles que b) E[X] < E[Y] et P(X >Y) > 1/2. A

Ezercice 11.17.

Probleme du chevalier de Méré (1600). A-t-on plus de chance d’obtenir au moins
un six en langant un dé équilibré quatre fois de suite ou un double six en langant
deux dés équilibrés vingt-quatre fois de suite ?

1. On note X; le nombre de six obtenu lorsqu’on lance le dé quatre fois de suite,
et X le nombre de double six lorsqu’on lance deux dés vingt-quatre fois de
suite. Pour répondre a la question du chevalier de Méré, comparer P(X; > 1)
et ]P)(XQ > 1)

2. Calculer et comparer E[X;] et E[X3].

A

Ezercice 11.18.
Inégalité de Markov. En s’inspirant de 'inégalité de Tchebychev, montrer que
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II Variables aléatoires discretes

E[| X
P(|X]|>a) < X1 pour toute v.a. réelle X. Montrer plus généralement que si h
a
E[h(X
est une fonction croissante positive mesurable, alors P(X > a) < [h(())] A
a

Ezercice 11.19.

Inégalité de Jensen. Soit ¢ une fonction réelle convexe : pour tout z,y € R, et
t€[0,1], p(tr+ (1 —t)y) > to(x) + (1 —t)p(y). Il existe une autre caractérisation
des fonctions convexes : pour tout a € R, il existe A\, € R tel que p(a)+Ag(z—a) <

o(x).

1. On suppose que X est une variable aléatoire réelle intégrable. Montrer que
o(E[X]) < E[p(X)], des que E[p(X)] a un sens.
2. En déduire que si X est intégrable, alors E[X]? < E[X?2].

3. Montrer que pour toute suite de réels positifs a1, ...,a,, on a:

n 2 n
n~t (Z ai> < Z a?.
1=1 i=1

4. Caractérisez les cas ou 'égalité est vérifiée. (On rappelle que si Var(Y) = 0
alors Y est constante p.s. )

A
Ezxercice 11.20.
Soit (X7i,...,X,) des variables aléatoires discretes indépendantes. Montrer que
Xi+-+Xp), o (Xpp 41+ + Xy )oul < pp < -0 < pp = n, sont
indépendantes. A

FExercice 11.21.
Soit T3 et T» deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de para-
metre py et po.

1. Calculer et reconnaitre la loi de min(77,75).

2. Calculer la loi jointe de min(T,T5) et Ty — Th.

3. En déduire que min(77,75) est indépendant de 1y, <7,). Quelle est la loi de
Lin<my?

4. Déduire également de la question 2 que R = max(71,T2) — min(71,T5) est
indépendant de min(77,7%).

5. Calculer la loi de R conditionnellement & { R # 0}. Reconnaitre cette loi quand
b1 = p2.

A
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FExercice 11.22.
Soit X une v.a. géométrique de parametre p, et Z une v.a.d. a valeurs entieres,
indépendante de X. Montrer que P(X > Z) = ¢z(1 —p). A

Ezercice 11.23.
Autre méthode pour le calcul de I'espérance d’une v.a. a valeurs entieres.

1. Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. Montrer que :
o0
E[X] =Y P(X >n).
n=0

2. Montrer la formule suivante par récurrence : pour a > 1,
n

a—1 _ (a
E :Ck+a71 - “Yn+a
k=0

3. On considere une urne contenant b boules bleues et r boules rouges. On note
X} le nombre de boules qu’il faut sortir de I’'urne avant de voir apparaitre une
boule bleue. Calculer E[X}] en utilisant les questions précédentes.

A

FExercice 11.24.

On désire modéliser le temps d’attente d’'une panne de machine & 1’aide d’une
variable aléatoire sans mémoire : la probabilité pour que la machine tombe en
panne apres la date k +n sachant qu’elle fonctionne a 'instant n est indépendante
de n.

1. Montrer que la loi géométrique de parametre p est sans mémoire c’est-a-dire
que P(X > k4 n|X > n) est indépendant de n.

2. Caractériser toutes les lois des variables aléatoires X a valeurs dans N* qui sont
sans mémoire. On pourra calculer P(X > 1+ n) en fonction de P(X > 0).

3. Caractériser toutes les lois des variables aléatoires X a valeurs dans N qui sont
sans mémoire.

JAN

FEzercice 11.25.
Autour de la loi binomiale et la loi de Poisson.

1. Déterminer la loi de X7 + X9 out X7 et X5 sont des variables indépendantes de
loi binomiale de parametre respectif (n1,p) et (n2,p). (On pourra considérer

Iégalité suivante : (1 + )™ (1 +x)"2 = (1 + z)™t"2))
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. Retrouver ce résultat en interprétant la loi binomiale comme la loi de la somme

de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes.

. Déterminer la loi de Y7 4+ Y5 ou Y7 et Y5 sont des variables indépendantes

de Poisson de parametre respectif 6; et 6. Comment pouviez-vous deviner le
résultat ?

. Calculer la loi de X7 sachant que X7 + X9 = n.

5. Calculer la limite de P(X; = k| X1 + X2 = n) quand n; — oo, ng — oo, p — 0

et nip = 01, nap = 0.

. Déterminer la loi de Y7 sachant que Y7 + Y2 = n. Comment pouviez-vous avoir

une intuition du résultat ?

A

FEzercice 11.26.
On considere une urne contenant r boules rouges et b boules bleues. On tire au
hasard les boules sans remise.

1.
2.

Combien existe-t-il de tirages complets possibles ?

On note X, le nombre de boules rouges obtenues alors que ’'on a tiré n boules.
Calculer la loi de X,,.

3. Reconnaitre la loi limite de X,, quand r — oo et r/(r +b) — p €]0, 1].

4. On note Yy = 1 si la k-ieme boule est rouge et Y = 0 sinon. Quelle est la loi

de (Yi,....Y4)?

5. En déduire que Yi,..., Y, 1, ont méme loi. Calculer la loi de Y].
6. Exprimer X,, en fonction de Y7,...,Y,. Calculer E[X,] et Var(X,).

7. On note S, le nombre de boules rouges lors d’un tirage aléatoire de n boules

de 'urne avec remise. Quelle est la loi de S, 7 Comparer avec la question 3.
Calculer E[S,,] et Var(S,,). Comparer avec la question 6.
AN

FEzxercice 11.27.
On considere une urne contenant r boules rouges et b boules bleues. On tire au
hasard les boules sans remise.

1.

2.
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On note T3 le nombre de boules qu’il faut tirer pour obtenir une boule rouge.
Calculer la loi de T7.

Quelle est la loi limite quand r — oo et r/(r + b) — p €]0,1[. Comparer la
loi limite avec le premier temps d’obtention d’une boule rouge dans un tirage
avec remise.
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3. On note Z; = T1 — 1 et pour i € {2,...,r}, Z; le nombre de boules bleues
obtenues entre la (k — 1)-ieme boule rouge et la k-iéme boule rouge. Enfin, on
note Z,4+1 le nombre de boules bleues obtenues apres la derniere boule rouge.
Calculer la loi de (Z1,...,Zr41).

4. En déduire que 21, ..., Z,11 ont méme loi. Calculer Z1+- - -4 7,11, puis calculer
E[T]. Cette méthode ne permet pas néanmoins de calculer Var(T}). On admet
rb(b+7r+1)

que Var(Ty) = CESIECE)E

5. Que se passe-t-il pour r — oo et r/(r + b) — p €]0,1[?
A

Ezercice 11.28.

On consideére deux urnes contenant chacune b boules bleues et r boules rouges. On
note X le nombre de fois ou quand on retire une boule de chacune des deux urnes
(sans remise), les deux boules sont de la méme couleur.

1. Calculer la loi de X.

2. La loi explicite de X ne permet pas de calculer facilement son espérance ou sa

variance. Pour cela on introduit les variables Y7,...,Y,, ou Y; = 1 si les ®™m¢
boules des deux urnes sont de la méme couleur. Calculer la loi de Y7, ..., Yyy,.
3. En déduire que les variables Yi,..., ¥;4, ont méme loi.

4. Calculer E[X] et Var(X).
A

FExercice 11.29.

Votre petit frére collectionne les images des joueurs de la coupe du monde que 'on
trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu’il existe N images différentes
et qu’elles sont équitablement réparties, a raison de une par tablette. On note X,
le nombre de tablettes qu’il faut acheter pour avoir r images différentes. On note
T, le nombre de tablettes qu’il faut acheter pour avoir une nouvelle image sachant
que 'on en a déjan — 1. (T} = 1.)

1. Montrer que la loi de T5 est une loi géométrique dont on donnera le parametre.
2. Donner la loi de T5,.

3. En déduire E[X,] et E[Xy]. Donner un équivalent de E[X ] quand N — oc.
4

. On admet que les v.a.d. T, sont indépendantes. Calculer Var(Xy). En donner
un équivalent quand N — oo.

5. Votre petit frére est uniquement intéressé par ’équipe frangaise (k joueurs).
On note Yj le nombre de tablettes qu’il faut acheter pour obtenir les k joueurs
francais. Calculer E[Yy] et Var(Yy).

A
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Ezercice 11.30.

Deux joueurs A et B jouent a pile ou face. La mise est de 1 Euro. La probabilité
que A gagne la mise est p €]0,1[. A possede a Euro et B, b Euro. Le jeu s’arréte
quand 'un des deux joueurs est ruiné. On note T l'instant ou le jeu s’arréte.

1.

Montrer que presque stirement 7" est fini. (On pourra comparer T avec le temps
d’attente de b+ a piles successifs.)

. On note R l’événement suivant : A est ruiné avant B. On désire calculer la

probabilité de R. On note h(z) la probabilité que A soit ruiné avant qu’il ne
possede a + b, alors qu'’il possede maintenant z. Ainsi h(a) = P(R). Calculer
h(0) et h(a + b).

Montrer que : pour 0 < x < a + b,
h(z) = ph(z + 1) + (1 — p)h(z — 1).
En déduire que :

h(z+1)—h(z)=p (1 —p)h(z) —h(z—1)], 0<z<a+b.

. Montrer que si p = 1/2, alors P(R) = b/(a +b).

atb _ @

p p
pa+b -1
que P(R) = (p**® — p)/(p®T? — 1). Quelle est la limite de P(R) quand p —
1/27

Montrer que si p # 1/2, alors h(z) = ,ou p=(1—p)/p. En déduire

A

Ezercice 11.31.

On considére un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[: P(X,, =1) =p
et P(X, = 0) = 1 — p. On note T} linstant du k-ieme succes : 71 = inf{n >
1; X, =1} et : pour k > 2,

Ty, = inf{n > T + 1; X,, = 1}.

1. Montrer que 17 et T — T3 sont indépendants.

. On pose Ty = 0. Montrer que 11 — Ty, 1o —T11, - - -, Ti+1 — T} sont indépendants

et de méme loi.

3. Calculer E[T}] et Var(T}).

4. Déterminer P(7), = n) directement. Donner la fonction génératrice de Tj. La
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On posséde une seconde piece de parametre p €]0,1[. On note 7 linstant du

premier succes de la seconde piece. On décide de jouer avec la premiére piece

jusqu’au T-ieme succes (c’est-a-dire 17 ).

5. Déterminer la loi de T a ’aide des fonctions génératrices. Reconnaitre la loi
de T.

6. Retrouver ce résultat a ’aide d’un raisonnement probabiliste sur les premiers
temps de succes.

A

Exzercice 11.32.
Un singe est devant une machine a écrire (26 touches correspondant aux 26 carac-
teres). Il frappe sur les touches au hasard.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il frappe la lettre A en un temps fini?

2. Quelle est la probabilité pour qu’il frappe correctement en un temps fini
“VICTORHUGO” (resp. I'ceuvre complete de Victor Hugo) ? En introduisant une
variable géométrique de parametre 26~ '°, donner une majoration de I’espérance
du temps de premiere occurrence du mot VICTORHUGO.

A

FExercice 11.33.

Le calcul exact du temps moyen de premiére occurrence d’une séquence est délicat.
Mais on peut ’expliciter sur un modele simple. Pour cela on considere une suite
de variables de Bernoulli indépendantes et identiquement distribuées (X;,7 € N*).
Onnote p =P(X; =1) =1—-P(X; =0) =1 —¢g. On note 711 le premier temps
d’occurrence de la séquence 11 :

T11 = mf{k Z 2;Xk71 = 17Xk — 1}

De maniere similaire, on note Ty, 17 et 1o les temps respectifs d’apparition des
séquences 0, 1 et 10.

1. Rappeler les lois de T et Tj.
2. On note 7y = P(Ty; = k). Calculer 7y pour k € {1,2,3,4}. Montrer que : pour
k>3,
Tk = qTk—1 + PqT—2.
3. En déduire la fonction génératrice de T7;. Calculer E[T7;].

4. Calculer P(Tyg = k,T1 = n). Donner la fonction génératrice de Thp. En déduire
que T a méme loi que la somme de deux variables géométriques indépendantes
dont on précisera les parametres. Calculer E[T7g)].
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5. Pour p = 1/2, calculer E[T11], E[T10] et P(Tho > T11). Commentaires.
A

Ezercice 11.34.

On considere un central téléphonique d’une entreprise de vente par correspondance.
Il y a un grand nombre de communications téléphoniques par jour en France. Un
faible pourcentage est destiné a I’entreprise de VPC. On modélise donc le nombre
N de communications téléphoniques que recoit I’entreprise par jour a ’aide d’une
variable aléatoire de Poisson de parametre . L’entreprise possede un service de
vente et un service apres-vente. Chaque communication a une probabilité p de
concerner le service de vente.

1. Calculer, a 'aide des fonctions génératrices, la loi de Ny du nombre de com-
munications par jour que recgoit le service de vente.

2. Calculer la loi de (Ny, N4), ot N4 est le nombre de communications par jour
que recoit le service apres-vente.

3. En déduire la loi de la somme de deux variables de Poisson indépendantes de
parametre 61 et 05.

A

Ezxercice 11.35.
On souhaite répondre a la question suivante : Existe-t-il une stratégie gagnante a
horizon fini pour un jeu de pile ou face équilibré ?

A I’étape n, on lance une piéce non biaisée. Si on obtient pile, on gagne 1
Euro, sinon on perd 1 Euro. On note X,, € {—1,1} le gain obtenu a ’étape n. La
richesse a l'instant n est S,, = Z’;:l X, la richesse initiale étant nulle. Les v.a.d.
(Xi,7 € N¥) sont indépendantes et de méme loi : P(X; =1) =P(X; = —1) = 1/2.
Si on s’arréte a I'instant IV, on gagne en moyenne E[Sy]| = 0.

Une stratégie est une regle de décision qui dit a l'instant n, en fonction des
résultats jusqu’a cet instant, si on joue le coup suivant ou non. Plus précisément,
on se donne au début du jeu une suite de fonctions (fx,k € {1,...,N}) ou fj est
définie sur {—1,1}* (cet ensemble correspond & I'ensemble des résultats possibles
des lancers jusqu’au k-ieme lancer) a valeurs dans {0,1}. Si fu(z1,...,2,) = 1,
cela signifie que si on a lancé n fois la piece et que l'on a observé la séquence
(z1,...,2y), alors on joue le n + 1-iéme coup. Si f(z1,...,z,) = 0, cela signifie
que soit on s’est déja arrété avant l'instant n, soit on s’arréte de jouer a l'instant
n. Si 7 est le premier instant ol I'on s’arréte, alors 1+, = fu(X1,..., Xp).
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On suppose que I'horizon du jeu est fini. On joue au plus N coups : i.e. fny = 0.
Calculer E[S;], en décomposant suivant les valeurs de 7 puis en faisant intervenir
les fonctions f. Commentaires. A

Exercice 11.36.
Théoreme de Weierstrass (1885) : “Toute fonction continue sur un intervalle fermé
borné est limite uniforme d’une suite de polynémes”.

Cet exercice s’inspire de la démonstration de Bernstein du théoreme de Weier-
strass. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de
Bernoulli de parametre x € [0, 1]. Pour n > 1, on considere la moyenne empirique
Xn = 1301 Xj. Soit h : [0,1] — R une fonction continue. Soit § > 0. On pose
Ap ={|Xn — 2| > 0}

1. Montrer que P(4,) < 6—2E[(X,, — x)?]. Majorer P(4,,) indépendamment de

x € [0,1].

2. Déterminer lim sup |h(z) — E[h(X,)]

=00 £e0,1]

, en écrivant :

(1) = h(X,)| = [ha) — h(X0)| La, + [Ae) — h(Xa)| 1.

3. Quelle est la loi de nX,, ?
4. En déduire que :

lim sup =0.

=00 1e0,1]

h(z) — an (Z) h(k/n)a*(1 — z)"F

k=0

5. Soit f : RT — R continue bornée. Montrer, en s’inspirant des questions précé-
dentes, que : pour tout x € R,

> k

1) = S PO )
k

=0 ’

=0.

lim
n—oo

Si 'on suppose f uniformément continue, la convergence ci-dessus est-elle uni-
forme en z 7 (Prendre par exemple f(z) = cos(x) pour x,, = 7n.)

A

Ezercice 11.37.

Optimisation de coiits. Le colit de dépistage de la maladie M a ’aide d’un test
sanguin est c¢. La probabilité qu'une personne soit atteinte de la maladie M est
p. Pour effectuer un dépistage parmi N personnes, on propose les deux méthodes
suivantes :
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— Un test par personne.

— On mélange les prélevements sanguins de n personnes et on effectue le test.
Si on détecte la maladie M, alors on refait un test sanguin pour chacune des
n personnes. Calculer le cout moyen de cette stratégie. On supposera np < 1,
et on montrera que n ~ p~ /2 est une taille qui minimise correctement le coit
du dépistage.

Quelle méthode choisissez-vous ? A

FEzercice 11.38.

On désire répondre a la question suivante : Peut-on reproduire le résultat d’un

lancer d’un dé équilibré a onze faces, numérotées de 2 a 12, comme la somme d’un

lancer de deux dés a six faces, numérotées de 1 a 6, éventuellement différemment

biaisés ?

1. Soit X de loi uniforme sur {2,...,12}. Vérifier que la fonction génératrice de
X est un polynome. Quelles sont ses racines réelles ?

2. Etudier les racines de la fonction génératrice associée a la somme d’un lancer
de deux dés a six faces. Conclure.

A

Ezercice 11.39.

Soit (X, n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1[. On pose X,, = % >, X;. Laloi faible des grands nombres
assure que la suite (X,,n € N*) converge en probabilité vers p = E[X;]. On
s'intéresse aux évenements rares du type {X,, > a} ou {X, <blou 0 <b<p<
a < 1. En posant Y;, = 1 — X,,, on remarque qu’il suffit d’étudier I’évenement
{X, >a}pour p<a<l.

v Axy "™ —anA
1. Montrer que pour A > 0, on a P(X,, > a) <E |e e .

On considere la transformée de Cramer de la loi de Xy, A, définie sur [0,1] par :
(@) = wlog (2/p) + (1~ @) log (1~ 2)/(1 = ).

2. Montrer que P(X,, > a) < e "»(@),

3. Montrer que la fonction A,(x) atteint son unique minimum en z = p.

On définit I'entropie de la loi de Bernoulli de parametre p par H, = —plogp —
qlogq,ouqg=1—np.

4. Pour quelle valeur de p I’entropie est-elle maximale ?

On considere {2 ’ensemble des suites w = (w1, . ..,wy) € {0,1}" muni de la proba-
bilité P({w}) = p2i=1¥ig"~2i=1%_ On considére le sous-ensemble de 2 des suites
typiques de longueur n défini par :
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11.17 Exercices

1 n
Cn= {W§ Ezwz _p‘ < 5n}7
=1
ou limy, o0 8, = 0 et limy,_, 0 /10, = +00.

5. Soit a0 €]0, 1[. Montrer, a l’aide de la question 2, que pour n assez grand, on a
P(Cn)>1-— .

6. Montrer que pour n assez grand, on a : pour tout w € C,,

e MHptn) < P{w)) < e MHp=Fn/2) < o=n(Hp—Fn)

avec 0 < 3, = ¢p0p, la constante ¢, dépendant seulement de p.

7. Montrer que pour tout n assez grand, on a :

e"Hp=Fn) < Card (C),) < e"HptBn),

8. Quel résultat obtenez-vous sip=1/2,sip~0oup~17

Certaines techniques de compression consistent a trouver les suites typiques pour
une longueur n fixée, et a les coder par des séquences courtes (d’ou la compression).
La contrepartie est que les suites non-typiques sont codées par des séquences plus
longues. Comme les suites non-typiques sont trés rares, elles apparaissent peu
souvent et donc la compression est peu dégradée par les suites non-typiques. La
compression est d’autant plus importante que l’ensemble des suites typiques est
petit. Dans le cas de séquences aléatoires traitées dans cet exercice, cela correspond
aux cas p~0oup~1.

YA
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II1

Variables aléatoires a densité

Ce chapitre est consacré a I’étude des variables aléatoires a densité qui sont d’un
usage tres fréquent en modélisation. Intuitivement, la probabilité qu’une variable
aléatoire de densité f prenne une valeur dans I'intervalle infinitésimal [z, z+dz] est
f(z) dx. Contrairement aux variables aléatoires discretes, les variables aléatoires
a densité prennent un continuum de valeurs possibles.

On donne dans le paragraphe III.1 la définition des variables aléatoires a den-
sité, ainsi que la définition de la fonction de répartition d’une variable aléatoire
quelconque. On admet une formule explicite pour le calcul de I'espérance d’une
fonction d’une variable aléatoire a densité au paragraphe II1.3. Les paragraphes
II1.4 et II1.5 donnent plusieurs exemples de variables aléatoires a densité qui sont
fréquemment utilisées.

On présente une caractérisation de I'indépendance pour des variables aléatoires
a densité au paragraphe II1.6. On détaille dans les paragraphes II1.2 et II1.7 des
méthodes pour calculer des lois de variables aléatoires a densité a partir d’autres
variables aléatoires & densité. Les notions de loi conditionnelle et d’espérance condi-
tionnelle sont présentées au paragraphe II1.8.

Le paragraphe I11.9 est consacré aux méthodes de simulations de variables aléa-
toires usuelles & partir de générateurs de nombres (pseudo-aléatoires).

Enfin le paragraphe I11.10 rappelle quelques résultats de I'intégration par rap-
port & la mesure de Lebesgue.



IIT Variables aléatoires & densité

IT1.1 Définitions

Vous roulez a vélo, et votre pneu creve. Intuitivement, la probabilité pour que
la crevaison ait lieu sur l'arc AB est proportionnelle a sa longueur : /27, ou 6

—~
est ’angle correspondant a I’arc AB. La position de la crevaison est uniformément
répartie sur la roue. Cet exemple ne peut pas étre modélisé a I'aide de variables
aléatoires discretes.

Définition III.1. On dit que la loi d’une variable aléatoire réelle X est a den-
sité s’il existe une fonction f positive mesurable de R dans [0,+00] qui vérifie
J f(x) dz =1 et : pour tout ensemble A € B(R),

P(X € A) = /Af(x) dx

On dit que f, parfois notée fx, est la densité de la loi de X. On identifie la loi
de X notée L(X) a sa densité fx.

FEzemple. Dans le cas de la crevaison, on note X I’angle entre la crevaison et la
1
valve. La densité de la loi de X est f(z) = —— 1jg 24 (). On dit que la loi de X

27
est la loi uniforme sur [0, 27]. O

Remarque. Soit a < b. On a d’aprés la définition P(a < X <b) = f; f(x) dz. En

particulier si @ = b, on a P(X f f(y)dy = 0. On démontre en utilisant la
o-additivité que pour tout A C ]R au plus dénombrable, on a P(X € A) = 0. Ce
comportement est différent de celui des v.a. discretes. O

Remarque 111.2. La densité est-elle unique ? On rappelle (ou admet) que si deux
fonctions intégrables satisfont f b f )dx = f g(x)dx pour tous a < b, alors pour
tout borélien A, [, f(x)dx = [, g(z dx De plus l’ensemble {z; f(z) # g(x)} (me-
surable) est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. On dit que f = g presque
partout. L’égalité presque partout définit en fait une relation d’équivalence dans
I'ensemble £! des fonctions mesurables intégrables. On note souvent L' I’ensemble
L' quotienté par cette relation d’équivalence. On a I'unicité dans L' de la densité

1 1
de la loi de X. Ainsi les fonctions o 1j927] () et p 1)9 2[() sont égales presque
T T

partout et, dans 'exemple ci-dessus, elles définissent le méme représentant dans
L' de la densité. O
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II1.1 Définitions

Définition IT1.3. Soit X une v.a. réelle. La fonction de répartition de X est
la fonction mesurable F, parfois notée Fx, définie sur R par :

Flx)=P(X <x), xR

Si X est une variable aléatoire discrete, alors sa fonction de répartition est
constante par morceaux. Si la loi de X possede une densité continue f, alors
F(x) = ffoo f(y) dy pour tout = € R. En particulier, si la densité f est continue,
la fonction de répartition est continue et méme de classe C! et de dérivée f.

La figure III.1 présente plusieurs fonctions de répartition : loi de Poisson, loi
uniforme, loi gaussienne (voir paragraphe I11.4) et loi du temps d’attente a un feu
tricolore. Si le feu est vert, le temps d’attente est nul; si le feu est rouge, le temps
d’attente correspond & une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 7], ou T est la
durée du cycle rouge. La fonction de répartition du temps d’attente présente un
saut (feu vert) et une partie linéaire croissante (feu rouge). Le temps d’attente au
feu rouge n’est pas une v.a. discrete et sa loi ne posséde pas non plus de densité.

Loi de Poisson P(5) Loi uniforme sur [0,10]
1 1
-2 0 2 4 6 8 10 -5 0 5 10 15
Loi gaussienne N(0,1) Attente & un feu tricolore
1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -5 0 5 10 15

Figure III.1. Quelques fonctions de répartition.

Remarque. On peut montrer que pour toute fonction croissante F', continue a
droite, telle que lim,_,_ F(x) = 0 et limy_, 4~ F'(z) = 1, alors il existe un espace
probabilisé et une variable aléatoire X, définie sur cet espace, telle que F' est sa
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IIT Variables aléatoires & densité

fonction de répartition. Il est facile de vérifier cette assertion dans le cas particulier
ou il existe f > 0 telle que F(x) = ffoo f(y) dy pour tout x € R. En effet, dans
ce cas la fonction F' est une bijection de R dans ]0, 1[. Elle est continue ainsi que
sa réciproque. Si on pose 2 =0, 1], F la tribu borélienne sur |0, 1[, et P la mesure
de Lebesgue sur |0, 1[, alors (2, F,P) est un espace probabilisé. On 'a déja utilisé
lors de la construction du schéma de Bernoulli au paragraphe II.5. On définit la
fonction mesurable X de ]0, 1] dans R par X (w) = F~1(w), w € £2. On a ainsi :

F=1(b) b
P € o) =B e @ F o) = [ e [ a

e

en utilisant le changement de variable x = F'(y) pour la derniere égalité. Comme
ceci est valable pour tout a,b € R, on déduit de la définition III.1 et du théoreme
II1.5 que f est la densité de la loi de X et F' sa fonction de répartition. On peut
généraliser cette construction a F quelconque. O

On peut généraliser la notion de densité et de fonction de répartition aux v.a.
vectorielles. On renvoie au chapitre II1.10 pour la définition des intégrales mul-
tiples.

Définition IT1.4. Soit X = (X1,..., Xy) une v.a. d valeurs dans RZ.
— La loi de X est a densité s’il existe une fonction f, appelée densité de la loi
de X et parfois notée fx, positive mesurable de R? dans [0, +o0] qui vérifie
Jga f(@) dz =1 et : pour tout ensemble A € B(R?),

P(X € A) = /Af(:n) dzx. (IIL.1)

— La fonction de répartition de X est la fonction mesurable F', parfois notée
Fx, définie sur R? par :

F(x):IP(Xlgxl,...,ngxd), x:(xl,...,xd)ERd.

Par abus de langage, on dit qu’une variable aléatoire dont la loi possede une
densité est une variable aléatoire a densité ou une variable aléatoire conti-
nue (v.a.c.). (On signale que dans certains ouvrages une variable aléatoire réelle
ou vectorielle est dite continue si sa fonction de répartition est continue; elle est
dite absolument continue si sa loi possede une densité.)

On admet le théoreme important suivant.
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II1.2 Lois marginales

Théoréeme I11.5. La fonction de répartition caractérise la loi : deuzx v.a. (réelle ou
vectorielle) ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction de répartition.

La notion de quantile pour des v.a. réelles sera utilisée en statistique.

Définition II1.6. Soit Y une variable aléatoire réelle. Le quantile (on parle aussi
de fractile), a, € R, d’ordre r €]0,1[ de la loi de Y est défini par :

’aT = inf{z; F(x) > r}‘ (I11.2)

La fonction F~1 : r > a, est I'inverse généralisé continu & gauche de la fonction
F'. Les propriétés des inverses généralisés impliquent la proposition suivante qui
est admise.

Proposition II1.7. On reprend les notations de la définition I11.6. On a F(a,) >
r. Si la fonction de répartition de Y est continue, alors F(a,) = r. Si la fonction
de répartition est de plus strictement croissante au point a,, alors a, est l'unique
solution de l’équation F(z) =r.

II1.2 Lois marginales

Si X = (X1,...,Xq) est une v.a.c. & valeurs dans R, la i-eme composante X;
du vecteur est une v.a.c. réelle. On peut, comme dans le cas des v.a. discretes,
retrouver la loi marginale de X; quand on connait la loi du vecteur X. On calcule
les lois marginales de X. Quitte a permuter i et 1, il suffit de calculer la loi de Xj.

Proposition III.8. Formule des lois marginales. La v.a. X; est une v.a.
continue. De plus la densité de sa loi est donnée par : pour x € R,

fX1($):/ d$2"’dl’d fX($7‘T27"‘7$d)‘
Ra-1

Cette expression est a rapprocher de la formule des lois marginales pour les
v.a.d. (proposition IL.9).
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IIT Variables aléatoires & densité

Démonstration. Soit IT; la projection de R? dans R qui & (z1,...,x4) associe 1.
Cette application est continue car I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert.
Grace au corollaire 1.18, elle est donc mesurable. On a X; = II; o X. L’application
X1 est la composée de deux applications mesurables, elle est donc mesurable. Elle
est clairement a valeurs réelles.

La formule des lois marginales se déduit de la définition. En effet, si A € B(R),
alors, on a grace a (I11.1) :

P(Xl GA):P(Xl GA,XQGR,...,XCIER)

=/ dxy---dzg fx(z1,...,2q)
AxRd-1

:/dazl [/ dzry---dzg fx(z1,...,249)
A Rd-1

La fonction définie par f : z — [ [pa-1das---dzg fx(x,x2,...,2q), est me-
surable et intégrable (cf. théoréme II1.23). De plus on a f > 0, [ f(x1)dx; = 1.
Comme pour tout borélien A, P(X; € A) = [, dx1 f(x1), on déduit de la défini-
tion, que X7 est une v.a.c. dont la loi a pour densité f. O

Ezercice TI1.1.
Montrer que si X = (Xi,...,Xy) est une v.a.c. alors (Xi,...,X}) est une v.a.c.
pour tout k£ < d. A

Remarque. A partir de la loi du couple (X,Y’), on peut donc calculer la loi de X
et la loi de Y. La réciproque est fausse comme le montre ’exercice suivant. O

Ezercice 111.2.

Soit deux couples (X1, Y1), dont la loi a pour densité f1(z,y) = (2 +¥)1(zy)e(0,1)2;
1 1

et (Xo,Y2), dont la loi a pour densité fo(z,y) = <3:+ 2> (y+ 2) 1(z)€(0,1)2-

Montrer que les lois marginales sont égales ( L(X1) = L(X2) et L(Y7) = L(Y2)),

alors que les lois des couples sont distinctes. A

I11.3 Espérance

On admet qu’a partir des définitions I1.18 et 11.19 du paragraphe I1.7, on peut
démontrer la proposition suivante sur I’espérance des v.a.c.

Proposition II1.9. Soit X une v.a.c. d valeurs dans R?, et soit f la densité de
sa loi. Soit ¢ une fonction mesurable réelle.
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II1.4 Lois usuelles

1. St p(X) est p.s. positive alors on a :
E[p(X)] = | ¢la)f (@) do € [0+,
R

2. Si p(X) est intégrable (i.e. [, |o(x)| f(x) dx < c0), alors on a :

Ble(X)) = [ (o) f(a) do

Ezemple. Si la loi de X est la loi uniforme sur [0, 27], alors E[X] = 7. O

Ezemple. Soit X une v.a.c. & valeurs dans R? et f la densité de sa loi. Si A € B(R?),
alors 14(X) est intégrable, et on a :

BLACY)) = [ 1a(@)f(@) dz = [ f(a) do =P(X € 4),
Rd A
En particulier, on retrouve E[1] = 1. O

IT1.4 Lois usuelles

On donne des exemples importants de lois & densité.

Ezemple 111.10. Loi uniforme Uy, ) sur U'intervalle [a, b] :

1
=—I1 .
f(z) g Ladl (z)
Plus généralement, si A C R? est mesurable de mesure de Lebesgue A(A) > 0,
1
alors la loi uniforme sur A a pour densité f(z) = A 14(x). O

Exemple 1I1.11. Loi gaussienne ou normale A (m,0?) de parametres m et o2 :

1 ()2 /252
f(:c)zme( /207 peR.

L’intégrale de la fonction f est bien égale & 1 (voir l'exercice I11.12). Cette loi a
une importance capitale en calcul des probabilités et en statistique. Elle apparait
naturellement comme la loi d’erreurs de mesures par exemple (cf. le théoreme
central limite V.29). Elle permet de construire des modeéles robustes pour lesquels
on peut faire des calculs explicites. Le chapitre sur les vecteurs gaussiens est une
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IIT Variables aléatoires & densité

m=0,0=1

0.4

0.0 : T T

Figure ITI.2. Densité de la loi gaussienne N (m, o).

généralisation au cas vectoriel de la loi gaussienne. Enfin les parametres de cette loi
ont une interprétation immédiate : m est la moyenne et o2 la variance comme
I'indique le lemme suivant.

Lemme T1.12. Soit X de loi gaussienne N (m, 02). Alors X est de carré intégrable
et on a E[X] =m et Var(X) = 0.

Démonstration. On remarque que comime e Y’ /2 /V2m est la densité de la loi

N(0,1), on a:
d
,y2/2 y :1
/Re V2T

En posant y = (z —m)/o, il vient :

E[X] = /Rw e gy 1@7 /R<m +oy) e V2 dy = m.

2mo?

On a également, a I'aide d’une intégration par partie :

Var(X) :/]R(:lz—m)z\/;r7

02 2 2
= — eV /2 g
o /Ry Y

e—(:v—m)2/202 dx

2 2
o 2 /5] TO0 o 2
= |- e_y/g] —I—/e_y/2d
\/27r[ Y —oc0 27 Jr Y
2
=o”°.
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0.4

0.0

0.4

Figure II1.3. Densités de lois gaussiennes N (m, 02).

Exercice 111.3.
Montrer que si @ € R* et b € R, et si £L(X) = N (m,c?), alors la loi de aX + b est
la loi gaussienne N (am + b, a®0?). VAN

Il découle de l'exercice précédent que la fonction de répartition de la loi
N(m,o?) se déduit de celle de N(0,1). Cette derniere est tabulée (voir le pa-
ragraphe XI.1). On retient que pour la loi (0, 1), le quantile & 97,5% est z ~ 1.96
et le quantile & 99.5% est z ~ 2.58. En particulier, si £(X) = N (m,c?), alors on
a:

P(X € [m£1.960]) ~95% et P(X € [m £ 2.580]) ~ 99%.

Le graphe de la densité (cf. les figures I11.2 et II1.3) est une courbe en cloche tres
écrasée aux extrémités (décroissance en e_ch). O

Ezemple 111.13. La loi exponentielle £(\) de parametre A €]0, oo] :

f(.’lf) = )\e_m 1{$20}

Voir la figure I11.4 pour une représentation de ces densités. La loi exponentielle
apparait naturellement dans les modeles de files d’attente, de temps d’attente de
pannes, de durée de vie de particules radioactives. Elle apparait également comme
la limite des lois géométriques (voir le chapitre V.3 sur les théoremes de convergence
en loi). A ce titre elle partage de nombreuses propriétés avec les lois géométriques.
En particulier, la loi exponentielle n’a pas de “mémoire” (voir I'exercice 111.26).
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A=0,1
0.1
0.0 ‘
0 8 16 24 32 40
A=0,5
0.6
0.0 ‘ ‘ ‘ :
0 8 16 24 32 40

Figure III.4. Densité de la loi exponentielle de parametre .

ITI.5 Autres lois

Les lois suivantes sont également d’un usage fréquent.

FEzemple 111.14. La loi de Cauchy de parametre a > 0 :

a 1

e z € R.
w22+ a?’

fz) =

Cette loi ne possede pas de moment d’ordre 1 : si X est de loi de Cauchy
de parametre a, alors X n’est pas intégrable. En effet I'intégrale [ |z| f(z)dx est
divergente en +o0o et —oo.

Le graphe de la densité, voir la figure I11.5, est une courbe en cloche beaucoup
moins écrasée aux extrémités (décroissance en z72) que le graphe de la densité
gaussienne. En particulier cela implique que la probabilité qu’une variable gaus-
sienne X de loi N'(0,1) prenne de grandes valeurs est beaucoup plus faible que la
probabilité qu’une variable aléatoire de Cauchy Y de parametre 1. Ainsi on a :

P(|X|>6)~2.107" et P(|Y]|>6)~0,1.
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II1.5 Autres lois

Loi gaussienne N(0, 1)

0.4 :
0.0 ‘ ! ‘

-4 -2 0 2 4

Loi de Cauchy de parametre a = 1
0.4 ‘
!
A
/ | AN
e | N

0.0 F—/—— : | ‘ —

-4 -2 0 2 4

Figure III.5. Densité de la loi gaussienne et de la loi de Cauchy.

Ezemple 111.15. La loi gamma I'(\, «) de parameétre A > 0 et a > 0 :

ou la fonction Gamma est définie par I'(a)) =

fz) =

1

I'(a)

)\axafl ef)\m 1{x>0}7

> 29 Le™® dx. Attention, la loi

I' de parametre (A, ) est parfois notée I'(a, A) ou I'(cr, 1/\) suivant les ouvrages.
Voir la figure I11.6 pour une représentation de ces densités.

0.8

Figure III.6. Densités de lois gamma I'(\, ).
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IIT Variables aléatoires & densité

Pour a = 1, on retrouve les lois exponentielles de parametre A. Enfin si A = 1/2
et o = d/2, on parle plutot de loi du khi 2 & d degrés de liberté notée x2(d). Cette
loi apparait naturellement dans les modeles gaussiens (paragraphe VI.2) et en
statistique (paragraphe IX.9). Cette loi est tabulée (voir le paragraphe XI.3).

Concernant la fonction I', on rappelle que I'(aw + 1) = al'(a) pour a > 0,
et I'(n) = (n — 1)! si n est entier. On a I'(1) = 1 et I'(1/2) = /7. On donne
également un équivalent de n! et de I'(¢) a 'infini (formule de Stirling) :

n! I(t)

— 7 =1
1 .
n—00 M e~ N \/27mn t—o0 tt_§ e—t 2

Ezemple 111.16. La loi béta (a,b) de parametre a > 0,b > 0 :

I'la+b) b—1
= ——"= 1-— 1 .
3. ‘
I
!z 77777 a=1b=1 - a=2,b=3 ‘v
i
i i
". a=2,0=05 ——- a=0,50=0,3 {(
2] |
| I
| |
i /
! /
\v
1 \‘\» ’V/' 7/
i e
0.0 0.5 1.0

Figure III.7. Densités de lois béta B(a,b).

Voir la figure I11.7 pour une représentation de ces densités. La loi uniforme est
la loi 8 de parametre (1,1). O

I11.6 Indépendance

Dans le cas de v.a. continues, on peut donner une caractérisation de I'indépen-
dance (définition I1.32).
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II1.6 Indépendance

Proposition II1.17. Soit X1,...,X,, n variables aléatoires continues réelles ou
vectorielles. Elles sont indépendantes si et seulement si le vecteur (Xq,...,Xp)
est une v.a.c. et sa densité s’exprime comme le produit des densités marginales :
pour presque tout (r1,...,x,),

le,...,Xn(be s ) = fxy (1) - fx, ().

Démonstration. Pour simplifier, on suppose que les v.a. Xq,...,X,, sont réelles.
La démonstration se généralise sans difficulté a des v.a.c. vectorielles.

On suppose que (X1, ..., X)) est une v.a. continue et que fx, . x, = fx, - fx
presque partout. Soit fi,..., f, des fonctions réelles mesurables bornées. On a :

n

E nfi(Xi)]_ o fy) e ) Sxexa (U yn) dyn - dyn
Ll;[l / /1y1 Yn) fxi,..x. (1 Yn) diyn Y
/"-/Hfi(yi)fxi(yi) dyi

=1

=11 [ o) o)

i=1
n
=[[Ef(X)]
=1
On a donc (I1.9).
On démontre maintenant la réciproque. Soit X1,...,X,, des v.a.c. réelles in-

dépendantes. On calcule la fonction de répartition de X = (X1,...,X,). Pour
r=(x1,...,2,) ER™ on a:

Fx(z)="P

—~~

Xlgxl,...,XnS.%n)

»

I
=

P(X; < ;)

1

1/; fx, (i) dyi

.
Il

I
=

~.
I

1T x(we) dys -+ - dya,

[T71]—o00,24] i=1

Il
5 —

ou l'on a utilisé 'indépendance pour la deuxieme égalité. La fonction f(z) =
ITi2, fx,(x;) est positive d’'intégrale 1 sur R™. Il s’agit donc d’une densité. Ainsi
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la v.a. X a méme fonction de répartition qu’'une variable aléatoire dont la loi a
pour densité f. Le théoreme III.5 assure que X est une v.a.c. dont la loi a pour
densité f. O

FEzercice 111.4.
On considere un gateau circulaire avec une cerise sur le bord. On découpe le gateau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

1. Avec quelle probabilité la part contenant la cerise est-elle plus petite que la
part ne contenant pas la cerise ?

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise ?

A

Correction 111.4. On note ©1 et Oy les angles formés par les deux rayons et le
rayon qui passe par la cerise. L’énoncé du probleme indique que @; et @y sont
indépendants et suivent la loi uniforme sur [0,27]. La longueur angulaire de la
part contenant la cerise est 2w — |©1 — O3|.

1. La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est P(2r —
|©1 — O3] < |@1 — O2]). Comme les angles sont indépendants, la loi du couple
est la loi produit. On calcule :

1
Per 161~ 03l <161~ 03 = (s ([ Vormogonyitiay

52

2 [ do / Lig.—g.ory s
2m)2 " Jio2x  Ji0.00] {1=6>>7}
1

1

La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est 1/4.

2. Lalongueur moyenne de la part contenant la cerise est égale a 2r—E[|©1 — O3]].
On calcule :

1
E[‘@l - @2” == W //[;] 27r]2 |91 - 92| d01d92
1

= 2 do / 01— 05) db
(2m)2 /[o,m ' [0,91](1 2) dba

_27r
=5

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 47/3.
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II1.7 Calcul de lois

La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et elle est également
plus grande dans 75% des cas. Pour voir que ces résultats ne contredisent pas
Iintuition il faut inverser les opérations. On découpe d’abord au hasard deux
rayons dans le gateau, puis on jette au hasard la cerise sur le bord. Celle-ci a
intuitivement plus de chance de tomber sur la part la plus grosse! Il reste a se
convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le gateau au hasard, ou
couper le gateau au hasard puis jeter la cerise sur le bord donne bien le méme
résultat.

IT1.7 Calcul de lois

Pour calculer une loi de variable aléatoire il existe plusieurs méthodes. On en
verra essentiellement quatre :

- Les fonctions génératrices pour les v.a. discretes a valeurs entiéres (para-
graphe 11.12).

- Les fonctions de répartitions, particulierement adaptées pour calculer les lois
de minimum ou maximum de variables aléatoires indépendantes (voir les exercices

I1.21 et I11.16).

- La méthode de la fonction muette pour les v.a. continues que 'on détaille
dans ce paragraphe.

- Les fonctions caractéristiques qui généralisent la notion de fonction géné-
ratrice. Cette méthode sera abordée au chapitre IV.

La méthode de la fonction muette repose sur la proposition suivante qui découle
de la définition III.1 (prendre g(x) = 14(x)).

Proposition I11.18. Soit X une v.a. telle que pour toute fonction bornée mesu-
rable g, on ait :

Alors X est une v.a. continue et la fonction f est la densité de sa loi.

Remarque. En fait on peut restreindre 'ensemble des fonctions tests g par exemple
aux sous-ensembles suivants : fonctions indicatrices de pavé; fonctions continues
bornées; fonctions exponentielles complexes g(x) = e™* u € C (cf. théoreme
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IV.5) ; fonctions exponentielles réelles g(x) = e %%, u € R, pour des v.a. réelles

positives (résultat admis). O

On utilise cette méthode dans ’exercice typique suivant.

FEzercice T11.5.

Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle A > 0 et € une variable aléatoire
discréte indépendante de Y et telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. Montrer que
la variable aléatoire Z = €Y est a densité et la calculer. Cette loi est appelée loi
exponentielle symétrique. A

Correction IIL5. Soit g une fonction mesurable bornée. En utilisant € = 1,1y —
1(.—_1) p-s., puis 'indépendance, on a :

Elg(2)] = Elg(Y)1op] + Elg(~Y) 11 _py]
— Elg(Y)]P(c = 1) + E[g(~Y)|P(c = 1)
1 e*)\ +o00 ei)\ B
/0 Ne™ g(y)dy + /0 e g(—y)dy

1
T2 2

1
—/)\e/\l'Z'g(z) dz.
2 Jr

Donc Z est une variable aléatoire continue de densité f définie par f(z) =

1
5)\e_)‘|z‘,z€R. A

Dans la correction précédente, la fonction g est quelconque et ne joue aucun
role direct, d’ou le nom de méthode de la fonction muette. Dans de nombreux cas,
la méthode de la fonction muette utilise un changement de variables vectorielles,
voir par exemple la correction de l’exercice II1.8. Ces changements de variables
sont rappelés au paragraphe I11.10.

Ezercice 111.6.
Soit X de loi N'(0,0?). Calculer et reconnaitre la loi de X?. A

FExercice 111.7.
Soit X de loi de Cauchy de parametre a. Calculer la loi de 1/X. A

FExercice T11.8.

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes continues de densité
fx et fy. Montrer que la variable aléatoire X +Y est continue de densité fx * fy
ol * désigne le produit de convolution : pour tout z € R,

fx# () = /R v fx(z = v) fr (v). A
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Correction 111.8. Comme les variables X et Y sont indépendantes, (X,Y’) est une
variable aléatoire continue de densité (z,y) — fx(x)fy(y). La fonction (z,y) —
(2,v) = (x +y,y) est un C! difféomorphisme de R? dans lui-méme. La matrice

jacobienne de la transformation est <[1) 1) . La valeur absolue du déterminant de la

matrice jacobienne est constante, égale a 1. On en déduit que pour toute fonction
g mesurable bornée définie sur R, on a :

Elg(X +Y)] = / o + ) fx (@) fr(y) dedy
- / 9(2) fx(z = v) fy (v) dzdv
= [ae) fx x (i

ou 'on a utilisé le théoreme de Fubini pour la derniere égalité. Le résultat découle
de la proposition ITI.18. A

ITI.8 Lois conditionnelles

On désire étendre la notion de loi conditionnelle vue pour les v.a.d. au para-
graphe II.14 aux v.a.c. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire continu. On ne peut pas
calculer P(Y € A|X = z) car P(X = z) = 0. On a intuitivement si fy x et fx
représentent la densité de la loi de (Y, X) et de X :

PY € A, X € [z,z + Az])

P(X € [z, x + Ax])
1AW g ar a0 (2) frox (y, 2) dydz
[ parag () frx (y, 2) dydz

Tz [ 1a() frix (9, 2) dy
f;‘-ﬁ-Aa: fX(Z) dz .

Si les densités sont continues et si fx(z) # 0, en passant a la limite Az — 0,
le membre de droite converge vers [, [fy.x(y,z)/fx(x)] dy. On remarque que
si fx(z) # 0, la fonction de y — fy x(y,z)/fx(x) est mesurable, positive et
d’intégrale 1. Cela correspond donc a la densité d’une loi. Ceci motive la définition
suivante.

P(Y € A|X € [z,z + Ax]) =
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Définition IT1.19. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire continu de densité f(x y). On
note fx la densité de la loi de X. Si fx(x) # 0, alors la fonction de la variable y :

Frixtole) = D

est une densité. Elle est appelée densité de la loi conditionnelle de Y sachant
X =z

Cette définition est valable pour des v.a.c. vectorielles. Et par convention on
pose :

PO € AIX =) = [ fyixlole) dy

On a la formule de Bayes :

Ixyy (zly) = fyix(ylz) fx(x)
KT T Fepe ) fx (@) da

Soit ¢ une fonction mesurable. On suppose que p(X,Y) est intégrable. La
fonction définie par :

P(x) = / e(z,y) fyix(ylz) dy st fx(z) #0 et ¢(y) = 0 sinon, (I11.3)

est mesurable. On remarque que 1 (X) est intégrable. En effet, on a :
[0 sxt@) de < [lotw o)l frixtolo)fx(@) dady

=/M%Wkﬂ%@®@<w

Définition II1.20. Soit (X,Y) une v.a.c. et ¢ une fonction mesurable telle que
©(X,Y) est intégrable. La variable aléatoire (X)), ot 1 est définie par (II1.3), est
l'espérance conditionnelle de p(X,Y) sachant X. On la note E[p(X,Y)|X].
Par convention on note ¥(x) = E[p(X,Y)|X = z].

Ezercice 111.9.

On considere (X,Y) un vecteur aléatoire & valeurs dans R?, continu et de densité
fxvy(z,y) = A le A 1{p<y<z}- Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant
X. Soit ¢ une fonction réelle mesurable bornée. Calculer E[p(Y')|X]. A
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II1.9 Simulation

Correction 111.9. Par la formule des lois marginales, on calcule la densité de la loi
de X : fx(z) = /fx,y(x,y) dy = Ae ™ 1¢,~0}- On en déduit que, pour = > 0,

fyix(lz) = x_11{0<y<x} On reconnait la densité de la loi uniforme sur [0, z]. On
dit que conditionnellement & X, Y suit une loi uniforme sur [0, X ] Comme ¢ est

bornée, ¢(Y) est intégrable et on a E[p(Y)|X] = X~ / A

Ezercice 111.10.

Soit X1, Xy des v.a.c. uniformes sur [0,1] indépendantes. Calculer la loi de X;
sachant S = X7 4+ Xs. Pour cela on pourra calculer d’abord la loi du couple
(X1,5). Remarquer que la loi de X sachant S est la loi uniforme sur l'intervalle

[S—1,5]n][0,1]. A

Remarque 111.21. On admet le résultat suivant qui est similaire a la proposition
II1.18. Soit X, Y deux v.a. telles que pour toute fonction bornée mesurable g, on
ait :

Blg(Y)|X) = 0(X), ot ¥(a) = [ gw)h(a.y) dy.

Alors conditionnellement & X = x, Y est une v.a.c. de densité y — h(z,y). O

Enfin 'espérance conditionnelle possede les propriétés de linéarité, positivité
et croissance (cf. proposition 11.49). La proposition 11.48 et le lemme I1.50 sont
valables pour les v.a.c. (elles se démontrent facilement en utilisant le théoreme de
Fubini II1.23). La proposition I1.51 reste vraie avec (X, Z) v.a.c., Y = ¢(Y,Z) et
E[Y|Z] = E[p(X, Z)|X] donné par la définition III.20.

IT1.9 Simulation

Afin d’étudier un modele aléatoire, il peut étre intéressant d’en faire des simula-
tions. On verra également, grace a la loi forte des grands nombres (voir le théoreme
V.24), que pour calculer I'espérance de ¢(X ), on peut utiliser la méthode de Monte

n

1
Carlo (voir 'exemple V.25) : i.e. approcher E[p(X)] par - Z o(x), ou xy est la

k=1
réalisation d’une v.a. Xy, et les v.a. Xq,..., X} sont indépendantes et de méme loi

que X. En particulier, il est important d’obtenir des réalisations de suites de v.a.
indépendantes.

Les générateurs de nombres pseudo-aléatoires fournissent des suites (u,,n > 1)
que 'on admet étre la réalisation d’une suite de v.a. indépendantes de loi uniforme
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sur [0, 1]. La construction des suites pseudo-aléatoires dépasse le cadre de ce cours.
Une méthode élémentaire (mais typique) est de considérer la suite (y,/c,n > 1)
ol yo < c est un entier, et pour n >0 :

Yn+1 = ayn +b mod (c),

pour des entiers a,b et ¢ bien choisis. La suite (y,/c,n > 1) est périodique, mais
les premiers termes “ressemblent” a la réalisation de v.a. indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. Les suites pseudo-aléatoires sont périodiques, mais en pratique
les périodes dépassent tres largement le nombre de termes utilisés de la suite.

La problématique de la simulation! d’une v.a. de loi donnée, est d’exhiber une
v.a. de méme loi qui s’exprime le plus simplement possible comme une fonction
d’une ou plusieurs variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

Les exemples qui suivent permettent de donner des représentations particulieres
pour les lois usuelles.

Soit (Uy,n > 1) une suite de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
— Loi de Bernoulli de parametre p : 1(,<p}-
n

— Loi binomiale de parametre (n,p) : Z v, <p}-
k=1
— Loi géométrique de parametre p : [log(Uy)/log(1 —p)| ou [z] € Z est le plus
petit entier relatif plus grand que z (se déduit de la proposition I11.22 et de
I'exercice II1.29).
— Loi uniforme sur [a,b] : (b —a)U + a.
— Loi de Poisson : voir I'exercice 111.32.
— Loi exponentielle de parametre A : —log(U;)/A (conséquence directe de la
proposition I11.22).
— Loi gaussienne : voir les exercices 111.33 et II1.34.
— Loi de Cauchy : tan(27U;) (voir les exercices I11.20 et 111.33).
La méthode d’inversion de la fonction de répartition décrite dans la proposi-
tion suivante est une méthode générale de simulation pour les variables aléatoires
réelles.

Proposition IIT.22 (Méthode d’inversion de la fonction de répartition). Soit
X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et F~' son inverse

généralisé, voir la définition I11.6. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0,1]. Alors la variable aléatoire F~1(U) a méme loi que X.

1. Voir : L. Devroye, Non-Uniform Random Variate Generation, Springer-Verlag, 1986.
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II1.10 Rappels sur l'intégration

Démonstration. La manipulation des inverses généralisés est technique. On donne
seulement une démonstration dans le cas particulier ou F' est une bijection. Dans
ce cas I'inverse généralisé et 'inverse coincident.

Soit U de loi uniforme sur [0, 1]. Pour z € R,on a {F~Y(U) < 2} = {U < F(z)}
et donc :
P(F~Y(U) <x) =P(U < F(x)) = F(z).

Les v.a. F~1(U) et X ont donc méme fonction de répartition. Elles ont donc méme
loi d’apres le théoreme IIL.5. ad

La méthode du rejet présentée dans I'exercice I11.35, voir aussi 'exercice 111.34,
est également tres utilisée.

II1.10 Rappels sur 'intégration

Dans ce chapitre on rappelle les théoréemes de convergence pour l'intégration
par rapport a la mesure de Lebesgue, ainsi que les théorémes de changement de
variable.

Théoréme II1.23 (Fubini).

1. Soit f:R" — R" mesurable par rapport a la tribu borélienne. Alors pour tout
i €{1,...,n}, la fonction f; réelle définie sur R"~! par :

filw, oo i1, iy, ) = / f(oe, ... zn)d;
R

est mesurable. De plus, pour toute permutation o de {1,...,n}, les intégrales :

/Rdxg(l) [---[Rdxa(n)f(xl,...,xn)] } (I11.4)

sont toutes égales. (Elles peuvent prendre la valeur +00.)
2. Soit f: R™ — R mesurable par rapport a la tribu borélienne et telle que 1'inté-

grale (I1I1.4) avec f remplacé par |f| soit finie. Alors pour toute permutation o
de {1,...,n}, les intégrales (II1.4) sont bien définies, finies et toutes égales.

Par convention, sous les hypotheses du théoreme II1.23, les valeurs communes
de (III.4) sont notées fRn f(z1,...,zy) dxy---dxy,, et de maniére plus concise
Jgn f(x) dz. On dit que f est intégrable si [, |f(z)| dz est fini. En particulier le
théoreme II1.23 assure que [, f(x) dz est bien défini si f est positive ou intégrable.
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FEzxercice.
Montrer que :

1 L2 g2 T
———dy | dx = —.
[ ([ )

4
22— 2
En déduire que la fonction f(z,y) = m n’est pas intégrable sur [0, 1] x [0, 1].
T Yy
Y
0] d’abord calcul . A
(On pourra d’abord calculer 997 1 1 )

On rappelle la définition de la fonction indicatrice. Soit A un sous-ensemble
borélien de R?. La fonction 14 est définie par :

14:R? = {0,1}

{1 sixe A,
T —

0 sinon.

Il est d’usage de simplifier le plus possible les notations. Si par exemple A =
{(z,y);z >y} € R?, alors on notera 1,5,y pour 1x(x,y).

Ezxercice.
Vérifier que f[o 12 Lasyy dody = 1/2. A

Définition IT1.24. On dit qu’une propriété définie sur R est vraie presque partout
(noté p.p.) si l’ensemble A sur lequel elle n’est pas vérifiée est de mesure nulle (i.e.
f]Rd 14(z) dz=0).

Théoréme II1.25 (Convergence dominée). Soit g une fonction mesurable positive
définie sur R? et une suite (f,,n € N*) de fonctions réelles mesurables définies
sur RY telles que pour presque tout x € RY, | f,(x)| < g(z) (les fonctions | f,| sont
dominées par la fonction g) et pour tout n € N :

lim f,(x) = f(x) presque partout.

n—oo

Si g est intégrable, alors les fonctions f et f, sont intégrables et on a :

lim fn(x)dz = f(x)dx.
R4

n—oo Rd
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FEzercice.

Soit fn(x) = 1 py1)(z). Vérifier que : lim /fn(x)d:c 75/ lim f,(z)dx. A

Théoréme II1.26 (Convergence monotone). Soit (fn,n € N*) une suite de fonc-
tions réelles mesurables positives définies sur R telles que pour tout n < m € N*,
on ait f, < fm presque partout. Alors on a :

lim y fn(av)dac—/]R lim f,(x)dx.

n—oo d N—00

Les limites peuvent prendre la valeur +oo.

FEzxercice.

Soit f,(x) = —n~!|z|. Vérifier que : lim / fn(x)dz 75/ lim f,(z)dx. A
n—oo Rd Rd n—oo

Théoréme II1.27 (Lemme de Fatou). Soit (fn,n € N*) une suite de fonctions
réelles positives mesurables définies sur RY. On a :

liminf [ f(z)d> 2/ liminf f,(z)dz.
R4

n—o0 Rd N0

Ezercice.
Vérifier le lemme de Fatou pour la suite de fonctions f,,(z) = 1j, pq1)(). A

Remarque 111.28. On rappelle enfin que si A est de mesure de Lebesgue nulle, alors
pour toute fonction mesurable [, f(x) dz = 0. O

On aborde maintenant les formules de changement de variable. On rappelle
dans un premier temps la formule de changement de variable en dimension d = 1,
puis son extension en dimension d > 1.

Théoreme II1.29. Soit f une fonction d’un ouvert I C R dans R, mesurable

intégrable. Soit ¢ une bijection de I dans un ouvert J C R de classe C' et telle
que =1 est de classe C*. On a :

Jirwe= [ G = [ e o] ol
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Si on pose g = ¢!, la derniere égalité s’écrit :

/ f(a)dz = / Fa@) |9 )] dy.
I J

Remarquer que les valeurs absolues |¢'(y)| permettent d’oublier I'ordre des bornes
de ’ensemble d’intégration.

FEzxercice.

1
Calculer | e~ "+l g, (On pourra poser 2h = v +

A ). A

Soit O et O’ deux ouverts de R% On dit que ¢ = (p1,...,pq) est un C*
difféomorphisme de O dans O’ si ¢ est une bijection de O dans O’ de classe C*,
et si sa réciproque est également de classe C''. On définit la matrice jacobienne de

0
@, Jac[p](z), comme étant la dérivée 8—¢(m) : c’est la matrice (a;j(7))1<ij,<a OU :
- <ij,<

i
ai’j(fﬂ): ai(x)? $:($1,...,$d) GRd.
J

Le jacobien de ¢ est le déterminant de la matrice jacobienne. On note |Jac[yp](x)|
la valeur absolue du déterminant de Jac[¢](x). En dimension 1, on a Jac[y|(z) =

¢'(z).

Théoréme II1.30. Soit f une fonction d'un ouvert O C R¢ dans R', mesurable
intégrable. Soit ¢ un C difféomorphisme de O dans un ouvert O' de R. On a :

o e W) _ 1 aclo—!
[ pwie = [ SIE sty = [ 7 ) a0

Si on pose g = ¢~ !, la derniere égalité s’écrit :

/ f@de = [ o)) 1Iaclg)(v)] dy.
O (04

Ezercice 1I1.11.
Montrer que si f est intégrable sur R2, alors on a :

1
J[ oty dedy = [[ @010t cocw dude
z>0,y>0
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II1.11 Résumé

Correction III.11. On pose O =]0,00[x]0, 0], p(z,y) = (v,w) = (z — y,z + Y).
On vérifie facilement que ¢ est un C! difféomorphisme de O dans O, ou O’ =
{(v,w);w>0et —w < v <w}. Le jacobien de ¢ est :

sacllen) = (1)

On a |Jaclp](z,y)| = 2. Il vient :

1
// fle+y,z—y) dazdy:/ f(w,v) dwdv.
2>0,y>0 2 ) Jor

Ezercice 111.12.
Montrer que A = / e 2 4y = (277)_1/ 2. On calculera A2 en utilisant un change-

R
ment de variable en coordonnées polaires. On fera particulierement attention pour
déterminer les ensembles O et O'. On pourra se servir de la remarque II1.28. A

IT1.11 Résumé

Soit X une variable aléatoire continue (v.a.c.) réelle ou vectorielle de densité

f(z).
— Pour tout borélien A, onaP(X € A) = [, f N

— Si Y est une v.a. réelle quelconque, la fonction de répartition de Y est
F(y) =P(Y <y). Si X est réelle, la fonction de répartition de X est F(y) =

[ (@) dz

— On dit que ¢(X) est intégrable si /|g0(:c)|f(az) dr < o0o. Si p(X) est

intégrable, alors I'espérance de p(X) est :

Ele(X)] = [ pla)f(z) do
Soit (X,Y) une v.a.c.
— Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
1. X et Y sont indépendantes.
2. fixyy(m,y) = fx(x)fy (y) presque partout (la loi du couple (X,Y) est la
loi produit).
3. E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[A(Y)] pour toutes fonctions g, h mesurables

bornées.
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— Les équivalences ci-dessus s’étendent & un nombre fini de variables.

— Formule des lois marginales On peut calculer la loi de X a partir de la
loi du couple (X,Y) : fx(z) = [ fx,y(z,y) dy. On ne peut pas en général
retrouver la loi du couple a partlr des lois marginales.

— La densité de la loi conditionnelle de Y sachant X = x est, pour x tel que

fx(x) #0:

Frixtale) = P

— Si p(X,Y) est intégrable I'espérance conditionnelle de ¢(X,Y’) sachant
X est $(X) ot ¥(z) = [ ¢(z,y)fyix (3lz) dy. Bt on a E[E[p(X,Y)|X]] =
Elp(X, V)]

— Si h est une fonction mesurable bornée, alors on a E[A(X)p(X,Y)|X] =
B(XOE[(X, V)| X].

— SiY est indépendant de X, la loi conditionnelle de Y sachant X est la loi de
Y. Si de plus g(Y) est intégrable, alors E[g(Y)|X] = E[g(Y)].

— L’espérance conditionnelle comme ’espérance possede les propriétés de linéa-
rité, positivité et croissance.

— Si g(Y) est une v.a. réelle de carré intégrable, alors E[g(Y)|X] est de carré
intégrable et de plus on a E[g(Y)|X]? < E[g(Y)?|X].

— Récapitulatif des lois usuelles :

— Loi uniforme U, sur I'intervalle [a, b] :

1
—a

F#) = 77— 1)
— Loi gaussienne ou normale A (m,c?) de moyenne m € R et de variance
02 >0: .
7(xfm)2/20'2
x .
o= ore

— Loi exponentielle £()\), A €]0,

fl@)=Xe M1 .
— Loi de Cauchy de parametre a > 0 :

a 1
f(x)_;x2+a2'
— Loi gamma I'(A\,a), A >0et a>0:

1

flz) = Tl Azl emAe 10y
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— Loi du khi 2 & d degrés de liberté x?(d), d € N* : cest la loi gamma
r/2,d/2).
— Loi béta p(a,b), a > 0,b>0:

f(z) = Wﬂﬂa*l(l - 9C)b711]0,1[(33)-
|Loi | E[X] | Var(X) \
b+a (b—a)?
Vet 2 12
N (m,o?) m o?
1 1
¢ X IS
Cauchy (a)|non défini non défini
(6 [0
F()‘7 Oé) X A2
2(d) d 2d
a ab
Bla,b) a+b |(atb)2(atb+1)

Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire, on utilisera le plus souvent 'une
des méthodes suivantes :
— La fonction génératrice si la v.a. est a valeurs entieres.
— La fonction de répartition, surtout si I’on calcule la loi d’un minimum ou
d’un maximum de v.a. réelles indépendantes.
— La fonction muette de maniere générale.
— La fonction caractéristique (cf le chapitre IV).
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I11.12 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

Ezercice 1I1.1 p. 84, Ezercice 111.5 p. 94, Ezercice 111.9 p. 96,
Ezercice 111.2 p. 84, Ezercice 111.6 p. 94, Ezercice 111.10 p. 97,
Ezercice 111.3 p. 87, Ezercice 1I1.7 p. 94, Ezercice 1I1.11 p. 102,
FEzxercice 111.4 p. 92, Ezercice 111.8 p. 94, Ezercice 111.12 p. 103.

Exercice 111.13.
Soit X une variable aléatoire continue de densité cx(1 — x)1jg1)(z). Déterminer c,
puis calculer E[X], Var(X) et E[1/X]. A

FEzercice 111.14.

On considere un baton sur lequel on trace au hasard deux marques. On découpe
le baton suivant les deux marques. Quelle est la probabilité pour que 'on puisse
faire un triangle avec les trois morceaux ainsi obtenus ? A

Ezercice 111.15.
Votre ami choisit deux nombres positifs sans vous faire part de la maniere dont il
les choisit. Apres avoir lancé une piece équilibrée, il vous donne le plus petit s’il a
obtenu face ou le plus grand s’il a obtenu pile. Vous devez parier s’il vous a donné
le plus petit ou le plus grand. L’objectif est de maximiser la probabilité de gagner.

1. Vous lancez une piece équilibrée ou non. Si vous obtenez face, vous pariez qu’il
vous a donné le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand.
Quelle est la probabilité de gagner votre pari?

2. Soit Z une variable aléatoire positive continue ayant pour support R* (i.e. pour
tout ouvert O de Rt non vide, on a P(Z € O) > 0). Si le nombre donné par
votre ami est plus petit que Z, alors vous pariez qu’il vous a donné le plus petit,
sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand. Quelle est la probabilité de
gagner votre pari?

3. On suppose que les deux nombres de votre ami ont été obtenus par simulation
suivant une loi (continue de densité strictement positive sur |0, co[) donnée et
connue de vous. Déterminer votre stratégie optimale (i.e. la loi de Z que 1'on
ne suppose plus continue). Quelle est alors la probabilité de gagner votre pari?

A
FEzercice 111.16.
Soit Yi,---,Y, des variables aléatoires indépendantes exponentielles de para-
metre 1. Calculer, en utilisant la fonction de répartition, la loi de V = max Y;.
i=1,--n
Calculer et reconnaitre la loi de W = min Y;. A

=1, n
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Ezercice II1.17.
Soit X, Y des variables aléatoires indépendantes de loi I'(\, t) et I'(A, s).

1. Calculer et reconnaitre la loi de (XLW, X+ Y).

2. On suppose s > t. Soit Z une variable indépendante de Y et de loi béta de
parametre (¢,s — t). Montrer que ZY a méme loi que X.

A

Exercice 111.18.

Généralisation de 'exercice I11.17. Soit (X;,¢ € N*) une suite de v.a. indépendantes
telles que £(X;) = I'(A\, a;). Déterminer par récurrence et sans calcul la loi du
vecteur :

X, X1+---+Xn1>
X1+ -+ Xn, .
( ' "X+ X X+ + X,

A

Ezercice 111.19.

On modélise les temps d’attente aux caisses d’un supermarché par des variables
aléatoires continues (X,,n € N) positives, indépendantes et de méme loi. Votre
temps d’attente est représenté par Xy, et le temps d’attente de la personne arrivée
en méme temps que vous a la caisse n est X,. Calculer la loi de N = inf{n >
1; X, > Xo}. Donner son espérance. Commentaire. A

Exercice 111.20.
Soit X et Y des variables indépendantes de loi N/ (0,1).
1. Calculer la loi de X/Y.
2. En déduire la loi de 1/Z ou Z est une variable aléatoire de Cauchy.
YA\

Ezercice 111.21.
Soit X1,..., X, des variables indépendantes de loi N (m,o). Calculer la loi de
X, = %Z;;l X ainsi que son espérance et sa variance. A

Ezercice 111.22.
Soit X une v.a. positive de densité f. Montrer que :

(e}
E[X"] :/ ra" T 'P(X > x)dr sior > 0.
0

Donner une formule analogue pour r < 0. A
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FExercice 111.23.
Si Z est une variable aléatoire de Cauchy pour quelles valeurs de o € R est-ce que
|Z|* est intégrable ? A

FEzercice 111.24.

Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans RY de densité f. Soit O un ouvert de
R tel que P(X € O) = 1. Soit ¢ € C1(O,0') telle que o' € CH(O',0), on O’ est
un ouvert de R?. Calculer la loi de Y = ¢(X). A

Ezercice 111.25.
Soit X de loi gaussienne centrée réduite N (0, 1).

1. Calculer E[X"], pour n € N. (On pourra établir une formule de récurrence.)

2. Calculer E[e*X] pour A € R. Indiquer comment ce calcul permet de retrouver
formellement le résultat de la question précédente.

A

Ezercice 111.26.
On modélise la durée de fonctionnement entre deux de pannes d’une machine par
des variables aléatoires sans mémoire :

P(X >t+sX>t)=P(X >s) t>0,s>0.

1. Montrer que les lois exponentielles sont sans mémoire.

2. Déterminer les variables aléatoires positives dont la loi admet une densité, qui
sont sans mémoire. On montrera que la fonction F'(t) = P(X > t) satisfait une
équation différentielle que ’on justifiera et que I'on résoudra.

A

Exercice T11.27.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-
metre A et u.
1. Calculer la loi de (inf(X,Y),Z) ou Z = max(X,Y) — inf(X,Y). Quelle est la
loide ZsiA=pu?
2. Montrer que les variables aléatoires inf(X,Y") et 1¢(x <y} sont indépendantes.
Donner la loi de 1¢xy).
AN

FExercice 111.28.
On considere une suite 17, ..., T}, de variables aléatoires indépendantes de loi ex-
ponentielle de parametre respectif aq, ..., a,.

1. Montrer que P(Il existe i # j tel que T; = Tj) = 0.
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On en déduit que 'on peut définir p.s. la variable aléatoire discrete M par :
M =i<=1T; <T; pour tout j# 1.
On pose alors :

S= min T, =Ty, Rp=T;—5 pourl<k<n.
1<k<n

2. Soit ¢ € {1,...,n}. On considere des fonctions bornées mesurables f et gj,
pour j € {1,...,n}. Calculer E[1pr—;y f(S) ], 9;(R;)]-

3. En déduire la loi de M et la loi de S.

4. Vérifier que M et S sont indépendants.

5. Montrer que conditionnellement & {M = i}, les variables aléatoires S, Ry, ...,
R,,, sont indépendantes. Déterminer la loi de R; conditionnellement a {M = i}
pour j # i.

A

Ezercice 111.29.
Les lois exponentielles apparaissent comme des lois limites pour des lois géomé-
triques changées d’échelle. On peut mettre en évidence d’autres propriétés.

1. Montrer que si T' est une variable aléatoire exponentielle de parametre \, alors
[T'm] + 1, ou [z] représente la partie entiere de z, et m > 0, est une variable
aléatoire géométrique dont on déterminera le coefficient.

2. Soit T une variable aléatoire positive telle que [172"]+1 est une v.a. géométrique
pour tout n € N*. On note p,, son parametre. Etablir une relation de récurrence
entre ¢, =1 — p, et gny1 = 1 — ppy1. Montrer que :

([T2"] +1 > [2"2] + 2} € {T > «} € {[T2"] +1 > [2"z]}.

En conclure que T suit une loi exponentielle. On déterminera son parametre
en fonction de qo.

3. Soit T une variable aléatoire positive. On suppose qu’il existe une suite
(my,n > 1) croissante avec my > 0 et lim, oo m, = 00, et que pour tout
n > 1, [T'my,] + 1 est une variable aléatoire géométrique. Montrer que 7" suit
une loi exponentielle. On exprimera son parametre a 'aide de celui de [T'my)].
(On montrera d’abord que P(T > z) = lim,,—y00 P([T'my] > [mp2]) pour z > 0.)

A

FExercice 111.30.

Soit T" une variable aléatoire exponentielle de parametre A > 0. On suppose que la
loi de S conditionnellement & 7' est la loi de Poisson de parametre 07, avec 6 > 0.
Déterminer et reconnaitre la loi de S + 1. A
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Ezercice 111.31.
Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que
la loi de X, est la loi exponentielle de parametre A, > 0. Montrer que les trois
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P(3_p>1 Tn = 00) > 0.

(i) Yoy An " =00

(iii) I[D(an1 T, =00) =1
Pour montrer que (ii) implique (iii), on considérera Elexp (=), < Xn)]- A

Ezxercice 111.32.
Soit (Upn,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Soit 6 > 0.

1. Donner la loi de X = —log(Uy)/6.
2. Donner la loi de > _; Xp.

3. Calculer la loi de N défini par N = inf {n; HZ:% Ui < e_e}.

4. En déduire une méthode pour simuler des variables aléatoires de Poisson.

A

Ezercice 111.33.
Soit X,Y des variables indépendantes de loi N'(0,1).

1. Onpose R = VX2 +Y2et O € [0,2n[, définis par Rcos©® = X et Rsin©® =Y.
Calculer la loi de (R, ©). En déduire que R et @ sont indépendants.

2. Reconnaitre les lois de R?, e R/2 ot de tan 6.

3. Soit Z, S des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Dé-
duire des questions précédentes la loi du couple (X', Y”) défini par :

X' =cos(2rZ)\/2|log S| et Y’ =sin(2nZ)y/2|logS]|.

Il s’agit de la transformation de Box-Muller. A

Ezercice 111.34.

Soit ((U;, V;),i € N¥), une suite de variables indépendantes de loi uniforme sur
[—1,1]%. On note T = inf{n; U2 + V;2 < 1}.

1. Calculer la loi de T', et donner le parametre de sa loi.

2. Calculer et reconnaitre la loi de (U, V) = (Ur, V7).

3. Montrer que T" et (U, V') sont indépendants.
4

. On pose W = U? + V2. Calculer, en utilisant la transformation de Box-Muller
de Pexercice I11.33, la loi de (X,Y), ou :

X =V2llog(W)| /W et Y =Uy/2|log(W)|/W.
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Cette méthode de simulation de variables aléatoires gaussiennes a 1’avantage de ne
pas recourir aux fonctions trigonométriques. La simulation de (U, V) se fait par
rejet d’un certain nombre de simulations. On parle de méthode du rejet, voir aussi
I’exercice 111.35. A

FExercice 111.35.
Le but de cet exercice est de présenter la méthode du rejet pour la simulation
d’une variable aléatoire de densité f donnée.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R? et soit A C R? un ensemble
mesurable tel que P(X € A) > 0. Soit (X,,n € N*) des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. On pose T' = inf{n € N*; X,, € A}, avec la
convention inf() = 400, et Y = Xy siT < +ooet Y =0si T = +o0.

1. Montrer que les variables aléatoires Y et T" sont indépendantes.
2. Montrer que la loi de T est la loi géométrique de parametre P(X € A).

3. Montrer que la loi de Y est la loi conditionnelle de X sachant {X € A} : pour
tout borélien B C R? P(Y € B) = P(X € B|X € A).
Soit h la densité d’une variable aléatoire a valeurs dans R. On suppose qu’il

existe une densité g et une constante ¢ > 0 telles que ch < g.

Soit (Z,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
de densité g. Soit (U,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi uniforme
sur [0, 1], indépendantes et indépendantes de (Z,,n € N*). On pose T' = inf{n €
N U, < ch(Zn)/9(Zn)} et A" ={(z,u);g(z) >0 et u<ch(z)/g(z)}.

4. Calculer P((Z;,U;) € A).

5. Montrer que la variable aléatoire Zp: a pour densité f.
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IV

Fonctions caractéristiques

De maniere tres générale, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire est
la transformée de Fourier de sa probabilité image. Elle prend une expression tres
simple pour des variables aléatoires discretes ou a densité. Il s’agit d’un outil puis-
sant pour étudier les lois des variables aléatoires comme on le verra au paragraphe
V.6.

Les paragraphes IV.1 et IV.2 donnent la définition et quelques propriétés des
fonctions caractéristiques. On calcule au paragraphe IV.3 les fonctions caractéris-
tiques de quelques lois usuelles.

IV.1 Définitions

Avant de définir les fonctions caractéristiques, on établit une inégalité. On rap-
pelle que si X = (Xj,...,X,) est une v.a. & valeurs dans R? intégrable (i.e. X; est
intégrable pour 1 < i < d), alors E[X]| = (E[X4],...,E[Xy4]).

Lemme IV.1. Soit X une v.a. a valeurs dans R?. On note |-| la norme euclidienne
sur R, Si B[|X|] < oo, alors X est intégrable et on a |E[X]| < E[|X]].

Démonstration. Il s’agit d’une application de I'inégalité de Jensen car la fonction
|-| est convexe. On en donne toutefois une démonstration directe. On note X =
(X1,...,X4). On a |X;| < |X|. Comme |X]| est intégrable, les variables X; sont
donc intégrables. Il existe un vecteur unitaire v € R? tel que E[X] = |E[X]|v. 11
vient E[(X,v)] = (E[X],v). Par croissance de ’espérance, on a :



IV Fonctions caractéristiques

E[X]] = E[(X,v)] < E[[(X,0)[] < E[[X][o]] = E[[X]].
0

Soit v € R. La fonction complexe définie sur R par = + e"%*

bornée en module par 1. Si X est une v.a. réelle, 'espérance de e
sens grace au lemme ci-dessus ot I’on identifie 'espace complexe & R2.

est mesurable,
X 3 donc un

Définition IV.2. Soit X une v.a. réelle, la fonction complexe définie par :

Yx(u) =E [ei“X] ,| u€eR,

s’appelle la fonction caractéristique de X .

Remarque. Deux v.a. de méme loi ont méme fonction caractéristique. O
eiub _ eiua

Ezemple. Si L(X) est la loi uniforme sur [a, b], alors ¥x(u) = b —a) pour
wub—a

u € R. O

Si X est une v.a. a valeurs entiéres, la fonction caractéristique apparait comme
le prolongement de la fonction génératrice ¢x sur le cercle unité complexe. En
effet, on a ¥ x(u) = ¢px (ei“).

Ezemple. Si L(X) est la loi de Bernoulli de parameétre p, alors 1 x (u) = 1—p+pe'®.
O

Proposition IV.3. La fonction caractéristique 1 x de la v.a. X satisfait les condi-
tions sutvantes :

1. Yx est continue.
3. Yx(0) =1.

4. ¥x(—u) = Yx(u).

Démonstration. La propriété 1 est une conséquence directe du théoreme V.3 de
convergence dominée pour I'espérance. On peut cependant en donner une démons-
tration directe. Soit € > 0 et u € R fixés. Comme P(X € R) = 1, on déduit de
la propriété de convergence monotone des probabilités (cf. proposition 1.2 4.) qu’il
existe n > 0 tel que P(X € [-n,n]) > 1 — (¢/3). La fonction z — ¢'® est continue
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et périodique. Donc il existe n > 0 tel que si |z — y| < nn, alors ‘ei’” — eiy‘ <e/3.
On en déduit donc que pour |u —u'| < n, on a lixe[—pn)} ‘ei“X —eiu,X‘ < e/3.
On remarque enfin que grace au lemme IV.1, puis a la croissance de I’espérance,
il vient :

() — ()| < B [[eX — e |]
<2P(X & [-n,n]) + E |:1{X€[—n,n]} pluX _ emxH
<e

La fonction caractéristique est donc continue au point u, et ce pour tout u € R.

La propriété 2 découle du lemme IV.1. La propriété 3 est claire. Pour la pro-
priété 4, on écrit X = cos (uX) + isin (uX) et on utilise la linéarité de 1’espé-
rance. O

La définition des fonctions caractéristiques se généralise au cas des v.a. vecto-
rielles.

Définition IV.4. Soit X = (X1,...,X4) une v.a. a valeurs dans R%. La fonction
compleze définie par :

Yx(u) =E [ei(uleJr"'Jr“dXd) J u=(u1,...,uq) € R,

s’appelle la fonction caractéristique de X.

La proposition IV.3 est également vraie pour les v.a. vectorielles.

IV.2 Propriétés

Si X est une v.a.c. réelle de densité f, on a :
uxw) = [ & f(o) do = f(w).

ou f est la transformée de Fourier de f. On sait dans certains cas inverser la

transformation de Fourier. Ainsi si f est intégrable ( / ’ f(u)| du < o), alors on
R

peut retrouver la fonction f a ’aide de la transformée de Fourier inverse de f :
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N d
f(z) = / e " f(u) 2—u, pour presque tout x € R.
R T

Ainsi si ¢y est intégrable, on peut retrouver la densité de la loi a partir de la
fonction caractéristique.

Le théoreme suivant que 'on admet, assure qu’il y a une bijection entre les lois
et les fonctions caractéristiques.

Théoréme IV.5. La fonction caractéristique caractérise la loi : deux v.a. ont
meéme loi si et seulement si elles ont méme fonction caractéristique.

Si X et Y sont deux v.a. réelles ou vectorielles, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

A ANl

7.

X et Y ont méme loi.

P(X € A) =P(Y € A) pour tout borélien A.

E[g(X)] = E[g(Y)] pour toute fonction g bornée mesurable.
Les fonctions de répartitions sont égales : Fx = Fy.

Les fonctions caractéristiques sont égales : ¥x = ¥y

(Si X et Y sont des v.a. continues.) Les densités sont égales presque
partout : fx = fy p.p-
(Si X et Y sont des v.a. discretes.) P(X = z) = P(Y = z) pour tout x.

L’équivalence 1 < 2 provient de la définition de la loi, I’équivalence 2 < 3 se
déduit de la définition de I’espérance, I’équivalence 1 < 4 correspond au théoreme

II1.5.

Proposition IV.6.

1. Soit X1,...,X,, des v.a. réelles indépendantes, alors on a :

n

Vx4t X (0) = Hin (u), YueR.

i=1

2. Soit X1,..., X, des v.a. réelles. Ces variables sont indépendantes si et
seulement si pour tout u = (u,...,u,) € R™ :
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3. Soit a,b € R et X une v.a. réelle, alors on a :

Yaxtp(u) = e apx(au),| Yu e R.

4. Soit X = (X1,...,X,) une v.a. a valeurs dans R™. Soit m € N. On suppose
que E[|X|"] < oo. Alors, ¥x posséde des dérivées partielles continues d’ordre
k <m, et pour tout k1,...,k, E Ntel quek=k1+---+k, <m, ona:

*yx

-k k kn AO°"_ ui X,
oo g (oo tn) = B X X Ol
n

Les propriétés 1, 2 et 3 de la proposition IV.6 s’étendent aux v.a. vectorielles.

Démonstration. La propriété 1 est une application de la définition des v.a. indé-
pendantes.

On montre la propriété 2. Si les v.a. sont indépendantes, on a :

n

Uxy ..o, (u) = e Xt Xn] o TTgleisXe) = T v, (ur)-
k=1 k=1

Pour la réciproque, on suppose que pour tout v € R”, on a :

Uy, x, (u) = H Y, (ui)-
i=1

Soit (5(1, cee X’n) une famille de variables aléatoires indépendantes telle que X;
ait méme loi que X; pour tout i € {1,...,n}. Alors on déduit de ce qui précede
que ¥z, 5 (u) = [[}2 ¥g, (u;). Mais comme les v.a. X1,..., X, ont méme loi
que X1i,...,X,, on a donc :

Vg oz, W) =[] vg ) =[x (w) = vx, .. x. ()
=1 =1

Donc (Xl, ..., Xp) améme loi que (X1, ..., X,). En particulier, les v.a. X1,..., X,
sont indépendantes.

Enfin la propriété 3 est une conséquence de la définition des fonctions caracté-
ristiques. On admet la propriété 4. a
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IV Fonctions caractéristiques

Remarque. La fonction caractéristique caractérise la loi de la variable aléatoire.
On peut alors se demander, a quelles conditions une fonction v définie sur R a
valeurs complexes est la fonction caractéristique d’une v.a. réelle. Le théoréeme de
Bochner assure qu’il suffit que la fonction 1 vérifie les conditions suivantes :

1. ¥(0) = 1.
2. 1 est continue en 0.

3. Pour toute suite finie de complexes (o, € I) et de réels (u;,7 € I), on a :

> aidgip(us — ug) > 0, (IV.1)

ijel

Ezercice IV.1.
Montrer que la condition (IV.1) est vérifiée par les fonctions caractéristiques. A

IV.3 Fonctions caractéristiques usuelles

On donne les fonctions caractéristiques de quelques lois usuelles.

Proposition IV.7.

Bernoulli (p) : Y(u) = (1 —p) +pe™.
binomiale (n,p) : Y(u) = [(1—p) +pe™]
géométrique (p) : Y(u) =pe™/[1—(1-p) ei“]
Poisson (0) : Y(u) = e 00—e™)

uniforme [—1,1] : P(u) = qufu)

gaussienne N'(0,1) :  (u) = e /2,

gaussienne N'(m,o?) :|(u) = ™~

exponentielle (A) : P(u) = X —)\zu
gamma I'(\, a) : P(u) = <)\ —)\w> .
Cauchy (a) : Y(u) = e o,
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IV.3 Fonctions caractéristiques usuelles

Démonstration. Le calcul de la fonction caractéristique est immédiat pour les v.a.d.
ainsi que pour la loi uniforme sur [—1,1]. Pour la fonction caractéristique de la loi
gaussienne, grace a la propriété 3 de la proposition IV.6 et 'exercice 111.3, il suffit
de calculer la fonction caractéristique de la loi N'(0,1).

Soit X une v.a. de loi N'(0,1). Soit A € R. On a :

2 dx 2 @-2?  dx 2
E {e)\X} _ / N — ) /2/ ot — N2
R \ 2T R V2T

On désire étendre cette égalité pour A € C. Soit A € C. On remarque d’abord

2 dx . .
elMlel =5 est fini, on en déduit que e est

que ‘e/\x‘ < ezl Comme

R 27
intégrable. Et on a :
E[e’\X} _/exxzj dz
R V2T
Pour calculer cette derniere intégrale, on introduit g,(z) = > ;_ 0 k' . On a

limy o0 gn () = € et les fonctions gy (z) e™*/2 sont toutes bornées (en module)

z2
par h(x) = e =5 qui est intégrable. Par le théoreme de convergence dominée
(théoreme II1.25), on a :

lim T)e = 2
n—oo Ip V2T R V2T

Par linéarité, on a également :

/gn(x)e—a:Q/Q / k —x /2 dx ]
R 7T

A Taide d’une intégration par partie, on démontre facilement par récurrence que :

_ dx (2m)!
EX2m :/ 2m —x2/2 — ’
K= e e T ()
dx
E[X2m+1 :/x2m+1e—z2/2 —0.
[ =/ or

on(z) e/ dr e dix:E{eAX].

On en déduit que :
n )\21@

/Rgn(x) /2 E:Z

Par passage a la limite, on obtient pour A € C :

2 dr <Xk 22
ElX] = [ % _ .
] /]Re © Vo kZOQ’f(k!) e
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IV Fonctions caractéristiques

On en déduit ainsi la fonction caractéristique de la loi normale.

Le calcul de la fonction caractéristique de la loi exponentielle est immédiat. En
revanche celui de la loi gamma est plus délicat. On admet ce résultat. On calcule
la fonction caractéristique de la loi de Cauchy dans I’exercice suivant. O

Ezercice IV.2.
Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0 et € une
variable aléatoire indépendante de Y et telle que P(e = 1) =P(e = —1) = 1/2.

1. Calculer la densité et la fonction caractéristique de Z = €Y. La loi de Z est
appelée loi exponentielle symétrique.

2. En déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy.

Correction IV.2.

1. La densité de la loi de Z, fz, a été calculée dans lexercice IIL.5 : fz(z) =

A
Z e M2l On utilise la formule de décomposition et I'indépendance entre Y et

€ pour obtenir :

AT SR S
A —iu A—iu) | N +u?

1 N
2. On remarque que — 1z est la densité de la loi de Cauchy de parameétre A. A
m

I’aide du théoreme d’inversion de la transformée de Fourier pour les fonctions
» U

intégrables, on a donc p.p. fz(z) = /e_wz Yz (u) o Comme les membres
7r

de droite et de gauche sont des fonctions continues, on a ’égalité pour tout

z € R. On a donc é e M = | giuz )\727
. 2 A2+ u? 2
caractéristique, ¥, de la loi de Cauchy de parametre A : pour tout z € R,

e 1 A
P(z) = / e"* du = e
R

T A2 + u2

. On en déduit ainsi la fonction
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IV.4 Résumé

IV.4 Résumé

— Soit X = (X1,...,X4) une v.a. a valeurs dans R%. Sa fonction caractéris-
tique est ¥x(u) =E ei(“1X1+”'+"dXd)}, ottu = (uy, ..., ug) € R

— Pour a,b € R et X & valeurs réelles, on a v, x15(u) = ™ 1) x (au).

— Les v.a. X1,..., X sont indépendantes si et seulement si :
d
Ux,, o x, (U, ug) = Hd}Xi(ui) pour tout (ui,...,uq).
i=1
— Siles v.a. Xq,..., X4 sont indépendantes, alors on a :
d
Vx4t x, (U) = HT/JXZ. (u) pour tout wu.
i=1

— Les fonctions caractéristiques des lois usuelles sont :

’Loi (v.a.d.) ‘Fonction caractéristique

Bernoulli (p)  |¢(u) = (1 — p) + pe'™
binomiale (n,p)|(u) = [(1 — p) —|—pem]n.
géométrique (p)|v(u) = pe™ / [1-(1-p) ei"].

Poisson (0) Y(u) = e 0=,
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’Loi (v.a.c.)

‘Fonction caractéristique

uniforme [—1, 1]
gaussienne N (0, 1)
gaussienne N (m, o?)

exponentielle (\)

gamma I'(\, a)

Cauchy (a)

-
Y(u) = e/
blu) = oS
vlu) =3 - i
V() = <A_Am>a
lu) = el




IV.5 Exercices

IV.5 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :
FExercice IV.1 p. 118, FExercice IV.2 p. 120.

Ezercice TV.3.
Soit X1, Xs deux v.a. indépendantes ayant pour lois respectives N'(my,0?) et

N (mg, 03). Montrer que la loi de X1 + X5 est la loi gaussienne N (m1+mq, 02 +03).
AN

Ezercice TV 4.

Soit (X, n € N*) une suite de v.a. indépendantes de loi de Cauchy de parametre
an. Montrer que la loi de la moyenne empirique % Yo, X est une loi de Cauchy
de parametre %Z?:l a;. En particulier, si les v.a. indépendantes suivent une loi
de Cauchy de méme parametre a, alors la loi de la moyenne empirique suit la loi

de Cauchy de parametre a. A

Ezercice IV.5.

Soit X1, Xo deux v.a. indépendantes et de lois respectives I'(A, o) et I'(\, a2).
Le parametre A est identique. Montrer que la loi de X; + X5 est une loi gamma
de parametre (A, a1 + a2). En déduire que, si (X,,,n € N*) est une suite de v.a.
indépendantes de loi exponentielle de parametre A > 0, alors la loi de la moyenne
empirique X, = 1 3" | X; est la loi I'(nA, n). A

Exercice IV.6.
Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. indépendantes, telle que X,, est de loi x?(d,,).
Montrer que la loi de la somme S, = Y, X; est la loi du x? de parametre

Yo ds. A

Ezercice IV.7.

Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. indépendantes et de méme loi exponentielle
de parametre A > 0. Soit 7" une v.a. de loi géométrique de parametre p €]0, 1],
indépendante de la suite de v.a. (X,,,n € N*). Montrer que la loi de Z = Zszl X;
est une loi exponentielle de parametre pA. A

Ezercice TV.8.

Soit X une v.a. réelle dont la fonction caractéristique est 1y (u). Montrer que
lihx (u)]? est la fonction caractéristique d’une v.a. réelle. On pourra écrire |1 (u)]?
comme le produit de deux fonctions. A

Ezercice IV.9.
Soit (T, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponen-

123



IV Fonctions caractéristiques

tielle de parametre A > 0. On définit pour tout ¢t > 0, Ny = inf{k; T1 +...+ Ty1 >
t}. Le processus (N, t € RT) est appelé processus de Poisson de parametre A > 0.
Ce processus permet, par exemple, de modéliser le processus d’arrivée des clients
a un guichet.

1. Calculer la loi de I}, = >°F | T;.

2. Calculer la loi de Ny. Vérifier que P(N; = k) = e M E[1y, <y eM*].

3. Montrer que P(N; = k, Npyp, — Ny > 1) = P(Ny = k)P(Np, > 1).

4. En déduire que pour tout ¢, h > 0, Nyyp — Ny a méme loi que Np. On dit que
les accroissements sont stationnaires.

5. Vérifier que Ny et Nyyp— Vg sont indépendants. Cette propriété d’indépendance
des accroissements se généralise & un nombre quelconque d’accroissements (dis-
joints).

A

Ezercice IV.10.
Soit (Ng,t € RT) un processus de Poisson de parametre A > 0 (cf 'exercice IV.9).
On note Tp = 0 et pour k > 1, T}, = inf{t > 0; Nsktgy = k}.

=0 T

1. Calculer la loi de (T4, ...,T})) conditionnellement & Ny = k.

2. Montrer que conditionnellement & Ny = k, (11, T1+Ts, ..., T+ - -+T}) a méme
loi que le réordonnement croissant de k variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [0, ¢].

A

124



vV

Convergences et théoremes limites

Ce chapitre est consacré aux deux résultats fondamentaux des probabilités : la
loi forte des grands nombres qui assure que la moyenne arithmétique de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi converge vers une constante quand le
nombre de variables aléatoires augmente, et le théoreme central limite qui précise
la vitesse de cette convergence.

L’énoncé de ces résultats nécessite I'introduction de plusieurs modes de conver-
gence pour les variables aléatoires : la convergence presque siire au paragraphe
V.1, la convergence en probabilité et la convergence quadratique au paragraphe
V.2, et la convergence en loi au paragraphe V.3.

La loi forte des grands nombres est énoncée et en partie démontrée au pa-
ragraphe V.4. On donne des applications de ce résultat au paragraphe V.5. Le
théoreme central limite est énoncé et démontré au paragraphe V.6. La notion d’in-
tervalle de confiance, qui par exemple permet de donner la validité d’un sondage,
est introduite au paragraphe V.7. D’autres résultats qui completent le théoreme
central limite sont présentés dans le paragraphe V.8.

V.1 Convergence presque siire et théoremes limites

On présente dans ce paragraphe la convergence presque stre (p.s.) et les condi-
tions qui permettent de permuter convergence p.s. et espérance. Les définitions de
la limite supérieure et de la limite inférieure sont rappelées au paragraphe 1.10.



V Convergences et théorémes limites

Définition V.1. On dit qu’une suite (X,,n € N) de variables aléatoires réelles
définies sur le méme espace probabilisé, converge presque strement si :

n—00 n—00

P <lim inf X,, = limsup Xn> =1.

On note lim X, la v.a. limite. Une suite de wvariables aléatoires vectorielles
n—oo

((Xn(1),...,Xn(d)),n € N) converge p.s. si les suites des coordonnées (Xn(i),n €

N), pouri € {1,...,d}, convergent presque stirement. Enfin si la suite (X,,n € N¥)

converge p.s. vers X, on le note :

X, 2%, X,

n—0o0

Remarque. La limite, quand elle existe, est mesurable (cf. la proposition 1.19), c’est
donc une variable aléatoire. O

Ezemple. Soit (X,,n € N) une suite de v.a. de loi de Bernoulli de parametre p,.
Alors la suite des sommes partielles (D, 27% X}, n € N*) converge p.s. O

Remarque. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. indépendantes de loi uniforme sur
[—1,1]. La suite des sommes partielles (3_1_; Xx/k? n € N*) converge (absolu-
ment) p.s. Le graphe V.1 représente des réalisations des ces sommes partielles.

O

Lemme V.2. Soit (X,,n € N) une suite de v.a. qui converge p.s. vers X. Soit h
une fonction mesurable. Soit C l’ensemble des points ou la fonction h est continue.
SiP(X € C) =1, alors la suite de v.a. (h(Xy),n € N) converge p.s. vers h(X).

Démonstration. Soit I’évenement A = {X,, converge vers X }. Par hypothése on a
P(A) = 1. Pour w € AN{X € C}, on alim;,_o h(X,(w)) = h(X(w)). Cela signifie
que :

AN{X € C} C {h(X,) converge vers h(X)}.

Comme P(AN{X € C}) =1, on en déduit par croissance, que la probabilité du
membre de droite est 1. La suite de v.a. (h(X,,),n € N) converge p.s. vers h(X). O

Ezemple. Si (X,,n € N*) est une suite de v.a. qui converge p.s. vers X et si
P(X = 0) = 0, alors la suite (X, 1, n € N*) converge p.s. vers X . O

Les trois théoremes suivants que ’on admet sont a rapprocher des théoremes
énoncés au paragraphe I11.10 sur l'intégrale de Lebesgue.
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Y,

1

Y‘/\ S
0]\

e

n
-1 T T T
0 15 30 45 60

Figure V.1. 5 réalisations de la suite n — Y,, = Z Xk/k2.
k=1

Théoréme V.3 (Convergence dominée). Soit Y une v.a. réelle positive telle que
E[Y] < co. Soit (X, n € N) une suite de v.a. réelles ou vectorielles telles que pour
tout n € N p.s. | Xp,| <Y (les v.a. X,, sont dominées p.s. par la v.a. Y et donc

intégrables). Si la suite de v.a. (X,,n € N) converge p.s., alors la v.a. lim X, est
n—oo

ausst intégrable, et on a :

lim E[X,] =E | lim X,

Ezemple V.4. On termine la démonstration de la formule de décomposition (I1.10).
Soit X une v.a. et Y une v.a.d. de support A. Soit ¢ une fonction mesurable bornée.
On désire montrer que :

yeA

ou par convention E [p(X,y),Y =y] =E [p(X, y)l{y:y}} . On considere une suite
croissante (A,,n € N) de sous-ensembles finis telle que |J,5; 4, = A. On pose
Zn = Y yen, P(X,y)liy—y. La via. Z, est dominée par ||| Do en Liy=yy <
ll¢llo- De plus la suite (Z,,n € N) converge p.s. vers Z@(X,y)l{y:y} =

yeA
©(X,Y). Par le théoreme de convergence dominée, on obtient :
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V Convergences et théorémes limites

S Elp(X.y),Y = y] = lim E[Z,] =E { lim Zn} — E[p(X,Y)).

n—oo n—oo
yeA

O

Théoréme V.5 (Convergence monotone). Soit (X,,,n € N) une suite croissante
de v.a. réelles positives : pour tout m >n >0, p.s. X;, > X, > 0. Ona :

lim E[X,] =E [ lim Xn} ,

n—oo n—0o0

ot les limites peuvent éventuellement prendre la valeur +oc.

Théoréme V.6 (Lemme de Fatou). Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. positives.
On a :
liminf E[X,] > E [lim inf Xn} .

n—oo n—o0

V.2 Convergence en probabilité et dans ’espace L?

On présente dans ce paragraphe la convergence en probabilité et dans L?.

Définition V.7. On dit qu’une suite de v.a. (X,,n € N) définies sur le méme
espace probabilisé converge en probabilité vers une v.a. X st : pour tout € > 0,

lim P(|X, — X|>¢) =0.
n—o0

On a déja vu la convergence en probabilité au paragraphe I1.11 pour la loi faible
des grands nombres.

Ezemple. Soit (X,,n € N) une suite de v.a. de Bernoulli de parametre p,, tel que
lim p, = 0. Alors la suite converge en probabilité vers 0. En effet, pour ¢ €]0, 1],
n—oo

on a P(|X,| > ¢) = p, et limy,_,o0 pp, = 0. O

Proposition V.8. La convergence p.s. entraine la convergence en probabilité.
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V.2 Convergence en probabilité et dans ’espace L2

Démonstration. Soit (X,,n € N) une suite de v.a qui converge p.s. vers X. La
suite de v.a. discretes positives (1{|X"—X|>e}7 n € N) converge p.s. vers 0. De plus
elle est uniformément bornée par 1. Par le théoréeme de convergence dominée, on
en déduit que :

nh—>nolo]P)(|Xn — X| > 8) = nh—>H;oE [1{|Xn—X|>s}] =E [nh—gio 1{|Xn—X|>s} = 0.
O

Remarque. La réciproque est fausse en général comme le montre ’exemple
suivant. Soit I’espace probabilisé ([0, 1], B([0,1]), A), out A est la mesure de Lebesgue
sur [0, 1]. Les v.a. réelles sont alors les fonctions réelles mesurables définies sur [0, 1].
On définit les v.a. Xon ) de la manieére suivante : pour n € Net k € {0,--- ,2"—1},

X2n+k(w) = 1[k2*",(k+1)2*"] (w)

Pour tout w € [0, 1], la suite X, (w) prend une infinité de fois les valeurs 0 et 1.
En particulier on a limsup,,_,., Xp(w) = 1 et liminf, ;o X,(w) = 0. P.s. la suite
ne converge pas. En revanche, pour € €]0,1[, on a P(|Xaonii| > ¢) = P(Xonip =
1) = 27", Cela implique que lim, ,~ P(|X,| > €) = 0. Donc la suite converge en
probabilité vers 0. O

On pourra dans une premiere lecture omettre la fin de ce paragraphe sur la
réciproque partielle de la proposition V.8 et la notion de convergence dans L?.

Proposition V.9. De toute suite de v.a. qui converge en probabilité, on peut
extraire une sous-suite qui converge presque stirement.

Démonstration. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. qui converge en probabilité vers
X. On définit la sous-suite (X, (,),n € N) de la maniere suivante : o(0) = 0 et
pour n € N,

1 1
:. - < '
on+1) 1nf{p>o(n) tel que]P’<|Xp X|>n—|—1> N (n+1)2}

La suite (X,,n € N) converge en probabilité, cela assure que la sous-suite
(o(n),n € N) est bien définie. On en déduit, par convergence monotone, que :

1 1
B 12 U pxey-xlo2} | = 2P (o= x1> 1) < ¥ <o

n>1
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V Convergences et théorémes limites

Cela implique que la v.a. Z 1 {|Xo(my—X|>11 est intégrable. En particulier, elle
n>1 "

est finie p.s. Les termes d’une série convergente tendent vers 0. Donc p.s., on

a lim 17 x|s11 = 0. Comme la fonction indicatrice ne prend que deux
n—00 {’ o(n)™ ‘>n}

valeurs 0 ou 1, cela entraine que p.s. 1{|X ( )_X’>;}(w) est nul & partir d’un
certain rang ng (qui dépend de w). Donc, p.s. a partir d’un certain rang, on a
‘Xa(n) (w) — X(w)| < % En particulier, cela implique que p.s. lim;, 00 Xq(n) = X.
Donc la sous-suite (X, (,),n € N) converge p.s. vers X. O

On définit I'espace £2(§2), noté £2, comme I'espace des v.a. réelles de carré
intégrable définies sur (£2,F). Si on a X € £2, alors aX € £?, oil a € R, par
linéarité de l'espérance. Enfin si X, Y € £2, alors comme (X +Y)? < 2X?2 4+ 2Y?2
on en déduit que X +Y € £2. Ainsi £2 est un espace vectoriel. On note L? I’espace
L£? quotienté par la relation d’équivalence définie par I'égalité p.s. (i.e. X et Y sont
en relation si X = Y p.s.). Ainsi X € L? désigne un représentant de la classe
{Yer’,X=Y ps}

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on remarque que si X,Y € L?, alors XY est
intégrable. On vérifie facilement que E[X Y] définit une forme bilinéaire symétrique
positive sur L?. Enfin, on déduit de Iinégalité de Tchebychev, que si P(|X]| >
g) > 0, alors E[X?] > 0. Par contraposée, si E[XX] = 0, alors X = 0 p.s. Ainsi
I'application (X,Y) — E[XY] définit un produit scalaire sur L2. La norme associée

est [| X = E[X?].

Définition V.10. On dit qu’une suite de v.a. (X,,n € N) de carré intégrable
converge dans L? vers une v.a. de carré intégrable X si :

lim E [(X, — X)*] =0.

n—o0

Proposition V.11. La convergence L? entraine la convergence en probabilité.

Démonstration. Cela découle de I'inégalité de Tchebychev. O

Remarque. La réciproque est fausse en général, car pour la convergence en proba-
bilité, on n’impose pas que X, soit de carré intégrable. O

On dit que la suite de v.a. (X,,n € N) est une suite de Cauchy dans L? si pour
tout € > 0, il existe NV tel que pour tout n > N,m > N,on a E [(Xn — Xm)Q] <e.
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La proposition suivante assure que I'espace L? est complet. Ainsi 'espace L? muni
du produit scalaire (X,Y) = E[XY] est un espace de Hilbert.

Proposition V.12. Toute suite de Cauchy dans L? est une suite convergente dans
L?.

Démonstration. On suppose que (X,,n € N) est une suite de Cauchy dans L?. On
extrait une sous-suite de la maniére suivante : 0(0) = 0 et pour tout n € N, on
pose :

o(n+1)=inf {k >o(n);E[(X; — Xm)Q] < 27+ pour tous I > k,m > k:} .

En particulier, on a pour tout n € N, E[(X, (1) —Xa(n))z] < 27™, Par le théoreme
de convergence monotone et 'inégalité de Jensen appliquée & la fonction p(z) = 22,

on a :

E [Z | Xo(nt1) = Xo(n) \] =Y E[|Xoms1) — Xo(m]]
neN neN
< Z E a(n—|—1 Xa(n))z] 1/2 < o0.
neN

Cela implique que la v.a. ) ‘Xg(n 1) — X(,(n)| est intégrable. Elle est donc finie
p.s. La série de terme général X,(, 1) — Xg(n) est p.s. absolument convergente.
En regardant la convergence des sommes partielles, on en déduit que la suite
(Xs(n),n € N) converge p.s. On note X la v.a. limite. On déduit alors du lemme
de Fatou que :

. 2 2

hnrgloréfE [(Xn — Xom)?] = E[(Xm — X)?].
En particulier, on en déduit que pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout
entier m > N, E [(X,, — X)?] < e. La suite (Xn,n € N) converge donc dans L?
vers X. O

Remarque. On a également montré dans la démonstration ci-dessus, que de toute

suite convergente dans L2, on peut extraire une sous-suite qui converge presque
surement. O
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V Convergences et théorémes limites

V.3 Convergence en loi

Parmi les notions de convergence, la convergence en loi est la convergence la
plus faible. La définition suivante est valable pour les v.a. réelles et vectorielles.

Définition V.13. On dit qu’une suite de v.a. (X,,n € N) converge en loi vers
la loi d’une v.a. X (par abus de langage, on dit aussi que la suite converge en loi
vers X ) si pour toute fonction g a valeurs réelles, bornée et continue, on a :

lim E[g(X,)] =E[g(X)].

n—o0

On le note :

Remarque. Le choix de fonctions continues est essentiel (voir la proposition V.19
et ’exemple V.20). La convergence en loi n’entraine pas en général la convergence
en probabilité, ni la convergence p.s., ni dans I'espace L?. En particulier, dans la
définition de la convergence en loi, on n’impose pas que les v.a. soient définies sur
le méme espace probabilisé. O

1 -1
Ezemple. La suite (X,,n € N*), ou X, est de loi uniforme sur ¢ 0, —, - -, n },
n n

converge en loi vers U de loi uniforme sur [0, 1]. En effet, si g est continue bornée,
on déduit de la convergence des sommes de Riemann que :

n—oo

1 [k
Elg(X,)| = — — z) dz = El|g(U)].
9(X0) nkog<n> 2 [ ot de = Blgw)

FEzercice V.1.
Soit (X, n € N*) une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre
An. Etudier la convergence en loi dans les trois cas suivants :

1. lim A\, = X €]0, 00],
n—oo

2. lim A\, = 400,

n—oo

3. lim A\, =0.

n—oo

Correction V.1. Soit g continue bornée.
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1. On a E[g(X,)] = [;°Ane % g(z) dx. 1l existe ng € N*, et 0 < A\_ <
Ay < oo tels que pour tout m > mp, on a A\, € [A_,Ay]. On a alors
|An e g(2)| < |lglloo A€ =% = h(z). La fonction h est intégrable sur
[0,00[. On a nlgl;o Ape T g(z) = Ne *g(z). On déduit du théoreme de

convergence dominée que :

Elg(X,)] — - Ae A g(x) dx.

n—oo 0

Donc la suite (X, n € N*) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre
A

2. On a IE = Jo e “g(x/Ay) dx. On a la majoration [e™® g(xz/An)| <
l9lloe™™ = h( ), et la fonctlon h est intégrable sur [0, co[. Comme la fonction
g est continue, on a lim,, o g(z/\,) = g(0). Par convergence dominée, il vient :

Elg(Xn)] — ¢(0) = E[g(X)],

n—o0

ou p.s. X = 0. Donc la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers 0.

3. Si la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire X, alors les
fonctions caractéristiques v x,, (u) convergent vers 1 x(u) pour tout u € R. On
a:

lim ¢x, (u) = lim

n—0o0 n—oo Ap — U

= 1{u=0}-

La fonction u +— 1¢,_gy n’est pas continue en 0. Or les fonctions caractéristiques
sont continues. Par contraposée, ce n’est donc pas la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire et la suite (X,,n € N*) ne converge pas en loi.

A

En fait les fonctions caractéristiques jouent un réle important pour la conver-
gence en loi. On admet le théoréme suivant.

Théoréme V.14 (Lévy). Si (X,,,n € N) est une suite de v.a. réelles ou vecto-
rielles telle que ¥x, j> P et si Y est continue en 0, alors v est la fonction
n [e.9]

caractéristique d’une v.a. X. De plus la suite (X,,n € N) converge en loi vers la
loi de X.

On en déduit le théoreme suivant utile en pratique.
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Théoréme V.15. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. réelles (resp. vectorielles a
valeurs dans R?). La suite converge en loi vers la loi d’une v.a. X si et seulement
8t :

¥x, (u) vd Ux(u),| YueR (resp. YueR?) .

Exercice V.2.

Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a. indépendantes ou la loi de X,, est la loi de
Cauchy de parametre a,, > 0. Montrer que la suite (>, ; X;,n € N*) converge en
loi si et seulement si " | a; converge vers une limite finie. Alors la loi limite est
une loi de Cauchy de parametre ) .., a;. A

Proposition V.16. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

La réciproque est fausse en général, comme le montre le contre-exemple V.17
(voir I’exercice V.3 pour une réciproque partielle).

Démonstration. Soit (X,,n € N) une suite de v.a. & valeurs dans R?, qui converge
en probabilité vers une v.a. X. On a :

o, (1) — b (u)] = \E [ei<u?Xn> _ e"(“’X)} \ .

Grace au lemme IV.1, il vient, pour € > 0 :

ol Xn) _ gi(w,X) H

|

< 2E [1)x_x,|>c] + sup
lz—yl<e

[, (w) = x(w) <E |
-E Hl — t(u(X=Xy))

1— ez’(u,(xfy))’ _

On en déduit que limsup,_, [¥x, () —¥x(u)| < supj, . ’1 - ei(”’z)‘. Comme
ceci est vrai pour tout € > 0, on a donc lim,,_,« |1, (u) — ¥ x(u)| = 0. La suite
converge donc en loi. O

Ezemple V.17. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. indépendantes de loi exponen-
tielle de parametre A = 1. Comme les v.a. ont méme loi, on a E[g(X,,)] = E[g(X1)]
pour toute fonction g continue bornée. La suite converge donc en loi. On montre
que la suite ne converge pas en probabilité. Soit € > 0. On a pour m # n :
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V.3 Convergence en loi

P(| X, — Xpn| > ¢) = / e 7Y 1{\w—y\>s} dzdy > 0.

2
R

Cette quantité est indépendante de m et n. On raisonne maintenant par I’absurde.
On suppose que la suite (X,,n € N) converge en probabilité vers une v.a. X.
Comme :

{|Xn — Xim| >} C{|Xn — X| >e/2} U{|X — X\n| > ¢/2},
cela implique que :
P(|X, — Xpn| >¢) <P(|X — Xpn| >¢/2) + P(|X,, — X| > €/2).

En particulier P(|X,, — X,,,| > ¢) converge vers 0 quand n — oo et m — oo. Ce
qui est absurde, car cette quantité strictement positive est indépendante de m et

n (pour m # n). 9

Remarque. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. qui converge en loi vers X et (Y, n €
N) une suite de v.a. qui converge en loi vers Y. Alors on n’a pas forcément la
convergence en loi de la suite (X,, + Y,,n € N) vers X + Y, ni de maniere plus
générale celle de ((X,,Y,),n € N) vers la loi du couple (X,Y). La convergence
des lois marginales en loi n’implique pas la convergence en loi du vecteur, voir
I’exemple V.18. O

Ezemple V.18. Soit X une v.a. de loi AN(0,1). Pour n € N, on pose X,, = X et
Y, = (—1)"X. Comme X et —X ont méme loi, on en déduit que les lois de X, et de
Y,, sont indépendantes de n, il s’agit de la loi (0, 1). En revanche Xa, + Y2, = 2X
et Xopt1 + Yong1 = 0. La suite (X, + Y, n € N) ne converge donc pas en loi. En
utilisant les fonctions caractéristiques, on vérifie facilement que I'on n’a pas non
plus la convergence de la suite ((X,,Y,),n € N). La convergence en loi n’est pas
une convergence d’espace vectoriel. O

On admet le résultat suivant qui généralise la définition V.13.

Proposition V.19. Soit (X,,n € N) une suite de v.a. a valeurs dans R? qui
converge en loi vers la loi d’une v.a X. Soit h une fonction définie sur R%
valeurs réelles, mesurable bornée. Soit C l’ensemble des points ot la fonction est
continue. St P(X € C) =1, alors on a :

lim E[h(X,)] =E[R(X)].

n—oo
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Ezemple V.20. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. telles que P(X,, = 1/n) = 1.
Cette suite converge en loi vers la loi de la v.a. constante X = 0. Mais on a :

Jim B [1_ 0 0(Xn)] =0#1=E[1]_o,0(X)] .

Ezercice V.3.

Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. définies sur le méme espace probabilisé, a
valeurs dans R? et qui converge en loi vers une constante ¢. Montrer que la suite
converge également en probabilité vers c. A

Correction V.3. Soit € > 0. On déduit de la proposition V.19 avec la fonction h(z) =
1{|z—c|><} qui est continue en ¢ que limy, oo P(| Xy, — ¢ > &) = P(lc—¢| > ¢) = 0.
La suite converge donc en probabilité vers c. A

On déduit de la proposition V.19 un résultat similaire au lemme V.2 pour la
convergence en loi.

Corollaire V.21. Soit (X,,n € N) une suite de v.a. qui converge en loi vers
X. Soit h une fonction mesurable. Soit C l’ensemble des points ot la fonction est
continue. Si P(X € C) =1, alors la suite de v.a. (h(X,),n € N) converge en loi
vers h(X).

Démonstration. Soit ¢ une fonction continue bornée. Les points de continuité de

¢ o h sont ceux de h, c’est-a-dire ’ensemble C. Comme P(X € C) = 1, on déduit

de la proposition V.19 que lim E[p(h(X,))] = E [p(h(X))]. Cela signifie bien que
n—oo

la suite de v.a. (h(X,),n € N) converge en loi vers h(X). 0

Soit X une v.a. réelle. Sa fonction de répartition F(z) = P(X < z) =
E [1 { XS&:}] est croissante, continue a droite et a valeurs dans [0, 1]. Elle possede
donc au plus un nombre dénombrable de points de discontinuité. Si x est un point
de continuité, alors :

P(X =2)=1lmP(X €]z —e,z+¢]) =limF(x +¢) — F(x —¢) =0.
e—0 e—0
On déduit de la proposition V.19 que si la suite de v.a. réelles (X,,,n € N) converge
en loi vers X, alors li_)m E [I{Xn<x}] =K [1{X<x}]. Ainsi la suite (F,(z),n € N),
mn o - -

ou F), est la fonction de répartition de X,,, converge vers F(x). L’extension au cas
vectoriel est immédiat.
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Corollaire V.22. Sila suite (X,,n € N) de v.a. réelles ou vectorielles converge en
loi vers la loi d’une variable aléatoire X, alors la suite des fonctions de répartition
(F,n € N) converge ponctuellement vers la fonction de répartition, F', de la v.a.
X, sauf peut-étre aux points de discontinuité de F .

On adopte la convention suivante : soit h une fonction réelle définie sur R?, on
note :

li h = li h(zxq,..., ,
x—l>r—noo (ﬂ?) max(acl,..l.l,icln)%—oo(xl -’L’n)

lim h(z) = lim h(z1,...,x,),
T—+00 min(z1,...,on)—~+00

quand les limites existent.

On admettra la réciproque suivante.

Proposition V.23. Soit (X,,,n € N), une suite de v.a. réelles ou vectorielles,
telle que la suite des fonctions de répartition (F,,n € N) converge ponctuellement
vers une fonction continue a droite F', sauf peut-étre aux points de discontinuité
de F. On suppose de plus que lim,_, o F(x) = 0 et limy_ 400 F(z) = 1. Alors la
fonction F est la fonction de répartition d’une v.a. X, et la suite (X,,n € N¥)
converge en loi vers X.

Ezemple. Si on reprend 'exercice V.1 en utilisant les fonctions de répartition, on
obtient que la limite de F,(z) =P(X,, <z) = (1 — e_’\”’”)l{xzo} est
— dans le cas A\, = A €]0,4o0], (1 — e_’\w)l{mzo} qui est la fonction de répar-
tition de la loi exponentielle de parametre A,
— dans le cas A\, = 400, 11,>0) qui est la fonction de répartition de la variable
constante égale a 0,
— dans le cas A\, — 0, F(z) = 0. Cette fonction n’est pas une fonction de
répartition car lim,_, o F'(x) # 1. Dans ce dernier cas, on retrouve bien que
la suite (X,,n € N*) ne converge pas en loi.

O

V.4 Loi forte des grands nombres

On améliore le résultat de la loi faible des grands nombres démontrée au para-
graphe I1.11 : on a en fait, sous certaines hypothéses, la convergence presque sire,
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V Convergences et théorémes limites

et non pas seulement en probabilité, de la moyenne empirique vers la moyenne.
C’est la loi forte des grands nombres (LFGN). Elle est illustrée sur la figure V.2.

On dit que des variables aléatoires sont identiquement distribuées (ou équi-
distribuées) si elles ont méme loi ; et on utilise acronyme i.i.d pour indépendantes

et identiquement distribuées.

Théoréme V.24 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,,n € N*) une suite
de v.a. réelles ou vectorielles i.1.d. et intégrables (c’est-a-dire indépendantes, de
méme loi et telles que E[| X,|] < 00). Alors la moyenne empirique X, = % S opeq Xk
converge presque sdrement vers E[X1]. Ainsi on a :

1 n
Xn:n;)(k

22 BX]

n—oo

On a de plus que lim E HXn —E[X1]|]
n—oo

0.

En particulier ce théoreme justifie I’approximation faite au paragraphe 1.2 de
la probabilité d’un éveénement par sa fréquence empirique. Enfin ce théoreme est

robuste

: on obtient des résultats similaires sur la convergence de la moyenne

empirique sous des hypotheses plus faibles que celles du théoreme.

1
n
75 100
X
2
/AN
O n
0 250 500 750 1000

Figure V.2. Plusieurs réalisations de la suite X, =

n

— g Xk, ou les variables aléatoires
n
k=1

X1,...,Xn sont indépendantes de loi exponentielle de paramétre A = 1 (on a alors E[X,] = 1).
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Ezxemple V.25. Comment calculer m = fol g(z) dz, ou g est mesurable bornée,
a l'aide d’un ordinateur ? Le générateur de nombres aléatoires sur un ordinateur
fournit (Up(w),n € N¥), une réalisation d’une suite de variables aléatoires que

l'on considére indépendantes et de loi uniforme sur [0,1]. Ensuite, par abus, on
n

admet que l'on a bien convergence de la moyenne empirique — Z 9(Ug(w)) vers
n
k=1
la moyenne E[g(U;)] pour cette réalisation particuliere w. On a donc pour n assez

grand :
R !
=) 9(Ukw)) ~E[g(U)] = [ g(z) dz =m.
P o= [ g

Cette méthode, dite méthode de Monte Carlo (1949), est particulierement efficace
si on considere des intégrales sur [0, l]d avec d grand, comparativement a d’autres
méthodes numériques. Le but du paragraphe V.6 est de préciser cette approxima-
tion. O

Démonstration. Loi forte des grands nombres. On donne une démonstration
sous des hypotheses plus fortes de la loi forte des grands nombres : on suppose
que E[X}]] < c0. On pose Y}, = Xi — E[Xy] et V), = %22:1 Y:. Les v.a. Y} sont
indépendantes et identiquement distribuées. On a E[Y;}] < oo, et E[Y;] = 0. Un
simple calcul montre que :

S (3n(n — VE [¥2] + nE [v{])

E[Yy]

w 3

<
n

Comme E[Y}'] < 0o, on en déduit par convergence monotone que E [Efle Y,ﬂ <
0o. Cela implique que p.s. :

o0

D V< oo

n=1
En particulier, presque stirement, les termes de la série tendent vers 0, cela signifie
que p.s. lim, s ¥, = 0. Comme lim,, o E[Y,}] = 0, on a également, grace &
I'inégalité de Jensen que lim,, .~ ]EHYnH = 0. Cela démontre la derniere partie du
théoreme de la loi forte des grands nombres quand E[X}] < oc. 0

Que se passe-t-il si les v.a. sont toujours indépendantes et de méme loi mais pas
intégrables 7 On distingue suivant les trois raisons pour lesquelles une v.a. réelle
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n’est pas intégrable : sa partie positive est intégrable mais pas sa partie négative;
sa partie négative est intégrable mais pas sa partie positive; ni sa partie positive
ni sa partie négative ne sont intégrables. La loi de Cauchy appartient a ce dernier
cas; voir le comportement de la moyenne empirique de v.a. de Cauchy i.i.d. sur
la figure V.3 (on peut montrer que la loi de Cauchy vérifie la condition 3-c de la
proposition V.26). On admet le résultat suivant.

-6 . \ \
0 2500 5000 7500 10000
Figure V.3. Plusieurs réalisations de la suite X, = — Z Xk, ou les variables aléatoires
k=1
Xi1,...,X, sont indépendantes de loi de Cauchy de parametre a = 1.

Proposition V.26. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. réelles indépendantes et
de méme loi. On suppose que E[|X1|] = +00. On note X;" = X11yx,>0y la partie
positive de Xy et X| = |X1|1(x, <oy la partie négative.

1. 5i E[Xf] < 00, alors p.s. limy,_s X, = —00.

2. Si E[X{] < oo, alors p.s. limy,_00 X, = +00.

3. SiE[X[] = +oc et E[X{] = +00, alors une des trois assertions suivantes est
1
vraie -
a) p.s. limy_00 X = +00;
b) p.s. limy, o0 X;, = —00;
¢) p.s. liminf, ,o X, = —oc0 et limsup,,_,. X, = +00.

1. Voir la note 6.8.19 p.231 de la monographie Limit Theorems of Probability Theory de V.
Petrov. Oxford University Press, 1995.
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V.5 Estimations de lois

On observe une réalisation, X1, ..., X,, de n variables aléatoires indépendantes
et de méme loi. Dans ce qui suit, on donne des méthodes pour obtenir des rensei-
gnements sur la loi de X;.

V.5.1 Variables aléatoires discrétes

On suppose pour simplifier que X7 est a valeurs dans N. Il s’agit d’un exemple
générique pour les v.a.d. Pour tout ¢ € N, on a d’apres la LFGN que la fréquence
empirique :

. 1
pi(n) = -~ Z lix,—i)
k=1

converge p.s. vers la fréquence E[1;x,_;] = P(X1 = i) = p;. Par o-additivité on
peut permuter les opérateurs Vi et p.s. On en déduit que p.s. pour tout ¢ € N :

lim p;(n) = p;.

n—o0

Ainsi la loi empirique (p;(n),i € N) converge p.s. vers la loi de X7 : (p;,i € N).
Ceci est illustré sur la figure V.4. On peut également montrer que p.s. :
lim sup [p;(n) — pi| = 0.
eN

V.5.2 Variables aléatoires réelles

La loi de X7 est caractérisée par sa fonction de répartition F'. On définit la
fonction de répartition empirique, F;,, pour x € R par :

1 — 1
Fa(#) = =3 1{xep = - Card {k € {1,... . n}; X < ).
k=1

Pour tout x € R, on déduit de la LFGN que la suite (F,,(x),n € N) converge
p.s. vers F'(x) = P(X < x). La convergence de la fonction de répartition empirique
F,, vers la fonction de répartition (cf. le théoréme V.27 ci-dessous) est illustrée par
la simulation de la figure V.5. On admet le résultat suivant plus général.
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n=>=5 n =10
0.5 0.5
00 L oo L1l i1l
012 3 456 7 8 012 3 456 7 8
n = 100 n = 1000
0.5 0.5
00l Ll 0.0 |
012 3 456 7 8

012345678
Figure V.4. Comparaison de la loi binomiale B(7,2/3) (batons) (pr = P(X; = k), k € N) et de la

loi empirique (pavés) (pr(n) = £ 3" | 11x,—k}, k € N) d’une réalisation de n variables aléatoires

indépendantes et de méme loi B(7,2/3).

Théoréme V.27 (Glivenko-Cantelli). Soit (X,,n € N*) une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes de méme loi et de fonction de répartition F. On
ap.s. :

lim sup |F,(z) — F(z)| =0,

n—o0 R

ou F, est la fonction de répartition empirique de l’échantillon X1,..., X,.

V.5.3 Variables aléatoires a densité

Peut-on estimer la densité f de la loi de de la v.a. X7 & valeurs dans R%? 11
n’existe pas de méthode directe comme dans les deux cas précédents.

Estimation a noyau.

Soit une fonction K, appelée noyau, symétrique positive bornée d’intégrale 1.
On choisit souvent I'un des noyaux suivants :
— noyau uniforme sur [-1/2,1/2]% : K(u) = 1191 /24 (),
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1 1
0 0
-4 4 -4 4
1 1
0 0
4 4 4 4

Figure V.5. Comparaison de la fonction de répartition exacte (pointillés) et d’une réalisation de
la fonction de répartition empirique (trait plein) de (Xi,...,X,), variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi A/(0,1).

d+2
2 Jpa Lje<1y do’

— noyau d’Epanechnikov : K (u) = ¢g(1— \u|2)1{‘u‘§1} ol ¢g =

~ noyau gaussien : K (u) = (27)" Y2 exp (— |ul* /2).
Pour = € R%, on considére I'estimation ? & noyau de f(z) par :

folz) = nlhdél( (”j_hX’“) (V.1)

ou le parametre h > 0 est appelé la largeur de fenétre (ou de bande). A z fixé,
fn(x) converge p.s. vers h—ld Jra K (552) f(y)dy. Si h est petit et si la densité f est
continue, alors cela donne une bonne approximation de f(x). On admet le résultat
de convergence uniforme suivant.

Théoréme V.28. On suppose que la densité f est uniformément continue sur RY.

Soit (hn,n € N) une suite de réels positifs telle que lim h,, =0 et lim nhfl = 400,
n—oo n—oo
alors p.s. on a :

lim sup [fn(z) — f(z)| = 0,
N0 zeRrd

ot fy, est Uestimation a noyau (V.1) de la densité f, avec pour parametre h = hy,.

2. Voir par exemple M.P. Wand et M.C. Jones : Kernel Smoothing, Chapman & Hall, 1995.
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V Convergences et théorémes limites

Le choix du noyau est empiriquement moins crucial que le choix de la largeur
de bande h,,, qui dépend de n et éventuellement de la réalisation X1,...,X,. En
particulier si h est petit, ’approximation f,, est tres irréguliere, et si h est grand
Papproximation f, est loin de f, ainsi on ne distingue plus les modes (maxima) de
f (ctf. la figure V.6).

0.4 0.4

Figure V.6. Comparaison, en fonction de la largeur h de la fenétre, de la densité (pointillés)
d’une variable aléatoire réelle et de l'estimation par noyau (trait plein), avec le noyau uniforme,
d’une réalisation de n = 1000 v.a. indépendantes et de méme loi.

FEstimation par histogramme.

Pour simplifier, on suppose que les v.a. continues sont réelles. On consideére alors
la partition de R en intervalles [ih, (i +1)h[, ou ¢ € Z. On approche les fréquences :

ph=P(ih < X < (z’+1)h)=/ f(z) da,
[ih,(i+1)h[

1 n
par les fréquences empiriques ﬁf(n) = — Z 1iin<x,<(i+1)n}- Pour h petit, p? est

n <

k=1

une bonne approximation de hf(ih) si f est continue. Et pour n grand on a par
la loi forte des grands nombres (voir aussi le paragraphe ci-dessus concernant les
v.a.d.) que p.s. pour tout i € Z, lim, o pi(n) = pl. L'estimation de f, par
I’histogramme empirique (p7(n),i € Z) converge pour n — 0o, h — 0 et nh — oo,
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V.6 Théoreme central limite

au moins si f est continue. La figure V.7 en donne une illustration. Le choix de h
est a nouveau crucial. Cette méthode contrairement a ’estimation a noyau ne tient
pas compte pour l'estimation de f(ih) des point voisins de I'intervalle [ih, (i+1)A][.
On peut éventuellement considérer des intervalles [z;, z; + h;[ dont les longueurs

h; sont variables et sont fonction de Xi,..., X,.
n=10,h=2 n=100, h=1
1.0 1.0
0.54 0.5
0.0 — [ . 00 | ‘ ]
0 2 4 6 0 2 4 6
n = 1000, h = 0,05 n = 5000, h = 0,05

Figure V.7. Comparaison de la densité exponentielle £(1) et de I'histogramme empirique d’une
réalisation de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle £(1).

V.6 Théoréme central limite

Le théoreme central limite (TCL) précise la vitesse de convergence de la loi
forte des grands nombres. Il s’agit d’un des résultats fondamentaux de la théorie
des probabilités.

Théoréme V.29 (Théoréme central limite). Soit (X,,n € N*) une suite de v.a.
réelles i.i.d. (indépendantes et de méme loi). On suppose qu’elles sont de carré
intégrable (E[X2] < oc). On pose u = E[X,], 0> = Var(X,,) et la moyenne

= 1< _ nooxX, —
empirique X, = — ZXk. La suite de v.a. /n(X, —u) = w converge
n &= 4D

en loi vers la loi gaussienne N'(0,0?) :

> o zzzl Xk —nu en loi 2
VA, ) = Z=LE o\ (0,0%).
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V Convergences et théorémes limites

Comme les v.a. X, sont i.i.d. et intégrables, on sait que la moyenne empirique
X, converge p.s. vers u = E[X,]. Le théoréme central limite donne la vitesse
de convergence. La figure V.8 permet d’observer visuellement la convergence de
la densité de Y,, = v/n(X,, — p) vers la densité gaussienne si les v.a. (X,,n €
N*) sont continues. De maniére plus générale, on peut observer la convergence de
I’histogramme empirique de Y,, vers la densité gaussienne, voir la figure V.9.

Figure V.8. Comparaison de la densité de la loi gaussienne A(0,1) (en trait plein) et de la
densité (pointillés) de Yy, = /n (£ >°7_, Xix — E[X1]), ot les variables aléatoires X1, ..., X, sont
indépendantes de loi exponentielle de parametre A = 1 (on a E[X ] = 1/A = 1 et Var(X:1) =
/X% =1).

Comme la loi gaussienne est une loi a densité, elle ne charge pas les points de
discontinuité de la fonction indicatrice 1|_y4,40]- Apres avoir remarqué que :

E [1/—aoa0) (V[ X0 — p])] =P <M € [Xn - %7Xn + \C;%D ;

on déduit du théoreme V.29 et de la proposition V.19 le corollaire suivant.
Corollaire V.30. Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a. réelles indépendantes, iden-

tiquement distribuées et de carré intégrable. On pose u = E[X,] et 0? = Var(X,,).
Alors, pour a >0, on a :

_ aoc - ao a 2 dz
Plpe|Xp——Xn+—|] — / i ——
(M [ \/ﬁ ﬁ}) n—oo J_g v 2T
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V.6 Théoreme central limite

n=2 n =10

1 1

0 ‘ 0 ‘

-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
n =20 n = 50

1 1 —

0 : : ‘ 0 ‘ ‘

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figure V.9. Comparaison de la densité de N (0,p(1 — p)) et de I’histogramme empirique (m =
1 n
10000 réalisations) de Y;, = /n <n Z Xi — E[X1]> , ou les variables aléatoires X1, ..., X, sont
k=1

indépendantes de loi de Bernoulli deiparamétre p=2/3 (on a E[X;] =p =2/3 et Var(X;) =
p(l—p) =2/9).

Si I’on désire donner une approximation de u, a I’aide de la moyenne empirique
X, on peut fournir un intervalle aléatoire :

ao ao
vn' vn

qui contient la valeur de la moyenne, u, avec une probabilité asymptotique 1 —a =
P(Y| < a), ou Y est de loi N(0,1). L’intervalle I,, est appelé intervalle de
confiance de i de niveau asymptotique 1 — «. Les valeurs les plus couramment

utilisées sont o = 5%, soit 1 —a = 95% et a ~ 1.96, et o« = 1%, soit 1 — o = 99%
et a ~ 2.58.

I,=|X, — X+

Les hypothéeses concernant le TCL peuvent étre affaiblies. On peut affaiblir
par exemple I'hypothese d’indépendance ou d’égalité en loi (voir 'exercice V.4).
Chaque jeu d’hypotheses fournit un nouveau théoreme central limite. La littérature
est vaste dans ce domaine.

Exercice V 4.
En s’inspirant de la démonstration du théoréeme central limite, montrer le résultat
suivant. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. réelles indépendantes telles que E[X,,] =
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V Convergences et théorémes limites

0 et E[|X,|*] < oo pour tout n € N. On note o2 = Var X,, = E[X2]. On suppose

X
que Zn 1 n = +o00 et que lim M

= 0. Montrer que :
oo (304 07)3?

" X en loi
2i1 X L N(0,1).
> k=1 ‘71?;

A

Démonstration. Théoréme central limite. On pose Y, = X — . En particulier,
E[Y;] = 0 et E[Y?] = 02 Les v.a. réelles (Y;, k € N*) sont i.i.d. En utilisant les
propriétés des fonctions caractéristiques, on a :

V(X —py (W) = UJka v, (W)

[ ()]

Donc on a légalité e = 1 + ity — @ + h(y), ou |h(y)| est majorée par
3
t? min ( |y‘ ) En particulier, on a avec t = u/y/net y =Y :

On rappelle que pour = € R :

2

: T
e’ —1—iz+ —
+2

Zqu 2Y12
=1 —Y
e +1 \/» 1— on

+ hn (Y1)

6y/n

|hn(Y7)] < %QYE En prenant I'espérance dans ’égalité ci-dessus, il vient :

2 Y, 3
avec |hp(Y1)] < Y min <u| 1 Yf) On remarque que h, (Y1) est intégrable car
n

u?o?

— | =1— —— 4+ E[h,(Y1)].

o () = 1= 5 + Elha()]

Comme la v.a. n|h,(Y1)| est uniformément majorée par u?Y}?, qui est intégrable,
3y3

et que limy, o0 1 | Ay (Y1)| < limy, 500 % =0 p.s., par le théoréme de convergence

dominée, on a :

lim nE[hy,(Y1)] = 0. (V.2)

n—oo
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V.7 Autour du théoréme central limite (I)

Le terme E[h,(Y1)] est a priori complexe. Pour étudier la suite de terme général

n
(1 - “ o 4 E[hn(Yl)D on a recours au lemme suivant qui se démontre facilement
par récurrence.

Lemme V.31. Soit (ag, k € N*) et (by, k € N*) des suites de nombres complexes
de modules inférieurs a 1 (|ax| <1 et |bg| < 1 pour tout k € N*). On a :

10 <

n

> lak — bl .

k_

Pour n assez grand tel que u?c?/n < 1, on a :

u \" u?o? - u u?o?
— ) —(1- — -1
o () - (- 50) [ o () -1+ 5]
= n[E[hn(Y1)]]-
1l vient :
m n
o () == () - 00|
oy
n
< n|E[h,(Y7)]| + ‘ (1 ) —e 2 |.
2 2\ " 202
On remarque que |1 — UQU = enlog(l 20 ) converge vers e 2 quand n
n

tend vers l'infini. On déduit donc de (V.2) que : pour tout u € R,

lim ¢\fX ,u)( )

n—0o0

= %\/(0,02) (u)

On a donc la convergence en loi de /n(X,, — ) vers la loi gaussienne N'(0,02). O

V.7 Autour du théoréme central limite (I)

On énonce le théoreme de Slutsky, puis on donne une application importante
concernant la méthode de Monte-Carlo.
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V Convergences et théorémes limites

Théoréme V.32 (Slutsky). Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires
qui converge en loi vers une variable aléatoire X. Soit (Y,,n € N*) une suite
de variables aléatoires définies sur le méme espace que les v.a. X, qui converge
presque strement ou en probabilité ou en loi vers la constante a. Alors la suite
((Xn,Yy),n € N*) converge en loi vers le couple (X, a).

Démonstration. Comme la convergence presque sure et la convergence en pro-
babilité impliquent la convergence en loi, on suppose simplement que la suite
(Yn,n € N) converge en loi vers la constante a. On utilise les fonctions carac-

téristiques. On veut donc montrer que ¥y, y, (u,v) = E [e"(“’X”)”(”’Yn)} converge

vers (V) | [ei(“’X")] = 1)x q(u,v) pour tout couple (u,v). On a :

VX, v, (U, 0) — Px,0(u,v)|
_ ‘E |:ei(u,Xn) ( i(0,Yn) _ i va)) X (ez (W, Xn) _ i(u,X)) ei(v,a)”
i(u,Xn) (ei(v,Yn K va)) H RIC [ i(u,Xp) _ei(u,X)”

i(v,Yn) _ ei(v,a)

SE[e

:E[e

|+ ox, () = o ()]

Comme la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers X, la quantité |¢x, (u) — ¥ x(u)|
converge vers 0, quand n — oo. Par ailleurs, la fonction g(y) = ‘ei(”’y) — ei(”’a)‘ est

une fonction continue bornée. Comme la suite (Y,,,n € N*) converge en loi vers a,
on en déduit que E[g(Y,,)] converge vers E[g(a)] = 0 quand n — oo. Ceci termine
la démonstration. O

Ezercice V.5.

Soit (X,,,n € N) une suite de matrices aléatoires de taille k X p qui converge en loi
vers X. Soit (Y,,,n € N) une suite de matrices aléatoires de taille [ x k qui converge
en loi vers une matrice constante Y. Montrer que la suite de matrices aléatoires
(Y Xy, n € N) converge en loi vers la matrice aléatoire X X. A

Correction V.5. La suite ((Xp,Yn),n € N) converge en loi vers (X, Y) d’apres le
théoreme de Slutsky. Enfin I'application ¢ qui, a deux matrices, x de taille k x p
et y de taille [ x k, associe ¢(z,y) = yx est continue. On déduit du corollaire V.21
que la suite (p(X,,Y,),n € N) converge en loi vers ¢(X, X). A

Application. Si on désire donner une approximation de p = E[X], ou X est une
v.a. réelle de carré intégrable que l'on sait simuler, on peut utiliser la moyenne
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V.7 Autour du théoréme central limite (I)

_ 1<
empirique X,, = — ZXi’ ou les v.a. (X;,7 € N*) sont i.i.d. de méme loi que X.
n
i=1 _
Par la loi forte des grands nombres, on a p.s. X, >~ u. On peut de plus, grace au
théoreme central limite fournir un intervalle de confiance de niveau asymptotique
- ao ao
l—a: |X,——,X,+ —=|, ou la constante a est déterminée par P(|Z]| < a) =
Vn Vn

1 — «, Z étant une v.a. gaussienne de loi N(0,1). La constante a est le quantile
d’ordre 1 — «a/2 de la loi N(0,1). En général, si on ne connait pas 1’espérance de
X, il est rare que 'on connaisse o2 la variance de X. Il faut donc remplacer o
dans D'intervalle de confiance par une estimation. Comme o = E[X?] — E[X]?, on
déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (¢2,n € N*), définie par :

1 n
:ﬁZXiQ_
=1

converge p.s. vers o2.

On déduit du théoréme de Slutsky que ((v/n(X, — p),02),n € N*) converge
en loi vers (¢Z,0?). Enfin, la fonction f(z,y) = z/y/|y| si y # 0 et f(z,y) =0
sinon, admet R x {0} comme ensemble de points de discontinuités. Si o2 > 0,
on a P((6Z,0%) € R x {0}) = 0. On déduit donc du corollaire V.21, que la suite
(f(v/n(X, — p),02),n € N*) converge en loi vers Z qui a pour loi N'(0,1). En
particulier, une nouvelle utilisation de la proposition V.19, avec la fonction h(r) =
1[_q,q)(r), assure que si o # 0 alors :

_ ao, - ao. a 2 dz
P el X,——=, Xp+ — — / e v /2 2
(M |: \/ﬁ \/ﬁ:|> n—oo —a V 27T

Pour n grand, u est dans I'intervalle de confiance aléatoire [X'n a? X+ a\;ﬁ
avec une probabilité proche de 1 —a = P(|Z] < a). La quantité 1 — « est le niveau
asymptotique de l'intervalle de confiance. On choisit souvent 1 — a = 95% avec
a~1.96 oul—a =99% avec a ~ 2.58. Dans la figure V.10, on trace I’évolution de
la moyenne empirique et de I'intervalle de confiance associé en fonction du nombre
de données. On remarque que si ¢ = 0, alors les v.a. X, sont p.s. égales & u. On a

alors o, = 0 p.s. et P(X,, = p) = 1. O

On retiendra que toute estimation a ’aide d’observations ou de simulations
(méthode de Monte-Carlo) doit étre fournie avec un intervalle de confiance.

On peut enfin se poser la question de la validité de I'intervalle asymptotique :

on a P (M € [)_(n - %,)_{n + Ci;%l}) ~ P(|Z] < a), mais quelle est la précision
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V Convergences et théorémes limites

0 250 500 750 1000

Figure V.10. Intervalle de confiance : Réalisations de la suite X, = %Zzzl X5, ou les va-
riables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes de loi exponentielle de paramétre A = 1 (on a
alors E[X;] = 1) ainsi que de intervalle de confiance I,, = [Xn - %,Xn + ’m\/ﬁ} de niveau

asymptotique 95% (a ~ 1.96), oll la variance empirique est définie par o2 = % > ey X2 - X2

de cette égalité asymptotique ? Il s’agit de résultats dus a Berry et Esséen dans
les années 1941-1942 pour l'intervalle de confiance construit avec o et de résultats
récents (1996) pour 'intervalle de confiance construit avec oy, 'estimation de o.

On se contente d’énoncer les deux résultats suivants.
Théoréme V.33. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. réelles indépendantes et

identiquement distribuées. On suppose E[|X1]’] < co. On note u = E[X}], 0% =
Var(X1) > 0 et u3 = E[| X1 — p|?]. Alors pour tout a € R, n. > 1, on a :

Xn— ¢ 2 dx Cus
‘]P) (\/ﬁ o Sa) _/Ooe / /—27‘_ = 0_3\/ﬁ7

ot la constante C' est universelle (i.e. indépendante de a et de la loi de X;) avec
(2n)"12 < C <0,8.

Pour a grand, on peut remplacer la constante C' par une fonction de a, C(a),
telle que lim|, o C(a) = 0.

Enfin si on remplace la variance ¢ par son estimation o, :
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V.8 Autour du théoréme central limite (II)

2 2
Op = EZXi - (nZX’> ;
=1 =1
on a le résultat suivant.
Théoréme V.34. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. réelles indépendantes et

identiquement distribuées. On suppose E[|X1]*] < co. On note p = E[X1], 02 =
Var(X1) > 0 et u3 = E[| X1 — p|?]. Alors pour tout a € R, n. > 1, on a :

X, —u @2 dx
‘P(x/ﬁ" <a>_/ o2 4| o
Un o — 00 27T_

C'us
ad\/n’

ot la constante C' est universelle (i.e. indépendante de a et de la loi de X1 ).

En particulier si p3/03 (ou une approximation de ji3/03) est élevée, cela suggere
que la convergence du théoreme central limite peut étre mauvaise.

Toutefois comme les majorations des théoremes V.33 et V.34 sont indépen-
dantes de la loi des v.a. (la constante C' est universelle), elles sont dans bien des
cas tres grossieres. Elles donnent cependant le bon ordre pour des v.a. de Bernoulli.
Ezemple. On considere des v.a. X, i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1].
Cl(1—p)*+p*] _
V-p)pv/n
C’pn_l/ 2. La constante C) est grande si le parametre p est proche de 1 ou de 0. Dans
ces deux cas les intervalles de confiance sont de mauvaise qualité. Leurs niveaux
exacts sont tres différents du niveau asymptotique. O

La vitesse de convergence du théoreme de Berry-Esséen est donc

V.8 Autour du théoréme central limite (II)

On pourra omettre ce paragraphe dans une premiere lecture.

On décrit dans un premier temps le comportement asymptotique de certains
événements rares.

Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. réelles, indépendantes, de méme loi, inté-
grables et telles que E[X,,] = 0. On note X,, la moyenne empirique. On déduit de
la loi forte des grands nombres que lim,, o IP’(X'n >a)=0sia>0.Side plus les
v.a. sont de carré intégrable avec 02 = Var(X;) = E[X?] > 0, alors on connait la
limite de P(X,, > a/y/n). Cette limite est une conséquence du TCL :
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V Convergences et théorémes limites

_ o0 2 dzx
P(X, > a/y/n) — e /2 Z2
Sozapvm o [ e oL

Si on remplace \/n par n®, avec a > 1/2, on en déduit que lim P(X,, > a/n%) =
n—o0

1/2. En revanche si a € [0,1/2], alors la limite ci-dessus est nulle. En fait on peut

préciser, dans ce cas, a quelle vitesse P(X,, > a/n®) converge vers 0. Il s’agit d’une

vitesse exponentielle. Pour « €]0, 1/2[, on parle de déviations modérées, et pour

«a = 0, on parle de grandes déviations.

Théoréme V.35 (Déviations modérées). Soit (X,,n € N*) une suite de v.a.
réelles, indépendantes, de méme loi. On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que
E [ecXi]] < oo et que E[X1] = 0. On note 0> = Var(X1). Pour tout a > 0,
a €]0,1/2[, on a :

a2

: 2a—1 4 > o S
nh_}rgon logP(X,, > a/n®) 557

1
Cela revient formellement & utiliser le TCL, avec an2 ~“ au lieu de a, puis

o dz
a donner un équivalent logarithmique de / . e /2“2 Un phénomene
an?2 ~%/o V2T

différent apparait pour o = 0.

Théoréme V.36 (Grandes déviations). Soit (X,,n € N*) une suite de v.a.
réelles, indépendantes, de méme loi. Pour tout a > 0, on a :

1 _
lim —logP(X,, > a) = —I(a),

n—oo n

ot la fonction I est définie par I(x) = sup {zac —logk [eZX] ;2 € R}.

L’étude des déviations s’est fortement développée depuis les années 1980.

Les deux théoremes ci-dessus ainsi que le théoreme central limite sont évident
dans le cas ou les v.a. sont gaussiennes.

Ezemple. Pour la loi exponentielle de parametre A, on a I(a) = Aa — log(Aa + 1).

Pour la loi gaussienne N(0,0?), on a I(a) = %. O
o

Une deuxieéme approche consiste, dans le cas ou les v.a. ii.d. (X,,n € N¥)
sont continues, a regarder f,, la densité de la moyenne empirique, et de faire un
développement limité en n de f, ou de la fonction de répartition ffoo fn(z) dz. On
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V.9 Résumé

parle de développement d’Edgeworth. Cette méthode imaginée a la fin du XIX¢
siecle, a connu un fort développement dans les années 1970-1980.

Théoréme V.37. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. continues indépendantes et

‘k+2

de méme loi. On suppose que E {\Xl } < oo et, pour des raisons de normalisa-

tion, que E[X1] =0, et Var(X;) = 1. Il existe des polynomes pi,...,pk, tels que :
pour tout x € R,

P(\/ﬁ)_(n < a:) _ /_oo o 7/2 \;12% +n_1/2p1(a:) o—%/2

T 2y () e /2 4o (n_k/Q) .

On pose pj = E[X’]. On peut montrer que le polynéme pj est de degré 35 — 1

et ne dépend que de pug, ..., 12 et qu’en particulier :
1 2 1 2 Lo 4 2
p(z) =— g,ug(ac —1) et po(x) = —x 2 pa(x® —1) + 5/13(33 —10z° + 15) | .

V.9 Résumé

— On a les implications suivantes concernant les convergences :
CV p.s. = CV en probabilit¢ =— CV en loi.

— Soit h une fonction mesurable bornée. On note C ’ensemble des points de
discontinuité de h. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a. qui converge en loi vers
X.SiP(X €C)=0, alors on a :

lim E[h(X,)] = E[R(X)].

n—oo

— La suite de v.a. réelles ou vectorielles (X,,,n € N*) converge en loi vers X
si et seulement si 'une des trois conditions suivantes est satisfaite
— Pour toute fonction g continue bornée, on a :

lim Efg(X,)] = E[g(X)].

n—oo

— Pour tout u, on a : 1i_>m vx, (u) = ¥x(u).
n o
— Les fonctions de répartition de X,,, F;,, convergent vers F, la fonction de
répartition de X, sauf peut-étre aux points de discontinuité de F.
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— Théoreme de Slutsky. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires qui

converge en loi vers une variable aléatoire X. Soit (Y,,,n € N*) une suite de
variables aléatoires définies sur le méme espace que les v.a. X,,, qui converge
presque strement ou en probabilité ou en loi vers la constante a. Alors la
suite ((X,,, Yn),n € N*) converge en loi vers le couple (X, a).

Loi forte des grands nombres. Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a. réelles
ou vectorielles indépendantes, de méme loi et intégrables (E[|X;|] <
00). On pose p = E[X,,]. Alors on a :

n—o0

I .
Xn:”klek R

De plus on a E[| X, — p|] = 0 quand n — occ.

Théoréme central limite. Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a. réelles indé-
pendantes, de méme loi et de carré intégrable (E[X?2] < co). On pose
1 =E[X,], 0? = Var(X,,) et la moyenne empirique X, = 23"} | X;. On a :

Y 22:1 Xk —ny en loi 2
VX, —p) = NG — N(0,07%).

Intervalle de confiance : Sous les hypotheses du théoreme central limite,
on note :

n n 2
12 IZ

une estimation de o2 (02 converge p.s. vers o2 par la loi forte des grands

nombres). On considere U'intervalle de confiance :

= ao. = ao

Alors,sio > 0,o0n a:

P(pel,) — e /2 d

n—o00 _a ,/27-‘-.

On peut remplacer o, par la vraie valeur o dans I, sans changer le ré-
sultat. Le niveau asymptotique de l'intervalle de confiance est donné par

/ e_x2/2 dl’ )
—a V2




V.9 Résumé

Toute estimation a ’aide d’observations ou de simulations (méthode
de Monte-Carlo) doit étre fournie avec un intervalle de confiance.

— Théoreme de Berry-Esséen. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. réelles indé-
pendantes et identiquement distribuées. On suppose E[|X1|*] < co. On note
n=E[X;], 02 = Var(X;) > 0 et uz = E[|X; — u|*]. Alors pour tout a € R,
n>1,ona:

(Fons) [

< Cus ’
~ o3\/n

ou la constante C' < 0,8 est universelle. Il existe un résultat similaire quand
on remplace o par oy,.
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V.10 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

Ezercice V.1 p. 132, Ezxercice V.3 p. 136, FExercice V.5 p. 150.
FExercice V.2 p. 134, FExercice V.4 p. 147,

Ezercice V.6.
Soit (Xj,7 € N*), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponen-
tielle de parametre A.

1. Calculer la loi de Z,, = min {X;;i < n}. (On regardera P(Z,, > z).) En déduire
que la suite (nZ,,n > 1) est constante en loi et donc converge en loi.

2. Calculer laloi de Y,, = max {X;;i < n}, puis laloi de }7” = \Y,,—logn. Montrer
que pour n > 2, (n—1)log(l —n~te ) < — 2 e % si z > —logn. Montrer, en
utilisant la définition de la convergence en loi, que la suite (f/n, n > 1) converge

en loi. Vérifier que la fonction de répartition de la loi limite est F(z) = e~ ¢,

pour z € R. La loi limite est appelée loi de Gumbel.

A

Ezercice V.7.
Calculer la limite en loi de la suite (X,,,n € N*), ou :

1. X, suit une loi binomiale de parameétre (n,A/n) (A > 0,n > \).

2. X, =T,/n, ou T, suit une loi géométrique de parametre \/n. Traiter ensuite
le cas ou T}, suit une loi de k-iéme succes pour un schéma de Bernoulli de
parametre \/n.

3. X» = (Sp, — pn)//n, ou S, suit une loi binomiale de parameétre (n,p), avec
p €]0,1[.

Exercice V.8.
Soit (X;,7 € N*), une suite de variables aléatoires i.i.d de loi P(X; = 1) = P(X; =
—1) = 1/2. On désire étudier les convergences en loi de :

B 1 n n 1 1 n
Xn:ﬁZXk, Yn:ZﬁXk et Zn:ﬁZ\/EXk.
k=1 k=1 k=1
1. Rappeler la convergence de (X,,,n € N*).
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2. Montrer que Y,, converge p.s. vers une variable aléatoire Y. Montrer par récur-

(A A\ sin(A)
S1n <2n> IHCOS <2k> = on .

En déduire que Y,, converge en loi vers la loi uniforme sur [—1,1]. En déduire
la loi de Y.

3. Montrer par récurrence que si (ax, k € N*) et (bg, k € N*) sont des suites de
complexes tels que pour tout k € N*, |ax| < 1 et |bg| < 1, alors :

n n n
e = T 0k <D law —bil.
k=1 kel k=1

Montrer qu’il existe M tel que Vo € R, |cos(z) — exp (—2?/2)| < Ma*. En
déduire que : pour tout u € R,

rence que :

ku?

P (u) — He_%?‘ =0,
k=1

lim
n—oo

ou ¢, est la fonction caractéristique de Z,,. Montrer que Z,, converge en loi.
Donner la loi limite.

A

FEzercice V.9.

Soit (X, n € N*) une suite de variables aléatoires réelles continues, indépendantes
et de méme loi. On suppose que la densité, f, de leur loi est bornée, symétrique,
continue en 0 et telle que f(0) > 0.

I~ 1
1. Montrer que la suite de variable aléatoire — Z < converge en loi vers une
n- )
=1
variable aléatoire de Cauchy dont on déterminera le parametre en fonction de

£(0). On rappelle que :

/°° 1 — cos(u) T sin(u) i
0

. T
5 du = lim u = —.
u T—o0 0 u 2

2. En déduire que la moyenne harmonique empirique X,, = converge en

n
1

21X

loi vers une loi de Cauchy.

A
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Ezercice V.10.
Soit (X, n € N*), une suite de variables aléatoires de loi exponentielle qui converge
en loi. Déterminer la loi de la limite. A

FEzxercice V.11.
Soit (X,,n € N*), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy
de parametre a.

1. Rappeler la fonction caractéristique de Xi. Calculer la loi de M,, = % Yo X
La suite (M, n € N*) est-elle convergente ?

2. Calculer la loi de M, 4, — M,. En déduire le comportement de P(|Msy, — M,| >
1) quand n — 00 ?

3. Montrer par I'absurde que la suite (M, n € N*) ne converge pas en probabilité.

A

Ezercice V.12.
Soit X une variable aléatoire de loi hypergéométrique de parametre (N, m,n).
On rappelle que Xy représente le nombre de boules blanches obtenues lors d’un
tirage sans remise de n boules hors d’une urne contenant m boules blanches et
N — m boules noires.

k ~n—k koym—k
1. Vérifier que P(Xy = k) = OmCN—m = CnCN—n

Cx Oy

n>k>0.
2. On suppose que le nombre de boules blanches, m, est fixé, n et N tendent vers
+oo avec limy_y 100 /N = p € [0,1] (p est la proportion limite du nombre de

boules obtenues lors du tirage). Montrer que la suite (Xy, N € N*) converge
en loi vers la loi binomiale de parametre (m,p).

pourn— N+m<k<met

3. On suppose que le tirage est de taille n est fixé, m et N tendent vers +oo avec
Impy_y40om/N = 6 € [0,1] (0 est la proportion limite du nombre de boules
blanches dans 1'urne). Montrer que la suite (X, N € N*) converge en loi vers
la loi binomiale de parametre (n,8).

A

FEzxercice V.13.

Soit (X, m € N*) une suite de variables aléatoires discretes a valeurs dans N. On

pose pr(m) = P(X,, = k). On suppose que lim,, o, pr(m) = pg.

1. Montrer que si la suite (X,,, m € N*) converge en loi alors > ;2 o py = 1.

2. On souhaite démontrer la réciproque. On suppose que » . pr = 1. Montrer
que pour tous N € N et ¢ > 0, il existe mg tel que pour tout m > my,

> k>n Pr(m) < e. Montrer que la suite (X,,, m € N*) converge en loi. A
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FExercice V.14.

Soit (X, n € N*) une suite de v.a. continues. On note f, la densité de la loi de X,.
On suppose que la suite (f,,n € N*) est dominée par une fonction h intégrable.
On suppose de plus que cette suite converge vers une limite f. Montrer que la suite
(Xn,n € N*) converge en loi et identifier la limite. (La réciproque est fausse en
général.) A

Ezercice V.15.

Soit (Y, m € N*) une suite de v.a. de loi binomiale de parametre (m,py,). On
suppose que m — 00 et lim,, o0 pm = 6 €]0, 0o[. Montrer que la suite (Y,,,,m €
N*) converge en loi vers la loi de Poisson de parametre 6. A

FExercice V.16.

Soit (Z,, m € N*) une suite de v.a. de Poisson de parameétre 6,,. On suppose que
l'on alimy, o0 0n/n = a €]0, 1. Montrer que la suite de v.a. (Z, —0,)/+/n converge
en loi vers une limite que ’on identifiera. A

FExercice V.17.
Soit (X;,7 € N*) une suite de v.a. indépendantes de loi exponentielle de parametre

A. On pose S, = (X0, Xi —nA1)/y/n.
1. Montrer que S,, converge en loi vers N(0,1/A?) quand n — oo.
2. Calculer P(S,, €]a, b]) et montrer que :

boq

a V2T
10 N 1 ey 1
s ) 0 5) e ao(3),

Comparer ce résultat avec le théoreme de Berry-Esséen ou le développement
d’Edgeworth.

P (S, €la,b]) = e V2N gy

A

FExercice V.18.
On compte en 1996 environ 3,9 millions de naissances aux USA qui se décomposent
en 1 990 480 garcons et 1 901 014 filles.

1. Donner une estimation de la probabilité qu’un nouveau-né soit un garcon. Quels
sont les chiffres significatifs ?

2. Dire s’il est raisonnable de penser qu’il nait autant de filles que de garcons ?

A

161



V Convergences et théorémes limites

Ezxercice V.19.
Précision des sondages.

1.

A quelle précision peut prétendre un sondage sur deux candidats effectué sur
un échantillon de 1 000 personnes ? Est-ce que ce résultat dépend de la taille
de la population ?

. En Floride, pour I’élection présidentielle américaine 2000, on compte 6 millions

de votants. Sachant qu’il y a eu environ 4 000 voix d’écart, quel est le nombre
de personnes qu’il aurait fallu interroger dans un sondage pour savoir avec 95%
de chance qui allait étre le vainqueur ?

A

FEzxercice V.20.
On effectue n séries de 400 tirages de pile ou face avec une piece équilibrée. On
observe les fréquences empiriques de pile Fi, ..., F, dans ces séries.

1.

2.

Quelle est (approximativement) la loi de probabilité du nombre N de ces fré-
quences (F;,1 < i < n) qui ne vérifient pas la condition 0.45 < F; < 0.55,
lorsque n = 207

Est-il plus probable que N =0, que N =1 ou que N > 27

A

FExercice V.21.

Lors d’une opération de calcul, 'ordinateur renvoie un résultat arrondi a la pré-
cision € de la machine pres. On effectue n opérations et on désire connaitre la
précision du résultat. A l'opération 7, on commet une erreur £;. On suppose que
les erreurs sont aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme. On désire étudier
Ierreur finale S,, = E?:l E; en fonction de la technique d’arrondi choisie.

1.

162

Les résultats sont tronqués (arrondis vers le bas). Quel est le support de la
loi de E;? Quel est 'asymptotique de S,, pour n grand? On désire garantir
une précision finale de 10712, avec € = 10716, Quel est I'ordre de grandeur du
nombre d’opérations autorisé 7

. Les résultats sont arrondis au nombre machine le plus proche (arrondis vers le

bas ou vers le haut). Quel est le support de la loi de E; 7 Quelle est 'asympto-
tique de 5,, pour n grand ? On désire garantir, avec une probabilité supérieure
4 99,9%, une précision finale de 10712, avec ¢ = 10716, Quel est 'ordre de
grandeur du nombre d’opérations autorisé ?

A
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FExercice V.22.
Soit X et X’ deux variables aléatoires réelles, indépendantes, de carré intégrable et
de méme loi £. On désire déterminer les lois £ vérifiant la condition (C') suivante :

X+ X’
V2

et X ont méme loi.

1. Calculer E[X].
2. Vérifier que la loi gaussienne centrée réduite vérifie la condition (C).

3. En utilisant le théoreme de la limite centrale, déterminer les seules lois vérifiant
271

la condition (C). (Indication : déterminer par récurrence la loi de 2™/ Z Xi.)
k=1
A

Ezercice V.23.

Le temps d’attente chez le médecin suit une loi uniforme sur [0, 6], o 6 est un

parametre inconnu propre a chaque médecin. Un nouveau médecin s’installe dans

votre ville et vous désirez estimer la valeur de 6 qui lui correspond. Vous interrogez
ses patients sur leur temps d’attente. On modélise les temps d’attente par des

variables aléatoires (X;,7 > 1) indépendantes de loi uniforme sur [0, 6].

1. Calculer E[X;]. En déduire une méthode pour estimer 6. Quelle est votre pré-
cision ?

2. On pose M, = max;eqy,.. n} (Xi)- Etablir la convergence p.s de la suite (Mp,n >
1). Montrer qu’elle converge en probabilité vers 6. Conclusion.

3. Montrer en utilisant les fonctions de répartitions que (n(6 — M,),n > 1)
converge en loi. Déterminer sa limite. En déduire un intervalle de confiance
pour 6.

4. Comparer les deux intervalles de confiance pour un méme niveau asymptotique.

A

Ezercice V.24.

Soit (Xp,n > 1) une suite de variables aléatoires, a valeurs dans {1,...,k},
indépendantes de méme loi définie par P(X, = i) = p; pour ¢ € {1,...,k}
avec Zlepi = 1. On note py(i1,...,in) = P(X1 = i1,..., X, = i) la pro-

babilité d’observer la séquence i1, ...,4,. Montrer que presque sirement la suite

(— %log pn(X1,...,Xp),n > 1) converge vers I'entropie de la loi de X,, définie par
k

H = _Zi:ﬂ?z’ log p;. A

Ezercice V.25.
Pour calculer m = fol g(z)dz on utilise souvent des méthodes de simulation appe-
lées méthodes de Monte-Carlo. Le but de cet exercice est de comparer plusieurs
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méthodes. Soit g une fonction mesurable a valeurs dans [0, 1] et intégrable. Soit
X,Y des variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1]. On
pose U = Liy<gx), V = g(X) et W =2"1g(X) 4+ g(1 — X)].

1. Calculer 'espérance et la variance de U,V et W.

2. Comparer les comportements asymptotiques de :

1 n
An == vicgrx)s
=1

1
B, = — i
n n - Q(Xz)7
=1
_ 1y [9(Xi) + 9(1 — X5)]
"= on g A, g i)ls

i=1
ou les variables aléatoires (X;,Y;;4 > 1) sont indépendantes et de méme loi
uniforme sur [0, 1].

3. Donner un intervalle de confiance pour les estimations de m a ’aide de A,, et
a l'aide de B,,. Quelle méthode choisissez vous ?

On suppose dorénavant que g est croissante.

4. Montrer que [g(X)—g(Y)][g(1-X)—g(1-Y)] < 0. En déduire que E[g(X)g(1—
X)] < E[g(X)P?.

5. En pratique, il est numériquement cotiteux d’évaluer la fonction g. En particu-
lier il faut comparer 'estimation de m a partir de Bs, et 'estimation de m a
partir de C), qui toutes deux utilisent 2n évaluations de la fonction g. Quelle
méthode choisissez vous ?

A
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VI

Vecteurs gaussiens

Les vecteurs gaussiens sont une extension au cas vectoriel des variables aléa-
toires gaussiennes réelles, voir le paragraphe VI.1 pour leur définition et leurs
propriétés. En particulier, au paragraphe V1.3, on peut énoncer le théoréeme cen-
tral limite dans un cadre vectoriel. Dans le paragraphe VI.2, on calcule des lois qui
sont naturellement associées aux vecteurs gaussiens et qui, avec les vecteurs gaus-
siens, sont également tres utilisées en statistiques, voir par exemple les modeles de
régression linéaire du paragraphe 1X.7.

VI.1 Définition et propriétés

Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne A'(m,c?), avecm € R et o > 0.

Sa fonction caractéristique est ¢x (u) = ™™~ “2~. Si o tend vers 0, alors la fonc-
tion caractéristique converge vers 1(u) = ¢™™. On reconnait la fonction caractéris-
tique de la v.a. constante égale a m. Par convention, on dira que c’est également
une v.a. de loi gaussienne A (m,0). Dans ce cas on parle de v.a. gaussienne dégé-
nérée.

La proposition suivante assure que la famille des lois gaussiennes est stable pour
la convergence en loi.

Proposition VI.1. Soit (X,,n € N*) une suite de v.a. gaussiennes de loi
N(my,02). La suite converge en loi si et seulement si m, — m € R et
n—o0

On —3 0 € [0,00[. Et la loi limite est la loi gaussienne N (m,c?).
n—oo

La démonstration qui suit peut étre omise dans une premiere lecture.
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Démonstration. On suppose que la suite (X,,,n € N*) converge en loi. La suite de
2,2
fonctions caractéristiques ¥, (u) = giumn— T converge quand n tend vers 'infini,
pour tout u € R. La partie radiale de v, converge donc. Cela entraine que o,
converge. On note o > 0 la limite. Comme la limite de la suite v, est continue en
0, la limite o est finie. Pour la partie imaginaire, on suppose dans un premier temps
que la suite (m,,n € N*) est bornée. En prenant la limite inférieure m et la limite
supérieure 7, on obtient que pour tout u € R, ™ = ™M ce qui implique que
m =M = m et que la suite (m,,n € N*) converge vers m. Si la suite (m,,,n € N*)
est non bornée, il existe une sous-suite (my,,,k € N*), qui diverge vers +o0o (ou
—00). Soit f une fonction & valeurs réelles, de classe C'! et & support compact, par

exemple dans [—A, A]. A Taide d’une intégration par partie, il vient :

/]R e f(u) du = ! /R M f! (1) du.

1M,

Donc, on a | fy €% f(u) du| < 24| ]|, /M, et liny o fo €% f(u) du = 0.
La convergence en loi implique que lim,, o """ = g(u) et g est continue. Par
convergence dominée, on en déduit que pour toute fonction f, de classe C!, a
support compact, [p f(u)g(u) du = 0. En choisissant une suite de fonctions de

classe C', & support compact, dominée par 1 qui converge vers (u)l[a,b](u), on
déduit du théoreme de convergence dominée que f; lg(w)[* du = 0 pour tout
a,b € R. On en déduit que g = 0 presque partout. Or |g(u)| = 1. Ce résultat est

donc absurde. On ne peut pas extraire de sous-suite divergente.

On a donc obtenu que lim,, oo m, = m € R, et lim, o0 0, = 0 € [0,00[. En
particulier, on a :

i () = € = g 02 (1)

La loi limite est une loi gaussienne. O

On utilise les notations suivantes. Soit d > 1. On note (-,-) le produit scalaire
et | - | la norme sur R%. Pour une matrice M = (M ;;1 < k < d,1 < j < p)
de taille d x p, on note M! sa transposée et pour v = (v, ... ,vp) € RP, Mv =
((Mwv)y,...,(Mv)g) désigne le vecteur de R? tel que (Mv) = Y-F_| My, ju;. Ainsi
pour u € R, on a (u, Mv) = (M'u,v).

Définition VI.2. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R¢ est un vecteur gaus-
sten si toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une v.a. réelle gaus-
sienne :

Va € R, la loi de (a, X) est une loi gaussienne.
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En particulier, en choisissant a = e;, ou le vecteur e; a toutes ses coordonnées
nulles sauf la i-ieme qui est égale & 1, on obtient que si X = (Xq,...,Xy) est un
vecteur gaussien, alors X; = (X, e;) est une variable aléatoire gaussienne.

On remarque que tout vecteur gaussien de dimension 1 est une v.a. réelle

gaussienne éventuellement dégénérée. On rappelle que si £(X) = N (m,o?), alors
L(aX) = N(am,a?c?).
Ezxemple V1.3. Soit X1, ..., X4 des v.a. gaussiennes indépendantes. On suppose
que la loi de X}, est la loi gaussienne N (my, 0,%). Alors le vecteur X = (X1,...,Xy)
est un vecteur gaussien. En effet, soit a = (a1, ...,aq) € R% On calcule la fonction
caractéristique de (a, X) :

Vg xy(u) = E [eiu Sy aka:|

I
:&

E [ei"a’“X’“] par indépendance

k=1
d 020242 2
k=1
ot m = (my,...,mg) et A = Diag (0%,...,07%) est une matrice diagonale. On en
déduit que la loi de (a, X) est la loi gaussienne N ({a,m), (a, Aa)). Donc X est un
vecteur gaussien. O

Définition VI.4. La matrice de covariance de deux v.a. vectorielles de carré
intégrable, X & valeurs dans R% et Y d valeurs dans R™, est la matrice Cov(X,Y) =
V=WVi,1 <k<d1<1<n) définie par :

VkJ = E[Xkyz] - E[Xk]E[}/l] = COV(Xk,YVZ) .

Remarque. Soit X = (X1,...,X4) un vecteur gaussien. Le vecteur X est de carré
intégrable. En effet, on a | X|? = Z?:l X2, ot les v.a. X; sont de carré intégrable
car de loi gaussienne. Par linéarité, on en déduit que E[|X|?] < co. O

On peut caractériser la loi des vecteurs gaussiens de maniere simple.

Proposition VI.5. Le vecteur aléatoire X a valeurs dans R est un vecteur gaus-
sien si et seulement si il existe un vecteur u € R% et une matrice V. de taille d x d,
symétrique positive (Vt =V et (x,Vzx) >0, VrecR?) tels que :

(u,Vu)

px(u) = =" vy e RY
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De plus le vecteur X est de carré intégrable et on a p = E[X] et V = Cov(X, X).
Enfin, pour tout a € RY, la loi de la v.a. réelle (a,X) est la loi gaussienne

N(la,p), (a, Va)).

Si X est un vecteur gaussien de moyenne p et de matrice de covariance V', alors
on note sa loi N(u, V).

Démonstration. On a vu que X; est une variable aléatoire gaussienne. En particu-
lier elle est de carré intégrable. Ceci implique que X est de carré intégrable. On
remarque que pour u € R :

U (u) = B[] =, (1)

Or par définition, (u, X') est de loi gaussienne. On calcule les parametres de cette
loi :

d

d
E[(u, X)] = E [Z uka] =
k=1

ukE[Xk] - <u7ﬂ>7 ou p= E[X]7
1

et par bilinéarité :

d

Var((u, X)) = Var (Z uka> = > o (B[X X)) — E[X4]E[X)])

k=1 1<h<d
1<i<d

= (u, Cov(X, X)u).
On en déduit, en posant V = Cov(X, X), que :

_ (u,Vu)

Yy (1) = et =3

Il reste a vérifier que la matrice V' est symétrique (évident d’apres sa construction)
et positive. On remarque que (u, Vu) = Var({u, X)), et cette quantité est toujours
positive.

La démonstration de la réciproque est similaire a la démonstration de I’exemple
VIL.3. O

La proposition suivante permet de caractériser facilement I'indépendance pour
les composantes d’un vecteur gaussien.
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Proposition VI.6. Soit (X,Y) un vecteur gaussien. Alors, on a :

’ les v.a. X etY sont indépendantes <= Cov(X,Y) = 0. ‘

L’hypothese “(X,Y) est un vecteur gaussien” est cruciale. Voir les exercices I1.7
et VI.1 pour des contre-exemples.

Démonstration. On suppose que Cov(X,Y) = 0. En utilisant la fonction caracté-
ristique du vecteur (X,Y’), on obtient :

7/1(X,Y) (u, )

<U, VX7 u> + <Ua VXU> + 2<U, VX,YU>>

= exp (o) i v) ~ 2

oun ux = E[X], iy = E[Y], Vx = Cov(X,X), iy = Cov(Y,Y) et Vxy =
Cov(X,Y’). Comme Vxy = 0, on remarque que :

Yix vy (u,v) = Vx (W)y (v),  Vu, Yo

Grace au 2 de la proposition IV.6 (pour des v.a. vectorielles), cela implique que
les v.a. X et Y sont indépendantes.

La réciproque est vraie car X et Y sont de carré intégrable. a

Ezercice VI.1.

Soit X une variable aléatoire réelle de loi A/(0,1). Soit ¢ une variable aléatoire
discréete indépendante de X et telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. On
pose Y = £X. Déterminer la loi de Y. Calculer Cov(X,Y). Calculer E[X?Y?]
et E[X?]E[Y2]. En conclure que X et Y ne sont pas indépendantes. Le vecteur
(X,Y) est-il gaussien? A

Proposition VI.7. On considére une transformation affine de R¢ dans R™ :
x — Mx+ T, ou M est une matrice déterministe de taille n X d et T un vec-
teur déterministe de R™. Soit X un vecteur gaussien & valeurs dans R et de loi
N(u, V). La variable aléatoire MX +T est un vecteur gaussien a valeurs dans R™.
De plus sa loi est :

LIMX +T)=N(T+ Mp, MV M").
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Démonstration. On pose Y = MX +T. Il s’agit d’un vecteur aléatoire a valeurs
dans R™. Soit u € R". On a :

Yy (u) =E [eiw,Y)} —E [ei(u,MX+T>] _ G g [ei(Mtu,X):| ’

ol M est la transposée de la matrice M. Grace a la proposition V1.5, il vient :

Yy (u) = exp <i<u7T> i (M, p) — <Mt“;/Mt“>>

= exp <i<u,T+Mu)— 5

Ceci étant vrai pour tout u € R”, on en déduit que L(Y) = N(T + Mu, MV M?).
O

FEzercice VI.2.

Soit X un vecteur gaussien de loi N (u, I), ot I; est la matrice identité de taille
dxd. Soit P; et P» deux projections orthogonales sur des sous-espaces orthogonaux
de R? (P P, = P,P; = 0). Montrer que P X et P,X sont indépendants. Donner
la loi du couple (P X, P X). A

Théoréme VI.8. Soit V une matrice symétrique positive de taille d X d, et u un
vecteur de R?. Il existe un vecteur gaussien de loi N'(u, V).

Démonstration. Soit Y un vecteur aléatoire de R% composé de v.a. réelles indé-
pendantes de loi N (0,1). L’exemple VI.3 assure que L(Y) = N (0, 1), ol I est la
matrice identité de taille d xd. Comme V est symétrique réelle, il existe une matrice
diagonale D = Diag (dy,...,dy) et une matrice orthogonale U (U'U = UU* = 1)
telles que V' = UDU!. La matrice V étant positive, cela entraine que d > 0.
On pose o = V/dj, et la matrice diagonale A = Diag (o1,...,04). Donc on a
V = UAAU!. Le vecteur aléatoire X = u + UAY est un vecteur gaussien de loi
N(pn+UA0,UAAUY) = N(u, V). O

Si det V =0, alors il est facile de déduire de la démonstration précédente qu’il
existe une combinaison linéaire non triviale du vecteur X qui est p.s. constante.
On parle de vecteur gaussien dégénéré.
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Proposition VI.9. Soit X un vecteur gaussien de R? non dégénéré (detV > 0)
de loi N(u, V). Alors la matrice V est inversible et la loi de X posséde la densité
f : pour x € R?,

Frl) = 1 p(_<x—u7V1(x—u)>>'

(2m)22(det V)12 7 2

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration du théoreme précé-
dent. Par indépendance, la densité de la loi du vecteur Y s’écrit comme le produit
des densités de chacune des composantes :

1 k> 1 _lu?
e 2 = 2

N (V2r )iz

d
fY(ylv"'ayd) = H
k=1

On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g mesurable bornée définie sur
R?. On a :

2
Blo(X)] = Blg(u+UAY) = [ glu+Uage s 2o
Rd (2m)d/2
Les deux conditions V = UA2U? et det V > 0 impliquent que la matrice diagonale
A = Diag (01,...,04) est inversible. En particulier o; > 0 pour i € {1,...,d}.
On effectue le changement de variable suivant : x = ¢(y) = p + UAy, soit y =
AUz — p). Ainsi on a :

(yy) = (A7 (@ — ), AT @ — ) = (& — p, V7 (& — o))

Comme A est inversible, ¢ est un difféomorphisme de classe C* de R¢ dans R%.
Et on a:
|Jac[p](z)| = |det UA| = |det A|.

On remarque que det V = det UA2U! = (det A)? et donc |Jac[p](z)| = Vdet V.

Il vient :

1 _(@—p V@)

Bl = | 00 G e

On en déduit la densité de la loi de X. O
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Application. Soit (X,Y’) un vecteur gaussien de R?. On suppose que E[X] = E[Y] =
0, et Var(X) = o2, Var(Y) = 02, Cov(X,Y) = p. La matrice de covariance du

vecteur (X,Y) est V = <U; ;)2> . On adet V = g303 — p* et si p? < oi03,

2
1 o2 —
T 2 —P
T 4242 _ 2<_ a2>'
01045 P pP o1
2 2

Le vecteur est dégénéré si det V = 0, c’est-a-dire si o303 = p?. Dans ce cas, on
suppose par exemple que p est positif. On remarque alors que :
Var(o2X — 1Y) = 03 Var(X) + o3 Var(Y) — 20109 Cov(X,Y)
= 2010’2(010’2 — p)
=0.
La v.a. gaussienne 02X — 1Y est donc constante : elle est dégénérée.
Dans le cas non dégénéré, det V' > 0, on obtient la densité f du vecteur (X,Y)
a l'aide de la proposition précédente :
1 . ( o324+ o?y? — 2,0xy>
————————exp | — .
2my\/oios — p? 2(0t03 — p?)

Si p =0, on vérifie bien que f(z,y) = f,2 (x)fag (y), ou f,2 est la densité de la loi

1

f(z,y) =

gaussienne réelle N'(0, 0?).
Dans la figure VI.1, on présente plusieurs réalisations d’un couple gaussien en
fonction de p. O

S

4
+

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figure VI.1. 1000 réalisations d’un vecteur gaussien (X,Y’), ou E[X] = E[Y] = 0, Var(X) =
Var(Y) =1 et Cov(X,Y) = p.
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Une propriété importante des vecteurs gaussiens concerne les lois condition-
nelles. Si (X,Y’) est un vecteur gaussien, alors la loi de X sachant Y est une loi
gaussienne dont les parametres dépendent de Y, et des matrices de covariance.

Proposition VI.10. Soit (X,Y) un vecteur gaussien (de dimension d + n).
On suppose que la matrice de covariance Cov(Y,Y') est inversible (le vecteur Y
est non dégénéré). La loi conditionnelle de X sachant Y est une loi gaussienne
N (E[X|Y],X). De plus, on a :

E[X]Y] = E[X] 4 Cov(X,Y) Cov(Y,Y) (Y — E[Y])
et ¥ = Cov(X,X)— Cov(X,Y)Cov(Y,Y) ! Cov(Y, X).

On remarque que la matrice de covariance X' est déterministe, alors que I'espé-
rance conditionnelle E[X Y] est aléatoire. Cette derniere est une fonction linéaire

de Y.

Démonstration. On pose M = Cov(X,Y)Cov(Y,Y) L et W = X — MY. Le
vecteur (W,Y) est gaussien (il s’agit d’une transformation linéaire du vecteur
gaussien (X,Y)). Le vecteur W est un vecteur gaussien indépendant de Y car
Cov(W,Y) = Cov(X,X) — M Cov(Y,Y) = 0. On détermine les parametres de sa
loi :

E[W] = E[X — MY] = E[X] — Cov(X, X) Cov(Y,Y) 'E[Y],
Cov(W, W) = Cov(X, X) — M Cov(Y, X)
= Cov(X, X) — Cov(X,Y) Cov(Y,Y) ! Cov(Y, X).
Comme W est indépendant de Y, la loi conditionnelle de X = MY + W sachant Y
est celle de a + W, avec a = MY La loi conditionnelle de X sachant Y, £(X]|Y),

est donc une loi gaussienne d’espérance E[W] + MY et de matrice de covariance
Y = Cov(W,W). O

VI.2 Loi du X2, loi de Student, loi de Fisher

Un certain nombre de lois sont naturellement associées aux lois gaussiennes. On
rappelle que les lois du x? ont été définies au chapitre I11.5, comme cas particuliers
des lois Gamma.
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Ezercice VI.3.

Soit une suite (X, k € N*) de variables aléatoires indépendantes de loi NV (0,1).
Montrer que la loi de X,f est la loi du x? & 1 degré de liberté. Montrer que la loi
de >0, X,% est la loi du x? & n degrés de liberté.

A

Correction V1I.3. On utilise la méthode de la fonction muette pour déterminer la
loi de X2. Soit g une fonction mesurable bornée. On a :

_ a2 o [T 2y eete 0T
E[g(X,?)]—/Rw et 2/0 sty

On fait le changement de variable y = 22 sur ]0, 4+-oc]. Il vient :

L iy
— e dy.
/—27Ty Y

On en déduit que la loi de X? est la loi Gamma I"(1/2,1/2). 1l s’agit bien de la
loi x2(1).

Les variables aléatoires (X, k € N*) étant indépendantes, on en déduit que les
variables aléatoires (X7, k € N*) sont indépendantes. La fonction caractéristique
1
1—24u
la fonction caractéristique de la loi x%(n). A

Elg(X2)] = /0 o)

n/2
de S, = >}, X} est, par indépendance, g, (u) = ( ) . On reconnait

Le théoreme de Cochran qui suit est utile en statistique.

Théoréme VI.11. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur de variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi N'(0,1). Soit E,. .., E, une famille de p > 2 sous-espaces
vectoriels de R"™ orthogonauz deux a deux tels que Fr @ ---® E, = R". On suppose
que la dimension de E;, n;, est non nulle. On note Xg, la projection orthogonale
de X sur E;. Alors, les variables Xg,,...,Xg, sont indépendantes et la loi de
| XEg,|? est une loi du x? de paramétre n;.

Démonstration. Soit e = {ey,...,e,} la base canonique de R™. Soit une base or-
thonormée de R™, f = {f1,..., fn}, et Y = (Y1,...,Y,) les coordonnées de X dans
la base f. Il existe une matrice U de taille n x n telle que si x = (z1,...,x,) sont

les coordonnées d’un vecteur dans la base e, alors ses coordonnées dans la base f
sont données par y = Uz. De plus on a U'U = UU' = I,,, ou I,, est la matrice
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identité. On a donc Y = UX. Comme X est un vecteur gaussien de moyenne nulle
et de matrice de covariance la matrice identité, I,,, on en déduit que Y est un
vecteur gaussien de moyenne UE[X] = 0 et de matrice de covariance UIL,U" = I,,.
Ainsi X et Y ont méme loi.

On note f0 = { fl(i), ce fT(L?} une base orthonormée de F;. Ainsi f =
Ur<i<pf@ est une base orthonormée de R”. Soit Y = (Y1,...,Y,) les coordon-
nées du vecteur X dans la base f. Ainsi on a Xp, = 2?2:1 Y45 fmi+j, oum; =0
sit=1etm; = 22;11 nyg sinon. D’apres ce qui précede, les variables Y7, ..., Y, sont
indépendantes de loi N'(0,1). On en déduit donc que les variables Xp,,..., X E,
sont indépendantes. On a également :

ng
2 2
j=1

On en déduit que |Xg, |? est la somme de n; carrés de gaussiennes centrées réduites
indépendantes. Sa loi est donc la loi du x? & n; degrés de liberté. ad

On donne une application importante du théoreme de Cochran. Soit u € R et
o > 0. On considere une suite (X, k € N*) de variables aléatoires indépendantes
et de loi N(u1,0%). On pose :

(X1 — X,)2
k=1

X, =

SRS

n—1

iXk’ et |V, = !
k=1

On peut réécrire V,, comme la variance empirique, a un coefficient multiplicatif
pres :

Par la loi forte des grands nombres, on en déduit que le couple (X,,,V;,) converge
p.s. vers (p1,02). On donne en fait la loi du couple (X, V;,).

Proposition VI.12. Les variables X, et V,, sont indépendantes. La loi de X,, est

la loi gaussienne N'(u, 02 /n). La loi de (n—1)V,,/o? est la loi du x* an—1 degrés
de liberté.

Démonstration. Soit X = (X1,...,X,). On note 1,, € R™ le vecteur dont toutes
les coordonnées sont égales & 1. On pose X = ul, +oe. Le vecteur € = (e1,...,&,)
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est composé de variables aléatoires indépendantes de méme loi A'(0,1). On note A
la droite vectorielle engendrée par le vecteur 1,,. On note H le sous-espace vectoriel
orthogonal a A (en particulier A @ H = R™). La projection orthogonale de X sur
Aest Xp = pl, +o0ea = X,1,, oll €4 est la projection orthogonale de ¢ sur A.
On note ex la projection orthogonale de € sur H. On a :

X—Xa X-X,1,

g g

Eg=€—cp =

On remarque que (n — 1)V, = | X — X, 1,|*> = 0?2 |eg|?.

Le théoreme de Cochran assure que les vecteurs ea et e sont indépendants

et que la loi de ]€7H\2 est la loi du )8 de parametre n — 1. On en déduit donc
Xn — 1 ; X —-X,1,

que les vecteurs 1, e , et donc les variables X,, et V,,, sont

o o
indépendants. De plus, (n — 1)V;, /o2 suit la loi d’'un x? de parametre n — 1. Enfin,
comme X, est une combinaison linéaire des composantes du vecteur gaussien X,

c’est donc une variable aléatoire gaussienne. On détermine les parametres de sa
2

loi. On a E[X,] = p par linéarité, et Var(X,,) = 7 en utilisant I'indépendance.
_ n
La loi de X, est donc N(u, 02 /n). 0

On déduit des propriétés de la loi du x? que :
E[V,] = 0% et Var(V,) =20%/(n—1).

On déduit de la loi forte des grands nombres que X,, converge p.s. vers u et Vj,
converge p.s. vers o2. On dit que X,, et V,, sont des estimateurs convergents
de p et 02. Comme E[X,] = p et E[V,] = 02, on parle d’estimateurs sans biais.
C’est la raison de la normalisation par (n — 1) et non par n dans la définition de
V,. Les estimateurs sont utilisés pour donner une estimation et un intervalle de
confiance sur 4 et 02 quand ceux-ci sont inconnus, voir les exercices X.1 et X.3.

Définition VI.13. Si G et U sont deux v.a. indépendantes et de lois respectives
N(0,1) et x%(n), alors on dit que la variable aléatoire :

G

suit une loi de Student de parameétre n.

T, =
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La fonction de répartition de la loi de Student est tabulée (voir le paragraphe
XI.4). Voir la figure VI.2 pour la densité de la loi de Student ainsi que l’exercice
ci-dessous.

0.4

— n=1

Figure VI.2. Densités de la loi de Student de parametre n.

Ezercice V1.4.
Montrer que la densité de la loi de Student de parametre n est :

f () = Dt )/2) 1
" Jan I'(n/2) ( e ><n+1>/2’

teR.

n

YA

FExercice VI.5.
Montrer que la suite (T,,,n € N*), ou T;, est de loi de Student de parameétre n,
converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1). A

Correction VI.5. Soit (G, n € N) une suite de v.a. indépendantes de loi gaussienne
N(0,1). Par définition 7;, a méme loi que T}, = Go/o, ot 02 = 130 | G}. La
loi forte des grands nombres assure que (02,n € N*) converge p.s. vers 1. On en
déduit que la suite (7], n € N*) converge p.s. vers Go. Comme la suite (7,,,n € N*)

a méme loi que (7),n € N*), on en déduit qu’elle converge en loi vers Gj. A

Afin d’avoir des quantités normalisées, on pose :

i —1
G=YT%, — ) et U="""W.
g o

177



VI Vecteurs gaussiens

On a vu que les v.a. U et V sont indépendantes et de lois respectives x%(n — 1) et
N(0,1). La variable aléatoire :

Tn—]_ — G — \/H(Xn B lu)7

[(nl_Jl)} v m

suit donc une loi de Student de parametre n — 1. En particulier la loi de T,,_1 ne
dépend pas des parametres et o2.

Ezxzemple VI.14. Soit X1,..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi gaussienne dont ne connailt pas les parametres. La moyenne empirique
fournit une estimation de la moyenne u. De plus on connailt exactement le niveau
de l'intervalle de confiance :

I’VL: Xn_ﬂ,xn—i—a Vn .
NG NG

En effet, on a P (u € I,,) = P(|T},—1| < a). O

Enfin on présente une famille de lois qui joue un réle important dans les modeles
linéaires gaussiens.

Définition VI.15. Si U et V sont deuz v.a. indépendantes de loi x*(n) et x*(m),

alors on dit que| S = — — | suit une loi de Fisher-Snedecor de paramétre (n,m).

nV

La fonction de répartition de la loi de Fisher-Snedecor est tabulée (voir le
paragraphe XI.5). Voir la figure VI.3 pour la densité de la loi de Fisher-Snedecor
ainsi que ’exercice ci-dessous.

Figure VI1.3. Densités de la loi de Fisher-Snedecor de parametre (n, m).
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Ezercice VI.6.
Montrer que la densité de la loi de Fisher-Snedecor de parametre (n,m) est :

1

fS()—F((n—i_m)/Q)<n)n/2( 53—

_ n .
VT T2 m2) \m) (1 ey 20

V1.3 Théoréme central limite vectoriel

On généralise le théoreme central limite au cas multidimensionnel.

Proposition VI.16. Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires a valeurs
dans R?, indépendantes de méme loi et de carré intégrable. On pose p = E[X1] €
Re, V = Cov(X1, X1) € R4 et X, = %22:1 Xk la moyenne empirique. Alors,
la suite de vecteurs aléatoires (v/n(X, —u),n € N*) converge en loi vers le vecteur
gaussien de loi N(0,V) :

V(X — i) L% A0, V).

n—oo

Démonstration. Soit u € R%. On a V(%) (W) =V mix,—puy(1). On pose Z =
(X — p,u). Les v.a. (Zg, k € N*) sont indépendantes, de méme loi et de carré
intégrable. On a E[Z;] = 0 et Var(Z) = (u, Vu). On déduit du théoreme central
limite en dimension 1, que la suite (/137 | Z;,n € N*) converge en loi vers
N(0, (u, Vu)). On en déduit que :

nlggo wﬁ(Xn_H)(u) — lim wﬁ%ZLQ Zk(l) — o (wVu)/2

n—oo

Comme ceci est vrai pour tout v € R?, on en déduit la proposition. a

Le corollaire suivant est tres important en pratique pour construire les inter-
valles de confiance.

Corollaire VI.17. Soit (X;,k € N*) une suite de v.a. a valeurs dans R? in-

dépendantes de méme loi et de carré intégrable. On pose u = E[X;] € R?,
V = Cov(X1, X)) € R et X, = %22:1 Xy la moyenne empirique. Soit g une
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fonction mesurable de R% dans RP continue et différentiable en p. Sa différentielle

0
au point p est la matrice 8—9(,u) de taille p x d définie par :
x

dg dgi . .
<8:n (M)>m‘ oz, (p); 1<i<p, 1<j<

t
On pose X = gg(,u) Vv <ag(u)> . On a alors :
x

9(%0) 22 g(w) et Va(9(Ka) — g(w) <2 N (0, ).

n—oo

Démonstration. La convergence p.s. de la suite (g(X,),n € N*) est une consé-
quence de la loi forte des grands nombres et de la continuité de g en u. Pour
= (21,...,24), i € {0,...,d}, on note ) = (y;,...,y4) le vecteur tel que
y; = xjsij <iety;=p;sij>i. En particulier 20 = et 2@ = 2. La matrice
h(zx) de taille p x d définie par :

gi(z?) — gi(a"V)
h(l‘)i’j = Tj— Hj

9y (i—1)
5o @)

i@ # 1,

Sl wj = py

est une fonction continue de x en g. On déduit du lemme V.2 que (h(X,),n € N¥)
0

converge p.s. vers h(pu) = —g(,u) On déduit du théoreme de Slutsky que la suite

Ox
((h()_(n),\/ﬁ()_(n —p),n € N*) converge en loi vers (gg(,u),Z>, ou L(Z) =
x

N(0,V). Enfin la fonction (z,y) — xy est continue. On déduit du corollaire V.21,

_ _ 0
que (h(Xn)\/ﬁ(Xn — u),n € N*) converge en loi vers a—i(u)Z. Pour conclure,

on remarque que h(X,)vn(X, — u) = vn(g(X,) — g(u)) et la loi de gg(u)Z est
T

d’apres la proposition VI.7 la loi gaussienne N (0, X). O

Application. On considére une suite Xi,...,X, de v.a. indépendantes de loi de
Poisson de parametre 6 inconnu. On rappelle que E[X1] = 0 et Var(X;) = 6. On
dispose d’une réalisation de cette suite, et on désire estimer 6. La loi forte des
grands nombres assure que la moyenne empirique X,, = %Z?:l X, converge p.s.
vers E[X1] = 6. De plus par le théoréme central limite, on sait que /n(X, — 0)
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converge en loi vers AV (0,0). La loi limite dépend de 6, on ne peut donc pas don-
ner directement d’intervalle de confiance pour #. On peut diviser /n(X, — 6)
par la variance empirique, ou tout autre v.a. qui converge p.s. (ou méme en loi)
vers V0. La méthode de stabilisation de la variance consiste 4 chercher une
fonction g réguliere telle que ¢'(E[X1])? Var(X;) = 1. On déduit alors du corol-
laire précédent que /n(g(X,) — g(#)) converge en loi vers N'(0,1). La limite est
alors indépendante du parametre inconnu. Pour les v.a. de Poisson, la fonction g
doit étre solution de ¢’(0)%0 = 1 soit g(f) = 2v/0. Ainsi 2v/0 appartient & l'inter-

valle [2\/)_(71 —1,96//n; 27/ X + 1,96/\/75} avec une probabilité asymptotique

_ 1 2 _ 1 2
de 95%. Autrement dit [(\/ X, — 2’\32) ) (\/ X, + 2’\32) ] est un intervalle

de confiance pour # de niveau asymptotique 95%. O

VI.4 Résumé

— Une v.a. vectorielle est un vecteur gaussien si et seulement si toute com-
binaison linéaire de ses coordonnées est une v.a. gaussienne, éventuellement
dégénérée (i.e. de variance nulle).

— Toute limite en loi de vecteurs gaussiens est un vecteur gaussien.
— Toute transformation affine d’'un vecteur gaussien est un vecteur gaussien.

— La loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par sa moyenne et sa matrice
de covariance.

— Le vecteur gaussien est non dégénéré si et seulement si le déterminant de sa
matrice de covariance est strictement positif.

— Si (X,Y) est un vecteur gaussien, alors X et Y sont indépendants si et
seulement si la matrice Cov(X,Y") est nulle. L’hypothese “vecteur gaussien”
est cruciale.

— Soit (Xy,k € N*) une suite de v.a. réelles indépendantes de loi N (u,0?).

_ 1 &
La moyenne empirique X,, = — ZXk et la variance empirique V,, =
n

k=1
n

Z(Xk — Xn)Q sont des estimateurs convergents et sans biais de
k=1

w et o2, De plus X,, et Vj, sont indépendants. On a £(X,,) = N (i, 0%/n) et
L((n—1)V,/c?) = x*(n —1).

1
n—1
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VI Vecteurs gaussiens

— Soit (X, k € N*) une suite de v.a. vectorielles indépendantes et de méme loi.

On suppose que X, est de carré intégrable, et on note p sa moyenne et V sa
matrice de covariance. Alors on a :

v . 22:1 Xp — N en loi
V(X — p) = NG — N(O,V).

— Soit g une application continue et différentiable en p.

_ 9 9 ) .
On pose X = %(M) Vv (8:17('“)) . On a alors :

9(%0) 225 g(w) et Va(9(X) = g(w) = N0, 2).

n—o0
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V1.5 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

FExercice VI.1 p. 169, FExercice VI.3 p. 174, Ezxercice V1.5 p. 177,
FExercice VI.2 p. 170, FExercice V1.4 p. 177, FExercice V1.6 p. 179.

FExercice VI.7.

Soit X,Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi N'(0,1). Calculer
la loi conditionnelle de X sachant X + Y. Calculer la loi conditionnelle de X +Y
sachant X — Y. A

Ezercice VLS.
Soit (X,Y’) un vecteur gaussien tel que E[X]| = E[Y] =0, Var(X) = Var(Y) = 1 et
Cov(X,Y) = cos¢. On définit R = vV X2 +Y? et © par Rcos©® = X , Rsin® =Y.

1. Donner la densité de la loi de (X,Y’) quand elle existe.
2. Calculer la loi de (R, ©). Calculer la loi de 6.
3. Calculer P(XY > 0).

YA

Ezercice VI.9.
Soit X7, X deux variables aléatoires indépendantes de loi (0, 0?) (avec o > 0).

1. Donner en utilisant les coordonnées polaires, la loi de (Y, Z), ot :

VXI+ X2 VX4 X2

2. Donner la loi jointe du signe de X7X5 et du signe de X7 — X3.

XP-X3 ., 2N

JAN

Ezercice VI.10.

Soit (V;,,n > 1) une suite de vecteurs gaussiens de dimension d et de loi N'(B,,, A,,)
telle que la suite de vecteurs (By,n € N*) et la suite de matrices (4,,n € N¥)
convergent. Montrer que (V,,,n > 1) converge en loi. Donner la loi limite. AN

Ezercice VI.11.
Soit (Y,,,n > 1) des variables aléatoires indépendantes et de loi A (u,o?). Soit
a € R. Soit X¢ une v.a. réelle de loi N (uo,03), indépendante de (Y,,,n > 1). Pour

183



VI Vecteurs gaussiens

tout n > 1, on pose X,, = aX,,—1+Y,. On modélise ainsi des résultats qui a I’étape
n dépendent linéairement des résultats a I’étape n — 1 mais qui sont bruités.

1. Montrer que (X, -+, X,,) est un vecteur gaussien. Déterminer la loi de X, et
calculer Cov(Xy, X,,) pour 0 < k < n.

2. A quelle condition sur a, la suite (X,,n € N) converge-t-elle en loi ? Déterminer
la loi limite. Quelle est la loi de X7, puis celle de X, si la loi de Xg est la loi
limite ?

3. Montrer que si a €] — 1, 1], alors le vecteur (X,,, X;,41) converge en loi vers un
vecteur gaussien dont on déterminera les parametres.

, 1 &
4. Etudier la convergence en loi de la moyenne empirique — E X;.
n
i=1

A

Ezxercice VI.12.
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de loi uniforme sur le disque unité de R? : sa loi

. o 1
possede la densité f(x,y) = = L2 iy2<1y-
1. Calculer la loi de X.
2. Vérifier que X et Y ne sont pas indépendants, mais que Cov(X,Y) = 0.

Soit ((Xpn,Yn),n € N*) une suite de v.a. indépendantes de méme loi que (X,Y).

On pose X,, = %2221 XpetY, = %Zzzl Y.

3. Montrer en utilisant les fonctions caractéristiques que X,, et Y;, ne sont pas
indépendants.

4. Montrer que le couple (y/nX,,/nY,) converge en loi vers un couple de v.a.
indépendantes.

A

Ezercice VI.13.
Soit (Xg, k € N*) une suite de variables aléatoires telles que X}, est de loi x2(k).
Montrer que la suite (\/ 2X. —V2k -1,k ¢c N*) converge en loi vers une loi gaus-

sienne. On pourra utiliser le fait que X3 a méme loi que Zle Y2, ot les variables
aléatoires Y; sont indépendantes de loi A/(0,1). A

Ezercice VI.14.
Soit X1, ..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, de carré
intégrable, d’espérance m, de variance 0. On suppose que la moyenne empirique
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X, ZX et la variance empirique V,, = —— Z X, - X ) sont des va-

i=1
riables aléatoires indépendantes. Le but de cet exercme est de démontrer que la loi

de X; est alors la loi gaussienne AN (m, o?).

On note 1 la fonction caractéristique de X;. On suppose m = 0.
1. Calculer E[(n — 1)V,,] en fonction de o2. Montrer que : pour tout réel t,
E[(n — 1)V, ¢%n] = (n — 1)(t)"0.
2. En développant V,, dans I’égalité précédente, vérifier que :
El(n — 1)V, €] = —(n — L (00 (6)" " — (n — 1/ (6)0(6)" 2.

3. En déduire que v est solution de I’équation différentielle :

4. En déduire que la loi des variables X; est la loi gaussienne N(0,02).

5. Que peut-on dire si 'on ne suppose plus m =07
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VII

Introduction a la statistique : un exemple

Un fabricant de composants électroniques désire avoir des renseignements sur
le temps de vie moyen 6 des composants de type A. De maniére générale, on
sait que le temps T d’attente de panne des composants électroniques suit une loi
exponentielle de parametre A > 0 inconnu. Cette connaissance peut provenir de
considérations théoriques ou empiriques. On a donc § = E[T] = A~1.

On aborde avec cet exemple les trois themes de la statistique paramétrique que
I’on traite dans ce cours :

— Estimation ponctuelle : estimation du parametre inconnu 6, voir le para-
graphe VII.1.

— Test d’hypotheses : comment tenir compte de I'imprécision de I'estimation
pour savoir, par exemple, si § < 0, ou si 8 > 6,, avec 0, une valeur de
référence fixée, voir le paragraphe VIIL.2.

— Intervalle de confiance : donner la précision de I’estimation, voir le para-

graphe VIL.3.

VII.1 Estimation ponctuelle

On désire obtenir une estimation du temps de vie moyen 6. Pour cela on consi-

dére n composants de type A. Leurs temps de vie T1,...,T, sont des variables
aléatoires que 'on suppose indépendantes et de loi exponentielle de parametre
A = £ > 0 inconnu. On note le vecteur de taille n : T = T[n] = (T1,...,T;). La

loi forte des grands nombres assure que :
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et

Pour la deuxiéme convergence, on a également utilisé la continuité de la fonction
t — /t. Donc les quantités 6, et 0’ permettent de donner une estimation du
temps de vie moyen des composants de type A. Lors d’une expérimentation, on
observe les réalisations 77 (w) = t1,...,T,(w) = t,. Dans ce cas on estimera 6 par
0,(t) ou 0/ (t), avec t = t[n] = (t1,...,t,). Afin d’alléger les notations, on écrira
0, pour 0, (T) et @ pour @/ (T). Les estimateurs 0, et 6/, convergent p.s. vers la
vraie valeur 8, on parle d’estimateurs convergents.

Peut-on comparer les estimateurs 0, et é;l ? Lequel est le meilleur 7 Peut-on
améliorer un estimateur 7 On répondra a ces questions au chapitre VIII.

VII.2 Test d’hypotheses

La garantie du constructeur pour les composants électroniques est de 2 ans. Il
peut accepter au plus un taux de 10% de pieces tombant en panne avant 2 ans.
Le fabricant désire donc s’assurer que P(T} > 2) > 0,9 soit § > 2/log(1/0,9) =
0, ~ 19. Il faut donc savoir si ’hypothese 6 < 0, est réaliste, auquel cas il faut par
exemple revoir la conception des composants de type A.

Avant de poursuivre le calcul, il faut préciser les priorités du constructeur. En
effet les n réalisations des temps de panne ne lui donnent pas la valeur exacte de
f, mais une approximation 0,. A partir de cette approximation, le constructeur
doit prendre une décision : mettre en place une nouvelle chaine de production et
diminuer ainsi le taux de défaillance, ou bien ne rien faire et accepter le taux de
défaillance actuel. On suppose qu’'un taux de défaillance supérieur a 10%, c’est-a-
dire 6 < 6,, met en péril la survie de ’entreprise. Dans ce cas le constructeur devra
revoir la conception des composants de type A au moindre soupgon que 6 < 6,.
L’hypothese cruciale {6 < 6.} porte le nom d’hypothése nulle.

L’erreur de 1% espéce consiste a rejeter I’hypothese nulle alors qu’elle est
vraie. C’est ce risque que le constructeur cherche a maitriser en priorité. Il se
fixe donc une probabilité d’erreur, o, maximale, aussi appelée seuil. On choisit
par exemple 5%. On note Py la probabilité sous laquelle les variables aléatoires
Ti,...,T, sont indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre 1/6. On
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suppose qu'il existe zo tel que pour tout 6 € [0,6,], Py(f,, > z0) < 5%. Ainsi si on
observe én(t) > zp, il n’est pas raisonnable de supposer que 6 € [0, 6.]. En effet cela
arrive dans moins de 5% des cas. Si on observe én(t) > zp, le fabricant rejettera
donc 'hypothese 6 < 0,, et il aura raison dans 95% des cas. Il estimera donc, avec
une confiance de 95%, que le pourcentage de pieces tombant en panne avant 2
ans est inférieur & 10%. En revanche, si le constructeur observe én(t) < 29, alors il
est plausible que 6 < 6,.. Dans ce cas, le constructeur accepte ’hypothese {6 < 6.},
et décide de revoir la conception des composants de type A.

On continue maintenant les calculs. La loi de 0,, est la loi I'(n/6,n). La fonction
hn (0, z) = Py(0,, > z) est définie par :

hn(0,2) = F(n)_l/ 2" e dg.
nz/0

Cette fonction est continue, croissante en 6, décroissante en z, et on a h,(0,0) =1
et lim, o0 hp (0, 2) = 0. On peut donc trouver zyp > 0 tel que Pg(én > z0) < 5%
pour tout 6 € [0,6.]. En fait on résout h, (6., z9) = 0,05. On obtient les valeurs
approchées suivantes pour zg en fonction du nombre d’observations n :

n] 1 [10 [ 100 [1000
20156,9/29,0[22,21[19,98]

On a bien sur zy > #,, mais on remarque que zg se rapproche de 8, quand n
tend vers l'infini. Cela provient du fait que 0,, converge p.s. vers 6, sous Py, quand
n tend vers U'infini. En effet, soit € > 0. Pour tout 0 € [0, 0], on a par croissance,
Py(0y, > 0, +¢) <Py (6, > 6, +¢). Or cette derniere quantité converge vers 0, car
0, converge vers 0, Py _-p.s. Donc pour n grand, on a 2y < 6, 4+ . Comme de plus
zg > B, on en déduit que lim,, o 29 = 0.

VII.3 Intervalle de confiance

Enfin le fabricant est tenu de fournir & 'entreprise qui utilise son composant
un intervalle de confiance sur son estimation du temps de vie de ce composant. 11
doit donc fournir des valeurs 6 et 6_ telles que la probabilité pour que 'intervalle
de confiance (aléatoire) [0_, 6] contienne la vraie valeur 6 soit supérieure a 95%.
Cette probabilité est appelée le niveau de 'intervalle de confiance. On cherche donc
a construire 0_ et 6, a partir des observations t1, ..., t,, tels que pour tout 6 > 0,
on ait :

Py(6 € [0-,04]) > 0,95.
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On rappelle que le vecteur T' = T[n] dépend de n. Grace au théoréme central

~

limite, on sait que la suite de v.a. <\/ﬁ(6n —60),n> 1) converge en loi vers la

loi gaussienne N (0, Varg(7})). Dans le cas particulier de la loi exponentielle, la
variance de Ty s’exprime simplement en fonction de 6 : Vary(T}) = 6%. Comme
de plus 6, converge p.s. vers 6, on déduit du théoreme de Slutsky V.32, que la

V(b — )

suite <A,n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite
n

N(0,1). Par conséquent pour n grand, on a :

6, — 0 A O, - 0,,
P, <\/ﬁ — [—r,r]) — P, (9 € len - Tﬁ,awr Tﬁ )
~ a2y 4T (VIL1)
~ (] . .
~/[T,+T’} 2

Le membre de droite est approximativement égal & 95% si on choisit g ~ 1,96
(cf. la table des quantiles de la loi A/(0,1) au paragraphe XI.1). Le fabricant, s’il
a un grand nombre de résultats t[n] = (¢1,...,t,), assurera avec une probabilité
ro0n (t[n])
vn
le temps de vie moyen des composants de type A. Il s’agit dans cet exemple d’un
intervalle de confiance dont le niveau est de 95% quand le nombre d’expériences
est grand. On parle d’intervalle de confiance de niveau asymptotique 95%. On
remarque enfin que 'on a peu de contréle sur lestimation (VIL.1). Un ordre de
grandeur peut étre donné par 'inégalité de Berry-Esséen. Dans cet exemple précis
la majoration dans l'inégalité de Berry-Esséen est indépendante de @; elle est
de Tordre d’une constante divisée par y/n. De maniere générale, pour effectuer
une approche asymptotique, il est nécessaire de disposer d’'un grand nombre de
résultats.

asymptotique de 95% que l'intervalle aléatoire [én(t[n]) + contient

Dans notre cas particulier, on peut également donner des intervalles de confiance
de niveau exact. En effet la variable aléatoire 6,, suit une loi I'(n/6,n). On en déduit
que nb, /6 suit une loi I'(1,n). Soit a,, < b, tels que :

b"L
F(n)_l/ 2" te™® dr =0,95.
On a alors Py (nél (T'[n])/0 € |an, bn]> = 0,95. On en déduit donc que :

Py (0 € [Mj%]) =0,95.
b, = an
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Il existe bien sur plusieurs choix pour a, et b, : on peut désirer un intervalle
symétrique autour de 6,, ou bien un intervalle de longueur minimale,...

Enfin a I'aide de ce calcul exact, on peut vérifier la validité de ’approche asymp-
totique. Par exemple, en choisissant n/a, = (1 —ro/y/n) et n/b, = (1 + ro//n),
on calcule numériquement le niveau de l'intervalle de confiance :

5 rof1 (T'[n))

oy, = Py (9 € 91(T[7’L]) + \/ﬁ

) ou 19=1,96.

On obtient les valeurs numériques suivantes (indépendantes de 6) :

n | 1[5 [10][100]1000
,,[0,71]0,87]0,90]0,94] 0,95 |

On retrouve bien que le niveau exact ay, est proche du niveau asymptotique 95%
pour n grand. En revanche pour les petites valeurs de n, I'intervalle de confiance
a, dans cet exemple, un niveau exact nettement plus faible que le niveau asympto-
tique. Il faut savoir manipuler les intervalles de confiance de niveau asymptotique
avec précaution.

Enfin, on compare a;, — 0,95 et la majoration Berry-Esséen du théoréme V.33 :
) 0 0 d Eq[|Ty — 6]°
P9<9€{9nimb_/ o222 | o ol| 71 — 6]
v —ro oz

= = N

oun C < 0,8 et 19 = 1,96. Le membre de droite est donc majoré par 2 x
0,8(12e~1 —2)/\/n = cy/+/n. On remarque que I'on utilise la vraie valeur de la
variance dans le calcul de f3,,, mais de sa valeur approchée pour «,, (voir aussi le
théoréme V.34). Le tableau suivant est indépendant des valeurs de 6 :

n 1 [ 5 |10 100
[, — 0, 95]| 0,24 [0,081[0,046] 0,005
Bn 0,018]0,006(0,005[0,0006
co/Vn 1,93 10,86 [ 0,61 0,19

On remarque que 'incertitude sur la variance induit une erreur plus grande sur
la validité de l'intervalle de confiance (|ay, — 0,95 > ). On voit aussi sur cet
exemple, que la majoration de Berry-Esséen ne donne pas du tout le bon ordre de
grandeur de la convergence pour n grand.
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VIII

Estimation ponctuelle

On présente dans ce chapitre une introduction a l’estimation dans un modele
paramétrique (pour plus de détails, le lecteur pourra consulter les ouvrages [10, 11],
[2] ou [3]).

Le paragraphe VIII.1 est consacré aux hypotheses sur le modele paramétrique.
On donne dans le paragraphe VIIL.2 les définitions et quelques propriétés des es-
timateurs des parametres du modele. On étudie dans le paragraphe VIIL.3 les
estimateurs de substitution, les estimateurs des moments, et I’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance. Ce dernier possede d’excellentes propriétés, mais on ne
peut pas toujours le calculer explicitement. Dans le paragraphe VIII.4 on consideére
le risque quadratique pour comparer des estimateurs (a horizon fini). En particu-
lier, on traite en détail le modele gaussien au paragraphe VIII.4.4. La notion de
statistique exhaustive introduite dans le paragraphe VIIL.5 permet de résumer les
données observées et le théoreme de Rao-Blackwell assure que 'on peut améliorer
un estimateur en utilisant une statistique exhaustive. Dans de nombreux cas, on
dispose d’échantillons de grande taille. On peut alors utiliser une approche asymp-
totique (horizon infini). Cette approche est développée au paragraphe VIIL.6. (En
général, elle donne également de bonnes intuitions pour I’étude & horizon fini.)
Sous des conditions assez générales, I'estimateur du maximum de vraisemblance a
un excellent comportement asymptotique.

VIII.1 Hypotheéses sur le modele

On considere essentiellement les modeles d’échantillonnage. Cela correspond
a 'observation d’un échantillon de n variables aléatoires X1, ..., X, a valeurs dans
X (X =R ou X = RY) indépendantes et de méme loi P. Par convention la loi de
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X = X|[n] = (X1,...,X,) est notée P®". 1l ’agit de la loi produit. On suppose que
la loi inconnue P appartient & une famille de probabilités P = {Py,0 € O}, ou 6
est un parametre et © un sous-ensemble mesurable de RP. On dit que le modele est
paramétrique et que la dimension du parametre est p. Le modele est identifiable
si 01 # 0y implique Py, # Pp,. Par exemple les familles P = {E(A); A > 0}, ou E(N)
désigne la loi exponentielle de parametre A, et P = {N(m,JQ);m eR, 0> 0}
correspondent & des modeles paramétriques identifiables. Dans le deuxieme cas le
parametre § = (m, o) est de dimension 2.

Le but de 'estimation paramétrique est d’identifier la probabilité inconnue Py
ou le parametre inconnu # a partir de la réalisation d’un échantillon.

On étudie essentiellement des modeles d’échantillonnage ou la famille de proba-
bilité P est constituée soit de lois possédant une densité fy(x) = p(z;6) soit de lois
discretes Py(X = x) = p(z;0). Par abus de langage, on appelle dans tous les cas
p(+;0) la densité de la loi Py. (C’est effectivement la densité de la loi par rapport a
une mesure de référence. Dans le cas de v.a. continues, la mesure de référence est la
mesure de Lebesgue. Dans le cas de v.a. discretes a valeurs dans E, la mesure de ré-
férence est la mesure de comptage sur E.) Enfin on note Ay = {x;p(z;0) >0} C X
le support de la loi de Py. On le note A §’il est indépendant de 6 € 6.

Comme les variables aléatoires Xq,...,X,, sont indépendantes, la densité de
Iéchantillon X = (Xi,...,X,) est la densité produit :

pn(x;0) = p(1;0) -+ - p(ay;0), ou x=(x1,...,z,) € X"

Dans tout ce qui suit, les énoncés et les démonstrations concernent
le cas ot P est une famille de lois continues. Ils se généralisent au cas
ot P est une famille de lois discrétes en remplacant le signe [dz par
> .- Cette distinction artificielle est due au fait que I’on n’utilise pas la théorie de
la mesure.

Ezemple. On note B(1,0) la loi de Bernoulli de parametre 6 € [0, 1]. Il s’agit en
fait d’une loi binomiale de parametre (1, 6). La famille P = {B(1,0);6 € © = [0, 1]}
définit un modele paramétrique identifiable discret. O

Enfin on notera Ey [f(X1,...,X,)] lespérance de f(X1,...,X,) ou le vec-
teur X = (X1,...,X,) a pour loi P§". Ainsi dans l'exemple ci-dessus on a
Eg[(X1+ -+ X,)/n] =Eg[X1] = 6.
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VIII.2 Statistiques et estimateurs

La définition suivante assure qu’une statistique peut étre calculée a partir des
observations.

Définition VIII.1. Une statistique S est une fonction de l’échantillon X =
(X1,...,Xy) réelle ou vectorielle. Cette fonction est indépendante de P € P.

Exemple. Les fonctions S(X) = > | X; et S(X) = X sont des statistiques de
I’échantillon (X,...,X,).

Si on considere le modele gaussien a moyenne pg fixée et variance inconnue,
P = {N(uo,0%),0 > 0}, alors la variable aléatoire 37 | (Xj — po)? est une
statistique de ’échantillon (X1,...,X,); elle converge p.s. vers le parametre o2.
En revanche, si on considere le modele gaussien a moyenne et variance inconnues,
P = {N(u,0%),1 € R,o > 0}, alors la variable aléatoire 1 S0 | (X, — p1)? n'est
plus une statistique car elle dépend du parametre (inconnu) . O

On a vu dans le chapitre VII que le premier objectif est d’estimer le parametre
6. Plus généralement on peut chercher & estimer une fonction g(8) € R* de ce
parametre.

Définition VIIL.2. Un estimateur ¢ de g(f) est une statistique a valeurs dans

9(0).

Ezemple. On considére un échantillon de taille n correspondant a un modele de
Bernoulli P = {B(1,6);0 € [0,1]}. Ainsi § = 1 3" | X, et § = 1/2 sont des esti-
mateurs de 6, mais ils ont des comportements asymptotiques tres différents. O

Définition VIIL.3. Une suite d’estimateurs (0p,n € N*) de g(0) ou 6, est une
fonction de ’échantillon X1q,...,X,, de taille n, est convergente si pour tout
0ed, ona:

lim 4, = g(0) Py-p.s.

n—oo

Par brieveté, on confondra estimateur et suite d’estimateurs. On utilise souvent
I’anglicisme “consistant” pour convergent. Dans la littérature, on dit qu'un estima-
teur est faiblement convergent s’il converge en probabilité : pour tout 8 € @, on
a:

lim Py(|0y, —g(A)] >e) =0 Ve >0.
n—oo
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VIII Estimation ponctuelle

Par souci de précision, si I'estimateur converge presque surement, on dit parfois
qu’il est “fortement convergent”.

Ezemple VIII.4. Soit le modele d’échantillonnage exponentiel P = {€(A); A > 0}.
Les estimateurs :

1

Vo S X7

sont deux estimateurs convergents de A. En effet, cela découle de la loi forte des
grands nombres avec Ey[X1] = A7t et E\[X?] = 2A72 ainsi que du théoreme de
continuité pour la convergence p.s. (lemme V.2). O

A0 —

1 R
" % Z?:l Xi "

VIII.3 Construction d’estimateurs convergents

On donne trois méthodes de construction d’estimateurs convergents.

VIII.3.1 Méthode de substitution

On suppose que ’on dispose d’un estimateur 0,, convergent de 6. On peut alors
construire un estimateur de g(f) en substituant 6 par 6,,. On suppose que g : © —
g(O) est continue, alors I'estimateur §, = ¢g(f,) est un estimateur convergent de
g(0). C’est une conséquence du théoreme de continuité pour la convergence p.s.
(lemme V.2). On a utilisé cette méthode dans ’exemple VIII.4 ci-dessus.

VIIL.3.2 Méthode des moments

Ezemple. On consideére le modele de la loi béta P = {f(a,b);a > 0,b > 0}. Le

parametre § = (a,b) est de dimension 2. On désire estimer 6. Soit X; de loi
B(a,b), on a :
a ab
E Xi)=——= t Eun[X1(1—X1)] = =d
eolfil =7 = et EaplXal 2l (a+0b)(a+b+1)
1—c¢)d
En inversant le systeme, on obtient a = 672 et b= (70)2 On construit
c—d—c c—d—c

a l'aide de la loi forte des grands nombres des estimateurs convergents de c et d :
1 o 1 o
én = nz;X et d, = nZ;Xi(l - X),
1= 1=
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VIII.3 Construction d’estimateurs convergents

ou les v.a. Xi,..., X, sont indépendantes de loi B(a,b). On déduit de la méthode
de substitution que :

Cnd - 1—¢,)d

dp=————— et b,= 7} An) 7}

én —dp — 2

sont des estimateurs convergents de a et b. O

La méthode des moments consiste a trouver une fonction m, inversible et conti-
nue, et une fonction mesurable ¢, telles que Ey[|¢o(X1)|] < 0o et m(0) = Eglp(X1)]
pour tout 8 € ©. Un estimateur des moments de 6 est alors :

Op =m™! (Tll Z SO(Xi)) :
i=1

Les estimateurs des moments sont convergents.

VIII.3.3 Le maximum de vraisemblance

Ezemple. Au cours d’une enquéte, on recherche un suspect dont la taille est d’en-
viron 1m80. Afin d’orienter rapidement l’enquéte, doit-on rechercher plutét un
suspect masculin ou féminin ?

On peut modéliser les données du “National Center for Health Statistics” (USA)
sur la période 1988-1994 pour la taille d’'un homme par une loi gaussienne de
moyenne my =1m76 et d’écart type o =0m073, et la taille d’'une femme par une
loi gaussienne de moyenne mp =1m62 et d’écart type o =0m069. La densité de
la loi gaussienne de moyenne m et d’écart type o est :

1
V2ro?

Si la taille du suspect est 1m80, alors on se concentre sur la recherche d’un
suspect masculin. Le choix est en fait guidé par lallure de la densité, voir la
figure VIII.1. Et plus particuliérement ayant observé la taille xyp =1m80, il est
raisonnable de supposer que le suspect est un homme car p(xo;0y) > p(zo;0r),
ou O = (mpg,op) et 0p = (mp,or). On a choisi le parametre 0 € © = {0, 0y}
qui maximise la fonction 6 — p(xo;0). O

z—m)? /202

e , xT€R.

p(x;0) =
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0.07

Homme

7777777 Femme

0.00 ’///\ T T - T T
140 150 160 170 180 190 200

Figure VIII.1. Densités gaussiennes pour la taille d’un homme et d’une femme.

Soit p(z1; 0) la densité de la loi de X et p,(x;0) = p(z1;0) - - - p(xn; 0) la densité
de la loi de I’échantillon (X1,...,X,) ou z = (z1,...,2,) € XA™.

Définition VIIL.5. La fonction réelle 0 — pp(z;0) a © € X™ fixé est appelée
la vraisemblance de l’échantillon ou de la réalisation x = (x1,...,xy). Elle est
définie sur ©. On suppose que pour tout x € X", il existe une et une seule valeur
de 0 € O telle que la vraisemblance soit mazimale. On la note én(xl, .oy y). La
variable aléatoire én = én(Xl, ..., Xp), @ valeurs dans ©, est appelée estimateur
du mazximum de vraisemblance (EMV) de 6.

On définit également la log-vraisemblance du modeéle comme le logarithme
de la vraisemblance ; c’est la fonction :

0 — Ly (z;0) = log(pn(z;0)) Zlog p(x;; 60

Maximiser la vraisemblance ou la log-vraisemblance revient au méme. Maximiser
la log-vraisemblance donne lieu parfois a des calculs plus simples.

FEzemple. On considére un modele gaussien P = {/\/ (p,08); 1 € R}, ol la variance
est connue. La log-vraisemblance s’écrit :

2?21(%' - N)Q

n
na; ) = ~ =17 log(amof),
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VIII.3 Construction d’estimateurs convergents

Comme on a Ly(z;+00) = —oo, on en déduit que le maximum de L,(z;-) est
oL
atteint pour p tel que 8—:(96;/;) = 0. On obtient —2np + 23" 2; = 0. Le

maximum de la vraisemblance est atteint pour fi,(z) = 2 37" | ;. L'estimateur

1 n
du maximum de vraisemblance est donc [, = — g X;. On retrouve dans le cas
n
i=1
gaussien la moyenne empirique. Cet estimateur est convergent par la loi forte des
grands nombres. O

Exemple VIII.6. On considere un modele uniforme P = {U[Oﬁ]; 0> 0}. La vrai-
semblance est :

pn(x; 0) = 1{min1§i§n xiZO}l{maxlgign z; <0} 0",

La vraisemblance est maximale pour 6, (z) = maxj<ij<, x; (voir la figure VIIL2).
L’estimateur du maximum de vraisemblance est én = maxi<j<n Xi-

Cet estimateur est convergent. En effet la suite de v.a. (én,n € N*) est crois-
sante. Elle est donc convergente p.s. dans ]0,+oc]. On note M sa limite. On re-
marque ensuite que pour tout € > 0, on a :

3

On en déduit que 'estimateur 0,, converge en probabilité vers §. Comme la conver-
gence p.s. implique la convergence en probabilité, on en déduit que M = 6 Py-p.s.
L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc convergent. En remarquant
que Ey[X;] = 0/2, on peut également construire un estimateur convergent de 6
par la méthode des moments : é;l = %Z?:l X;. O

A g

b, — 9’ > 5) — Pyl <0 — ) = Py(X; < 0 — )" = (1 - a)" 1iecoy-

Proposition VIIL.7. On suppose que én Uestimateur du mazrimum de vraisem-
blance de 0 associé a la famille de loi P = {Py;0 € O} existe. On suppose que
la fonction g : © — g(O) est bijective et mesurable. Alors g(,) est lestima-
teur du mazimum de vraisemblance de g(0) associé a la famille paramétrique
Py = {Qg =Pg1pp;8 € g(@)}. On dit que g(én) est lestimateur du mazimum
de vraisemblance de g(0).

La démonstration est immédiate. Par convention, on dit que g(6,,) est 'estima-
teur du maximum de vraisemblance, méme si g n’est pas bijective.
Exemple. Soit un modele exponentiel P = {£(A); A > 0}. La log-vraisemblance
est :

L,(xz; ) = —)\Z@ + nlog A
i=1
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pu(z;0)

max ; [
1<i<n
Figure VIIIL.2. La vraisemblance d’'un échantillon suivant la loi uniforme.

. n

L’estimateur du maximum de vraisemblance de A est A\, = W, et 'estima-
i=1-11

teur du maximum de vraisemblance de § = A\~ ! est 6,, = % Yo X O

On définit, quand elle existe, I’entropie de la loi Py par :

| Hy = ~Eqgllog(p(X1;6))] |

(ainsi si X7 est une v.a. continue alors Hyp = — [ p(x;60) log p(z;0) dz, et si X, est
une v.a. discréte alors Hy = — 3 1 p(z;0)log p(x;0)). On retrouve cette quan-
tité au signe prés en physique statistique et en théorie de 'information. L’entropie
mesure le désordre d’un systeme de particules ou la quantité d’information d’un
systeme.

On considere I'application, quand elle existe, Hg, définie sur © par :
Hoy = 01— Ho, () = Eg, [log p(X1;0)].

On remarque que Hg,(6p) = —Hap,

Lemme VIIL.8. On suppose que Eg,[|logp(X1;60)|] est fini pour tout 6,6y € O.
Pour tout 0y € O, Uapplication He, existe et atteint son mazimum pour 60 = 0.

De plus le mazimum est unique pour tout 0y € O si et seulement si le modele est
identifiable.
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VIII.3 Construction d’estimateurs convergents

Démonstration. On a log z < z — 1 pour z > 0. Donc pour 0 € O, il vient (dans le
cas des v.a.c.) :

Hoo (6) — Moy (60) = / p(z; 60) log p(x: 6) dex — / p(: 80) log p(ar: 6o) d

p(: 80) log ( ]f((;; 000))) da

/
< ot (28 )
0.

p(z; 0o)

On en déduit que Hyg, (0) < Hg,(6p). Enfin 'égalité n’a lieu que si log (%) =
p(x;0)

p(z;00)
a 1'égalité Hp,(0) = Hg,(600), alors p(z;0) = p(x;0y) pour presque tout x € Ag,.
Ce qui entraine que 8 = 6y pour tout §y € O si et seulement si le modele est
identifiable. u

— 1 pour presque tout z € Ap,. Or logz = z — 1 implique z = 1. Donc si on

Le théoreme suivant assure que sous certaines hypotheses, 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est convergent.

Théoréme VIIL.9. On fait les hypothéses suivantes :

1. Le modéle est identifiable, ’'ensemble © est compact et les supports Ag sont
indépendants de 0.

2. La fonction (xz,0) — p(x;0) est bornée.
3. La fonction 6 — p(x;0) est continue.

4. L’entropie Hy est bien définie pour tout 6 € O (cela revient a dire que
log p(X1,0) est Py intégrable).

Sous ces hypotheses, 'estimateur du mazimum de vraisemblance 0, est un estima-
teur de 0 convergent.

Démonstration. On donne seulement les idées de la démonstration. L’estimateur
du maximum de vraisemblance 6,, est tel que :

1 — 1 —
- Zl log (X 0n) = max — > " log p(X;; 6).
e

feO n
< 1=1
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La loi forte des grands nombres assure que (% > logp(Xi;0),n € N*) converge
Pg,-p.s. vers Eg,[log p(X1;0)] = He,(6), et ce pour tout § € ©. On admet que sous
les hypotheses du théoreme, la suite (6,,n € N*), converge Py, -p.s. vers * qui

satisfait 1’égalité ci-dessus a la limite :
Hy, (07) = Ho, (0).
90( ) rgneajx 90( )

Or d’apres le lemme VIIL.8, 6* est unique et égal a 6. L’estimateur du maximum
de vraisemblance est donc convergent. O

Remarque. Pour montrer la convergence du maximum de vraisemblance, on impose
des conditions de régularité sur la densité. Or on verra au paragraphe VIII.6 sur
I’exemple du modele uniforme (voir l'exemple VIIL.6 et 'exercice VIII.43) qui
ne satisfait pas les hypotheses du théoreme, que les convergences sont d’autant
meilleures que les densités sont irrégulieres. O

Ezemple. On considere le modele d’échantillonnage (X7, ..., X,) associé a la loi
de Cauchy décentrée de densité : p(x;0) = %m, # € ©® = R. Comme les
v.a. X1,...,X, ne sont pas intégrables, ’estimateur de la moyenne empirique
X, = % > i, X n’est pas convergent. En fait, on peut montrer, voir les propos pré-

cédents la proposition V.26, que limsup,,_,,, X, = +00 et liminf, . X, = —oc0.
L’estimateur du maximum de vraisemblagce én annule la dérivée de la vraisem-
blance. En particulier, il est solution de z; m
il est difficile de trouver numériquement cles solutions. On peut montrer que la mé-
diane empirique 6,,, définie comme la médiane de {X1,...,X,}, est un estimateur
convergent de 6. O

= 0. Malheureusement,

VIII.4 Choix d’un estimateur

On choisit un critere de comparaison, le risque quadratique, entre estimateurs
au paragraphe VIII.4.1. On introduit au paragraphe VIII.4.2 'information de Fi-
sher quand le modele est régulier. Cette quantité permet de donner une borne
inférieure au risque quadratique en absence de biais, voir le paragraphe VIII.4.3.
Le modele gaussien est étudié en détail au paragraphe VIII.4.4.

VIII.4.1 Risque quadratique et comparaison d’estimateurs

On se donne un modele d’échantillonnage de taille n fixée. Les variables aléa-
toires X1, ..., X, & valeurs dans X = R? sont indépendantes et de méme loi. Soit
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VIII.4 Choix d’un estimateur

0 un estimateur de g(6). On supposera dans ce paragraphe que I'estimateur ¢ est
de carré intégrable : pour tout 6 € O, Eg[|6]*] < oo.

Pour mesurer l’erreur entre l’estimateur et le parametre, on utilise souvent (mais
pas exclusivement) la fonction de risque quadratique définie en dimension 1
par :

R(6,0) = Eq [(6 — 9(6))°] -

Il est naturel de chercher les estimateurs qui minimisent la fonction de risque
quadratique.

En dimension supérieure, la fonction de risque quadratique est définie par la
matrice symétrique positive :

R(6,0) =Eq [(6 — 9(0))(8 - 9(9))'] ,

olt par convention, si z = (z1,...,zp) € RP, alors zz' = (z;2;,1 < 4,5 < p) est
une matrice de taille p X p. Pour comparer les estimateurs, on utilise alors 1’ordre
partiel sur les matrices symétriques positives : A > B signifie que la matrice A — B
est positive.

Définition VIII.10. On dit que 01 est un estimateur préférable a ds si : pour
tout 8 € O,
R(61,0) < R(02,0) pour tout 6 € 6.

Si de plus R(01,0) # R(d2,0) pour au moins une valeur de 6 € ©, on dit alors que
lestimateur 09 est inadmissible.

Sauf dans des cas triviaux il n’existe pas d’estimateur préférable a tous les
autres, voir la remarque qui suit.

Remarque. On suppose pour simplifier que le parametre peut prendre 2 valeurs :
O = {601,602} et qu’il existe un estimateur 6 = §(X;) de 6 préférable a tous les
autres estimateurs. Entre autre, d est préférable aux constantes #; et 6. Donc on
a:

Cela implique que § = 6; Py,-p.s. pour i € {1,2}. Donc il existe A; et Ay disjoints
tels que § = 01 sur Ay et § = 09 sur Ap. De plus on a Py, (X7 € 671(4;1)) =1 et
Py, (X1 € 67 1(As)) = 1. Les supports des lois Py, et Py, sont donc disjoints. Cela
correspond aux cas triviaux de I’estimation ponctuelle. O

Il est toutefois possible d’obtenir des estimateurs préférables a tous les autres
au sein d’une famille restreinte d’estimateurs. On remarque que, en dimension 1 :
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VIII Estimation ponctuelle

R(8,) = Varg(6) + (Eg[d] — 9(6))”

et que I'on souhaite minimiser R(J, 8) pour tout § € ©. Il apparait naturel de consi-
dérer les estimateurs tels que Eg[0] = ¢g(6), puis de chercher & minimiser Varg(J).
On peut toutefois obtenir par cette méthode des estimateurs inadmissibles, comme
on le verra plus tard.

Définition VIII.11. Un estimateur § de g(6) est intégrable si Eg[|d|] < +o0 pour
tout 0 € ©. Son biais est Eg[o] — g(0).

Un estimateur § est un estimateur sans biais de g(0), s’il est intégrable et si
Eg[d] = ¢g(0) pour tout 6 € O.

Si estimateur § est un estimateur sans biais de g(6) et est de carré intégrable,
alors on a R(4,0) = Varg(6).
Exemple. Si X est intégrable pour tout # € ©, alors la moyenne empirique X,, =
L3S | X; est un estimateur sans biais de Eg[X]. O
Exemple VIII.12. Pour le modele de loi uniforme P = {U[O,g};H > 0}, on a vu

dans ’exemple VIII.6 que én = maxi<j<p X; €tait un estimateur convergent de
0. En revanche cet estimateur est biaisé. En effet, pour tout z € R, on a par
indépendance :

Py(0, < 2) =Pp(Vi e {1,...,n}; X; < z) = Pp(X; < 2)™.

. n
On en déduit que la loi de 6,, possede la densité a—ntn_ll[oﬂ] (t). On a donc :
- n
Eg[0n] = .
olfn] n+1
3 . N7 n + 1 A . . .
L’estimateur #,, = ——86,, est un estimateur convergent et sans biais de 6. On
n

remarque toutefois que I'estimateur 0., possede la propriété intéressante de fournir
un minorant absolu de 6 car p.s. 6,, < 6. O

Ezxercice VIII.1.
Montrer que les estimateurs 6, et 6/ de 'exemple VIII.12 sont des estimateurs
inadmissibles. Pour cela on regardera la famille d’estimateurs de la forme ¢,0,,. A

Remarque. L’estimateur du maximum de vraisemblance possede en général un
biais. En revanche ’absence de biais n’est pas une propriété invariante par trans-
formation : Si 0 est un estimateur sans biais de 6, alors g(d) est en général un
estimateur biaisé de g(#). O
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VIII.4.2 Score, information de Fisher, modele régulier

Dans le cas ou le parametre 6 est vectoriel : § = (61,...,6,), on note % =
2 2
<§£7 REE gg;) et % = (azapej ;1 <4,5 < p> les dérivées et dérivées secondes

de la vraisemblance quand elles existent.

On fait les hypotheses suivantes.
1. Le support des lois Py : A = {x € X;p(x;0) > 0} est indépendant de 6 € O.

2
2. La fonction de vraisemblance est deux fois différentiable : gz(x, 0) et g;;(x 0)
existent pour tous r € A et 0 € 6.

a 2
3. On suppose que les fonctions — et P sont intégrables pour tout 6 € O, et

00 " 062
que les dérivées peuvent s’effectuer sous le signe somme. Ainsi pour tout 8 € ©

et A C X borélien, on a :

Le vecteur du score de X7, défini par V; =

00
S’il est intégrable il est centré. En effet, on a :
Odlogp dlogp
E X1;0)| = ;0 ;0) d
| T5er )| = [ CoaRwon(ao) do
Ip
39< ;0) dx

6
—aG/Xp(x,G) dx = 0.

Le vecteur du score de I’échantillon de taille n est défini par :

dlog pn 0

Vo= i (X1, X ) = o5

" dlo
Lo(X1,. o X0i0) =Y aagp(xi;a).
=1

On rappelle que cette quantité intervient dans la recherche du maximum de vrai-
semblance. En effet, ’estimateur du maximum de vraisemblance maximise la log-
vraisemblance L, (X;6). En particulier si le maximum est atteint & l'intérieur de
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O, alors l'estimateur du maximum de vraisemblance annule la dérivée de L, (X;0)
en 6. Donc l'estimateur du maximum de vraisemblance annule le vecteur du score.

Une notion importante liée au vecteur du score est sa variance (ou matrice de
covariance dans le cas vectoriel) notée I(0). Elle est définie dans le cas réel par :

16) =, [(81{;)519()(1;6))2] _E, <88L€1(X176))2]

et dans le cas vectoriel par :

1(0) = Ey

00 00

alng(Xl;ﬁ) (alogp(X1;9)>t] :

La quantité I(0) est appelée 'information de Fisher. L’information de Fisher
I,,(0) de I’échantillon de taille n est la matrice de covariance du vecteur du score
V,. Par indépendance il vient :

| 1,(0) = nI(0). |

Enfin, on suppose :

4. L’information de Fisher existe i.e. le vecteur du score est de carré intégrable.

Proposition VIII.13. Sous les hypotheses 1-4 de ce paragraphe, on a :

1(6) = —Ey [82 logapz%X“ 9)] .

Démonstration. On donne la démonstration dans le cas ou le parametre 6 est réel.
La démonstration du cas vectoriel est similaire. On remarque que :

92 1 92 d 2
g2 logp(X1;0) = (X0 )aegp(Xl;H) 59 loep(X1:0) | .

En prenant I'espérance par rapport a Py, il vient :

0? 0?
[892 log p(X1; 6 ] :/Xa(g?p(:x;e) dx — 1(6).
82
892/)(1)(3:;0) dx = 0. On en
déduit la proposition. O

82
Grace a I’hypothese 3, on a / —p(z;0) dx =
v 00?2
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Définition VIII.14. 5% © est un ouvert et si les quatre hypothéses ci-dessus sont
vérifiées, alors on dit que le modele est régulier.

Ezemple VIII.15. Le modele d’échantillonnage gaussien a variance oy connue :
P = {N (p, o)1 € ]R} est régulier. Le score V,, de ’échantillon de taille n est

n _ _
V== (Xn — ,u), ou X, = %Z?:l X; est la moyenne empirique. L’information
o

0
de Fisher est :

1 1 n
I(p) =E, L4(X1 - M)2] =— et Lu(p) =5
0 0 0

¢

Ezemple VIII.16. Le modele d’échantillonnage gaussien & moyenne et variance
inconnues P = {N(,u, o) ueR 0> O} est régulier. Le parametre est 6 = (u, o).
Pour z = (z1,...,2,) € R", on a:

2

Ly 1 — L, " e
: e ) et (2 1, 0) = 2=iza(Ei — 1)

ou (w3 p,0) = o2n oo o3

_n

i=1 g

Le vecteur de dimension 2 du score V,, = (V,,(1), V,,(2)) de I’échantillon de taille n
est :

Vo(1) = aﬁ()‘(n —pn) et Vp(2) = YiaXi—p? n

2 o3 o
L’information de Fisher est :
1 /10 n (10
_ t] __ _ t] __
I(/L,O') - Eu,a[‘/l‘/l] - ; (0 2) et In(ua U) - EM,U[VnVn] - ﬁ <0 2> .

O

Ezemple VIII.17. Le modele d’échantillonnage pour la loi de Bernoulli, P =
{B(1,0);0 €]0,1[}, est régulier. La log-vraisemblance de 1’échantillon est pour
r=(x1,...,2y) € {0,1}":

L (z;0) = log |62=i=1%(1 — §)" 2i=1 xz] = <Z xl> log 1 ﬁ 7 + nlog(l —0).
i=1

On en déduit que le score de ’échantillon est :
n(X, —0)
0(1—0) "’
ol X,, est la moyenne empirique. L’information de Fisher est :
Varg(X7) 1 n
= = t I,(0) = ———.
2a-0z oa-g ¢ "O=g5a=g

Vi =

1(0) = Eg [V7]
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VIII Estimation ponctuelle

VII1.4.3 Borne FDCR

On considére un modele régulier. Soit § un estimateur de g(6) de carré inté-
grable : E@[\5|2] < oo pour tout 8 € @. On suppose de plus que, pour tout § € O,

0
la fonction de z € X™ définie par 6(x)%pn(x; 0) est intégrable sur X", et :

869 - d(x)pn(x;0) dx = - 5(x)§9pn(x; 0) dx.
On dit alors que § est un estimateur régulier de g(#). On peut alors minorer le
risque quadratique de I'estimateur 6.

Théoréme VIIL.18 (Fréchet-Darmois-Cramer-Rao). On suppose que le para-
métre O est réel et que la fonction g est a valeurs réelles et de classe C'. Soit
0 un estimateur de carré intégrable, régulier et sans biais de g(0). On suppose que
I1(0) > 0. Alors si la taille de ’échantillon est n, pour tout § € ©, on a :

14(0)°
R(4,0) = Varg(6) > —
(0,0) = Varo(0) = - 75
14'(9) ] g e
La borne - 100) est appelée la borne FDCR du modéle d’échantillonnage.

Dans le cas ot g est 'identité, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire VIIL.19. Si § est un estimateur de carré intégrable, régulier et sans
biais du parameétre réel 0 construit a partir d’un échantillon de taille n, alors on
a : pour tout § € © C R,

1
nl(6)"

R(5,0) = Ey [(5 - 9)2} >

Démonstration du théoréme VIII.18. Comme ¢ est un estimateur sans biais, on a :

g(0) = Eg[d] = - 6(z)pn(x;0) d.

En dérivant par rapport a 6, il vient :
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VIII.4 Choix d’un estimateur

ooy dlog pn(x;6)
910) = [ o) 7Rl
_E, [5<X>3L"<X; 0)}

00
— 50 |0(x) - 9(0) 55t (x:0)|.

pn(x;0) dz

OL
car Ey [n(X ; 0)] = 0. On en déduit en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

a0
que :

6)] < Ba ||(606) ~ 906 %52 (x30) | < VARRTGTO)VE B
Enfin 'égalité I,,(0) = nI(0) permet de conclure. O

On donne également la version vectorielle de ce théoreme, dont la démons-
tration est similaire. On suppose que le parametre 6 est de dimension p : 6 €

0
O C RP et que la fonction g : © — R* est de classe C'. On note 8—3(9) =

9a:
<agz 0);1<i<k1<j< p) qui est une matrice de taille p x k.
J

Théoréeme VIIL.20. Soit § un estimateur de carré intégrable, régulier et sans
biais de g(#). On suppose que g est de classe C' et que la matrice I(6) est inversible.
Alors si la taille de I’échantillon est n, pour tout 6 € ©, on a :

0

Q

R(6,0) = Vary(d) >

SRS
D

7 6)1(6)"" (g(i(m)t.

Définition VIIL.21. Un estimateur sans biais atteignant la borne FDCR est dit
efficace.

Un estimateur efficace est donc préférable a tout autre estimateur sans biais.
Toutefois il peut exister un estimateur biaisé qui lui soit préférable (cf. 'estimateur
de la variance dans le paragraphe suivant).

La borne FDCR peut ne pas étre atteinte. En fait on peut caractériser les
modeles et les parametres pour lesquels il existe un estimateur qui atteint la borne
FDCR (cf. le paragraphe VIIL.5.3).
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VIII Estimation ponctuelle

VIII.4.4 Modele gaussien

On distingue les trois cas : moyenne inconnue et variance connue; moyenne
connue et variance inconnue ; moyenne et variance inconnues.

Moyenne inconnue et variance connue.

On considére un modele gaussien a variance connue et moyenne inconnue :
P = {N(u,03); p € R}. La moyenne empirique X,, = 2 3°% | X; est un estimateur
efficace de p.

En effet cet estimateur est régulier et sans biais. De plus on a :

. Var#Xl . Oj

Var (%) = B, [(%, = )]

La borne FDCR du modele est (nl(u))~!, ot I(1) = 1/02 (voir 'exemple VIII.15).
La borne FDCR 08 /n est donc atteinte. La moyenne empirique est donc un esti-
mateur efficace de u. On peut en fait montrer qu’il n’existe pas d’estimateur de
carré intégrable préférable & X,, dans ce cas trés précis (cf. 'exercice VIIL.11).

n n’

Moyenne connue et variance inconnue.

Le modele gaussien a moyenne connue P = {./\/ (po,02);0 > ()} est un modele
régulier. On recherche un estimateur efficace de la variance g(o) = 2. Le vecteur
du score de I’échantillon de taille n est :

0 Zn_ (Xz - [Lo)2 n
Ly (X;0) = ==L - =
I'information de Fisher est :
&Ly (X1;0) (X1 —po)® 1 2
Kﬂ:_&[(%Z}:E”F(ﬂ_ﬂ]:H

n
La variance empirique 2 = — E (X; — p10)? est un estimateur régulier de o2. 11
n
i=1
est sans biais et on calcule :

n

2
Vi) =2 | (43006 o)

i=1
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VIII.4 Choix d’un estimateur

Comme g(0) = 02, on a ¢'(0) = 20. La borne FDCR est donc :

1, o 1 20!
ng(a) I(c) n '

L’estimateur 62 est donc un estimateur efficace de 2. Toutefois, parmi les estima-

teurs de la forme c42, un calcul élémentaire montre que le risque quadratique est

minimal pour ¢ = n/(n + 2). L'estimateur (biaisé) 62 est donc préférable &

n
n+2
62 | bien que ce dernier soit efficace.

Moyenne inconnue et variance inconnue.

Le modele d’échantillonnage gaussien P = {./\/ (u,0%); 1 €ER, o > O} est un mo-
dele régulier. Le parametre est § = (u, o). La moyenne empirique fi, = X,, est un

estimateur sans biais de pu. On remarque que %E?:l(Xi — )% n’est pas un esti-

mateur car il dépend de p, et donc du parametre 6. On vérifie que I'estimateur du
maximum de vraisemblance de (u, 0?) est (fin,52), ou :

1 ¢ 1 1 ¢ i
-ty ly - (1)
=1 i=1 =1

Ce dernier est biaisé car :
1 -1
R, [62] = o” <1 - ) =072

On considere donc 'estimateur sans biais :

LoSox - X
=1

n—1

Vo =

L’estimateur (fi,, V;,) est un estimateur régulier et sans biais de g(u, o) = (i, 02).
v

On sait (cf. chapitre VI.2) que les variables aléatoires fi,, et (n — 1)—7; sont indé-
o

pendantes et de lois respectives N (i1, 7% /n) et x?(n — 1). La matrice de covariance

du couple (fin, V;,) est donc :

K= (70" st )
10

1

On a déja calculé I'information de Fisher 1(0) = I(p,0) = —; (0 2) (cf. exemple
o

VIII.16). La borne FDCR vectorielle est :
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VIII Estimation ponctuelle

7= )10 (ggm, a>) |

On obtient donc :

2D 8- ()

Le couple (fin, Vy,) n’est donc pas un estimateur efficace, car la borne FDCR n’est
pas atteinte : K # J. En revanche, on verra au prochain paragraphe qu’il est toute-
fois préférable a tout autre estimateur sans biais. Il n’existe donc pas d’estimateur
efficace de (u, 0?).

VIII.5 Amélioration d’estimateurs

Le but de ce paragraphe est de résumer les données et d’améliorer au sens du
risque quadratique les estimateurs.

On considere un modele paramétrique d’échantillonnage de taille n : les va-
riables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes et de loi Py € P. On ne suppose
pas dans ce paragraphe que le modele est régulier.

VIIIL.5.1 Statistiques exhaustives, statistiques totales

Une statistique permet de résumer les données si elle contient toute I'informa-
tion sur le parametre. La définition suivante donne un sens mathématique a cette
intuition.

Définition VIII.22. Une statistique S est exhaustive si la lot conditionnelle de
léchantillon (X1, ...,X,) sachant S est indépendante du paramétre 6.

Ezemple. Soit le modele d’échantillonnage de Bernoulli P = {B(1,0);6 €]0,1[}. On
montre que la statistique S = """ ;| X; est exhaustive. Pour (ki,...,k,) € {0,1}",
on a :

%5 ':9 ol — 1-46 1
PO(Xlzkla-'-aXn:kn|S:k):Hvkl 1 H],kj 0( ):

Ckgk(1 — g)n—F ck
sid o ki #ketPy(X1=ki,...,X, =kn|S =k)=0sinon. On en déduit que la
loi conditionnelle de (X7, ..., X)) sachant S est la loi uniforme sur {(ki,..., k) €
{0,1}™, 37" | ki = S}. La statistique S est donc exhaustive. O
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VIIL.5 Amélioration d’estimateurs

FExercice VIIL.2.
On considére le modele d’échantillonnage P = {I'(A, ap); A > 0}, le parametre ag

étant connu. Calculer la loi de S = Y7 | X;. Calculer la loi de (S, %, e X%_l).
Montrer que la statistique S est exhaustive. La loi de (%, cees X’g‘l) porte le nom
de loi de Dirichlet. A

Le théoreme suivant dont la démonstration est admise permet d’exhiber des
statistiques exhaustives.

Théoréme VIII.23 (de factorisation). La statistique S = S(X1,...,X,,) est ex-
haustive si et seulement si la densité pp(xi,...,x,;0) de la loi de l’échantillon
(X1,...,Xy) se factorise de la fagon suivante : il existe des fonctions W et € telles
que : pour tout x = (x1,...,x,) € X", 0 € O,

(Pal;0) = ¥(S(2), 0)((x).|

Ezemple. On reprend 'exercice VIII.2. La densité de I’échantillon est :

I'(ap)" H <:L‘?0711{73i>0}> e AL

Elle se factorise avec S(z) = > 7" x;, {(z) = [[I, (xao*ll{%w}) et U(s,\) =

1= A

Pr(T1, o T3 A) =

.
Il
i

F/\(Z;())n e, On en déduit que la statistique S = Yoy X; est exhaustive. Cette
méthode évite le calcul de la loi conditionnelle. O

FEzercice VIII.3.
Démontrer le théoreme dans le cas de lois discretes. AN

Ezemple VIII.24. On considere le modele uniforme P = {U[O,g]; 0 > 0}. La densité
de I’échantillon de taille n est :

1
pn(:El’ ce 7l‘n; 9) = 97 1{max1§,~§n mige}l{minlgign .1‘120}
On en déduit que la statistique maxj<j<, X; est exhaustive. O

La notion de statistique totale introduite ci-dessous sera utilisée dans le para-
graphe VIIL.5.2 pour améliorer les estimateurs.

Définition VIIL.25. Une statistique S est totale si Eg[|h(S)|] < oo et Eg[h(S)] =
0 pour tout 6 € O implique h(S) = 0 Py-p.s. pour tout 0 € O.
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VIII Estimation ponctuelle

Ezemple VII1.26. On considere le modele de Bernoulli P = {B(1,6);6 €]0,1[}. On
montre que la statistique S = Y ©' | X; est totale. Soit h telle que : pour tout
0 €]0, 1],

_ _ Y - k L g
=Bl = (10> chnik) (175

La fonction z — P(z) = > j_, CEh(k)z"* est un polynome de degré n, nul
pour z €]0, c0]. Les coefficients de ce polynéme sont donc nuls. Cela implique que
h(k) = 0 pour tout k € {0,...,n}. On en déduit que h(S) = 0 Py-p.s. pour tout
6 €]0, 1[. La statistique S est donc totale.

En revanche la statistique S = (X7, ..., X,,) n’est pas totale. En effet la fonction
h définie par (z1,...,z,) — x1 — xo vérifie Eg[h(S)] = 0 pour tout 0 €]0, 1], alors
que Pg(Xl—Xg >0) :9(1—9) > 0. O

Remarque VIIL.27. On dit qu’une statistique exhaustive S est minimale si pour
toute statistique exhaustive T, il existe une fonction mesurable (déterministe) h
telle que S = h(T). En un certain sens, la statistique exhaustive minimale est le
plus petit résumé des données qui contienne toute I'information sur le parametre.
On peut montrer qu’'une statistique exhaustive totale est alors minimale. O

VIII.5.2 Estimateurs améliorés de Rao-Blackwell

Le théoreme de Rao et Blackwell permet d’améliorer un estimateur en utilisant
une statistique exhaustive.

On considére I’échantillon X, ..., X,. La loi de (X1, ..., X,) sachant une sta-
tistique exhaustive S est indépendante de 6. En particulier 'espérance condition-
nelle Ey[0|S] = Ey [6(X1,...,X,)|S] ne dépend plus de 6. Pour cette raison, on
supprime l'indice 6 et on la note E[J|S].

Théoréeme VIII.28 (Rao-Blackwell). Soit § un estimateur de carré intégrable de
g(0). Si S est une statistique exhaustive, alors l'estimateur dg = E[0|S] est un
estimateur préférable a §. Si de plus § est sans biais, alors §g est aussi sans biais.

Démonstration. L’estimateur dg est de carré intégrable car d est de carré intégrable
(voir le lemme I1.50 vrai en général). Ils ont méme biais car :

Eq[0s] = Eo[E[3|S]] = Eq[0].

Il vient :
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VIIL.5 Amélioration d’estimateurs

R(5,0) — R(0s,0) = Eg[(6 — g(0))(6 — 9(8))"] —Eg[(ds — 9(0)) (65 — 9(8))"]
— By [06" — 0505
= Eg[(0 — 05)(6 — 85)"],

ou pour la derniere égalité on utilise les propriétés de ’espérance conditionnelle
qui assurent que Eg[06s°] = Eg[E[§]S]0s"] = E[65d5"].

Comme la matrice symétrique (6 — d5)(d — dg)¢ est positive, on en déduit que
R(6,0) > R(ds,0). L'estimateur dg est donc préférable a 1’estimateur ¢. O

Définition VIII.29. Soit § un estimateur de g(0) de carré intégrable et sans
biais. On dit que § est un estimateur optimal dans la famille des estimateurs sans
biais de g(0) s’il est préférable a tout autre estimateur sans biais de g(6).

Remarque. Un estimateur efficace sans biais est un estimateur optimal dans la
famille des estimateurs sans biais. Mais tous les estimateurs optimaux ne sont pas
des estimateurs efficaces. O

Le théoreme suivant donne une méthode pour construire des estimateurs opti-
maux.

Théoréme VIIL.30 (Lehman-Sheffé). Soit § un estimateur sans biais de g(0) et
de carré intégrable. Si S est une statistique exhaustive et totale, alors l’estimateur

amélioré §s de Rao-Blackwell de § est optimal dans la famille des estimateurs sans
biais de g(0).

Démonstration. Soit §* un autre estimateur sans biais de g(f) et 0% son amélioré
de Rao-Blackwell. On a donc Eg[ds — §5] = 0 pour tout € ©. On remarque que
dg et 05 sont des fonctions de S. Comme la statistique S est totale, on a dg = dg
Py-p.s. pour tout 8 € @. On en déduit donc que :

R(6%,0) > R(dg,0) = R(ds,0).
L’estimateur dg est donc optimal. a

Ezemple. On considere le modele uniforme P = {U 0,00 > 0}. On a vu a l’exercice

VIII.24 que la statistique én = maxlSiSnAXi est exhaustive. On montre qu’elle est
totale. On connait la densité de la loi de 6,, (cf. exemple VIII.12). Soit h intégrable

telle que Eg[h(0y,)] = 0 pour tout § > 0. Cela implique que pour tout 6 > 0 :
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VIII Estimation ponctuelle

0 0
0=no" / Rttt dt =n0"F(#) ou F(0) = / h(t)t"dt.
0 0

Si la fonction h est continue, alors F' est de classe C! et par différenciation de F,
on a h =0 sur RT. Si h n’est pas continue, on admet que F = 0 implique A = 0
sur RT sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nul. Cela signifie que h = 0
Py-p.s. pour tout > 0. La statistique 6,, est donc totale. L'estimateur ”Tﬂén est
sans biais. Grace au théoréeme de Lehman-Sheffé, il s’agit d’un estimateur optimal
dans la famille des estimateurs sans biais. L’exercice VIII.1 montre toutefois que
cet estimateur est inadmissible. On remarque également que le modele n’étant pas
régulier, il n’y a pas de borne FDCR. O

VIII.5.3 Le modele exponentiel

Les modeles exponentiels sont des modeles paramétriques assez généraux pour
lesquels ont sait exhiber des estimateurs efficaces.

Définition VIIL.31. Une famille paramétrique de probabilités P = {Py;0 € O}
forme un modéle exponentiel s’il existe des fonctions C, h, Q = (Q(l), ceey Q(T))
et S =(SW,...,8M) telles que la densité est de la forme :

p(a1:0) = C(B)h(zy) 5= Q7O (@),

Si les fonctions QW ..., Q") sont linéairement indépendantes, alors la statistique
S =(SW,... 8" est dite canonique.

La statistique S,, = (ST(LI), cel ST(LT)) avec Sy(Lj) =3, S (X;) est la statistique
canonique de I’échantillon de taille n. La densité de I’échantillon de taille n se met
sous la forme :

pa(x;0) = [ [ p(xi; 0) = C(O)" (H h(xi)> i1 QU O)8T (@1,0n).
=1

=1

oux = (r1,...,7,) et ST(L])(I’l, e Tp) =2y SO (z;).

Ezemple. Les familles de lois de Bernoulli P = {B(1,0);6 €]0, 1[}, de lois expo-
nentielles P = {€(A); A > 0}, de lois gamma P = {I"(\,a); A > 0, a > 0} et de
lois gaussiennes P = {N(u,0); u € R,0 > 0} sont par exemple des familles expo-
nentielles. O
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VIIL.5 Amélioration d’estimateurs

Grace au théoreme de factorisation VIII.23, on en déduit la proposition sui-
vante.

Proposition VIII.32. La statistique canonique du modele d’échantillonnage est
ezhaustive.

On peut réécrire la densité de Py sous sa forme dite naturelle. Pour cela on pose
A = Q(0) soit A\; = QU)() pour 1 < j < n. On a alors avec p(\) = —log(C(0)) :

p(a:l; )\) = h(Il) ez§:1 A S (1) —p(N) )

On admet le théoréme suivant.

Théoreme VIIL.33. On reprend les notations de la définition VIIL.31. Si A =
{X=Q(0),0 € O} est un ouvert de R", alors la statistique S, = > | S(X;) de
U’échantillon de taille n est totale.

D’apres la remarque VIIL.27, la statistique S, est minimale c’est-a-dire elle est
fonction de toute autre statistique exhaustive.

Ezemple VII1.34. Le modele d’échantillonnage P = {£(A); A > 0}, est exponentiel.
La densité de I’échantillon de taille n est :

pn(q;’ )\) = \" e—AZ?q i H 1{Ii>0}7

i=1
ow z = (x1,...,2,) € R". Le modele est en fait sous sa forme naturelle. La
statistique S, = Z?zl X; est exhaustive minimale et totale. O

Ezemple. Soit le modele d’échantillonnage de loi I" : P = {I"(A\,a); A > 0, > 0},

ou :
a

I'(a)

Il s’agit d’un modele exponentiel. La densité de I’échantillon de taille n est :

a—1 —Az1
:L’l (] 1{:1:1>0}-

Pz A ) =

A" A0 it (a— T -
pn(l’,)\,Oé) — me A3 @i+ (a—1) log(TTie =) H1{$1>0}
i=1

La statistique S, = (3_;—; Xi, >, log X;) est exhaustive minimale et totale. ¢
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On suppose que ¢ est de classe C2. Dans ce cas le modele est régulier. On
calcule pour le modele sous sa forme naturelle, le vecteur du score et 'information
de Fisher. Le vecteur du score de X, est :

_ Ologp(X1;:0) (4 dp(N) (r) (N
‘/1_ a)\ - S (Xl) a>\1 7"‘75 (Xl) 8)\7‘ ‘
L’information de Fisher est :

10 = _E, [32 logp(Xl;A)] _ PN

a>\2 8A2 = JaC[gO} ()\)
L’information de Fisher est ainsi le Jacobien de la fonction ¢. Ce résultat est vrai

pour la forme naturelle. On remarque que ’on ne calcule pas I(6). Le vecteur du
score de I’échantillon de taille n est donc :

~ Ologpn(Xy,..., X3 A)

Vo = o\
- dp(N) - Ip(A)
- W(x.) 2P\ M (x.) —
(;S (i) = ;S (X3 = =55,
dp(N) dp(N)
— (g _, 9¥ (r _ 9%
<Sn n o e Sy o )
Comme le vecteur du score est centré, on en déduit que S, /n = (Sfll), e ,S,(LT)) /n

est un estimateur sans biais de :

dp(\) <3¢(A) 89@@))
ox U o )

oA

dp(N)
oN

En fait il s’agit de 'estimateur du maximum de vraisemblance de

Proposition VIIL.35. L’estimateur S, /n est un estimateur efficace de Op(\)/ON.

Démonstration. On a :

Vary (S, /n) = E [@” - ?j(A)) (if - 3‘;’(»)1

Lo lalogpn<X1,...,Xn;A> (alogpn<X1,...,Xn;A>>t]

oA
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VIIL.5 Amélioration d’estimateurs

La borne FDCR de l'estimation de g(\) = agg()\)\) est :
t 2 2 -1 52
n O\ O\ n O\ ON? ON? n

O

Remarque. On peut montrer que s’il existe un estimateur W,,, de ’échantillon de
taille n, non biaisé de g(#), o1 g est un C! difféomorphisme, qui atteint la borne
FDCR pour tout § € © ouvert, alors si le modele est régulier et si W, est régulier,
la famille P = {Py;0 € O} est exponentielle. De plus W,, est une fonction affine
de S, /n. O

Ezxemple VII1.36. On considére un modele gaussien & moyenne connue et variance
inconnue : P = {N (1o, 0); 0 > 0}. On recherche un estimateur sans biais de 0. La
densité de 1’échantillon de taille n est :

pn('r; U) == (271'0'2)11/2 e Z?:1(Iz‘*#0)2/202 )

Il s’agit d’un modele exponentiel. La statistique T;, = > 1 (X; — p0)? est exhaus-
tive minimale et totale. On cherche donc un estimateur sans biais de o de la forme
hn(T,) : pour tout o > 0, E,[h,(T,)] = 0. La fonction h,, est unique car la statis-
tique T}, est totale. Comme T}, est un estimateur de o2, il est naturel de rechercher
un estimateur de la forme ¢,v/T},. La loi de T},/0? est un x? & n degré de libertés.
On en déduit que :

o0 1 n_ 1,1 _ \/§F (LJrl)
Eo[v/Tn] = ———— ey =g 2L
ol ] J/o 2”/2F(n/2)m2 o dv=o F( )

I3

£(3)

L’estimateur &,, = VaT(T) V2o 1 (X; — p10)? est donc sans biais. D’apres le théo-
2

reme de Lehman-Sheffé, il est optimal. L’estimateur T}, /n est un estimateur efficace

(de o2, cf. le paragraphe VIII.4.4). D’apreés la remarque précédente, I'estimateur

0, ne peut donc pas étre efficace. On le vérifie explicitement sur cet exemple. On

connait I'information de Fisher I(c) = 2/0? (cf. le paragraphe VIIL.4.4). La borne
2

FDCR est donc

o . . -
=5 Le calcul de la variance de 'estimateur &,, donne :
n

1
nl(o)

Vary (6,) = o

En utilisant le développement limité de la fonction I :

221
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—z z—f 1 1
I(z) = e 2 H(2m)1/2 [1 T e <3)] |

. 5 02 o2 1 o2

on obtient que Var,(6,) = + ) +0 > o En revanche on remarque
n

que Vary (5,) et 02/2n sont asymptothuement équivalents (quand n — c0). ¢

VIIL.6 Analyse asymptotique

Cette approche est valable lorsque la taille de ’échantillon est grande.

Ezemple VIIL.37. On considére un modele de Bernoulli P = {B(1,6); 6 €]0,1[}. 1
s’agit d’un modele exponentiel :

pul;0) = =i = (00 g g = () € 40,1},

La moyenne empirique X,, = %Z?:l X, est une statistique exhaustive totale mi-
nimale. De plus on a Ey[X,,] = 0. Il s’agit donc d’un estimateur sans biais optimal
de 6. On remarque que Varg(X,) = £ (1 — 6). L’information de Fisher est :

(810gp1(X1;9)>2] _ 1
26 o1—6)

On en déduit que I'estimateur de la moyenne empirique est efficace. La loi forte
des grands nombres assure qu’il est convergent. Le théoreme central limite précise
la vitesse de convergence :

1(0) = Ey

(X, —0) =% A0,0(1 - 0)).

n—o0

On dit que 6(1 — 0) est la variance asymptotique. O

De nombreux estimateurs ont un comportement asymptotique similaire a celui
de I'exercice précédent.

Définition VIIL.38. Une suite d’estimateurs (0n,n € N*) de g(6), ot &, est
une fonction de [’échantillon n, est asymptotiquement normale si pour tout
Py, € P, la suite (v/n (0, — g(6p)) ,n € N*) converge en loi vers une loi gaussienne
N(0,X(6p)). La matrice X(0y) est appelée matrice de covariance asympto-
tique (variance asymptotique si la fonction g est réelle) de la suite d’estima-
teurs.
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VIIL.6 Analyse asymptotique

Par brieveté, on confondra estimateur et suite d’estimateurs.
Remarque VIIL.39. Un estimateur §, de g() asymptotiquement normal est fai-
blement convergent. En effet on a lim, n~1/2 = (. On déduit du théoréme
de Slutsky que la suite (n_1/2(\/7z(5n —g(0))),n € N*) converge en loi vers
la constante 0. Cela implique donc la convergence en probabilité de la suite

((5n —g(0),n e N*) vers 0. O

VIII.6.1 Estimateurs de substitution

La méthode de substitution permet de construire aisément des estimateurs
asymptotiquement normaux.

Proposition VIII.40. Soit én un estimateur asymptotiquement normal de 6 de
variance asymptotique, ou de matrice de covariance asymptotique, X(0). Soit g
une fonction réelle ou vectorielle de classe C*. Alors lestimateur g(én) est un
estimateur asymptotiquement normal de g(0). Dans le cas réel (0 réel et g a valeurs

dans R), la variance asymptotique est :

q'(0)>2(6);

dans le cas vectoriel la matrice de covariance asymptotique est :

dg dg t
S0)=0) (50 -

Démonstration. Comme 6, est un estimateur asymptotiquement normal de 6, il
est faiblement convergent d’apres la remarque VIII.39. On démontre alors la pro-
position avec des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration du
corollaire VI.17. ad

VIII.6.2 Estimateurs des moments

La proposition suivante découle directement du théoreme central limite.

Proposition VIIL.41. Soit o une fonction telle que, pour tout 6 € 6, Eq[|o(X1)|?]
< 0o et Eglp(X1)] = 0. Alors Uestimateur 0, = L 3" | o(X;) de 0 est convergent.
1l est asymptotiquement normal et sa matrice de covariance asymptotique est la

matrice de covariance de p(X1).
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VIII Estimation ponctuelle

Enfin la méthode des moments décrite au chapitre VIII.3.2 fournit des estima-
teurs asymptotiquement normaux, pourvu que m ™! soit de classe C'. Cela découle
des propositions VIII.40 et VIII.41.

VII1.6.3 Estimateurs du maximum de vraisemblance

On admet le résultat important suivant.

Théoréme VIIIL.42. On suppose que le modéle est régulier (cf. définition VIII.14)
et identifiable (cf. paragraphe VIII.1). L’estimateur du mazimum de vraisemblance
est asymptotiquement normal. De plus sa matrice de covariance asymptotique est
linverse de l'information de Fisher. On a :

Vn (én - 9) en loi, N, 1(0)™1), sous Py, pour tout § € O.

n—o0

On retrouve ce résultat dans I’exemple suivant.

Ezemple. On consideére le modele exponentiel P = {£(\); A > 0}. L’estimateur du
maximum de vraisemblance de A est :

5\ o n . 1
" Z?:lXi Xn.

La loi forte des grands nombres assure que ’estimateur est convergent. Le théo-

— 1
reme central limite assure que v/n (Xn — /\> converge en loi vers A'(0,1/\?). La

méthode de substitution assure que /n (5\n — /\) converge en loi vers N(0, \?)

(prendre g(x) = 27!, et on a g'(A™1)? /\1—2 = A2). Ainsi I'estimateur )\, est asymp-

totiquement normal de variance asymptotique A2. Enfin I'information de Fisher de
la loi exponentielle est :

I(\) =E, [_821()%171()(1;)\)] _ 1

ON? A2

On retrouve que l'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement
normal de variance asymptotique I'inverse de 'information de Fisher. O

FEzercice VIIL.4.
On reprend les notations de I'exemple ci-dessus. Montrer que A, est un estima-
teur biaisé de A. Construire un estimateur optimal sans biais de \. Vérifier, qu’il
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VIIL.6 Analyse asymptotique

n’est pas efficace. Montrer que la différence entre ’estimateur optimal et 5\n est
asymptotiquement négligeable devant la différence A, — A.

A

Correction VIIL4. On a £(}°; ; X;) = I'(A,n). On en déduit :

Y] A" n—2 —Az _ F(TL - 1) _n

n—1

L’estimateur Xn est donc sans biais. Comme la statistique X,, est exhaustive

n
et totale (il s’agit de la statistique canonique d’un modele exponentiel), on en
n—1

A, est un estimateur optimal de A. La variance de 'estimateur

n—1; ? A2 1
Ap — A = .
< n >] n—2>nI()\)

;\n n’est donc pas efficace. Enfin on note que n <”Tflj\n — 5\,1) =

déduit que

n
optimal sans biais est :

Ex

n—1
n
—\p, converge Py-p.s., et donc en loi, vers —\ < 0, alors que \/n (x\n - A) converge

L’estimateur

en loi vers NV'(0, \2). Les normalisations qui assurent une convergence non triviale
ne sont pas du méme ordre. La différence entre I’estimateur optimal et A, est
asymptotiquement négligeable devant la différence A, — A. A

Ezemple VIII.43. Le modele uniforme P = {U[Oﬂ];@ > O} n’est pas un modele

régulier. Mais on montre que ’estimateur du maximum de vraisemblance converge

en % (au lieu de ﬁ pour les modeles réguliers). On rappelle que 'estimateur du

. n
maximum de vraisemblance 6, = max;<;<n X; a pour densité e—ntnfll[oﬂ] (t). La

suite (n(6 —0,),n € N*) converge en loi vers la loi exponentielle de paramétre 6.
En effet, soit g une fonction mesurable bornée. On a :

n

. 0
Eolg(n(0 — 6.))] = /0 g6~ 1)) gt .

On pose u = n(f —t),
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On suppose que n > 2. On remarque que la fonction g(u)fn(u) ou fr(u) =

u \n—1
(1 — —0> 1o<u<ngy est bornée en valeur absolue par la fonction intégrable
n <u<

llgllo. /% 1+ (u) . De plus la suite de fonctions f,, converge simplement vers la
fonction exp (—u/0)1,>0}. Par convergence dominée, on obtient que :
. 1w
Elg(n(0 —0,))] — g(u) ke o 11,>0) du.

n—o0

Cela signifie que n(6 — én) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre

6~!. La vitesse de convergence est en —. O
n

FExercice VIIL.5.

On conserve les mémes notations que dans 'exemple VIII.43. On considere ’esti-

. 1. . 9.
mateur sans biais 9,(11) = i@,l et Pestimateur 62 = nt 19n (préférable aux
n

deux précédents, voir 'exercice VIII.1). Montrer que les suites (n(6 — éﬁﬂ)), n € N¥)
et (n(f — o ),n € N*) convergent en loi. Identifier les limites. A

VIII.6.4 Comparaison asymptotique

Soit g une fonction définie sur © a valeurs réelles et d,, un estimateur de g(6) de
carré intégrable convergent et asymptotiquement normal de variance asymptotique
a(0)%. On suppose de plus que :

nEy [(6n — 9(0))*] —— ()% (VIIL1)
n—oo
Cette égalité est souvent vérifiée, mais elle ne peut pas se déduire directement de la
normalité asymptotique. On obtient alors que lim nR(d,,6) = ¢(0)?. La compa-
n—oo
raison d’estimateurs a ’aide du risque quadratique pour des estimateurs asympto-
tiquement normaux se réduit, dans une approche asymptotique, a la comparaison

des variances asymptotiques. Cette remarque préliminaire motive la définition sui-
vante.

Définition VIIL.44. Soit deuz estimateurs 85 et 0% de g(0) asymptotiquement
normauzx de variance (ou matrice de covariance) asymptotique X1(0) et X5(6). On

(1)

dit que oy, " est asymptotiquement préférable a 5,(3) si pour tout 0 € @ :

21(8) < X5(0).
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VIIL.6 Analyse asymptotique

Sauf dans des cas triviaux, il n’existe pas d’estimateurs asymptotiquement pré-
férables a tous les autres. En revanche, on peut parfois montrer que les estimateurs
du maximum de vraisemblance sont asymptotiquement préférables parmi certaines
familles d’estimateurs.

Soit g une fonction réelle définie sur ©. On déduit du théoreme VIII.18 que dans
un modele régulier, si d, est un estimateur de g(f) sans biais asymptotiquement
normal de variance asymptotique o (#)? et si (VIIL.1) est vérifiée, alors pour tout

heO: /(9)?
g
o) > T(0)

Cette inégalité est également vraie, sous certaines hypotheses, pour des estimateurs
biaisés. Ainsi 'estimateur asymptotiquement normal, dont la variance asympto-
tique est ¢'(0)?/1(0) est asymptotiquement préférable dans une famille générale
d’estimateurs convergents. Plus généralement, on donne la définition suivante.

Définition VIIL.45. Soit g une fonction réelle ou vectorielle définie sur @ de
classe C*. Un estimateur 6, de g(0) est dit asymptotiquement efficace s’il
est asymptotiquement normal de matrice de covariance asymptotique X(0) =

dg 1 (0g t
e (50)

Ainsi, un estimateur d,, de § asymptotiquement normal de matrice de covariance
asymptotique I(0)~! est asymptotiquement efficace. Dans le cas réel (6 réel et g
réelle), I'estimateur §,, de g(0) est asymptotiquement efficace si :

Vi — g(0)) <=5 N (0,9/(0)1(9) 7).

Ezemple. Dans 'exemple VIIL.36, ’estimateur &, est un estimateur sans biais
optimal (mais pas efficace) de o. Il est de plus convergent et asymptotiquement
efficace. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition VIII.40.

Corollaire VIIL46. Soit 6, un estimateur asymptotiquement efficace de 6. Soit
g une fonction réelle ou vectorielle de classe C*. Alors lestimateur g(6,,) est un
estimateur asymptotiquement efficace de g(6).

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont dans les cas réguliers des
estimateurs asymptotiquement efficaces de 6 (cf. théoreme VIII.42). La disper-
sion asymptotique est donc minimale. Cette propriété justifie leur emploi fréquent
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dans 'analyse d’échantillons de grande taille. De plus on peut montrer que sous
certaines hypotheses, s’il existe un estimateur asymptotiquement efficace de 0,
alors le maximum de vraisemblance est un estimateur asymptotiquement efficace.

Méme pour les modeles réguliers, il existe des estimateurs asymptotiquement
normaux dont la variance asymptotique est inférieure a la matrice de covariance
X(0) de la définition VIIL.45, avec inégalité stricte pour certains 6. On parle d’esti-
mateur super-efficace. Toutefois leur utilité est limitée car on peut démontrer que
I’ensemble des parametres 0, pour lequel 'inégalité est stricte, est un ensemble tres
petit.

Ezemple. On continue 'exemple VIII.36. L’estimateur &, de ¢ dans un modele
gaussien a moyenne connue, est asymptotiquement efficace. On considere un autre

estimateur de o construit & partir de 2 37 | [X; — /. On a :

1 — > 2 dx 2
E, |— X; — :02/ P R Y
R R

L'estimateur 552 = v/2r LS 1| Xi — pol de o est un estimateur sans biais. Par
la loi forte des grands nombres il est convergent. Par le théoreme central limite, il
est asymptotiquement normal. Sa variance est :

(7T—2) 2
om O

R s
Var(612)) = o - Vare(|X1]) =

Cet estimateur n’est pas asymptotiquement efficace (car I71(0) = 3 0% < %;2)02).

On en déduit que 6, lui est asymptotiquement préférable. Il lui est méme préférable
pour tout n > 2. O

Remarque. Si le modele n’est pas régulier, l'efficacité asymptotique peut ne pas
étre pertinente. Voir 'exemple VIII.43. O

VIII.7 Résumé

Soit p(x1;60) la densité de Xy de loi Py, et p,(z;0) = [[1_; p(xx;0), ot z =
(1, ...,@y), la densité de ’échantillon X = (Xy,...,X,,) de v.a. indépendantes et
de méme loi Py. Le parametre 6 € © est inconnu.

Taille de I’échantillon fixée

— Un estimateur est préférable a un autre estimateur s’il diminue la fonction
de risque pour tout 6 € 6.
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VIII.7 Résumé

— Le biais d’un estimateur § intégrable de g(6) est défini par Eg[g] — (). Un
estimateur est sans biais si son biais est nul pour tout 8 € 6.

— La vraisemblance de ’échantillon est la fonction 6 — p,(x;0); la log-
vraisemblance L, (z;0) est la fonction de § définie par 6 — logp,(x;0) =

> oheq logp(x; 6).

— Si g est une bijection et si 8 est 'estimateur du maximum de vraisem-

~

blance de 6, alors g(6) est 'estimateur du maximum de vraisemblance de
9(9)-
— L’estimateur du maximum de vraisemblance est en général biaisé.

— Le score de ’échantillon est défini par :

v, = oLy, B Ologpy

a0 30 =5

(X;0).

— S'il est intégrable, alors le score est centré : E[V,,] = 0.

— L’information de Fisher, quand elle existe, est définie par :

1(6) = Cov(Vi, Vi) = [a§§p<xl;9> (et xio) ]

0% logp

— L’information de Fisher de I’échantillon de taille n est I,,(0) = nI(0).

— La fonction de risque quadratique d’un estimateur sans biais de g(f), construit
a partir d’un échantillon de taille n, est minorée par la borne FDCR définie

par :
1 dg 1 (99 ,,.\
——=(0)I(0 —=(0) | .
oy ()

— Si la fonction de risque quadratique d’un estimateur sans biais atteint la

borne FDCR, on dit que l'estimateur est efficace.

— Soit S une statistique exhaustive, i.e. la loi de I’échantillon sachant S est
indépendante du parametre. Si § est un estimateur de g(6), alors 'estimateur
amélioré de Rao-Blackwell E[§|S] lui est préférable.

— Un estimateur sans biais de g(6) est optimal s’il est préférable a tous les
estimateurs sans biais.

— Soit S une statistique exhaustive et totale. Si § est un estimateur sans biais
de g(0), alors l'estimateur amélioré de Rao-Blackwell, E[§|S], est optimal.
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Approche asymptotique

Par abus on note d,, pour la suite d’estimateurs (§,,,n € N*) ou §,, est une

statistique de I’échantillon de taille n.

230

— Un estimateur d,, de g(#) est convergent si : pour tout 0 € O,

lim §, = g(0), Py-p.s.
n—oo

— Sous certaines hypothéses, on peut construire une suite convergente d’esti-

mateurs de g(f) avec

— la méthode de substitution,

— la méthode des moments,

— l'estimateur du maximum de vraisemblance.

Une suite d’estimateurs (6,,n € N*) de g(f) est asymptotiquement nor-
male si : pour tout 4 € O,

Vion = 9(0) 2% N0, 2(0)),

n—oo
ou Py est la loi de Xj. La matrice X(0) est la matrice de covariance
asymptotique de la suite d’estimateurs.
Sous de bonnes hypotheses, ’estimateur de substitution, ’estimateur des mo-
ments et 'estimateur du maximum de vraisemblance sont asymptotiquement
normaux.
Soit 5,(11) et 5,(12) deux d’estimateurs de g(f) asymptotiquement normaux. On

dit que 57(11)

est asymptotiquement préférable 2 57(12) si X1(0) < Xo(60)
pour tout § € O, avec X;(f) la matrice de covariance asymptotique de 57(f ),
Un estimateur §,, de g(f) est asymptotiquement efficace s’il est asymp-

totiquement normal de matrice de covariance asymptotique :

dg (99, \'
oo (o)

Sous de bonnes hypotheses, I'estimateur du maximum de vraisemblance est
asymptotiquement efficace.
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VIII.8 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

Ezercice VIII.1 p. 206, Ezercice VIIL.3 p. 215, Ezercice VIIL.5 p. 226.
Ezercice VIII.2 p. 215, FEzercice VIII.4 p. 224,

Ezercice VIIL6.
On considere le modele d’échantillonnage (X7,...,X,) de taille n associé a la
famille de lois de Poisson P = {P(0),6 > 0}. On cherche a estimer Py(X; = 0).

1. Montrer que le modele est exponentiel. Déterminer la statistique canonique S.
Est-elle exhaustive et totale ? Donner sa loi.

2. Calculer Py(X; = 0) et montrer que 1 {x,=0} en est un estimateur sans biais.

3. Montrer que la loi conditionnelle de X; sachant S est une loi binomiale de

parametre (S’, %) .

4. En déduire que g = (1 — %)S est 'estimateur optimal de Pyp(X; = 0). Est-il
convergent 7
5. Calculer le score et 'information de Fisher.

6. En déduire la borne FDCR pour l'estimation de Py(X; = 0). Est-elle atteinte
par dg 7

7. L’estimateur dg est-il asymptotiquement normal, asymptotiquement efficace ?
8. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de Pyp(X; = 0).
9. Vérifier qu’il est biaisé. Est-il préférable a dg?

10. Vérifier qu’il est asymptotiquement efficace.

A

Ezercice VIIL.T.
On considere la loi de densité f,(z) = ¢, xa—ﬂl 1¢,>1) et le modele d’échantillonnage
(X1,...,X,) de taille n associé.

Déterminer les valeurs possibles de a.
Calculer c,.

Calculer E[X;].

En déduire un estimateur convergent de c.

A quelle condition sur «, I'estimateur est-il asymptotiquement normal 7

AN ol S

L’estimateur est-il asymptotiquement efficace ?

231



VIII Estimation ponctuelle

7. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de a.
8. Déterminer la loi de log(X1).
9. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de 1/«, et donner sa loi.

10. Vérifier directement si cet estimateur est biaisé, efficace et asymptotiquement
normal.

A

Ezercice VIILS.
On considere le modele d’échantillonnage (X7,...,X,) de taille n associé a la
famille de lois gaussiennes N(0,0?), o1 ¢ > 0 est inconnu.

1. Calculer E[|X]].

En déduire un estimateur sans biais de o.

Est-il efficace ?

Est-il asymptotiquement normal 7

Est-il asymptotiquement efficace ?

Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de o.

Cet estimateur est-il biaisé 7 En déduire un estimateur non biaisé de o.

Vérifier que ce dernier estimateur est optimal mais pas efficace.

© X N TN

Est-il asymptotiquement normal, asymptotiquement efficace ?
A

Ezercice VIIL.9.
On considere le modele d’échantillonnage (X7i,...,X,) de taille n associé a la
famille de lois géométriques de parametre 6 > 0.

1. Calculer E[X;] et E[1/X;].
En déduire un estimateur convergent de 6.
Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

Pour un échantillon de taille 1, cet estimateur est-il sans biais ?

AN B

Vérifier directement si cet estimateur est convergent, asymptotiquement normal
et asymptotiquement efficace.

A

Ezxercice VIIL.10.
On considere le modele d’échantillonnage (X1,...,X,) de taille n associé a la
famille de lois I'(A,2), o A > 0 est inconnu.

1. Calculer E[X;] et E[1/X}].
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10.

11.
12.

© e NS otk W

En déduire un estimateur convergent et sans biais de A. Est-il asymptotique-
ment normal ?

Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance de A.

Pour un échantillon de taille 1, cet estimateur est-il sans biais 7

Est-il convergent ?

Déterminer la loi de X,, = % ZZZI X en utilisant les fonctions caractéristiques.
En déduire que l'estimateur du maximum de vraisemblance est biaisé.
L’estimateur du maximum de vraisemblance est-il asymptotiquement normal ?
L’estimateur du maximum de vraisemblance est-il asymptotiquement efficace ?
Déduire de l'estimateur du maximum de vraisemblance un estimateur sans
biais.

Ce dernier estimateur est-il optimal, efficace ?

En considérant des estimateurs de la forme ¢,/ X,,, trouver un estimateur pré-
férable aux deux précédents estimateurs. Ce dernier estimateur est-il biaisé ?

A

Ezercice VIII.11.

On considere le modele d’échantillonnage (Xi,...,X,,) de taille n associé a la
famille de lois gaussiennes {\(u, 1), » € R}. On note X,, = 1 37| X}, la moyenne
empirique. Soit T un estimateur de carré intégrable de pu.

1.
2.

Vérifier que X,, est un estimateur efficace de .

En déduire que si T' est un estimateur préférable & X,,, alors il est biaisé. On
note b(p) = E,[T] — p son biais.

. On rappelle que T peut s’écrire T = h(X1,...,X,). Montrer que la fonction

p— E,[T] est dérivable de dérivée :

=1

. En déduire que 'estimateur T est régulier et que son biais est une fonction

dérivable de pu.

. En reprenant la démonstration du théoreme qui établit la borne FDCR, vérifier

la minoration suivante pour le risque quadratique de T, R(T, u) = E,[(T—u)?] :

R(T, 1) > b(p)? + Wn(”))z

233



VIII Estimation ponctuelle

6. On suppose maintenant que T est préférable & X,,. En déduire 1'inégalité :

(1+ ()

> b(p)® + -

S|

7. En déduire que la fonction b est décroissante et bornée. Montrer qu’en fait
b(p) = 0.
8. En déduire qu’il n’existe pas d’estimateur préférable a X,,.

La conclusion de la derniere question n’est plus vraie si I'on considere les lois
gaussiennes sur R? de moyenne ;1 € R3? et matrice de covariance 'identité. On
peut en fait montrer dans ce cas que X, est inadmissible. A
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IX

Tests d’hypotheses

Un test, décrit au paragraphe IX.1, correspond a une procédure de décision
binaire a partir de données observées : en général cela revient a dire, dans un mo-
dele paramétrique, si le parametre a priori inconnu appartient a un sous-ensemble
donné, hypothese Hy dite nulle, ou a son complémentaire, hypothese H; dite al-
ternative. Le paragraphe I1X.2 présente les deux erreurs d’un test : rejeter Hg a
tort (erreur de 1°¢ espece) ou rejeter Hy a tort (erreur de 2°™¢ espece). En général,
dans les cas concrets, les deux erreurs n’ont pas la méme importance. On utilise
le principe de Neyman, paragraphe IX.3 : on majore a priori erreur de 1°°
espece. On peut alors comparer deux tests en comparant lerreur de 2°™¢ espece.
En pratique, on choisit les hypotheses Hy et H; en tenant compte du principe de
Neyman. La p-valeur introduite au paragraphe IX.5 indique 'erreur de 1°*¢ espece
en fonction des données : c’est la probabilité de rejeter Hy a tort. On retiendra
que si la p-valeur est faible, alors on rejette Hy. La procédure de test est décrite
page 260.

Dans le paragraphe 1X.4, on établit le test optimal quand les deux hypotheses
Hy et H; sont simples, i.e. réduites a des singletons. Le paragraphe IX.6 per-
met d’étendre, dans le cadre des modeles exponentiels, les tests présentés pour
des hypotheéses simples a des hypotheses composites. Le paragraphe IX.7 présente
les modeles de régression linéaire qui sont trés couramment utilisés, ainsi que les
tests correspondants d’analyse de la variance. Si 'on dispose d’un grand nombre
d’observations, on peut alors suivre ’approche asymptotique développée au pa-
ragraphe IX.8, en particulier pour les hypotheses implicites (test de Wald, para-
graphe I1X.8.2) ou explicites (test de Hausman, paragraphe 1X.8.3). Dans le cas de
variables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs, ce dernier test correspond
au test du x? empirique qui est développé au paragraphe IX.9 avec deux applica-
tions particulieres : le test du x? d’adéquation & une loi, paragraphe IX.9.2, et le
test du x? d’indépendance, paragraphe IX.9.3. On donne également, dans le para-
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graphe IX.10 d’autres tests asymptotiques importants : le test non-paramétrique
de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation a une loi, paragraphe 1X.10.1, le test de
comparaison non-paramétrique entre deux échantillons de Kolmogorov-Smirnov,
paragraphe 1X.10.2, et le test de comparaison paramétrique entre deux échan-
tillons, paragraphe 1X.10.3.

IX.1 Tests
On considere un modele d’échantillonnage paramétrique Xi,..., X, de taille
n (cf. chapitre VIIL.1). Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes et

de méme loi inconnue P, et elles sont & valeurs dans X (R ou R?). On suppose
que la loi P appartient & une famille de probabilités P = {Py;0 € ©}. Soit Hy
et Hy deux sous-ensembles disjoints (non vides) de ©. Par convention Hj est
appelé hypothése nulle et H; hypothése alternative. On désire établir une
procédure, appelée test, qui permette, a la vue d’une réalisation x1,...,x, de
I’échantillon, de déterminer si le parametre inconnu 6 appartient a Hy ou si au
contraire il appartient a H;.

Remarque. Dans le chapitre VII.2, on établit un test qui permet au fabricant de
composants d’accepter I’hypothese nulle Hy =]0, 6,] ou de rejeter Hy au profit de
I’hypothese alternative Hy; =|0,, co]. O

On dit qu’une hypothese est simple si elle est réduite & un singleton. Sinon on
dit qu’elle est composite. Afin d’insister sur le parametre 6 utilisé, une hypothese
correspondant a un sous-ensemble A de © sera parfois aussi notée {0 € A}.

Exemple IX.1. Un laboratoire pharmaceutique expérimente un nouveau médica-
ment. On note g la valeur connue du taux de guérison de la maladie avec le médi-
cament de référence et 6 la valeur inconnue du taux de guérison quand le nouveau
médicament est administré. Le laboratoire espere rejeter I’hypothese simple nulle
Hy = {6y} (ou 'hypotheése composite nulle Hy = {6 < 6p}) et donc accepter
I’hypothese alternative composite Hy = {6 > 6y}. O

Définition IX.2. Un test pur est une application ¢ de X™ dans {0,1}. Pour une
réalisation x = (x1,...,xy,) de l’échantillon de taille n, on accepte Hy (et donc on
rejette Hy) si p(x) =0 et on accepte Hy (et donc on rejette Hy) si p(x) =1. On
dit que W, = {x; p(x) = 1} est la région critique (ou zone de rejet) du test pur.

Si la réalisation observée est dans la région critique, on rejette I’hypothese
nulle Hy.
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Définition IX.3. Un test aléatoire est une application ¢ : X™ — [0,1], et p(x)
est la probabilité de rejeter Hy lorsque l'on observe la réalisation © = (x1,...,Ty)
pour l’échantillon de taille n.

Ainsi un test pur est un test aléatoire particulier. En pratique I'usage d’un
test qui n’est pas pur semble illusoire : comment justifier une décision sur un
coup de dé? L’intérét des tests aléatoires réside dans ’analyse complete des tests
d’hypotheses simples (cf. le paragraphe 1X.4) et dans la description des meilleurs
tests (meilleur dans un sens que 'on précisera). Une fois ces tests construits, il est
facile de voir que sous certaines conditions naturelles, on obtient des tests purs.
L’introduction des tests aléatoires est donc un artifice technique.

IX.2 Erreurs

I1 convient de distinguer deux types d’erreurs. L’erreur de 1%® espéce consiste
a refuser Hy alors qu’elle est vraie. L’erreur de 2% espéce consiste & accepter
Hy alors qu’elle est fausse.

Dans I'exemple IX.1, I'erreur de premiere espece revient a dire que le nouveau
médicament est plus efficace que le médicament de référence a tort; I’erreur de
deuxieme espece revient a dire que le nouveau médicament est moins efficace que
le médicament de référence a tort.

En général on ne peut diminuer simultanément les deux erreurs. Par convention,
on cherche 4 minimiser en priorité 'erreur de 1°*¢ espece. On retiendra que
I'on ne veut pas rejeter Hy a tort (ou bien que l'on veut accepter H; & raison).
Ceci entraine une dissymétrie entre I’hypothese nulle et I’hypothese alternative, et
permet de justifier du choix de Hy et Hy. Dans 'exemple I1X.1, il est important de
ne pas commercialiser le nouveau médicament a tort, autrement dit il est important
de commercialiser le nouveau médicament que 8’il est meilleur que le médicament
de référence. L’hypothese nulle est donc Hy = {6 = 6y} ou Hy = {6 < 6y} et
I'hypothese alternative H; = {0 > 6p}. Dans l'exemple développé au chapitre
VIIL.2, il est important de s’assurer que 6 > 6,. L’hypothese nulle est donc Hyg =
{6 €]0,6%]}.

Pour ¢ un test aléatoire, on pose Eg[p] = Eg[p(X1, ..., X,)].

Définition IX.4. L’erreur de 1°™ espéce d’un test @ est définie par :

E@[(p] ou 0 € Hy
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et Uerreur de 2™ espéce est définie par :
1 —Eg[e] ou 0€ Hy.

La puissance d’un test ¢ est la fonction définie sur Hy par 6 — p,(0) = Eglp].

La quantité 1 — p,(6) représente lerreur de 2°™¢ espece.

Pour un test pur de région critique W,,, on a ¢ = 1y, . Par convention on écrira
Po(Wy) pour Eg[¢] = Po((X1,...,Xpn) € Wy). Pour § € Hy, Pg(W),) est erreur de
1%r¢ espece, i.e. la probabilité que la réalisation observée soit dans la région critique
alors que 6 € Hy. Pour 0 € Hy, Py(W,,) est la puissance du test. L’erreur de 2°™e
espece est 1 — Py(W,,) ou 6 € Hy, i.e. la probabilité que la réalisation observée ne
soit pas dans la région critique alors que 6 € Hj.

Le niveau d’un test est le supremum des erreurs de 1°*¢ espece.

Définition IX.5. Le niveau d’un test ¢ est|a, = sup Eglp].
6cHy

Pour un test pur de région critique W/, son niveau s’écrit aussi supge g7, Po(Wh).

IX.3 Choix d’un test

L’erreur de 1°*® espéce est celle que 1’on veut controler en priorité. On cherche
donc en priorité un test de niveau faible. Le principe de Neyman ne retient que
les tests ¢ dont le niveau est inférieur a un seuil «a fixé a priori. Les valeurs
typiques de « sont 5%, 1%,... Ensuite, parmi les tests de niveau inférieur a «,
on cherche & minimiser l'erreur de 2°™¢ espéce. On recherche donc les tests de
niveau inférieur a o et de puissance maximale.

Définition IX.6. Un test ¢ est dit uniformément plus puissant (UPP) au
seutl a s7il est de niveau inférieur o o et si pour tout test ' de niveau inférieur
a o, Uerreur de 2°™m¢ espéce de @' est supérieure a celle de ¢ : Eg[p] > Eg[¢] pour
tout 6 € Hy.

On peut dans certains cas trouver des tests UPP, comme par exemple pour le
test d’une hypothese simple contre une hypothese simple, voir le paragraphe 1X.4
ainsi que le paragraphe IX.6.
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IX.4 Test d’hypotheses simples

On conserve les notations suivantes (cf. paragraphe VIII.1) : p(x1;0), avec x; €
X, représente la densité de la loi de X1, Py, et

pn(x§ 9) = pn(xh <oy In; 9) = p(xl; 6) e 'Z?(Q?n; 9)7

avec r = (x1,...,x,) € X", représente la densité de ’échantillon X = (Xq,..., X,)
ou les variables aléatoires X; sont indépendantes de loi Py.

On suppose que Hy = {6p} et H; = {61} avec Py, # Py, (i.e. le modele
{Pg,0 € {0p,01}} est identifiable).

Définition IX.7. On dit que le test ¢ est un test de Neyman s’il existe k > 0
et v € [0,1] tel que pour x € X" :

1 si pp(x;01) > Epn(x;6y),
p(x) =< v si pn(x;01) = Kkpn(a;bp),
0 si pu(x;01) < Kpn(x;00).

x; 0
Le test ¢ est défini a I’aide du rapport de vraisemblance Z,(x) = pngelg
Pn Z;500
On note Z,, = Z,(X1, ..., X,). Le théoreme suivant caractérise les tests UPP pour
les tests d’une hypothese simple contre une hypothese simple.

Théoréme IX.8 (Neyman-Pearson). On a les propriétés suivantes.

1. Pour toute valeur de o €]0, 1], un test de Neyman tel que Eg,[¢] = o est un
test UPP au seuil o.

2. Pour toute valeur o €0, 1], il existe un test de Neyman de niveau . Soit k et 7y
les paramétres de ce test. Alors k est le quantile d’ordre 1—a de la loi de Z,, sous
Hy. Soit F' la fonction de répartition de Z, sous Hy. Si F(k) =1 — a on peut
choisir v = 1 et alors ¢ est un test pur de région critique W,, = {z, Z,,(x) > K}.
Sinon, on a vy = (F(k) — (1 —«))/(F(k) — F(k—)) et~y €]0,1].

Démonstration. Soit ¢ un test de Neyman de niveau « associé au nombre k. Soit
h une fonction définie sur X" telle que 0 < h < 1. On remarque que :

Y

S pa(2:01) — kpa(wi00) > 0, alors (@) — h(z) = 1 — hz) > 0,
xr

et si - pn(z;01) — kpn(z;600) <0, alors  @(x) — h(z) = —h(z) <

=}
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Donc on a :
[p(x) = h()] [pn(@; 1) — Kpn(@;6o)] = 0. (IX.1)

En prenant l'espérance dans (IX.1) avec x remplacé par X, il vient :
(Eo, 0] — Eo, [1]) = r (Egy[] — Eogy[]) = £ — Egy[R])- (IX.2)

Si h est un test de niveau inférieur a «, on a donc a — Ey[h] > 0. Cela implique
Eg, [¢] — Eg, [h] > 0. Ainsi le test ¢ est plus puissant que le test h. Ceci démontre
la propriété 1.

On montre la propriété 2. Soit F' la fonction de répartition du rapport de
vraisemblance Z,, sous Hy : F'(z) = Pp,(Z, < z). On rappelle que la fonction F'
est croissante continue & droite. Elle vérifie lim o F'(z) = 0, lim, o F'(2) = 1 et
F(z) = F(z2—) =Py (Z = 2), ot F(z—) = limyy, F(y).

Soit ¢ =147, <k +71{z,=x) le test de Neyman associé aux parametres r et y
définis dans le théoréeme. On a :

F(k—) <1—a< F(kr),

ou la premieére inégalité découle de la définition II1.3 des quantiles et la seconde
de la proposition I11.7. On en déduit que « € [0, 1]. Le niveau du test ¢ est donné
par :

IE90 [90] = ]P)Go (Zn > H) + 7P90 (ZTL = "1)
=1-F(k) +v(F(r) — F(s—))

= .
Le test ¢ est donc de niveau a. O

Remarque 1X.9. En prenant h = a dans (IX.2), on obtient que si ¢ est un test de
Neyman de niveau « alors Eg, [¢] > a. O

Remarque 1X.10. On peut montrer que s’il existe un test UPP au seuil (ou de
niveau) «, alors c’est essentiellement un test de Neyman.

En effet, on considere le test de Neyman ¢ de niveau « défini en 2 du théoreme
précédent. Soit h un test UPP au seuil «. Par définition des tests UPP, on a
Eg, [h] > Eog, [¢]. L’intégrale en = de la quantité positive (IX.1) est donc nulle. Cela
implique que U'inégalité (IX.1) est donc une égalité presque partout. Donc les tests
¢ et h coincident presque partout sur {z € X™;p,(z;61) # Kkpn(x;6p)}. O

En conclusion, on retiendra que les seuls tests UPP au seuil a sont essentielle-
ment des tests de Neyman de niveau «.. En pratique, si F, la fonction de répartition
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du rapport de vraisemblance, Z,,, sous Py, , est continue (par exemple si Z,, est une
v.a. continue) on peut construire un test pur UPP au seuil a. Si F' n’est pas conti-
nue, on peut choisir « judicieusement (de sorte que le quantile d’ordre 1 — «, &,
vérifie F(k) = 1 —a et donc v = 1) pour obtenir un test pur UPP de seuil a. Dans
ces cas, si k est le quantile d’ordre 1 — « de la loi du rapport de vraisemblance, la
région critique du test pur est :

Wn={z = (21,...,20) € X";pn(x;61) > Kpn(x;60)} .

Ezemple IX.11. Soit un modele d’échantillonnage gaussien P = {N(u, o), u € R}
a variance connue. On choisit les hypotheses Hy = {uo} et Hi = {u1}, avec
to < p1. Le rapport de vraisemblance est :

Zn = exp <— 2}‘(2) [Z(Xi —m)? = (X - Ho)2]>
=1 i=1

1 - n
=exp | —5 (11 — po) ZXi exp —ﬁ(ﬂf — 13)-
%9 i—1 90

La variable aléatoire Z, est continue sous P,,. La région critique du test pur
UPP au seuil « est :

Wy = {(wl, ey Tp); €XP (— 2}‘(2) [Z(wz — ,Ul)2 _Z(% _ M0)2]> > H}

i=1 i=1

1 - n
=9 (@1, @n);exp ﬁ(ﬂl—MO)Zwi eXP—F(M%—Mg) > K
99 i=1 99

1 n
:{(xlw"?m’n);n;xi 20}
1=

On cherche a déterminer la constante ¢ plutét que k. Pour cela, on utilise le fait
que le test pur lyy, est de seuil « :

a =P (W) =Py, (Xn >¢),

ou X, = % Yo, X; est la moyenne empirique. Or la loi de X, sous P, est la loi
2

) o
gaussienne N <M07 0>. Donc on a :
n

a=P <:;%Y + o > c> ot L(Y)=N(0,1).
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On en déduit que ¢ = g + qﬁl_a& ol ¢1_. est le quantile d’ordre 1 — « de la loi

\/ﬁ
gaussienne N (0, 1).

Soit x = (x1,...,xy,) le résultat de 'observation de I’échantillon. Si x € W),
c’est-a-dire si %Z?:l x; > ¢, alors on rejette I’hypothese Hy au profit de son
alternative H; au niveau o.

On remarquera que la valeur de p; n’intervient pas pour déterminer la région
critique. En fait elle intervient dans le calcul de I'erreur de 2°™¢ espece. On a :

+oo d
1-F _ vtz Y
11 [90] ‘({—Oﬁ(m 7MO)7¢1_Q /7271-

On remarque que erreur de 2°™¢ espece est une fonction décroissante en n. In-
tuitivement, plus on a d’observations et moins on a de chance de se tromper. De
méme, elle est décroissante en p1. Plus uy est proche de pg, plus Uerreur de 20me
espece est grande. O

IX.5 Statistique de test et p-valeur

On suppose que la région critique d’un test pur construit a partir d’un échan-
tillon de taille n sécrit W, = {& € &A™ (. (x) > ¢} ou plus généralement
Wy ={z € X" 9(Ca(z)) = ¢} (en abrégé Wy, = {Gn = ¢} ou Wy = {g(Gn) = ¢})
avec ¢ dépendant du seuil et g une fonction mesurable & valeurs réelles (sou-
vent ¢ = Id, g = —Id ou g = || avec Id la fonction identité). Si de plus,
Cn = (u(X1,...,X,,) est une statistique, alors on dit que la v.a. (, est une sta-
tistique de test. En général on choisit les statistiques de test (,, de sorte que les
régions critiques soient simples, par exemple de forme unilatérale W,, = {¢, > ¢, }
ou W,, = {¢, < ¢} ou de forme bilatérale W,, = {a,, < §, < b, }.

Définition IX.12. Soit ¢, une statistique de test ¢ valeurs dans R, Soit g une
fonction mesurable définie sur R & valeurs dans R. On suppose que pour tout
a €0, 1[, il existe co € R tel que la région critique {g((n) > co} définit un test pur
de niveau o : supge g, Po(9(¢n) > ca) = a. La p-valeur du test est le plus petit
niveau pour lequel on rejette Hy pour les données observées x°% € X" :

p-val = inf{a, g( f{bs) > o}, oU fjbs = Cn(a:"bs).

Le corollaire suivant est immédiat.

242



IX.5 Statistique de test et p-valeur

Corollaire IX.13. Sous les hypothéses de la définition 1X.12, on a :

p-val = sup Pg(g(Ca) > g(¢2%)),  ou (2P = Gu(2°). (IX.3)
0cHy

On rejette Hy au seuil o si et seulement si la p-valeur est inférieure ou égale a o.

Démonstration. On a par définition :

prval = inf{ sup Po(g(Ga) 2 ca), 9(CS™) = ca} = sup Po(g(Ga) = 9(¢3))
6cHy 0cH,

Si on rejette Hy au seuil « alors (¢, (x°™)) > ¢, et donc p-val < a. Si p-val < «
alors g(C,(2°7)) > cq et donc on rejette Hy au niveau a. Si p-val = «, alors la
région critique {g(¢,) > g(¢2P*)} est de niveau «; elle contient g(¢2"*). Donc on

rejette Hy. O

La p-valeur permet de mieux apprécier le risque pris en rejetant Hy. Intuitive-
ment, la p-valeur est la probabilité que la statistique de test prenne des valeurs
“pires” que celles observées. Elle correspond au risque de rejeter Hyg a tort.

Dans l'exemple IX.11, la moyenne empirique X,, = %Z?:l X, est une statis-
tique de test. La p-valeur est donnée par P, (X, > 29%), ot 29 = 137 4,
est la moyenne empirique observée. On remarque que la p-valeur est une fonction
des observations; c’est donc la réalisation d’une variable aléatoire. Si on note F
la fonction de répartition de X,, sous Hy, alors la p-valeur est une réalisation de

1 — F(X,). Dans cet exemple, la fonction F' est bijective. On déduit donc de la
proposition I11.22 que F(X,,), est de loi uniforme sur [0, 1]. Ceci implique que la
p-valeur est, sous Hy, la réalisation d’une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. On
peut vérifier que sous Hi, la p-valeur n’est pas uniforme sur [0, 1] mais a tendance

a prendre des valeurs proches de 0. Ce comportement est assez général.

Ezemple 1X.14. Le résultat de I'exemple IX.11 se généralise aux familles expo-
nentielles définies au paragraphe VIIL.5.3 avec parametre unidimensionnel. On
considere le modele exponentiel de densité :

p(x1,0) = h(z)C(0) QO

Le rapport de vraisemblance de I’échantillon de taille n est :

pu(z:601) _ C01) (Qon)-aen) S, S@)
Z(x) = = e\ O s PR
)= bwit0) ~ Cloo)
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On suppose que ’ Q(01) > Qo). ‘ Un test UPP de niveau « pour accepter ou rejeter

I’hypothese nulle Hy = {6y} contre '’hypothese alternative Hy = {61} est le test
de Neyman défini par :

n
ou la statistique de test est (,(x) = Z S(xz;). Cette statistique est appelée statis-
i=1
tique canonique du modele exponentiel. Les constantes ¢ et v sont définies par
la condition Eg,[¢] = a. Si la fonction de répartition de ¢, sous Py, est continue

ou si on choisit a de sorte qu’il existe ¢ tel que Py, (¢, > ¢) = «, alors on peut

choisir v = 1. Ainsi, si v = 1, on rejettera Hy si 'on observe les données z°P° et
que (2P = ¢, (x°P%) > ¢. Enfin si (P < ¢, on accepte Hy. La p-valeur de ce test
est définie par Pg, (¢, > (2™). O

IX.6 Hypotheses composites pour les modeles exponentiels

On suppose que la famille P = {Py; 0 € O} est exponentielle de densité :
p(z1;0) = C(O)h(zy) eQD5(1),

ou 1 € X et O est un sous-ensemble de R, et que la fonction réelle () est stricte-
ment monotone. Quitte a changer S en —S, on peut supposer que la fonction ()
est strictement croissante. On consideére les hypotheses unilatérales non vides
Hy={0€0;0 <0y} et H ={6 € ©;0 > 0y}. On considere la statistique de test
canonique G, (z) = Y1, S(z;), ot & = (x1,...,2,) € A"

Proposition IX.15. Soit a €]0,1[. Il existe un test UPP de niveau o pour tester
Hy = {0 <6y} contre Hy = {0 > 6y} défini par :

ot c est le quantile d’ordre 1 — v de ¢, sous Py, et v est déterminé par la condition
Eg,[¢] = a. De plus, la fonction Eg[g] est croissante en 6.
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Démonstration. Soit 61 > 6g. On déduit de 'exemple 1X.14 que le test ¢ défini
dans la proposition est un test UPP de niveau « pour tester Hy = {6 = 6y} contre
H; = {0 = 6,}. Soit 6 < 0. De par la définition de c et 7, le test ¢ est aussi un test
UPP pour tester Ho = {6 = 0} contre Hy = {6 = 6} avec le seuil o/ = Ey [¢]. On
déduit de la remarque IX.9, que Egy [p] > o = Eg, [¢]. En particulier, la fonction
0 — Eg[p] est croissante. Et pour 0 < 0y, on a Ey[p] < a.

L’ensemble des tests aléatoires :
C ={¢;Eg[¢'] < @, pour tout 6 < b}

est un sous-ensemble de {¢’; Eg,[¢'] < a}. Comme ¢ maximise la puissance, Eg, [¢],
dans ce dernier ensemble, il maximise aussi la puissance dans C. Ainsi ¢ est un test
UPP pour tester Hy = {6 < 6} contre H; = {0 = 01}, ou 01 > 0. Ceci reste vrai
pour tout 61 > 6y car la définition de ¢ ne fait intervenir que 6y. En conclusion, ¢
est un test UPP pour tester Hy = {6 < 6} contre H; = {6 > 0p}. 0

L’allure de la courbe 6 +— Eg[p] pour un test UPP est donnée dans la figure
IX.1.

Egl]

) 9

Figure IX.1. Allure typique de la courbe 6 — Eg[p] pour des tests UPP de seuil o avec Hy =
{9 < 90} et Hy = {9 > 90}

En utilisant la croissance de la fonction 6 — Ey[p], on déduit le corollaire
suivant de la proposition 1X.15.
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Corollaire IX.16. On reprend les notations de la proposition IX.15. On suppose
que la fonction de répartition F de (, sous Pg, est continue. Alors le test pur
de région critique W, = {(, > ¢} est UPP de niveau « et la p-valeur du test
est Pg, (G > C2%) = 1 — F((2%), on (2% est la statistique de test calculée avec les
observations. De plus sous Pg, la p-valeur est la réalisation d'une variable aléatoire
de loi uniforme sur [0, 1].

Il n’existe pas en général de test UPP pour tester Hy = {6 = 6y} contre
I'hypothese alternative bilatérale H; = {6 # 6p}. En effet, on considére par
exemple le modele gaussien P = {N(u, 08); u € R}, I'hypothese nulle Hy = {u =
to} et Uhypothese alternative bilatérale H; = {u # po}. On suppose qu'il existe
un test UPP ¢ au seuil a.. Alors ¢ est un test UPP pour tester ’hypothese nulle
{p = po} contre 'hypothese alternative {y = u1} ot pg < p1. D’apres la remarque
IX.10, il s’agit d’un test de Neyman. Dans ce cas particulier ¢’est méme un test pur
de région critique {>_" | X; > c¢}. Mais le test ¢ est également un test UPP pour
I'hypothese nulle Hy = {u = po} contre I'hypothese alternative Hy = {u = 1} ou
p1 < po. I s’agit donc d’un test pur de région critique {> 7 | X; < ’}. Ceci est
absurde. On en déduit donc qu’il n’existe pas de test UPP pour des hypotheses
bilatérales.

On choisit de restreindre la classe des tests a la classe des tests sans biais afin
de trouver dans cette classe restreinte des tests optimaux.

Définition IX.17. Un test @ est un test sans biais au seuil o si :

sup Eglp] < a| et | inf Eg[p] > a.
0c€Hy 0cH,

Un test ¢ est uniformément plus puissant sans biais (UPPS) au seuil « si
pour tout test ¢’ sans biais au seuil o, on a Eg[p] > Eg[¢'] pour tout 6 € Hy.

On considere toujours les familles exponentielles ou la fonction () est stricte-
ment croissante. On suppose que [01,602] C O, ou © est un ouvert de R. On
admet le théoréeme suivant.

Théoréeme IX.18. I existe un test UPPS au seuil o pour tester Hy = [01, 02]
contre Hy = O\[01,02]. Le test est défini par :

1 st (u(z) & [e1, e,
QO(I') = Vi 5% Cn(x) = G, ol 1= 1’27
0 si ¢ <(u(x) <co.

246



I1X.6 Hypotheses composites pour les modeles exponentiels

Les constantes c; et vy; sont déterminées par les conditions :

Eo, [90] = Ko, [90] =a.

De plus, le test minimise Eg[p] pour 6 € [01,02] et mazimise la puissance Eq[g]
pour 0 € O\[01,62].

L’allure de la courbe 6 — Egy[p] pour un test UPPS est donnée dans la fi-
gure 1X.2.

Eyle]

0 [ 0

Figure IX.2. Allure typique de la courbe 6 — Eg[p] pour des tests UPPS de seuil a avec
Hy = {9 € [91792]} et H = {9 g [91,92]} et 01 < 0s.

Remarque. Sila fonction de répartition de la loi de ¢, est continue sous Py, , ¢ = 1, 2,
alors on peut choisir 7; = 1. On obtient donc pour le test UPPS un test pur de
région critique W,, = {z; (,(x) €]c1, o} O

Ezemple 1X.19. On considére le modele gaussien P = {N(u,08);u € R}, T'hy-
pothese nulle Hy = {up} et 'hypothese alternative H; = R\{uo}. La statistique
n

1
de test est (p(X) = — ZXi' Le test UPPS de seuil « est un test pur de région
n
i=1
critique Wy, = {z; (n(z) €]c1, ca[}. Dans le cas ot, avec les notations du théoreme,
61 = 02 = po, la seule équation P, (W,) = a ne permet pas de déterminer ¢; et
cy. La puissance du test est :

Vn(e2—p) /oo 5 dy
p(p) =Pu(Cn §Z]cl,c2[)—1—/ ov22 %Y
' Vi(er—p) /o0 V2
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Elle est minimale par définition pour p = g et de plus p(uog) = . Les constantes
1 et ¢cg sont donc déterminées par p'(ug) = 0 et p(pp) = . La condition p’(up) = 0
implique —(¢1 — po) = c2 — po. Comme p(pp) = «, on en déduit que ¢; = pg —
(blfa/Q%
loi gaussienne A(0, 1). Ainsi le test UPPS de seuil 5% (¢1_q/2 =~ 1,96) est le test
pur de région critique :

1
W, = {1'7(71(1') g}NO =+ ’?/67:70[} .
On peut alors calculer la p-valeur associée a ce test pur et aux observations z°
pval = By (Gu @) = G, ) = B (1Gal 2 [G3*1). ot G5 = Gu(a™). 0

et co = po + ¢1,a/2%, ol @1_q/2 est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la

bs .

IX.7 Régression linéaire

Les modeles de régression linéaire permettent de rendre compte d’un phénomene
aléatoire comme combinaison linéaire ou affine de variables explicatives appelées
aussi régresseurs. Par exemple, on peut modéliser la taille d’'une personne par une
combinaison linéaire de la taille de ses deux parents. Les modeles de régression
linéaire sont tres couramment utilisés. Dans le paragraphe I1X.7.1 on détaille 1’es-
timation des coefficients de la régression linéaire et dans le paragraphe I1X.7.2 on
propose un test pour la nullité de certains coefficients de la régression linéaire.

IX.7.1 Modéle et estimation

On note X; le phénomene aléatoire mesuré sur l'expérience (ou l'individu)
i€ {l,...,n}, R,.. ., RY les valeurs des p régresseurs déterministes pour l'ex-
périence i. On suppose que le phénomene aléatoire s’exprime comme la somme
d’une combinaison linéaire ou affine des régresseurs et d’un bruit, qui modélise
I'aléa ou les effets de variables explicatives non modélisées. Les bruits sont sup-
posés indépendants gaussiens centrés et de méme variance. Plus précisément le
modele s’écrit :

P
Xi=PBo+Y BrRi+e, i€{l,...,n}, (IX.4)

k=1
ot e = (e1,...,e,)" est un vecteur gaussien N'(0,021,), avec I,, la matrice identité

de taille n x n. Le parametre du modele est 6 = (3,02) ot 8 = (Bo, . . ., Bp)! € RPFL
et o €]0, 00[. Le modele (IX.4) peut se réécrire sous forme matricielle :

X =MpB+e,
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ou M est la matrice de taille n x (p+1) :

1R} ... R}
M=|:: : | =(1,,RY,...,RP)
1R....R
et 1, € R™ est le vecteur colonne dont tous les coefficients sont égaux a 1. On
rappelle que |-| désigne la norme euclidienne sur R™. Pour un vecteur x et un
sous-espace vectoriel F/, on note xp la projection orthogonale de = sur E. La
proposition suivante donne la loi de I'estimateur du maximum de vraisemblance

de 0. Soit E = {Mu,u € RPT!} le sous-espace vectoriel de R™ de dimension p + 1
engendré par 1, et les p régresseurs.

Proposition IX.20. On suppose que la matrice M de taille n x (p+1) est de rang
p+ 1 (i.e. aucun régresseur n’est une combinaison linéaire de 1,, et des autres).
— L’estimateur du maximum de vraisemblance de B est :

B=(MMTMX.

11 est sans biais et de loi gaussienne N'(3,02(MtM)~1). La projection ortho-
gonale de X sur E est Xg = Mp.
— L’estimateur de o donné par :

.2
n—(p+1)

est sans biais et égal & Uestimateur du mazimum de vraisemblance de o>
@ une constante multiplicative prés. De plus (n — (p + 1))6%/0? suit la loi
V- (p+1)).

— Les estimateurs 3 et 6% sont indépendants.

L’estimateur 62 de o2 a été historiquement préféré a I’estimateur du maximum
de vraisemblance car il est sans biais. Au sens de la norme euclidienne, M B est
la meilleure approximation de X a l’aide de 1,, et des régresseurs. On parle aussi
d’estimateur des moindres carrés.

On appelle vecteur des résidus le vecteur é = X — Mj3. La somme des carrés
des résidus, |€]> = | X — Mp|? correspond & 'erreur qui n’est pas expliquée par le
modele.

Démonstration. Par hypothése X — Mf3 est de loi N (0,02%I,). La vraisemblance
du modele est donc :
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)

1 P E\2 /(952
.0) — —(@i=Bo—> 1 BeR{)?/(207)
Pn(x;0) = e k=1 Pktl;
n(@:6) Zl_[l 2702
oux = (z1,...,%y). On calcule 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.
La log-vraisemblance est :

n 1 < u
Ln(X;0) = — log(2m) — nlog(o) — 257 D (X —Bo— ) BrRY)?
i=1 k=1
n 1 2
=3 log(2m) — nlog(o) — 252 | X — Mp|~.

On a |X — MB)> = (X — MB){(X — MB) = X'X — 28'M'X + B{(M!M)B. La
matrice MM est symétrique définie positive (car M est de rang p + 1) et donc
inversible. La fonction 8 — | X — Mf]? est donc strictement convexe. Son gradient
est donné par —2M'X +2M*M 3, qui s’annule uniquement en 3 = (MtM) 1M X.
On a: . .

oL, (B,0) n | X - Mp?

e s A E i

do o o3

Cette dérivée s’annule en 62 = |X — MJ|?/n. Elle est positive & gauche de & et
négative a droite. On en déduit que la log-vraisemblance est maximale en (B, 7).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de (3, 02) est donc (3, 52).

Onaf=g8+ (M'M)~'Mte. On en déduit que /3 suit la loi gaussienne centrée
de matrice de covariance :

(MM Mt (MM MY = (MM

Comme | X — MBA|2 = inf,cpp+1 | X — Mul?, on en déduit que la projection de
X sur F est Xg = MB Comme M € FE, la projection orthogonale de € sur F
est ep = Xg — Mp. En particulier X — Xg = € — g est la projection de e sur
I’orthogonal de E. On déduit du théoreme de Cochran VI.11, que g, et donc X,
est indépendant de e — e = X — MJ3. Le vecteur 3 = (M*M)~'M'Xp est donc
indépendant de 52 = | X — M |2/n. De plus la loi de | X — Mj|?/o? = |e —ep|?/o?
est la loi du x? a n — (p + 1) degrés de liberté. 0

Ezercice IX.1.
On conserve les notations de ce paragraphe.
1. Déterminer la loi de 3, — i pour k € {0,...,p}.

2. En déduire que si t;_, /5 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student de
parametre n — (p + 1), alors :
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[ﬁk + \/((MtM)fl)kH,kH Oti—a/2

est un intervalle de confiance de niveau exact 1 — a pour .

IX.7.2 Test d’utilité des régresseurs

On conserve les notations du paragraphe précédent. Le modele linéaire permet
de tester facilement 1'utilité de p — g régresseurs (0 < ¢ < p). Quitte & renuméroter
les régresseurs, on supposera que 1’on teste 1'utilité des p — ¢ derniers régresseurs.
Cela correspond a 'hypothese nulle Hy = {8; = 0, j € {¢+1,...,p}} et &
I'’hypothese alternative H; = {il existe j € {¢ + 1,...,p}, tel que B; # 0}. Sous
Hy, le modele s’écrit X = MyB° + € ott la matrice My = (1,,R',..., R%) est de
taille n x (g +1) et B = (57, ... ,ﬁg)t.

On note H = {Mov,v € Ri*1} Tespace vectoriel engendré par les régresseurs

supposés utiles 1,,, R, ..., RY.

Proposition IX.21. On suppose que la matrice M de taille n x (p + 1) est de
rang p + 1. Sous Hy, l'estimateur du mazimum de vraisemblance de @0 est f¥ =
(ME{Mo) 1 MEX . La projection orthogonale de X sur H est Xg = Mo3°.

Sous Hy, la variable

¢ = [ XE — Xul*/(p—q)
"X = Xgl2/(n—(p+ 1))

suit la loi de Fisher-Snedecor de paramétre (p —q,n — (p +1)).

Démonstration. La premiere partie découle directement de la proposition IX.20.

On note E; le sous-espace vectoriel orthogonal de E dans R”, et Ey le sous-
espace vectoriel orthogonal de H dans E. Ona ainsi ¥ = Fo®H et E1®FEs® H =
R™. Comme MyB3° appartient & H, il vient eg, = X — Xg et e, = Xg — Xp.
D’apres le théoreme de Cochran VI.11, les vecteurs aléatoires g, et €p, sont
indépendants et |eg, |2/0? (resp. |eg,|?/0?) suit la loi du x? de parametre n—(p+1)
(resp. p—q). On en déduit que eg, /ep, suit la loi de Fisher-Snedecor de parametre
(p—q,n—(p+1)). O
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Le comportement sous H; est plus délicat a décrire. On reprend les notations
de la démonstration ci-dessus. On a Xgp—Xg = M —(MB)g +¢cg, ou (M) est
la projection de M sur H. Le terme M3 — (M 3) g est non nul sous Hy, et donc
|XE — Xp| a tendance & prendre des valeurs plus élevées que les valeurs usuelles
d'un x? & p — ¢ degré de liberté. On remarque que Xg — Xg et X — Xg sont
toujours indépendants et que la loi de X — Xp reste inchangée. Donc sous H; la
variable (,, a tendance a prendre des valeurs plus élevées. Ceci conduit a choisir la
région critique associée a la statistique de test ¢, de la forme W,, = {(, > z}. La
p-valeur du test est p-val = P(F > (°"), ot F suit la loi de Fisher-Snedecor de
parametre (p—q, n—(p+1)) et (°P° est la statistique ¢,, évaluée sur les observations.
En particulier, sous Hp, la p-valeur est la réalisation d’une variable aléatoire de
loi uniforme sur [0, 1]. Sous Hj, la p-valeur est plutot faible car (5P° a tendance &
prendre des valeurs plus élevées. On rejette donc Hy lorsque la p-valeur est faible.

Les résultats du test de 'utilité des régresseurs sont habituellement résumés
dans la table d’analyse de la variance IX.1 avec les acronymes anglo-saxons
suivants : SS pour Sum of Squares, DF pour Degrees of Freedom, M SM pour
Mean Squares of the Model (associé au choix du sous-modele) et M SE pour Mean
Squares of the Error (associé aux erreurs dues au modele) .

SS DF MS Fisher p-valeur
Xp — Xul?| .ops  MSM s
Xg — Xul? — MM:|7 obs — _Z \P(F > (9P
| XE Hl P—4q S P Cn VSE (F'>6)
X — Xg|
X - Xg|?* |n— y| msp = X = Xel
X = Xpf |n = (p+1)] MSE = =755

X —Xal’ [n—(@+1)

Table IX.1. Table d’analyse de la variance.

FEzemple 1X.22. La régression linéaire simple. On dispose d’un seul régresseur
(p =1), noté R. Le modele s’écrit :

X;=Po+ BiRi+ei, ie{l,...,n}
La loi de X; est N'(Bo + B1R;,0%). Ona M = (1, R) et

, 1 SR ST R
MtM L _ 1_nl () i=11u 7
( ) ny i (R — R)? <_ > i1 Ri n )

1 & R
1 R=— ;. Le calcul de 5 d :
ou R n;R e calcul de 8 donne

. Cov(R,X) L
_ VUL A By = X — AR
A Var(R) 0 R,
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I I
avec X = — Z X, R=— Z R; et les notations conventionnelles pour la variance
[t i
et la covariance empirique : Var(R) = 1 3°" (R; — R)? et

n

1 — _ 1 __
Cov(R, X) =~ Z(RZ- — R)(X; - X) =~ Z R;X; — RX.
i=1 i=1
Ces estimateurs coincident avec les estimateurs des moindres carrés de la droite de
régression de X sur R, c’est-a-dire les coeflicients by et by de la droite d’équation

X = by + b1 R qui minimisent > | (X; — bp — b1 R;)?. On obtient que :

25 p2 2
Bo est de loi N <Bo, M) et (3 est de loi N <61, nVZr(R)) .

Ona Xg = fol, + AR, et SSE = |X — Xp[2 =" (X; — fo — fiR:)% La
variable SSE mesure ’écart entre les valeurs observées et les valeurs ajustées par
le modele. Elle suit la loi 02x?(n —2). L’estimateur sans biais de la variance o2 est
| X — Xg|?/(n—2); il est indépendant de (30, Bl) Cette derniere propriété permet
de construire des intervalles de confiance pour §y et 8 de niveau exact a I’aide des
lois de Student (voir I'exercice IX.1).

Pour tester I'utilité du régresseur R, on considere les hypotheses Hy = {8 = 0}
et HH ={/1 #0}. Ona Xy = X1, et SSM = | XE — XH‘Q = 2?21(50 + G1R; —
X)2. La statistique de test est :

¢ = | Xp — Xgl
"X =X/ (n—2)

Elle suit sous Hy la loi de Fisher-Snedecor de parametre (1,n — 2).

On rejette donc Hy au niveau « si la statistique observée, (SP® est supérieure
au quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher-Snedecor de parametre (1,n — 2). La
p-valeur du test est p-val = P(F > (°"), ot F suit la loi de Fisher-Snedecor de
parametre (1,n — 2). O

Ezemple 1X.23. Le tableau IX.2 donne le nombre de jours de pluie et la hauteur
de pluie en mm, observés pendant toute I’année a Paris de 1956 a 1995. Une
représentation sur un graphique des données avec en abscisse le nombre de jours de
pluie et en ordonnée la hauteur de pluie, voir le graphique gauche de la figure IX.3,
permet de constater que I’ensemble des points forme un nuage allongé et que la
quantité de pluie augmente lorsque le nombre de jours de pluie augmente. On désire
savoir si ’on peut expliquer la hauteur de pluie par une transformation affine du
nombre de jours de pluie. Il s’agit donc du modele décrit dans 'exemple I1X.22 avec
X; la hauteur de pluie de 'année 1955 + i et R; le nombre de jours de pluie de
cette méme année.
On obtient les résultats suivants :
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Années (|1956(1957]1958/1959|1960({1961{1962|1963|1964|1965
Jours 154 | 161 | 193 | 131 | 198 | 152 | 159 | 159 | 146 | 196
Hauteur|| 545 | 536 | 783 | 453 | 739 | 541 | 528 | 559 | 521 | 880
Années (|1966(1967]1968|1969|1970({1971(1972|1973|1974|1975
Jours 192 | 161 | 176 | 173 | 199 | 141 | 170 | 156 | 198 | 164
Hauteur|| 834 | 592 | 634 | 618 | 631 | 508 | 740 | 576 | 668 | 658
Années ||1976(1977]1978/1979|1980{1981|1982|1983|1984|1985
Jours 135 (179 | 171|172 | 170 | 197 | 173 | 177 | 177 | 163
Hauteur|| 417 | 717 | 743 | 729 | 690 | 746 | 700 | 623 | 745 | 501
Années ||1986(1987(1988/1989|1990{1991{1992|1993|1994|1995
Jours 176 | 180 | 167 | 140 | 149 | 140 | 154 | 155 | 192 | 162
Hauteur|| 611 | 707 | 734 | 573 | 501 | 472 | 645 | 663 | 699 | 670

Table IX.2. Jour et quantité de pluie (en mm) par années a Paris.
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Figure IX.3. Représentation des données (& gauche) et droite de régression sur le nuage de
points (& droite).

— Les estimations des parametres valent : BO = —128.07 et Bl = 4.55. Sur le
graphique droit de la figure IX.3 on a représenté la droite de régression.

— Les intervalles de confiance a 95% (donnés dans 'exercice IX.1) sont : I(5y) =
[—322;66] et I(B1) = [3.40;5.70].

— On obtient la table d’analyse de la variance IX.3 pour le test de Hy = {1 =
0} contre Hy = {f1 # 0}. On rejette donc clairement Hy.
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SS |DF| MS |Fisher|p-valeur
284135| 1 [284135| 64.5 1079
167331| 38 | 4403
451467| 39

Table IX.3. Table d’analyse de la variance.



IX.8 Tests asymptotiques

IX.8 Tests asymptotiques

Si I’on dispose d’un grand nombre d’observations, on peut alors utiliser une ap-
proche asymptotique. Celle-ci est présentée dans le paragraphe IX.8.1. On donne
page 260 le cadre formel de présentation d’un test. On présente deux cas particu-
liers : le test de Wald pour les hypothéses implicites, paragraphe IX.8.2, et le test
de Hausman pour les hypotheses explicites, paragraphe 1X.8.3.

IX.8.1 Définitions et exemples

On étudie dans ce paragraphe les comportements asymptotiques de suites de
tests.

On considére dorénavant une suite de tests purs (1, ,n € N*), ou W, est une
région critique correspondant a n observations. Par abus, on confondra test pur,
région critique et suite de tests purs.

Définition IX.24. Un test pur asymptotique (W, n € N*) est de niveau asymp-
totique « si :

sup lim Pp(W,) = a.

0€H0 n—oo

Un test pur asymptotique (Wy,,n € N*) est de niveau asymptotique uniforme o
St :

lim sup Py(W,) = a.

n—o0 0€H0

Un test est convergent si pour tout 0 € Hy, on a lim Py(W,,) = 1.

n—oo

La convergence du test assure qu’asymptotiquement Perreur de 2°™¢ espece est
nulle (attention ceci n’est pas uniforme en 6 € Hj). Il est en général difficile de
construire des tests purs asymptotiques de niveau asymptotique uniforme fixé.

Dans 'approche asymptotique, on cherche a construire :
— une suite de statistiques de test ((,,n € N*),
— une fonction mesurable g & valeurs réelles et une suite décroissante (cq, o €
10, 1[) de réels,
telles que la région critique {g(¢,) > ca} est soit de niveau asymptotique uniforme
a:
lim sup Py(g(¢n) > ca) = a, (IX.5)

n—oo 9€H0
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soit de niveau asymptotique non-uniforme « :

sup lim Py(g(¢n) = ca) = (IX.6)

QEHO n—oo

Soit °P% une observation de I’échantillon de taille n et (P = ¢, (z°P°) la sta-

tistique de test évaluée en les observations. En s’inspirant de la définition 1X.12
et du corollaire IX.13, on définit la p-valeur asymptotique uniforme si (IX.5) est
vérifiée par :

pval= lim sup Py(g(Gu) > 9(G2™)), (IX.7)

n—-+4o0o 0cHy

et la p-valeur asymptotique non-uniforme si (IX.6) est vérifiée par :

p-val = sup lim_Py(g(¢a) > g(¢2™))- (IX.8)
eeHOnHJroo

Souvent on ne dispose que de la p-valeur non-uniforme. On retiendra que 'on
rejette Hy quand la p-valeur est faible.

On traite en détail dans l'exemple suivant le modele de Bernoulli avec des
hypotheses unilatérales.

Ezxemple I1X.25. On reprend 'exemple IX.1. Un laboratoire pharmaceutique expé-
rimente un nouveau médicament sur des patients. On modélise I'effet du nouveau
médicament sur le patient n par une variable aléatoire X, qui vaut 1 si, utilisant
le nouveau médicament, le malade guérit et 0 sinon. On considere un modele de
Bernoulli : (X,,,n € N*) est une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi appartenant & P = {Py, 6 €]0,1[} ou Py désigne la loi de Bernoulli de
parametre 6.

Le laboratoire pharmaceutique commercialise le nouveau médicament si son
taux de guérison est meilleur que le taux de guérison du médicament de référence,
c’est-a-dire si le parametre 6 inconnu de la loi de Bernoulli de X, est supérieur a 6y
le taux de guérison connu du médicament de référence. Il dispose de n observations
(guérison/non guérison) sur des patients. Il ne peut se permettre de mettre sur le
marché un nouveau médicament qui soit moins efficace que le médicament de
référence. Il ne peut donc pas commercialiser le nouveau médicament (i.e. dire que
6 > 6y) a tort. On rappelle que le choix de Hy et Hy est motivé par le fait que 1’on
cherche & minimiser 'erreur de 1°*¢ espece en priorité : on ne souhaite pas rejeter
Hj (et donc accepter Hi) a tort. Ceci impose donc le choix de I’hypotheése nulle
Hp = {6 <6} et de 'hypothese alternative H; = {6 > 6 }.

Le modele est exponentiel et sa densité s’écrit :

pn(x;0) = OXk=12K(1 — )"~ 2k=1T% g = (zq,...,x,) € {0,1}".
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IX.8 Tests asymptotiques

On peut considérer la statistique canonique nX, ou X, = %22:1 X}, ce qui est
cohérent avec le fait que le test porte sur la valeur du parametre 6. Il est en effet
pertinent de choisir une statistique de test construite a 1’aide d’une bonne esti-
mation du parametre, par exemple son estimateur du maximum de vraisemblance
qui ici est X,,. Toutefois, pour effectuer une approche asymptotique, on considere
plutét la statistique de test :

X, — 6
VOo(1—0p)

qui se déduit de nX,, par une transformation croissante. Ce choix simplifie ’étude
du comportement asymptotique de la statistique de test sous Hy, comme on le voit
dans ce qui suit.

On déduit de la loi forte des grands nombres que pour 8 < 6y, X,, — 6y converge
p.s. vers 8 — 0y < 0. On en déduit donc que pour 6 < 0y, Pg-p.s. lim,, o (, = — 0.
Pour 6§ = 6y, on déduit du TCL la convergence en loi de ({,,n > 1) vers G de loi
gaussienne N (0,1).

De manieére similaire, sous H; (i.e. § > ), on a Pyp-p.s. nh_)rgo Cn = Fo00.

Cn:\/ﬁ

Autrement dit, pour des échantillons de grande taille, la statistique de test
prend de tres grandes valeurs sous Hj et sous Hp des valeurs tres négatives ou
des valeurs typiques d’une loi N'(0,1). Comme la région critique correspond aux
valeurs aberrantes sous Hy et aux valeurs typiques sous Hi, on considere des régions
critiques de la forme W,, = {¢, > a}.

Il faut ensuite calculer le niveau asymptotique de ce test. On remarque que
pour € < 6y on a limy, 10 Pp(Wy,) = limy, 00 Py(¢r, > a) = 1 et pour 6 = 6
on a limy, 4o Pg,(Wy) = limy, 00 Py, (¢ > a) = P(G > a). On en déduit que si
a4 = ¢1_q, OU 1_q est le quantile d’ordre 1 — a de la loi N(0,1), alors le test de
région critique :

Wy = {Cn > ¢1—a}

est de niveau asymptotique (non-uniforme) a. On démontre que le niveau asymp-
totique est en fait uniforme. Dans de nombreux exemples, on peut démontrer que
lerreur de 1°¢ espece est maximale & la frontiere de Hy. On remarque que sous
Py, nX,, a méme loi que > p_; 11, <¢y ot les variables aléatoires (Uy,n € N*) sont
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. En particulier, pour tout ¢ € R, et 6 < 6,
on a:

1{,<oy = ©)

L, <001 > €) = Py (n X, > ).
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On en déduit donc que, pour 6 < 6 :
Py(C > a) = Py (n)_(n > nfo + vny/0o(1 — 00)a>

< Pgo (TLX” > nby + \/’ﬁ\/ 90(1 — 90)@)
= ]P)G() (Cn > (I)

et donc supye g, Po(W,) = Py, (W,,). L’erreur de 1°° espeéce est bien maximale a la
frontiere de Hy. Le test est de niveau asymptotique uniforme « car :
lim sup Pyp(W,) = lim Py, ((n > d1-a) =P(G > ¢1-4) = a.
n—+00 0cHy n—o0

On étudie ensuite le comportement du test sous Hy. Comme la statistique de
test (, converge p.s. vers 4+oo sous Hp, on en déduit que pour tout # € Hi,
limy, oo Po(Wh) = limy, 100 Pg((n > d1-a) = 1. Le test est donc convergent.

Soit ¢2P® 1a statistique de test calculée avec les n observations (i.e. on remplace
X, dans la définition de ¢, par 79> = %Z?:l x9Ps) ot 28 ... 2% sont les n
observations). La p-valeur asymptotique uniforme (car (IX.5) est ici vérifiée) est,
d’apres (IX.7) :

p-val = P(G > ¢°P).

Ceci termine la construction du test. On rappelle que si la p-valeur est faible

(inférieure & 1% ou de l'ordre de quelques %), on rejette Hy. O
1.00 —
0 Py(X, >ia,) //
//
/
//
0.75+ /
//
/
/
/
/
//
0.50-] Hy / Hy ={0> 6}

0.25- - . ,
/ Région critique W,

0.00 = 7 i
0.00 0.25 0.50 0.75 0 1.00

Figure IX.4. Test du modele de Bernoulli avec les hypotheéses Ho = {6 < 0o} et Hy = {6 > 6o}
ot §p = 0.25, et le niveau asymptotique o = 5%. La région critique du test est W,, = {X,, > ax},
avec an = 0o + 1/00(1 — 00)/n $1—a, et le graphe de la fonction 6 — Pg(W,) (erreur de 1% sur
Hy et puissance sur H;) sont représentés pour n = 20 (traits pointillés) et n = 100 (traits pleins).
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IX.8 Tests asymptotiques

On fait quelques remarques sur ’exemple précédent.

Remarque 1X.26. La figure IX.4 représente, pour un niveau asymptotique a donné,
lerreur de 1% espece du test en fonction de § € Hy et la puissance en fonction de
0 € Hq, a n fixé. On peut remarquer les comportements suivants :

— En fonction de 6. Plus 6 est proche de 0 (i.e. plus on est loin de Hy), plus
Perreur de 1% espece est faible. De méme, plus 6 est proche de 1 (i.e. plus on
est loin de Hy), plus la puissance est élevée et I'erreur de 2°™¢ espece faible.
Quand 0 € H; se rapproche de 6y (i.e. de Hp), on remarque que l’erreur
de 2¢™me espece croit vers 1 — . L’erreur de 2°™¢ espece est alors loin d’étre
négligeable. (On pourra vérifier que les tests présentés dans les différents
chapitres possédent ce comportement.)

— En fonction de la taille n de I’échantillon. La région critique, pour un niveau
donné, est écrite en fonction de la statistique de test X,, au lieu de ¢, :
W, = {X, > a,} avec la constante a, = 0y + \/0o(1 —6)/n ¢1_o qui
dépend de n. Comme X, est un estimateur convergent de 6, la région critique
W, converge quand n tend vers l'infini vers |6y, 1]. La région critique W, ne
coincide pas avec Hy car il faut tenir compte a priori de I'erreur aléatoire
de l'estimation (estimée ici par le TCL). Enfin quand n tend vers I'infini, on
observe que la fonction 6§ — Py(WW,,) converge vers 0 sur [0,0;], vers « en 6y
et vers 1 sur |6y, 1].

Si le laboratoire a une démarche purement mercantile, il peut choisir de com-
mercialiser le nouveau médicament sauf s’il est avéré que ce dernier est moins
efficace que le médicament de référence. Dans ce cas on choisit Hy = {0 > 6y} et
Hy, = {6 < 6p}. Des calculs similaires & ceux de l’exemple précédent assurent que
le test asymptotique de région critique

Wy = {¢n < dal,

ol ¢o, = —1_q est le quantile d’ordre « de la loi N'(0, 1), est de niveau asympto-
tique uniforme .

Si on choisit Hy = {6 < 6y}, on commercialise le nouveau médicament seule-
ment si ¢, > ¢1_o; alors que si on choisit Hy = {# > 6y}, on commercialise
le nouveau médicament des que (, > —¢@1_o. On voit donc que le choix des
hypothéses a un impact important sur la décision finale. On remarque que si
Cﬁbs ] — d1—as P1-a), alors la décision au niveau « ne dépend pas du choix
de Thypothese nulle Hy = {6 < 6p} ou Hy = {6 > 6p}. En revanche si
obS €] — b1 _a, d1_a), alors la décision au niveau a dépend du choix de ’hypo-
these nulle. O
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Les étapes d’un test, qui apparaissent dans I’exemple IX.25, sont les suivantes :

1. Modélisation : le choix du modele dépend du probleme concret considéré.

2. Choix des hypotheses : il est guidé par le fait que ’on ne souhaite pas
rejeter Hy & tort (majoration a priori de lerreur de 1°7¢ espece).

Choix d’une statistique de test.
Comportement (asymptotique ou non) de la statistique de test sous Hy.

Comportement (asymptotique ou non) de la statistique de test sous Hj.

A

Région critique du test : elle correspond aux valeurs aberrantes de la
statistique de test sous Hy et aux valeurs raisonnables sous Hj.

7. Controle de I'erreur de 1™ espece : détermination a partir du point 4 de la
région critique en fonction du niveau du test (valeur exacte, majoration,
valeur asymptotique ou valeur asymptotique uniforme).

8. Controle de l'erreur de 2°™¢ espece : analyse & partir du point 5 de la
puissance ou convergence (approche asymptotique) du test.

9. Détermination de la p-valeur (valeur exacte, majoration, valeur asymp-
totique ou valeur asymptotique uniforme).

La p-valeur permet de conclure : on rejette Hy si elle est “faible”. La notion
“faible” dépend du contexte ; en général “faible” signifie inférieur & quelques %.

Ezxemple. Test de la moyenne pour un échantillon gaussien a variance connue. On
considere un échantillon gaussien P = {N (n,0d);p € R} a variance connue. On
souhaite tester Hy = {uo} contre H; = { # po}. On considere la statistique de
test ¢, = (X, — po)/oo ot X, = L 370 | Xj.. Sous Hy, ¢, est de loi N(0,1)
et sous Hi, (, est de loi gaussienne de moyenne non nulle. On choisit donc une
région critique de la forme W,, = {|(,| > a}. Ce test est de niveau exact a pour
a = ¢1_q/2, le quantile d’ordre 1 — a/2 delaloi N(0,1). Ce test correspond au test
UPPS de 'exemple IX.19. Par la loi forte des grands nombres, X,, converge PP, -
p.s. vers p1. Donc si py # g, on a Py -p.s. lim, o0 G € {—00,4+00}. On déduit
du théoreme de convergence dominée que le test est convergent. La p-valeur du
test est donnée par P(|G| > [¢SP%]), ot G est de loi N(0, 1) et (S est la statistique
de test évaluée sur les observations. D’apres la proposition I11.22, la p-valeur est
sous Hy la réalisation d’une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. O

IX.8.2 Hypothése implicite : le test de Wald

Le test de Wald est défini dans un modele paramétrique pour I’hypothese nulle
implicite : Hy = {g(f) = 0} ou g est une fonction du parametre 6.
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IX.8 Tests asymptotiques

1. Le modeéle.

On considere un modele d’échantillonnage pour un modele paramétrique P =
{Py; 0 € O} régulier et identifiable. On suppose de plus que U'information de Fisher
est une fonction continue du parametre, inversible et d’inverse continue. Ceci est
vérifié dans de nombreux exemples.

2. Les hypothéses.

On suppose que I'ensemble des parametres © est un ouvert de RP. Soit g une
fonction définie sur © a valeurs réelles ou vectorielles. On souhaite tester I’hy-
pothese nulle implicite Hy = {6 € ©;g(f) = 0} contre I’hypothese alternative
Hy = {0 €0;9(0) #0}.

3. La statistique de test.

Pour tester une hypothese implicite, il existe plusieurs tests asymptotiques (test
du rapport de vraisemblance, test du score, test de Hausman, test du multiplicateur
de Lagrange, ...). On considére dans ce qui suit le test de Wald.

On suppose que la fonction g est une fonction de classe C' de RP dans R” et

0 dg; . . .
que la matrice 8—2(9) = <8g 0);1<i<r1<j< p) de taille 7 x p est de rang
J

r pour tout 6 € ©.

Remarque. Sip =1 =1, et si © est connexe, alors la fonction g est soit strictement
croissante soit strictement décroissante. Donc il existe au plus une racine 6y a
I’équation g(f) = 0. Si elle existe alors Hy = {0y} et Hy = ©\{6p}. Si on suppose
que l'estimateur du maximum de vraisemblance én est convergent, alors sous Hy

il converge p.s. vers 0y et par continuité, g(,) converge p.s. vers g(fp) = 0. O

Intuitivement 1’ensemble des racines de g(6) = 0 forme un “espace” (en fait une
sous-variété) de dimension p — r. Le test de Wald consiste a regarder I’écart entre
le vecteur g(én) et 0, ot 0, est I'estimateur du maximum de vraisemblance du
modele d’échantillonnage de taille n. On considere la statistique de test :

G = 9(0n)' 2(0,)9(0,) avee 2(6) = S 0)16) (G50)). (X9

ou I(0) est 'information de Fisher du modele.
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Remarque 1X.27. On ne dispose pas toujours de la forme explicite de 1(#). On peut
alors estimer /() en utilisant la méthode des moments et 1'une des deux formules :

1(0) = Ey

dlogp(X1:0) [dlogp(X1:0)\" 9% log p(X1: 0
Og%(e ! )< Og%(e ! ))] ou I(0)=—Ey [Oggeg ! )].

On peut donc remplacer la matrice I(-) dans (IX.9) par une des deux estimations
convergentes sans biais suivantes :

(6] 0 .t 20
0= 3 PN (P - $ e

i=1

4-5. Comportement sous Hy et Hi.

Le comportement de la statistique de test est donné par la proposition suivante.

Proposition IX.28 (Wald). Soit 0, Uestimateur du mazimum de vraisemblance
de 0. La statistique de test (,, définie par (1X.9) converge en loi sous Hy vers un
X2 ar degrés de liberté et elle converge en probabilité sous Hy vers +oo.

Démonstration. On rappelle que 'estimateur du maximum de vraisemblance 0,,
est un estimateur asymptotiquement efficace de 6 d’apres le théoreme VIII.42. En
particulier sa matrice de covariance asymptotique est I(#)~!. Grace a la proposi-
tion VIIL40, on en déduit que g(f,) est un estimateur de g(6) asymptotiquement

normal de matrice de covariance X (6). Donc y/n (g(én) - g(9)> converge en loi
vers un vecteur gaussien G de loi V' (0, X'(9)). Sous Hp, comme g(¢) = 0, on a
la convergence en loi de f g(0n) vers G. On remarque que la matrice X(6) est

réguliere car la matrice % est de rang r. De plus lapplication 6 — X(0) est
continue. On en déduit que I'application 6 — X (0)*1/ 2 est continue. Le théo-

rérqe de Slutsky A(pour des variables aléatoires vectorielles) implique que sous Hy,
X(0,)"Y2\/n g(6,) converge en loi vers Y = X(8)~1/2G de loi N (0,1,) ou I, est
la matrice identité de taille r x r. Par conséquent,

Gh=mn g(én)tz(én)ilg(én) = Z(én)ilm\/ﬁ g(én) ’
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IX.8 Tests asymptotiques

converge en loi vers |Y|? c’est-a-dire un x? & r degrés de liberté.

A~

Le théoreme VIIL.42 et la remarque VIII.39 impliquent que g(6,) converge en
probabilité vers g(f). On en déduit que sous Hi, % Cn converge en probabilité vers
g(0)!X(0)"1g() # 0. Donc sous Hi, la quantité ¢, diverge en probabilité. O

6. La région critique.

La statistique de test prend de grandes valeurs sous H; et sous Hy des valeurs
typiques d’une loi x2(r). On choisit donc des régions critiques de la forme W,, =

7. Contréle de I'erreur de 1° espéce.

On déduit de la convergence en loi sous Hg de ,, dans la proposition 1X.28 que
le test de région critique W,, = {(, > z1-4}, Ol 21_4 est le quantile d’ordre 1 — «
de la loi x%(r) est de niveau asymptotique (non-uniforme) a.

8. Controle de 'erreur de 2°™¢ espéce.

On déduit de la convergence en probabilité vers +oo de (, sous H; et de la
proposition V.19 que le test est convergent.

9. La p-valeur.

Soit ¢2P% la statistique de test calculée avec les n observations. Soit Z de loi
x2(r). On déduit de (IX.8) que la p-valeur asymptotique (non-uniforme car seule-

ment (IX.6) est vérifiée) est :

p-val = sup lim Pp(¢, > C27%) = P(Z > (o).
HEH() n—oo

Les résultats de 4-9 sont conservés si on remplace I par une des approximations
de la remarque 1X.27.

L’exemple et les exercices qui suivent concernent des tests d’égalité de moyenne
pour deux échantillons gaussiens indépendants.
20
Ezemple 1X.29. Soit un échantillon gaussien (X;,Y;) de loi N/ ((51) , (001 02>),
2 2
ol 07 et o9 sont connus. Le parametre est 0 = (u1, u2). On souhaite tester 1’égalité
p1 = po ie. 'hypothese implicite Hy = {p1 — p2 = 0} contre son alternative
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Hy = {p1 # p2}. On pose g(p1,p2) = p1 — pe. On remarque qu’il s’agit d’un
modele exponentiel sous sa forme naturelle. On obtient en utilisant le test de Wald

et les notations fiy = L 3" X, fio = 23"V que ¢, = %
Hy, ¢, converge en loi vers un x? a 1 degré de liberté. On vérifie que dans ce
cadre, on a en fait £(¢,) = x?(1). Un test convergent de niveau exact (et bien
stir asymptotique) 5% est donné par la région critique W,, = {(, > 3,84}, ou 3, 84
est le quantile d’ordre 95% de la loi x%(1) (voir la table du 2, paragraphe XI.3).
La p-valeur exacte de ce test est P(Z > ¢2"), ot Z est de loi x%(1) et (2™ la
statistique de test évaluée en les données. Sous Hy, la p-valeur est la réalisation

d’une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. O

et que, sous

FEzercice 1X.2.
Reprendre 'exemple 1X.29 en supposant que o1 et o9 sont inconnus.

1. Vérifier que le test de Wald donne la méme région critique en remplagant o2
et o3 par leur estimateur du maximum de vraisemblance : 6% et 63, mais que
le niveau de ce test est asymptotique (non-uniforme).

Z1
Zon—2’
ou les variables Z; et Zs,_o sont indépendantes de lois respectives X2(1) et
x%(2n — 2) et donc que ”T_lCn suit une loi de Fisher-Snedecor de parametre
(1,2n — 2). Donner alors une région critique de niveau exact pour tester Hy =

{p1 = po} contre son alternative Hy = {uq # po}. A

2. Montrer que si 01 = 02 = o (avec ¢ inconnu), alors ¢, a méme loi que 2n

Ezercice 1X.3.

On dispose de deux échantillons de tailles différentes, indépendants (X;;1 < i <
ny) et (Y;;1 < j < ng) de lois respectives N'(u1,0%) et N(ua,03) out p; et o;
sont inconnus. Déduire de l'exercice IX.2 un test asymptotique lorsque min(ny, ns)
tend vers +o0o, pour I'hypotheése nulle Hy = {u; = pe} contre son alternative
Hy = {p1 # po} construit a l'aide de la statistique de test :

C _ (1[1/1 - /22)2 .
ni,ng — (3% (3%
ny N2 A

1X.8.3 Hypotheése explicite : le test de Hausman

Le test de Hausman est défini dans un modele paramétrique pour I’hypotheése
nulle explicite : Hy = {6 = h()} ou le parametre 6 peut se réécrire a I’aide d’une
fonction h d’un autre parametre v de dimension plus petite.
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1. Le modeéle.

On considere un modele d’échantillonnage pour un modele paramétrique P =
{Pp; 0 € O} régulier et identifiable. On suppose de plus que U'information de Fisher
est une fonction continue du parametre, inversible et d’inverse continue. Ceci est
vérifié dans de nombreux exemples.

2. Les hypotheses.
On suppose que 'ensemble des parametres © est un ouvert de RP. Soit h une

fonction définie sur un ouvert I' de R? a valeurs dans ©. On souhaite tester I’hy-
pothese nulle explicite Hy = {0 = h(~);y € I'} contre I’hypotheése alternative

Hy = {0 ¢ h(I')}.
3. Les statistiques de test.

On suppose que la fonction h est injective, de classe C! et que la matrice

oh Oh,;
( ):( J(y);lﬁz’ﬁq,lﬁjﬁp) est de rang ¢ < p pour tout v € I

oy 7 0v;

Le test de Hausman est construit & partir de la différence entre 6, et h(An),
ot 0, est estimateur du maximum de vraisemblance de 6 pour un échantillon
de taille n et 4, 'estimateur du maximum de vraisemblance de v pour un échan-
tillon de taille n. Pour l'estimation de v on considére le modele paramétrique
P' = {Pp(y);v € I'}. On remarque que h(jy,) est 'estimateur du maximum de
vraisemblance de 6 sous la contrainte § € h(I') C ©. Grace aux propriétés des
estimateurs du maximum de vraisemblance, on a que sous Hy, si 8y = h(7yp) est
le vrai parametre de la loi de I’échantillon, alors 6, — h(4n) converge p.s. vers
0o — h(y0) = 0. Les deux statistiques de test suivantes considerent cette différence

renormalisée :
¢ = (0 — h(3n) T(0n) (0n — h(%n)), (IX.10)
¢ = n(n — 1(30) I((3)) (On — h(3n)), (IX.11)

ou () est I'information de Fisher du modele. Voir la remarque IX.27 pour lesti-
mation de la fonction I, quand on ne peut pas la calculer directement.

4-5. Comportement sous Hy et Hy.

Le comportement des statistiques de test est donné par la proposition suivante
que 'on admet.
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IX Tests d’hypotheses

Proposition IX.30 (Hausman). Soit 0, et 4, les estimateurs du mazimum de
vraisemblance de 0 et v. On considére les statistiques de test définies par (IX.10)

et (IX.11). Le couple (gfll),g(f)) converge en loi sous Hy vers (Z,Z) ou Z est de
loi x*> a p—q degrés de liberté et les statistiques de test convergent en probabilité
sous Hy vers +o0o.

Le nombre de degrés de liberté du test du y? est égal & la dimension du para-
metre moins le nombre d’estimations pour la contrainte ~.

6. La région critique.

Les statistiques de test prennent de tres grandes valeurs sous Hi et sous Hy des
valeurs typiques d'une loi x?(p — ¢q). On consideére donc des régions critiques de la

forme Wéi) = {Q(f) > a} pour i € {1,2}.

Un raisonnement similaire a celui du paragraphe 1X.8.2 permet d’obtenir les
résultats suivants.

7. Contréle de erreur de 1° espéce.

Pour i € {1,2}, le test de région critique W7(Li) = {Q(Li) > zl_a}, ol z1_q €st

le quantile d’ordre 1 — o de la loi x%(p — q) est de niveau asymptotique (non-
uniforme) .

8. Controle de Uerreur de 2°™¢ espéce.
Les tests sont convergents.
9. La p-valeur.

Soit Q@’Obs la statistique de test Q(f) calculée avec les n observations. Les p-
valeurs non-uniformes asymptotiques sont, pour ¢ € {1,2} :

p-val) = sup lim Py(¢() > ¢()oP%) = P(Z > ¢()ob),

GEH() n—oo

ot Z est de loi x?(p — q).

Les résultats de 4-9 sont conservés si on remplace I par une des approximations
de la remarque 1X.27.
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FExercice IX.4.
Reprendre 'exemple IX.29 en utilisant le test de Hausman. Vérifier que 'on a
N ~ V2
W _ @ _ U= i)
Wald. A

. Dans ce cas le test de Hausman est égal au test de

IX.9 Test d’adéquation du x? et applications

Le test de Hausman est particulierement bien adapté pour vérifier ’adéquation
des données a une famille de lois discretes & support fini. Apres avoir donné un ré-
sultat général au paragraphe 1X.9.1, on considere les cas particuliers importants en
pratique : le test d’adéquation a une loi au paragraphe 1X.9.2 et le test d’indépen-
dance au paragraphe 1X.9.3. Le paragraphe 1X.9.4 est consacré a la démonstration
de la proposition IX.31.

IX.9.1 Test du x? empirique

Le test du x? empirique est défini pour des variables aléatoires prenant un
nombre fini m de valeurs et I’hypothese nulle correspond a une famille de lois qui
dépendent d’'un parametre de dimension ¢ inférieure ou égale a m — 1.

1. Le modéle.

On considere le modele d’échantillonnage suivant : les variables aléatoires
(Xn,n € N*) sont indépendantes de méme loi et a valeurs dans {a,...,an},
ou ag,...,a, sont distincts. On note P, la loi de Xy qui dépend du parametre
p = (p1,...,pm) ou p; est la probabilité que X; soit égal a a;. Plus précisé-
ment, on considere le modele paramétrique P = {Pp;p € Q} avec Q = {p =
(p1,---,Pm);pi >0, pour 1 <i<m et > ", p; =1} Par hypothese la proba-
bilité p; = P,(X1 = 1) est strictement positive pour tout i € {1,...,m}.

On remarque que le parameétre p appartient & un sous-espace affine de dimension
m — 1 a cause de la contrainte 2111 pi = 1.

2. Les hypotheéses.

On se donne une partie de @) caractérisée par p = p(y) = h(y) ou la fonction
h est définie sur un ouvert I' C RY? et a valeurs dans @, avec 0 < ¢ < m — 1.
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On considere 'hypothese nulle Hy = {p = h(vy);y € I'} et 'hypothese alternative
Hy = Q\Ho.

3. Les statistiques de test.

oh
On suppose que h est injective de classe C! et que la matrice a—(’y) est de rang

q pour tout v € I'. On considere les statistiques de test sur ’échantillon X1, ..., X,
de taille n :
m . — (A 2 m . — (A 2
W =ny P = pilin))” |y | ) ny (Pi = pi(in))” (1X.12)
— P —~  pi(in)
[N , .. ~ Nl Nm
ou p est le vecteur des fréquences empiriques : |p = | —, ..., — | |avec les occur-
n n

rences N; =Y 1, 1¢x,—i) et ou 7y est Pestimateur du maximum de vraisemblance
de ~ sur I’échantillon de taille n. Le corollaire IX.32 au paragraphe 1X.9.4 assure
que le vecteur des fréquences empiriques p est I'estimateur du maximum de vrai-
semblance du vecteur des fréquences p.

4-5. Comportement sous Hy et Hi.

La proposition IX.30 permet d’obtenir le comportement des statistiques de test.
Sa démonstration est reportée au paragraphe 1X.9.4.

Proposition IX.31 (Test du x? empirique). On considére les statistiques de test
définies par (IX.12). Le couple (Q(ml), Q}(LQ)) converge en loi sous Hy vers (Z,Z) ou
Z est de loi x? a m—1—q degrés de liberté et les statistiques de test convergent
en probabilité sous Hy vers +oo.

6. La région critique.

Les statistiques de test prennent de trées grandes valeurs sous Hi et sous Hy des
valeurs typiques d’une loi x?(m — 1 — q). On consideére donc des régions critiques

de la forme Wy(f) = {Q(Li) > a} pour i € {1,2}.

Un raisonnement similaire a celui du paragraphe 1X.8.2 permet d’obtenir les
résultats suivants.
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7. Contrédle de I’erreur de 1¢ espéce.

Pour i € {1,2}, le test de région critique WT(Li) = {Q(f) > Z1-a}, ol z1_q est le

quantile d’ordre 1 — a de la loi x?(m — 1 — ¢) est de niveau asymptotique (non-
uniforme) a.

8. Controle de l'erreur de 2°™¢ espéce.
Les tests sont convergents.
9. La p-valeur.

Soit C,(Li)’Obs la statistique de test C,(f) calculée avec les n observations. Les p-
valeurs non-uniformes asymptotiques sont, pour i € {1,2} :
p-val® = sup lim Py(¢) > ¢)obs)y = p(Z > ¢(obs),
9c Hy "0
ot Z est de loi x%(m —1 — q).
Remarque.

— Le test du x? est un test asymptotique. On regarde donc des échantillons
dont la taille tend vers l'infini. Dans la pratique les échantillons sont de
tailles limitées. La question se pose de la validité du test du x2. Une atti-
tude conservatrice consiste a utiliser I’approximation asymptotique des que
inf; N; > 5 voire 10 ou inf; np; > 5 voire 10. On désire donc avoir 5 ou 10
éléments dans chaque groupe, soit sur la réalisation soit en théorie. Si cela
n’est pas le cas, alors on peut regrouper des groupes de maniere a satisfaire
le critere ci-dessus. Ce faisant, le test devient moins puissant. Le mieux étant
certainement de faire des simulations pour avoir des estimations du niveau
du test.

— Pour se rappeler du nombre de degrés de liberté, on compte le nombre de
parametres (ici on a donc m parametres), auquel on retranche le nombre de
contraintes et le nombre de parameétres a estimer pour +. Ici la contrainte
est Y ' p; = 1 et comme v € RY, il faut estimer vq,...,7, : il reste donc
m — 1 — q degrés de liberté.

O

FExercice IX.5.
Le tableau IX.4 donne!, sur une période de vingt ans (1875-1894), le nombre de

1. A. Gulberg, Les fonctions de fréquence discontinues et les séries statistiques, Annales de
U’Inst. H. Poincaré., 3, pp.229-278, 1933.
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déces par an et par régiment dans la cavalerie prussienne causés par un coup de
sabot de cheval. On dispose de 280 observations. Appliquer le test du x? pour
vérifier si les données suivent une loi de Poisson (dont on estimera le parametre).

A

W~

Nombre de déces par an et par régiment| 0 | 1|2 |3
Nombre d’observations 144191(32{11|2

Table IX.4. Déces par an et par régiment.

1X.9.2 Test d’adéquation a une loi

Le test d’adéquation de loi est un test du y? empirique ol I'hypotheése nulle
est réduite a une seule loi d’'une variable aléatoire prenant un nombre fini m de
valeurs.

1. On considere le modele et les notations du paragraphe 1X.9.1.

2. On désire tester si la loi des variables aléatoires indépendantes (X,,n € N¥)
est égale a une loi fixée Py, olt 0 =(},...,0%) €Q (ie.p) >0pour 1 <i<m
et Y0t pY = 1). L’hypothese nulle est Hy = {p = p'} et I'hypothese alternative
Hy={peQ,p#p°}

3. On applique le test du x? empirique pour ’échantillon de taille n avec ¢ =0
et h(p) = p°. Les statistiques du x? empiriques définies par (IX.12) s’écrivent :

m (s 0)2 ™ (s — p0)>
Qg):nzw ot Cff):nzw'

=1 P i P

4-8. On déduit du paragraphe IX.9.1 que, pour i € {1,2}, on rejette I'hypothese

nulle Ho au niveau asymptotique « si Cn) est supérieur au quantile d’ordre 1 — «
du x2 & m — 1 degrés de liberté et que ce test est convergent.

9. La p-valeur asymptotique non-uniforme de ce test est p—val(i) = P(Z >
g}(f)’Obs), ol Q(f)’ObS est la statistique de test C,(Zi) calculée avec les n observations et
Z est de loi x?(m — 1).

FEzemple. On considere les naissances aux U.S.A. On souhaite savoir si les nais-
sances sont uniformes sur les jours de la semaine. Les nombres moyens de nais-

sances par jour de semaine pour 1997 sont les suivants (source “National Vital
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Statistics Report” 1999) : Niyngi = 10861, Nparai = 12104, Npercreai = 11723,
]Vjeudi = 116317 Nvendredi = 11640> Nsamedi = 8670 et Ndimanche = T778.

On obtient Q(ll) ~ 1949 et Q?) ~ 1639. On lit dans la table du x? que le quantile
d’ordre 0.1% du x2(6) est 23. On rejette donc ’hypothése des naissances uniformes
sur les jours de la semaine au niveau asymptotique 0,1%. En fait les p-valeurs sont
presque nulles (inférieures & 1071990) ceci justifie que I'on rejette Hy.

On remarque que pour répondre & la question et appliquer le test de x?2, il
aurait fallu utiliser le nombre de naissances le jour j en 1997 soit environ 52 N; et
non le nombre moyen N;. Le résultat du test est alors encore plus net. O

1X.9.3 Test d’indépendance

Le test d’indépendance est un test du x? empirique ot I'hypotheése nulle cor-
respond & la loi d’un couple (V, W) avec V' et W indépendants.

1. Soit (X, = (Vy, Wy,), n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans {by,...,by} x {c1,...,¢-}. Onnote I = {1,..., ¢}, J ={1,...,r}
et, pour (i,j) € I x J, les probabilités p; ; = Pp(Vi = b;, W1 = ¢;j) > 0 et les
probabilités marginales :

T 4
pio =Y pig =B (Vi=b;) et p;=> pij=Py(W1=c).
j=1 i=1

2. On souhaite vérifier si les variables V; et W1 sont indépendantes, c’est-a-dire
si les probabilités p; ; sont les produits des probabilités marginales p; . et p. ;. Pour
cela on utilise le test du x? empirique du paragraphe I1X.9.1 avec ’hypothese nulle :

Hy ={p € Q;pij = pi.p.j, pour tout (i,j) € I x J},

ot Q = {p = (pi,, (i,5) € IxJ);pi; > 0 pour tout (i,7) € IXJ, > cric;pij =1}
et I'hypothese alternative H; = Q\ Hyp.

Pour tenir compte des contraintes Zle pi,. = 1 et Z;zl p.; = 1 sur les proba-
((=1)+(r=1) .

bilités marginales, on considere 'ouvert de R
I'= {7 = (1, -+ Ver—2);

{—1 £—=14r—1

’yk>Opourk:€{1,...,£+7’—2},Z’yk<1, Z fyk<1}
k=1 k=t
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et la fonction h définie sur I" par p; j = hij(v) = pi.p.j ou vy = (Y1, -, Yetr—2)
avec pi. = v sii < 0—1,po. =1 — Y 1% Py = Y115 8i j < v —1et
p.r=1- Z:if —2 ~;. On remarque que les coordonnées de y sont des fréquences.

3. La fonction h est une injection de I' ¢ R"=2 dans R™ de classe C'. 1l
est facile de vérifier que la matrice des dérivées de h est de rang la dimension de
I’espace de départ : ¢ = £ + r — 2. Le nombre de degrés de liberté est donc :

m—1—qg=lr—1—{l+r—-2)=—-1)(r—1).
On note leS occurrences :
n n n
Nij =) emnwi=ess Nie =D Lmpy et Nyj=) Liwe—e).
k=1 k=1 k=1

La démonstration du corollaire IX.32 au paragraphe 1X.9.4 assure que I’estimateur
du maximum de vraisemblance de vy (dans le modele sous Hy) est l'estimateur des
fréquences empiriques :

. <N1,- N1, N N-,r1>

Tn = 3o ) D)
n n n n

0,

N;. N.,
On en déduit donce que p; j(9,) = —= ==L pour tout (i, ) € I x J. Les statistiques
n n

du x? empiriques définies par (IX.12) s’écrivent :

2 2
" ¢ r (Ni,j N . (Ni,j B N,-,.N.,j>
ey

,.N.,j) F;

n n
ot GP=nd ) SR

i=1 j=1 i=1j b

J ]:1 ) 5J

4-8. On déduit du paragraphe 1X.9.1, pour ¢ € {1,2}, que 'on rejette I'hypo-
these nulle d’indépendance Hy au niveau asymptotique « si Q(f) est supérieur au
quantile d’ordre 1 — a du x? & (£ — 1)(r — 1) degrés de liberté et que ce test est
convergent.

9. La p-valeur asymptotique non-uniforme de ce test est p-val® = P(Z >
p ymp q p
{T(LZ)’ObS), ou T(f)’ObS est la statistique de test Q(f) calculée avec les n observations et

Z est de loi x2((¢ — 1)(r — 1)).

Ezercice IX.6.

On désire étudier la répartition des naissances suivant le type du jour de semaine
(jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d’accouchement (naturel ou par
césarienne). Les données du tableau IX.5 proviennent du “National Vital Statistics
Report” et concernent les naissances aux USA en 1997.
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A laide d'un test du x?2, pouvez-vous accepter ou rejeter I’hypothese d’indé-
pendance entre le type du jour de naissance (jours ouvrables ou week-end) et le
mode d’accouchement (naturel ou césarienne) ?

Naissances|Naturelles| César. Total
J.O. 2331536(663540([2995076
W.E. 715085|135493|| 850578

| Total [ 3046621][799033][3845654]

Table IX.5. Répartition des naissances aux USA en 1997 suivant le mode d’accouchement. (On
a omis 35 240 naissances pour lesquelles le mode d’accouchement n’a pas été retranscrit.).

A

IX.9.4 Test du x? empirique (démonstration)

On donne la démonstration de la proposition 1X.31. On explicite pour ce mo-
dele d’échantillonnage particulier le test de Hausman. Les résultats énoncés au
paragraphe IX.8.3 requierent que le parametre a estimer varie dans un ouvert, or

ici  n’est pas un ouvert. Pour résoudre cette difficulté, on pose 8 = (p1,...,Pm—1)
et
m—1
O = {9: (01,...,0m—1) eR™ L0, >0pour 1 <i<m—1et ZGZ- < 1}.
=1

Le parametre # est de dimension m — 1 et @ est un ouvert de R™~ 1.

Pour déterminer I'information de Fisher, on remarque que la vraisemblance et
la log-vraisemblance s’écrivent :

= 1 xr1=a.
p(xla 9) — Oi{zlfal} . 9771{_11 m—l}(l _ 91 L em_l)l{zlza‘m}’
m—1 m—1
Ll('xl; 0) = Z 1{x1za¢} log(el) + l{xlzam} log (1 - Z 0[) .
=1 =1
On en déduit le vecteur du score Vi = (Vi1,...,Vim—1) :
8L1(X1; (9) 1 1
V = T = — ]_ —a;Y T T 1 ]_ —a 5
1, 90, 0; {X1=a;} 1— Zﬁ;l 0, {X1=am}

et linformation de Fisher I(8) = (I(6);;;1 < 4,5 < m — 1) avec I; j(#) =
82L1(X1;0)
R, | LT
00,00,

273



IX Tests d’hypotheses

Pg(Xl = (IZ') PQ(XI = am) 1 1
lij(0) = ——5— L=y + T = 7 W= + T
0 Toa-xmter 6tV o i
L’information de Fisher I(f) est la somme de la matrice diagonale A(f) =
) 1 1 . 1 . . .
Diag (, ceey > et de la matrice —————1, ou la matrice 1 de taille
61 Om—1 L= =1 0

(m —1) x (m — 1) n’est composée que de 1. On calcule 'estimateur du maximum
de vraisemblance 0,, de 0. La log-vraisemblance de I’échantillon de taille n est :

m—1
Lo(X1,..., X ZNlog )+ Ny, 10g<1—201>

=1

ot Ny =31, 1(x,—a;} Teprésente les occurrences de i dans I’échantillon de taille
n. On vérifie que si pour tout ¢ € {1,...,m}, N; # 0, alors la limite de la log-
vraisemblance sur la frontiere de @ est —oo. Pour trouver le maximum de la log-
vraisemblance, il suffit donc d’annuler les dérivées premieres :

Lo(X1,..., X0 0) N; N,
0:3 n( X1, ., X ):%_7’”71” pour 1<:i<m-—1.
68i 91‘ 1- ﬁl 05

N,
= = % = ¢ qui est donc une constante indépendante
0;  1=32"10

de 4. En utilisant la relation ", N; = n, il vient :

N,
n= 2 NitNo=-— mlAE:elJ’_ N = g = ¢
I=1 =1 0 =21 O

~ N
On en déduit que §; = —. L’estimateur du maximum de vraisemblance est :
n

Ny N1
n n '

0= (01,...,0m-1) = <,...,
On a en particulier démontré le résultat suivant.

Corollaire IX.32. L’estimateur du mazimum de vraisemblance du vecteur des

fréquences p = (p1,...,pm) est le vecteur des fréquences empiriques (N1 ceey %)

Soit p(n) = (P1(An)s - - -, Pm(Fn)) Pestimateur du maximum de vraisemblance
de p sous la contrainte p = p(y). On considere 'estimateur du maximum de vrai-
semblance 0(%,) = (p1(An), - - - Pm—1(Yn)) de O contraint.
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On remarque que si v = (vq,...,v,_1)' € R™ ! on a:

m—1 2
1=1 Y

1 m— 2
V' (0w = v  AB)v + v ———— 1v = E Yy +
1—§:;n1191 el -3 e

On en déduit que :
G =m0 = 0() T(0)(0 — 0(3))

= (i pz(%))2 (Zl 1 (B Pl(%))>2
|32

1~

i=1 pi 1= b
Comme Y " pp=1et > pi(n) =1, on en d2éduit que Y7 (B — pi(Bn)) =
Pm(¥n) — Pm- Donc on a C,(ll) =ndy i, W et de maniere similaire ¢ @ _

ny.t, (s pf’ Zﬂgl)) Les hypotheses de la proposition 1X.30 sont vérifiées. Ainsi le

couple (Cn ,Cn ) converge sous Hy vers (Z,Z) ou Z est de loi x? & m—1— q degrés
de liberté et les statistiques de test Q(Ll) et Q(L2) convergent sous H; en probabilité
vers +00.

IX.10 Autres tests asymptotiques

On présente les tests non-paramétriques de Kolmogorov-Smirnov sur le test
d’adéquation a une loi, paragraphe 1X.10.1, et le test de comparaison entre deux
échantillons, paragraphe 1X.10.2. Le paragraphe 1X.10.3 détaille le test de compa-
raison entre deux échantillons dans un cadre paramétrique.

1X.10.1 Test de Kolmogorov-Smirnov pour un échantillon

Dans le cas discret, on a vu au paragraphe 1X.9.2 un test d’adéquation de
loi construit & partir du test du y2. Cette méthode est utilisable pour des lois
discretes a support fini. Le test asymptotique d’adéquation non-paramétrique de
Kolmogorov-Smirnov permet de répondre a cette question pour des variables aléa-
toires réelles.

1. Le modéle.

On considere des variables aléatoires (X,,n € N*) a valeurs réelles indépen-
dantes, de méme loi et dont la fonction de répartition F' est continue.
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2. Les hypothéses.

Soit FY une fonction de répartition continue connue. On désire établir un test
pour savoir si X7 a pour fonction de répartition FO : Hy = {F = F°} contre
I’hypothese alternative H; = {F # F°}. Il ne s’agit plus d’un test paramétrique.

Remarque 1X.33. On peut discrétiser les variables aléatoires pour se ramener au
test d’adéquation du paragraphe IX.9.2. On se donne une partition de R en m sous-
ensembles (mesurables) Iy, ..., I,. On définit Y,, = i si X, € I;. Les variables aléa-
toires (Y,,n € N*) sont indépendantes, de méme loi et & valeurs dans {1,...,m}.
On ap; =P(Y, =) =P(X; € I;). On peut alors tester si p = (p1, ..., pm) est égal
a la valeur théorique p° = (p?,...,p2,) avec p? = P(X € I,), ot la variable aléatoire
X a pour fonction de répartition FO. On teste ainsi H) = {p = p°} a l'aide du
test d’adéquation du x2. Si on rejette ’hypothese nulle H|, alors on rejette Hy. En
revanche si on accepte H|), on ne peut pas en conclure que X; a pour fonction de
répartition FC. Ce test partiel est toutefois tres facile & mettre en ceuvre et peut
étre utilisé pour des variables aléatoires vectorielles quelconques. O

3. Les statistiques de test.

On considere la fonction de répartition empirique de ’échantillon de taille n :
1 n
F, = — lix.<,n.
n(y) = ; {Xi<y}

On considere la statistique de test :

Cn = \/ﬁ sup |Fn(y) - Fo(y)‘ :

yeR
4-5. Comportement sous Hy et Hi.

Le théoreme de Glivenko-Cantelli V.27 assure que sup |F,(y) — F(y)| converge
yeR
p.s. vers 0. On en déduit que sous H; la statistique de test converge p.s. vers 4o00.

On étudie maintenant le comportement de la statistique de test sous Hy. Le
lemme suivant assure que la loi de ¢, sous Hy ne dépend pas de FO. C’est en fait
ce résultat qui motive le choix de cette statistique de test.
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Lemme IX.34. Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a. réelles indépendantes et de
meéme loi de fonction de répartition F'. On suppose que la fonction F' est continue.
Soit F,, la fonction de répartition empirique de X1,...,X,. La loi de la variable

aléatoire sup |Fy,(y) — F(y)| ne dépend pas de F (et donc pas de la loi de X1).
yeR

Démonstration. On considére F~1(z) = inf{y; F(y) > z}, Pinverse généralisé de F.
Cette fonction est bien définie car F' est croissante. Si F' est strictement croissante,
alors F' est une bijection, et F~! correspond & I'inverse de F. Dans tous les cas, la
continuité de F implique que F(F~!(z)) = z pour tout z €]0,1[. On a donc :

sup |Faly) — F(y)] = sup |Fa(F~(2) - 2].
yeR z€]0,1]

1 n
On remarque que F,(F~1(z)) = Ezl{Xz-SFfl(Z)}' Par définition, on a {y <
i=1

1 n
F~1(2)} = {F(y) < 2z} pour tout y € R. Ainsion a F,,(F~1(2)) = - Z 1ip(x,)<z}-

i=1
C’est la fonction de répartition empirique de 'échantillon (F'(X;), ..., F(X,)). La
fonction de répartition de F'(X7) est, pour z €]0, 1] :

P(F(X,) <2)=P(X; < F1(2)=FF (2) ==

On reconnait la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1]. Les variables
aléatoires (F(X,),n € N*) sont indépendantes et de loi uniforme sur [0,1]. Ce
dernier résultat est a rapprocher de la proposition I11.22. On déduit donc de ce
qui précede que F,, o F~1 a méme loi que la fonction de répartition empirique de
n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On en déduit ainsi
que la loi de sup |F,(F~'(z)) — z| est indépendante de la loi de X. O

z€]0,1
On admet le théoréme suivant.

Théoréme IX.35 (Kolmogorov-Smirnov). Soit (X,,n € N*) une suite de va-
riables aléatoires réelles indépendantes de méme loi et de fonction de répartition
F continue. On a alors :

en lot
vn suﬂgan(y) —Fy)| — W,

yE n—o0

ot la fonction de répartition de la loi de W est définie, pour w > 0, par P(W <
+o0

w) _ Z (_l)kz e—2k2w2.

k=—o00
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On remarque que dans le théoreme précédent la loi de W ne dépend pas de F,
ce qui est cohérent avec le lemme 1X.34.

On déduit de ce théoreme que sous Hy = {F = F'}, la statistique de test ¢,
converge en loi vers W.

6. La région critique.

La statistique de test prend de tres grandes valeurs sous Hji et sous Hy des
valeurs typiques de la loi de W. On considére donc des régions critiques de la
forme W,, = {¢, > a}.

Un raisonnement similaire a celui du paragraphe 1X.8.2 permet d’obtenir les
résultats suivants.

7. Contréle de erreur de 1°™ espéce.

Le test de région critique W,, = {{, > wi_a}, ol wi_q est le quantile d’ordre
1 — « de la loi de W est de niveau asymptotique (non-uniforme) .

8. Controle de l’erreur de 2°™¢ espéce.
Le test est convergent.
9. La p-valeur.

Soit (2 la statistique de test ¢, calculée avec les n observations. La p-valeur
asymptotique est :

n

p‘Val = ILm PFO (g’n 2 <2b5> — ]P)(W Z CObS>-

IX.10.2 Test de Kolmogorov-Smirnov pour deux échantillons
On présente le test de Kolmogorov-Smirnov pour deux échantillons qui permet
de tester si deux échantillons sont issus de la méme loi réelle.

1. Soit (X,,,n € N*) et (Y,,,n € N*) deux suites de variables aléatoires réelles,
indépendantes et de méme loi. On note F' (resp. G) la fonction de répartition de
X1 (resp. Y7). On suppose F et G continues.
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IX.10 Autres tests asymptotiques

2. On souhaite vérifier si les variables aléatoires X7 et Y7 ont méme loi autrement
dit si F = G. On considere 'hypothese nulle Hy = {F = G} et 'hypothese
alternative H; = {F # G}.

3. On suppose que I'on dispose d’une réalisation de I’échantillon (X;,1 < i < ny)
de taille ny et de l’échantillon (Y;,1 < i < ng) de taille ng. On considere les
fonctions de répartition empirique :

1 & 1 &
Fy (z) = n Z lix,<ay et Gn,(2) = . Z Loy, <ay
i—1 i=1

et la statistique de test :

ning
Cnana = 4/ . igg |Fny (2) — Gy ()]

4-8. On admet le résultat suivant :

Proposition IX.36. Soit (X,,n € N*) et (Y,,,n € N*) deux suites de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de fonctions de répartition respectives F
et G. On suppose F' et G continues. St F' = G, alors on a :

en loi

W,

<n17n2 )
min(ni,n)—00

ot la fonction de répartition de la loi de W est définie, pour w > 0, par P(W <
+o0

w) — Z (_1)k e—2k2w2.

k=—0c0

En reprenant les résultats du paragraphe IX.10.1 on obtient que l'on rejette
I'hypothese nulle Hy au niveau asymptotique « si (p, pn, est supérieur au quantile
d’ordre 1 — « de la loi de W et que ce test est convergent (quand min(ng, ng) tend
vers +00).

9. D’apres (IX.8), la p-valeur asymptotique non-uniforme (car seulement (IX.6)
est vérifi€) de ce test est donnée par p-val = P(W > (9P%,), ot (25 est la
statistique de test (,, n, calculée avec les observations.

1X.10.3 Test de comparaison pour deux échantillons

Dans un cadre paramétrique, on peut utiliser le test de Wald ou le test de
Hausman pour vérifier si deux échantillons sont issus de la méme loi. Ces tests sont
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en général plus puissants que le test non-paramétrique de Kolmogorov-Smirnov a
deux échantillons, mais ’hypothese alternative est bien plus contraignante que
dans le cadre non-paramétrique.

Ce test d’adéquation de loi est une application directe des paragraphes 1X.8.2
et I1X.8.3 si les deux échantillons ont méme taille. On donne également un test
asymptotique quand les échantillons sont de taille différente.

1. Soit (X, n € N*) et (Y,,,n € N*) deux suites de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi. On suppose que la loi de X et la loi de Y7 appartiennent a
une famille paramétrique P = {Py; 0 € O}, ot © est un ouvert de RP. On suppose
de plus que le modele est régulier et identifiable, que I'information de Fisher est
une fonction continue du parametre, inversible et d’inverse continue.

2. On souhaite vérifier si les variables aléatoires X7 et Y7 ont méme loi autrement
dit si 0 = 0@ ot 01 et 02 sont respectivement les parametres des lois de X
et Y7. On considere hypothese nulle Hy = {#() = §(?)} et Phypothese alternative
Hy = {60 £ 6?3,

3. On suppose que 'on dispose d’une réalisation de I’échantillon (X;,1 < i < ny)
de taille n; et de I’échantillon (Y;,1 < i < ng) de taille no.

Le cas n1 = ny.

On pose n = n; = ny. Les variables aléatoires (7, = (X,,Y,),n € N*) sont
indépendantes de méme loi. Ce modele a pour parametre 7 = (9(1),9(2)), il est
régulier et identifiable. On peut alors utiliser le test de Wald avec la fonction
g(1) = 81 — 63 ou le test de Hausman avec la fonction h(6) = (,6). La densité

du modele est : .

pal@,yim) = [ [ (s 00) [T w30,

i=1 j=1
On a , o
0*logp(z,y;7) [ Llospl) 0
o72 - 0 2 logp(z:0) | -
002

L’information de Fisher est donc :

1)

X _ 0% log p(X1;0)

remarque que l’estimateur du maximum de vraisemblance de 7, 7,, est, & cause

} est 'information de Fisher du modéle initial. On
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IX.10 Autres tests asymptotiques

de la forme produit de la densité de Zi, (ér(ll),ér(lz)), ol é,(}) est lestimateur du

maximum de vraisemblance de 6 pour ’échantillon Xq,..., X, et 9;(12), I’estimateur
du maximum de vraisemblance de 6 pour I’échantillon Y7,...,Y,.

La matrice du test de Wald est :

2 it (L) = a0 + 0

2(r) =
En particulier, sous Hp, on a 81 = () = g et X (1) = 2J(6)~'. On considere la
statistique de test associée au test de Wald :

ou é;‘L est un estimateur de 6 sous Hy (par exemple, on peut choisir é;'; = (é,(}) +

éﬁf)) /2). 1l s’agit d’une variante de la statistique de test (IX.9) dans la mesure ou
I'on choisit la forme particuliere de X' sous Hy. Néanmoins, la proposition 1X.28
reste vraie pour cette statistique et sa démonstration est similaire. On considere
également les statistiques de test (IX.10) et (IX.11) associées au test de Hausman :

W) = n(F — h(0) T (7) (Fn — b
n(
= n(i,—h
n(

ol 6, maximise la vraisemblance sous Hy définic par py(z,y;60) = [T, p(zs;0)
[T5-1 p(y;; 0)-

4-8. On déduit des paragraphes IX.8.2 et 1X.8.3 que les trois statistiques de
test convergent sous Hy vers un x2 a p degrés de liberté et convergent sous H;
en probabilité vers 4+o00. Pour chaque statistique de test, on rejette I’hypothese
nulle d’égalité des lois Hy au niveau asymptotique « si la statistique de test est
supérieure au quantile d’ordre 1 — o du x? & p degrés de liberté. Ces tests sont
convergents.

9. D’apres (IX.8), la p—valeur asymptotique non-uniforme du test associé a la

statistique de (, (resp. Cn pour i € {1,2}) est p-val = P(Z > 2), ol z = (°P*

(resp 5 = an obs)

est de loi x?(p).

est la statistique de test calculée avec les n Observatlons et Z
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Le cas ni # no.

On consideére les statistiques de test suivantes :

nin ~ ~ N

Guama = w0 — 0E) T (07,) (01) = O32). (IX.13)
T(lll)ynQ = nl(égll) - énlan )t'](é(l))(é(l) - énl,ng)

+ 120 — 01y 1,) ' TOP) () — 01y ), (IX.14)

A~

O (00 = Gy )T (O, M)@( )G, )
+ nQ(H%) — by, n2) ( n1,n2)(é7(122) - énl,n2)7 (IX.15)

ol 9,(11) et 0%2) sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de 81 et 9(2) &

partir des échantillons de taille n; et na, Hm n, €5t un estimateur de ¢ = o) =9

A(1 A(2
. nine (nlegl) + 7129%2))/(711 + n2))7 et
Oy no est 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 sous H.

sous Hy (par exemple, on peut choisir o

4-8. On admet le résultat suivant.

Proposition IX.37. Quand min(ny,ny) tend vers +oo, les statistiques de test
définies par (IX.13), (IX.14) et (IX.15) convergent en loi sous Hy vers un x? @ p
degrés de liberté et convergent en probabilité sous Hy vers +o00.

On déduit de cette proposition que pour chaque statistique de test, on rejette
I’hypothese nulle d’égalité des lois Hy au niveau asymptotique « si la statistique
de test est supérieure au quantile d’ordre 1 — o du x? & p degrés de liberté. La
proposition assure également que ces tests sont convergents.

9. La p—valeur asymptotique non-uniforme du test associé a la statistique de
Crans (resp Cm,nz pour i € {1,2}) est p-val = P(Z > z), ou z = g?fnz (resp.
z= Cm f{?s) est la statistique de test calculée avec les observations et Z est de loi

X2 (p).-

IX.11 Résumé

Soit X = (X1,...,X,) un modele d’échantillonnage de taille n. On note py,(x; 6)
sa densité, ou z = (z1, ..., z,) représente les observations et § € O est le parameétre
du modele. Soit Hp 'hypothese nulle et H; ’hypothese alternative (Hy et H;
sont deux sous-ensembles non vides et disjoints de @) et ¢ un test.
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IX.11 Résumé

— () représente la probabilité de rejeter Hy quand on observe z.

— Un test est pur si ¢ est a valeurs dans {0,1}. Dans ce cas si p(z) = 0, on
accepte Hy et si o(x) = 1, on refuse Hy pour accepter Hy. W,, = {z; p(z) = 1}
est la région critique ou zone de rejet du test.

— L’erreur de 1°r® espéce qui consiste & refuser Hy alors qu’elle est vraie, est
Py(W,,) pour un test pur de région critique W, avec 6 € Hy.

— L’erreur de 2®™e espéce qui consiste & accepter Hy alors qu’elle est fausse,
est 1 — Py(W,,) pour un test pur de région critique W,, avec 6 € H;.

— La puissance est Py(W,,) pour un test pur de région critique W,, avec 6 € H;.

— Le niveau d’un test pur de région critique W), est a = sup Py(W,,).

0c€Hy

— Le principe de Neyman consiste & minorer a priori U'erreur de 1°7 espece.
On cherche alors parmi les tests de niveau inférieur a un seuil fixé, celui qui
est le plus puissant.

— Si on peut écrire la région critique sous la forme {g(¢,(z)) > ¢} ou g est une
fonction mesurable & valeurs réelles (souvent g = Id, g = —Id ou g = ||,
avec Id la fonction identité) et ¢, = (n(X1,. .., X,) est une statistique, alors
(n est appelée statistique de test.

— Dans le cas particulier ou la région critique est de la forme {(,, > ¢} (resp.
{¢n < ¢}), la p-valeur du test est définie par supgep, Po(Cn > (5°) (resp.
suPger, Po(Cn < (M%), olt (5P% = G (29™5, ..., 29P) est la statistique de test
évaluées en les observations (29, ..., zoP%).

— Une famille de tests purs de régions critiques (W,,,n € N*), ou W,, est une
région critique pour un échantillon de taille n, est de niveau asymptotique
(resp. niveau asymptotique uniforme ) «a si supye g, limy, 00 Po(Wh) = o
(resp. limy, 00 SUPpe gy, Po(Wn) = ). Le test est convergent si pour tout
0 € Hy, on a lim,_,. Pp(W,,) = 1.

— Dans le cas particulier ou les régions critiques sont de la forme {(, > ¢}
(resp. {¢n < ¢}), la p-valeur asymptotique uniforme du test est, quand
elle existe, limy, 0o SUPge g, Po(Cn > 2) (resp. limy,— o0 SUPge g, Po(Cn < 2)),
ou z = Cfi}gs est la statistique de test évaluée en les ng observations dont on

dispose. Souvent on ne dispose que de la p-valeur asymptotique non uniforme :
SUDPge g liMp 100 Po(Cn > 2) (resp. supge g, limy s 400 Po (¢ < 2)).
Un test est décrit par les étapes suivantes :

1. Modélisation : le choix du modele dépend du probléme concret considéré.

2. Choix des hypotheses : il est guidé par le fait que I’on ne souhaite pas rejeter
Hj a tort (majoration a priori de Ierreur de 1°™ espece).

3. Choix d’une statistique de test.
4. Comportement (asymptotique ou non) de la statistique de test sous Hy.

5. Comportement (asymptotique ou non) de la statistique de test sous Hj.
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6. Région critique du test : elle correspond aux valeurs aberrantes de la statistique
de test sous Hy et aux valeurs raisonnables sous Hj.

7. Controle de 'erreur de 1™ espece : détermination a partir du point 4 de la
région critique en fonction du niveau du test (valeur exacte, majoration, valeur
asymptotique ou valeur asymptotique uniforme).

8. Controle de I'erreur de 2°™¢ espece : analyse a partir du point 5 de la puissance
ou convergence (approche asymptotique) du test.

9. Détermination de la p-valeur (valeur exacte, majoration, valeur asymptotique
ou valeur asymptotique uniforme).

La p-valeur permet de conclure : On rejette Hy quand la p-valeur est “fai-
ble”. La notion “faible” dépend du contexte ; en général “faible” signifie inférieur a
quelques %.

Test de Neyman.
— 1-2. Hy = {6y} et Hy = {61} sont des hypothéses simples.
pn(X;01)
Pn (X ; 00) '
— 4-8. Soit o €]0,1[. S’il existe x tel que Py (Z, > k) = «, alors le test de
Neyman de région critique W,, = {Z,, > k} est un test uniformément plus
puissant (UPP) de niveau «a. (Si Z,, est sous Py, une v.a. continue, alors x
existe pour toute valeur de «.)
— 9. La p-valeur est Py, (Z,, > 25>
en les observations.

— 3. La statistique de test est le rapport de vraisemblance Z,, =

obs

obS est la statistique de test Z,, calculée

), ol 2

— Sous certaines hypotheses, on peut établir pour les modeéles exponentiels
que le test précédent est un test UPP pour des hypothéses unilatérales :
Ho={6 <6y} ou Hy={0=0p} et H = {0 > 6,1} avec §y < 0;. Le rapport
de vraisemblance s’exprime aisément a partir de la statistique canonique
(n du modele exponentiel. Si la fonction de répartition de ¢, sous Py, est
continue, alors la région critique de niveau « est de la forme W,, = {(, > ¢}
ou W, = {(, < ¢}, avec c tel que Py, (W,,) = «. La p-valeur est respectivement
Po, (Cn > C9P%) ou Py, (Cr < ¢2P) avec (2P la statistique de test calculée en
les observations.

— Sous certaines hypotheses, on peut établir pour les modéles exponentiels
des tests uniformément plus puissants sans biais (UPPS) pour des hypo-
theses bilatérales : Hy = {6 € [0y, 01|} contre Hy = {0 & [0p,01]} avec
0y < 6. Si le test est pur, il a pour région critique W, = {(,, €]c1,ca[} ou 1
et co sont tels que Py, (W,,) = Py, (W,,) = .
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IX.11 Résumé

Régression linéaire.

— 1. Le modele est X; = Bo+ > h_; BeRE+¢e;, i€{l,...,n}, ot R estle k-
ieme régresseur (non aléatoire) et (g;,1 < i < n) sont des variables aléatoires
indépendantes de loi A'(0, 02). Les parameétres f, . . . , Bp et o? sont inconnus.

— 2. On teste I'utilité de certains régresseurs (i.e. si les coefficients () sont nuls
pour certaines valeurs de k).

— 3-9. Les résultats sont présentés dans la table d’analyse de la variance
IX.1.

Test de Wald (hypotheses implicites).
— 1-2. On consideére 'hypothese nulle Hy = {6 € ©;¢(0) = 0} et 'hypothese
alternative Hy = {0 € ©;¢(#) # 0}, ou g est une fonction définie sur I'ouvert
O et a valeurs dans R" (et telle que dg/00 soit de rang 7).
— 3. La statistique de test est :

G = 9(0n)' 20, 9(0,) avee (0) = 20 0)160) " (5000))

ou I(0) est 'information de Fisher du modele et 0,, est I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de 6 pour un échantillon de taille n.

— 4-8. Le test de région critique W,, = {(, > z1_qa}, OU 21_4 est le quantile
d’ordre 1 — o de la loi x?(r) est de niveau asymptotique (non-uniforme) a.
Ce test est convergent.

— 9. La p-valeur asymptotique est P(Z > (2P%), ol Z est de loi x2(r) et (2P es
la statistique de test calculée en les observations.

Test de Hausman (hypotheses explicites).
— 1-2. On considere 'hypothese nulle Hy = {6 = h(7),y € I'} et 'hypothese
alternative Hy = {0 & h(I")}, ou h est une fonction définie sur 'ouvert I" C R?
a valeurs dans l'ouvert @ C RP avec ¢ < p (et telle que Oh/dv soit de rang q).
— 3. On considere deux statistiques de test :

C’/(Ll) n(én h(:yn))t](én)(én — h(9n)),

C& = 00 — h(3)) T(hGn)) (B — h(Gn):
ou I(0) est I'information de Fisher du modele et 0,, et 4y, sont les estimateurs
du maximum de vraisemblance de 6 et v pour un echantlllon de taille n.

— 4-8. Pour 7 € {1, 2}, le test de région crlthue Wi = {C > Zi—a), OU Z1—q
est le quantile d’ordre 1 — « de la loi x?(p — q) est de niveau asymptotique
(non-uniforme) «. Ces tests sont convergents.
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-9 Les p-valeurs asymptotiques sont P(Z > Q(f)’c’bs), ot Z est de loi x%(p — q)
et Cn (@D:0bs oot 1a statistique de test C,,(f) calculée en les observations.

Test du y? empirique.

— 1. On considere des variables aléatoires (X,,n € N*) indépendantes de méme
loi et & valeurs dans {ai,,...,an,}. On note p = (p1,...,pm) le vecteur des
fréquences associé : p; = P(X; = a;).

— 2. On considere 'hypothese nulle explicite Hy = {p = h(7);y € I'} et I'hy-
pothese alternative Hy = {p &€ h(I")} ou h est définie sur un ouvert I" de R?
avec ¢ < m — 1.

— 3. On considere les statistiques de test :

¢ — nzmj M et (@ — Zm: — pi(9n))
! i=1 Di " i Di ’Yn
\ » o e ~ Nl Nm
ou le vecteur des fréquences empiriques p = ,.-.,—— | avec les oc-
n

currences N; = Y ;. 1(x,—} est I'estimateur du maximum de vraisemblance
de p et 4y, est 'estimateur du maximum de vraisemblance de .

— 4-8. Pour i € {1, 2}, le test de région critique W7(f) = {Q(f) > Zi—a), OU Z1—q
est le quantile d’ordre 1 —a de la loi x%(m —1—¢) est de niveau asymptotique

(non-uniforme) a. Ces tests sont convergents.

o, Obs), ot Z est de loi x%(m —

— 9. Les p-valeurs asymptotiques sont P(Z > C
q) et Cn (D08 oot 1a statistique de test (n calculée en les observations.
— Pour utiliser ce test en pratique, on recommande de s’assurer que soit N; > 5

ou 10 pour tout ¢ soit np; > 5 ou 10 pour tout i.

Test d’adéquation & une loi (cas fini).
— 1. Méme modele que pour le test du x? empirique.
— 2. On considére I’hypothese nulle Hy = {p = po} et 'hypothese alternative

Hy ={p#p°}.

— 3. On considere les statistiques de test :

~ 0)2

1) :ni (ﬁz’ *p?)z ot C(2) :ni (Pi*pi) )
i—1 pi " i=1 P

— 4-8. Pour i € {1,2}, le test de région critique Wéi) = {Q(f) > Zi—at, OU 21—q
est le quantile d’ordre 1 — o de la loi x?(m — 1) est de niveau asymptotique
(non-uniforme) «. Ces tests sont convergents.

— 9. Les p-valeurs asymptotiques sont P(Z > Q(f)’ObS), ot Z est de loi x?(m —1)
et (p (D05 oot 1a statistique de test Q}(f) calculée en les observations.

286



IX.11 Résumé

Test d’indépendance.
— 1. Soit (X,, = (V,,Wy),n € N*) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes & valeurs dans {b1,...,bs} x {c1,...,¢}.
— 2. On considere 'hypotheése nulle d’indépendance Hy = {V; et Wj sont
indépendants} et son alternative H; = {V} et W; ne sont pas indépendants}.
— 3. Les statistiques de test sont :

— 4-8. Pour i € {1,2}, le test de région critique W,(f) = {Q(f) > Zi—a), OU
21_q est le quantile d’ordre 1 — o de la loi x?((¢ — 1)(r — 1)) est de niveau
asymptotique (non-uniforme) «. Ces tests sont convergents.

— 9. Les p-valeurs asymptotiques sont P(Z > Q(f)’ObS), ot Z est de loi x?((£ —

1)(r—1)) et Cq(f)’Obs est la statistique de test Cr(f) calculée en les observations.

Test de Kolmogorov-Smirnov ou test non paramétrique d’adéquation a une
loi (cas continu).
— 1. On consideére des variables aléatoires (X,,,n € N*) a valeurs réelles indé-
pendantes, de méme loi et dont la fonction de répartition F' est continue.
— 2. On considere 'hypothese nulle d’adéquation a une loi particuliere de fonc-
tion de répartition continue F° : Hy = {F = FY} et I'hypothese alternative
Hy = {F # F°}.
— 3. La statistique de test est :

Cn = Vn sup |Fu(y) — FO(y)

yeR

)

ou F,(y) = %2?21 1(x,<y} est la fonction de répartition empirique.
— 4-8. Le test de région critique W,, = {(, > wi_o}, ol wi_q est le quan-

tile d’ordre 1 — « de la loi de W de fonction de répartition P(W < w) =
+o00

Z (—1)"36_2]“2“’2 est de niveau asymptotique (non-uniforme) a. Ce test

k=—o00
est convergent.

~ 9. La p-valeur asymptotique est P(W > ¢2P%), ot (3" est la statistique de
test calculée en les observations.
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Test de Kolmogorov-Smirnov pour deux échantillons.

— 9. La p-valeur asymptotique est P(W > (

~ 1. On considere (X,,,n € N*) et (Y,,n € N*) deux suites indépendantes de

variables aléatoires indépendantes et de méme loi de fonctions de répartition
respectives F' et GG continues.

2. On considere ’hypothese nulle d’égalité des lois Hy = {F = G} et I'hypo-
these alternative H; = {F # G}.

3. La statistique de test est :

ning
Cnhnz = A/ m ilelg |Fn1 (SC) - Gn2($)|,

ou Fy, (z) = n% it Lix,<ay et Gy () = % Y121 Liy,<4y sont les fonctions
de répartition empiriques de ’échantillon (X;,1 < i < n;) de taille n; et de
I’échantillon (Y;,1 < i < ng) de taille no.

4-8. Le test de région critique Wy, ny = {Guyne = Wi—a}, OU wi_q est le quan-
tile d’ordre 1 — « de la loi de W définie dans le test de Kolmogorov-Smirnov,
est de niveau asymptotique (non-uniforme) «. Ce test est convergent.
3‘;’%2), ou g?fm est la statistique de
test calculée en les observations.

Test de comparaison pour deux échantillons.
Si on est dans un cadre paramétrique, on peut utiliser un test de Wald ou un test
de Hausman plutot que le test de Kolmogorov-Smirnov pour deux échantillons.
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I1X.12 Exercices

IX.12 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

FExercice IX.1 p. 250, FExercice 1X.3 p. 264, Ezxercice I1X.5 p. 269,
Ezercice 1X.2 p. 264, FEzercice 1X.4 p. 267, FEzxercice IX.6 p. 272.

Ezercice IX.7.
Le Docteur March a quatre filles. Est-il raisonnable de supposer que leur prochain
enfant a une chance sur deux d’étre un gargon ? Donner la p-valeur du test. A

FExercice IX.8.
Soit X1, ..., X, un n-échantillon de loi exponentielle de parametre 1/6.

1. Construire le test de niveau o Hy = {6 = 0y} contre H; = {6 > 6y }.
2. Construire le test de niveau aw Hy = {6 = 6p} contre H; = {0 # 0p}.
A

Ezercice 1X.9.

Le tableau IX.6 fournit des données concernant I'age (R!), le kilométrage en mil-
liers de kms (R?), et le prix en milliers d’euros (X) pour un échantillon de voitures
d’occasion d’un méme type. On souhaite étudier la dépendance du prix en fonc-
tion des deux régresseurs de 1'age et du kilométrage. On considere le modele de
régression linéaire :

X; = Bo+ PR} + PR} + ¢,

ou les variables aléatoires (g;,7 € N*) sont indépendantes de méme loi gaussienne

N(0,0?).

R'Ts574]6[5[5[5]6]6] 277
R%92]64 (12497 79|7693]63] 13 [111]|143
X [7.8]19.5]6.47.5|8.119.0(6.1|8.7|15.4] 6.4 4.4

Table IX.6. Age (R'), kilométrage en milliers de kms (R?) et prix en millier d’euro (X) de
plusieurs voitures d’occasion.

1. Visualiser les nuages de points (R', X) et (R?, X). Pourquoi le modele de ré-
gression linéaire semble-t-il pertinent ?

2. Calculer les estimateurs des parametres 3o, 31, 32 et o2.

3. L’age de la voiture a-t-il une influence significative (au niveau de 5%) sur le
prix ?
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IX Tests d’hypotheses

4. Le kilométrage de la voiture a-t-il une influence significative (au niveau de 5%)
sur le prix ?

5. En considérant les p-valeurs associées aux deux questions précédentes, quel mo-
dele de régression linéaire simple (prix en fonction de I’age ou prix en fonction
du kilométrage) explique le mieux le prix d’une voiture ?

A

Exercice 1X.10.

On compte en 1996 environ 3,9 millions de naissances aux USA qui se décomposent
en 1 990 480 garcgons et 1 901 014 filles. On désire savoir si I’on peut affirmer qu’il
nait autant de filles que de garcons.

1. Construire un modele probabiliste, a ’aide de variables aléatoires de Bernoulli,
qui rend compte du probleme considéré.

2. Vérifier qu’il s’agit d’'un modele exponentiel. En déduire un test pour tester
I'hypothese nulle Hy = {il nait autant de filles que de garcons} contre son
alternative H; = {il ne nait pas autant de filles que de garcons} ou bien l’al-
ternative plus naturelle H{ = {il nait moins de filles que de garcons}. Conclure
en donnant la p-valeur.

3. Utiliser un test (asymptotique) d’adéquation de loi. Conclure en donnant la
p-valeur.

4. Comparer ce test avec un test de Wald.

5. Donner, a ’aide d’un intervalle de confiance, une estimation de la probabilité
qu'un nouveau-né soit un garcon. Comparer ce résultat avec les tests précé-
dents.

A

FEzercice IX.11.

Les dés de Weldon. Weldon a effectué n = 26306 lancers de douze dés a six
faces 2. On note X; le nombre de faces indiquant cing ou six lors du i-iéme lancer.
Les fréquences empiriques observées sont notées :

N
fi=-,

n

ol N; est le nombre de fois ol 'on a observé j faces indiquant cing ou six, sur les
n

douze lancers N; = g 1¢x,—;}- Les observations sont données dans les tableaux
i=1

IX.7 et IX.8.

2. W. Feller, An introduction to probability theory and its applications, volume 1, third ed., p.
148. Wiley, 1968.
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I1X.12 Exercices

No = 185 [N; = 1149[N; = 3265[N3 = 5475

Ni = 6114 N5 = 5194|Ng = 3067| N7 = 1331

Ns =403 | Ng =105 | Njo =14 | N1, =4

N12 =0

Table IX.7. Observations

fo = 0.007033 | fi = 0.043678] fo = 0.124116 | f3 = 0.208127
fi = 0.232418 | f5 = 0.197445| fs = 0.116589 | f7 = 0.050597
fs = 0.015320 | fo = 0.003991| f1o = 0.000532| f11 = 0.000152
f12 = 0.000000

Table IX.8. Fréquences empiriques observées

Si les dés sont non biaisés, la probabilité d’observer les faces cing ou six dans
un lancer de dés est de 1/3. Les variables aléatoires (X;,1 < i < n) suivent donc
la loi binomiale de parametres 12 et 1/3. Les fréquences théoriques sont données
dans le tableau I1X.9.

Fo = 0.007707 | f1 = 0.046244] fo = 0.127171 | f5 = 0.211952
fa =0.238446 | fs = 0.190757| f¢ = 0.111275 | fr = 0.047689
fs = 0.014903 | fo = 0.003312| f10 = 0.000497| f11 = 0.000045
f12 = 0.000002

Table IX.9. Fréquences théoriques

1. Donner la statistique du test du x? et la p-valeur. En déduire que I’on rejette
I’hypotheése des dés non biaisés.

2. Rejette-t-on également 1'hypothese selon laquelle les variables sont distribuées
suivant une loi binomiale de méme parametre (12,r), r étant inconnu 7

A

Exercice 1X.12.

Des sociologues s’intéressent a ’anxiété qui découle de la maladie. Des sociétés ol
il existe une explication orale de la maladie (“c’est parce qu’on a mangé du poison
qu’on est malade”, “c’est parce qu’on a regu un sort”, etc...) sont-elles différentes
de celles ol aucune explication orale n’existe ? Le tableau® IX.10 donne les notes
d’anxiété qui ont été attribuées a chacune de ces sociétés (n; = 16 sociétés sans

explication orale et ny = 23 sociétés avec explications orales).

3. S. Siegel, Nonparametric statistics for the behavioral sciences. McGraw-Hill, 1956.
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IX Tests d’hypotheses

Sociétés sans| Notes |Sociétés avec| Notes
expl. orale |d’anxiété| expl. orales |d’anxiété

Lapp 13 Marquesans 17
Chamorro 12 Dobuans 16
Samoans 12 Baiga 15
Arapesh 10 Kwoma 15
Balinese 10 Thonga 15
Hopi 10 Alorese 14
Tanala 10 Chagga 14
Paiute 9 Navaho 14
Chenchu 8 Dahomeans 13
Teton 8 Lesu 13
Flathead 7 Masai 13
Papago 7 Lepeha 12
‘Wenda 7 Maori 12
Warrau 7 Pukapukans 12
Wogeo 7 Trobianders 12
Ontong 6 Kwakiull 11
Manus 11
Chiricahua 10
Comanche 10
Siriono 10

Bena 8

Slave 8

Kurtatchi 6

Table IX.10. Angoisse dans les sociétés primitives.

Utiliser le test non-paramétrique de Kolmogorov-Smirnov pour tester 'hypo-
these nulle Hy = {les deux types de sociétés ne sont pas différentes} contre I'hypo-
these alternative contraire. Calculer la p-valeur asymptotique et conclure. (Comme
les tailles des deux échantillons sont faibles, on peut également calculer la p-valeur
par simulation.) A
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X

Régions de confiance, Intervalles de confiance

On définit dans le paragraphe X.1 les régions de confiance qui généralisent la
notion d’intervalle de confiance vue au paragraphe V.7 et dans l'exemple VI.14.
Une région de confiance est donnée avec un niveau exact, voir le paragraphe X.1,
ou approché (par exces ou asymptotique), voir le paragraphe X.2. Enfin, dans le
paragraphe X.3 on montre les liens entre les régions de confiance et les tests.

Dans ce chapitre, on considere un modele d’échantillonnage paramétrique
X1, ..., X, de taille n (cf. chapitre VIIL.1). Les variables aléatoires X7, ..., X,, sont
indépendantes et de méme loi inconnue P, et elles sont & valeurs dans X' (R ou R9).
On suppose que la loi P appartient a une famille de probabilité P = {Py; 0 € O}.

X.1 Régions et intervalles de confiance de niveau exact

Ezemple. En reprenant ’exemple du fabricant de composants électroniques dé-
veloppé au chapitre VII, on remarque que la moyenne empirique 0,, est I'estima-
teur efficace du parametre inconnu 6. Il fournit une valeur approchée de 0, mais
comme la loi de 6,, est continue, on a Pg(én = 6) = 0. Il est donc naturel de se
donner un intervalle aléatoire A, de © =]0, o[ construit a partir de 6,, tel que
Py € A,) =1 — a, avec des valeurs typiques pour « : 5%, 1% ou 0,1%. Ce cas
particulier est développé dans le chapitre VIIL.3. O

Définition X.1. Soit g une application mesurable définie sur © réelle ou vecto-
rielle et © — Ay (x) une application de X™ a valeurs dans l’ensemble des boréliens
de g(©). On dit que l’ensemble aléatoire A, = Ap(X1,...,Xy) est une région de
confiance pour g(0) de niveau exact 1 — « si on a : pour tout 6 € O,

Py (g(@) € An) =1-oa.



X Régions de confiance, Intervalles de confiance

Par simplicité, on omettra le mot exact. En général, on cherche a construire,
pour un niveau donné, les régions de confiance les plus petites. Dans le cas ou g
est réelle (¢g(©) C R) et A, est un intervalle, on parle d’intervalle de confiance.

Ezemple X.2. On considere un échantillon de taille n d’un modeéle gaussien

_ 1 &
P = {N(,u, 03);,u € ]R}. L’estimateur X, = —ZXi est un estimateur sans
n
i=1
biais efficace de p. De plus la loi de X,, est la loi gaussienne N (u,ag /n) (cf.
chapitre VI.2). Donc la variable aléatoire /n(X, — u)/o¢ est de loi N(0,1).

Z+ d
Soit des réels z_ < zi tels que / e_y2/27y

o V2r
P(vn(X, — p)/oo € [2—,24]) =1 — a. On pose I, = [X'n —

Comme :

= 1 — «a. On en déduit que

002+ < 002—

T

\/E(Xn - N)/UO € [277 Z+} = p € In,
il vient P, (u € I,) = 1 — . Donc l'intervalle aléatoire I,, est un intervalle de

confiance de u de niveau 1 — «. Il est facile de vérifier que minimiser la longueur de

Z4 d
I, 00(24 — 2—)/+/n, sous la contrainte / ev/2 Y g a, revient a choisir
. V2T

—z_ = zy = ¢1_q/2 le quantile d’ordre 1 - a/2 de la loi N(0,1). On choisit donc
I'intervalle de confiance de u de niveau 1 — « :

> 0'0¢17a/2 S 00451704/2
Xp————— X+ ——.
[ N

D’apres les tables des quantiles de la loi gaussienne (cf. les paragraphes XI.1 et

1,96 o 2580
t | X, £ ———
NG ]e [ "t n

XI.2), les intervalles de confiance [Xn =+ ] sont respec-

tivement de niveau 95% et 99%.

Les fonctions pivotales définies ci-dessous permettent de construire facilement
des régions de confiance.

Définition X.3. Soit g une fonction mesurable définie sur © réelle ou vectorielle.
Soit Gn, = gn(X1, ..., Xp) un estimateur de g(0). Une fonction v réelle définie sur
g(0)? est pivotale pour g(0) si la loi de v(§n,g(d)) est indépendante de 6.

On peut alors construire une région de confiance pour g(#) en choisissant un
ensemble B C R tel que la quantité Py (v(gn, g(0)) € B), qui est indépendante
de 0, soit égale & 1 — . On en déduit que A, (z) = {x € X"™;v(gn(x),9(0)) € B}
permet de définir une région de confiance de g(6) de niveau 1 — a.
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X.1 Régions et intervalles de confiance de niveau exact

Ezemple. On reprend ’exemple développé au chapitre VII. On considere un échan-
tillon de taille n dans un modele exponentiel P = {£(A); A > 0}. On désire es-
timer A7!. L’estimateur du maximum de vraisemblance X, = 1 Yoy X est
un estimateur sans biais efficace de A™'. La loi de nX,, est une loi Gamma
I'(\,n). En particulier la loi de AnX,, est I'(1,n). Elle est indépendante de \.
La fonction v(X,,\) = AnX,, est pivotale. On rappelle que la densité de la loi

n— 1

I'(l,n) est fo(y) = =——vy Y gysey Soit 0 < @, < af < oo tels que

I'(n)
fa(y) dy =1 — «. 1l vient :

+
An

an
_ nX, nX
P(Ale[ gﬂ’ﬁ) P(AnX, € [a,,a)]) /]j; ydy=1-a.
an  ap
X, nX
On en déduit que [nJL, n_n] est un intervalle de confiance de niveau 1 — «
n an
pour A~L. Le choix de a;, et a, est arbitraire. Contrairement & I'exemple X.2, la
longueur de l'intervalle de confiance est ici aléatoire. O

Ezercice X.1.

On consideére un échantillon de taille n dans un modele gaussien P = { /N (, ) we
R, o > 0}, olt la moyenne et la variance sont inconnues. On pose X,, = % ey X
et Vo= 25 570 (X — Xn)?

1. Montrer que la loi de v/n(X,, — 1t)/v/Vy est indépendante de (u, 0?).

2. En déduire un intervalle de confiance symétrique de p de niveau 1 — a.

3. Donner un intervalle approché pour n grand.
A

Correction. 1. On sait que le couple (X, V) est un estimateur sans biais optimal
de (u,0?) d’apres les paragraphes VIIL.4.4 et VIIL.4.3, et le théoreme VIIL.33 du
paragraphe VIIL.5.3 sur les modeles exponentiels. De plus la proposition VI.12
assure que X,, et V,, sont indépendants. On déduit de la définition VI.13 que la loi
de /n (Xn - M) /v/Vy, est une loi de Student de parametre n — 1.

2. La densité de la loi de Student est symétrique par rapport a 0. Si ¢(,_1) o/2
est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student de parametre n — 1, alors
Iintervalle :

Xn— nla/QV o+ nla/QV
Vi Vin

est un intervalle de confiance de p de niveau (exact) 1 — «a, voir aussi l'exemple
VI.14. Les valeurs des quantiles de la loi de Student de parametre p sont tabulées.
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3. Quand p — oo, d’apres l'exercice VL.5, la loi de Student de parametre
p converge en loi vers la loi gaussienne N(0,1). Pour les grandes valeurs de p
(p > 20) on peut utiliser la valeur des quantiles de la loi N(0,1) : t,,/9 =

P1—a/2, O P1_q/2 est le quantile d’ordre 1 — % de la loi N(0,1). L’intervalle

_ —a/2VVn - —a2VV,
X — M,Xn + m est un intervalle de confiance de p de ni-
Vn Vn
veau asymptotique 1 — a. A
FExercice X.2.
Déterminer dans 1’exercice précédent un intervalle de confiance pour o2. A
(n—1)V,

Correction. La loi de est un x? a n — 1 degrés de liberté. Soit z_ et

2
o
z; les quantiles d’ordre a; et 1 — ag de la loi x?(n — 1) avec & = a1 + as. On en
n—1V, (n—1)V,
déduit que l'intervalle ( ) ) ( )V est un intervalle de confiance pour
Z4 Z_

o2 de niveau 1 — a. A

FExercice X.3.
On considére un échantillon gaussien P = {N (po,0%);0 > 0} ol la moyenne g
est connue. Rappeler 'estimateur du maximum de vraisemblance &% de o2. Vérifier

~2
%)
que la loi de — est un x% & n degrés de liberté (cf. 'exercice VI.3 du paragraphe
o
VI.2). En déduire un intervalle de confiance pour o2 de niveau 1 —c, et le comparer
a celui obtenu dans 'exercice X.2. A

X.2 Régions et intervalles de confiance de niveau approché

X.2.1 Niveau par exces

On définit les régions de confiance de niveau par exces.

Définition X.4. Soit g une application mesurable définie sur @ réelle ou vecto-
rielle et © — A (x) une application de X™ a valeurs dans l’ensemble des boréliens
de g(©). On dit que l’ensemble aléatoire Ay, = Ap(X1,...,X,) est une région de
confiance pour g(0) de niveau par excés 1 — « si on a : pour tout 6 € O,

Py (9(9) € An) >1-a.
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X.2 Régions et intervalles de confiance de niveau approché

L’avantage des régions de confiance par exces réside dans la proposition sui-
vante. On rappelle que X = (X7,..., X,,) représente le vecteur de 1’échantillon de
taille n.

Proposition X.5. Soit g(6) = (g1(0),...,9p(0)). On suppose que pour tout i €
{1,...,p}, Ag) (X)) est une région de confiance de niveau par exces 1 — oy pour
gi(0). On suppose que " ;o < 1. Alors Ap(X) = [}, A% (X) est une région
de confiance pour g(0) de niveau par excés 1 — > 7" | ;.

Démonstration. On a :
Po (9(6) € An(X)) =Py (Vi € {L,....p}:9:(6) € AV (X))

—1-P (Elie{l,...,p} tel que gz‘(@)g/l,(f)i(X))

>1- ipe (gz‘(e) ¢ ASP(X))
=1

n
Z 1-— ZO[Z'.
i=1
O

Ezemple. Suite des exercices X.1 et X.2. Soit @ = a1 + a2 + a3, 4, /2 le quantile
d’ordre 1 — a1 /2 de la loi de Student de parametre n — 1, z_ le quantile d’ordre
as de la loi du x? & n — 1 degrés de liberté et z; le quantile d’ordre 1 — a3 de la
loi du x? & n — 1 degrés de liberté.

On déduit de la proposition X.5 et des exercices X.1 et X.2 que la région :

= tar2VVn tai 2V Vn (n—1)V, (n—1)V,
Xn - 7Xn + X ’ )
\/’Tl \/ﬁ 24+ Z_
est une région de confiance de (i, 0?) de niveau par exces 1 — a. %

Ezemple X.6. Soit (Xi,...,X,) un échantillon de loi de Bernoulli de parametre
0 €]0,1[. On déduit de I'inégalité de Tchebychev que :

Varg(X,,) _ Varg(Xy) _ 6(1—-0) _ 1

Po(|Xn — 0| > a) <

a? na? na? ~ 4na?’

L,X}L + 4 est
2./n 2./n

un intervalle de confiance pour @ de niveau par exces 1 — 1/a?. O

oll X,, est la moyenne empirique. On en déduit que |X,, —
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X.2.2 Niveau asymptotique

Pour les échantillons de grande taille, on peut utiliser une approche asympto-
tique.

Définition X.7. Soit g une application mesurable définie sur © réelle ou wvec-
torielle et, pour n € N*, © — A,(x) une application de X" d wvaleurs dans
lensemble des boréliens de g(@). On dit que la suite d’ensembles aléatoires
Ap = Ap(Xq, ..., X)) est une région de confiance pour g(0) de niveau asymp-
totique 1 — « si on a : pour tout 6 € O,

lim Py (g(@) € /ln) =1-a.

n—o0

Ezemple. Suite de 'exemple X.6. On rappelle que 62 = % >y ( Yo Xi )
est un estimateur (biaisé) convergent de o Var( 1) Dans cet exemple, on a
%2 = X,,(1 — X,,). On considere l'intervalle aléatoire :

> b1- —a/2 (1_X) ¢1- a/2 (1_X)
[Xn \/’1’7 7Xn+ \/ﬁ )

oll ¢1_q/2 est le quantile d’ordre 1 —a/2 de laloi N'(0,1). On déduit du paragraphe
V.7 que :

I, =

Py (0 € I,) — P vz W,
n—00 _¢1_a/2 \/%
Donc l'intervalle aléatoire I,, est un intervalle de confiance pour 6 de niveau asymp-
totique 1 — . Cet intervalle de confiance asymptotique est de mauvaise qualité
si np ou n(l — p) sont faibles, comme le suggere la majoration du théoréeme de
Berry-Esséen V.34. O

Soit 6, un estimateur convergent asymptotiquement normal de § € ©, ou 6
est un ouvert de RP. On suppose que la matrice de covariance asymptotique X'(0)
est inversible pour tout § € @ et que Iapplication § — X(0)~! est continue. Le
théoreme de Slutsky implique que le vecteur aléatoire :

Z<én)_1/2\/ﬁ (én - 9)

converge en loi sous Py vers la loi gaussienne N(0, I,), o I, est la matrice identité
de taille p x p. On en déduit que la variable aléatoire réelle :

n(0, — 0)'2(6,)"1(6, — 0)
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X.2 Régions et intervalles de confiance de niveau approché

converge en loi vers Z de loi x? & p degrés de liberté. Soit ellipsoide aléatoire de
R? défini par :

A~

A = {a € BB, — @) Z(0.) 7 0= 0) < 7} (X.1)

oll 2z, est le quantile d’ordre 1 — o du x? & p degrés de liberté. On a, grace a la
proposition V.19, que pour tout § € O :
Pop(0eAy) — P(Z<z,)=1—qu

n—oo
Donc lellipsoide A, est une région de confiance pour 6 de niveau asymptotique
1—a.
Remarque. Soit 97(12) un estimateur convergent de 6 asymptotiquement normal de
matrice de covariance Y5)(0) telle que pour tout ¢ € ©, la matrice X'(0) — X2)(0)
est définie positive. Alors pour un niveau asymptotique donné 1 — a, le volume de
Dellipsoide de confiance défini par (X.1) est plus grand que le volume de ’ellipsoide

(2)

de confiance A;,’ défini par (X.1) avec X remplacé par Y9 et 6, par GA%Z). 1l est

donc naturel de choisir Ag), lellipsoide de confiance de volume le plus petit. Ceci

5(2)

est en accord avec le fait que 0,7 est asymptotiquement préférable a Oy, O

Afin de minimiser la taille des ellipsoides de confiance de niveau asymptotique
donné, il est naturel de considérer des estimateurs asymptotiquement efficaces, voir
la définition VIII.45.

Proposition X.8. Soit én un estimateur asymptotiquement efficace de 8. On sup-

pose que linformation de Fisher 6 — 1(0) définie sur © C RP est continue et
0

d’inverse continu. Soit r < p et g: @ — R" de classe C' telle que la matrice 99

00

est de rang r. Alors Uellipsoide aléatoire :

-1
n (90) ~ o)’ [§§<én>f<én>-1 D) ] (60) ~0) <2}, (x2)

ol zo est le quantile d’ordre 1 — a du x? a v degrés de liberté, est une région de
confiance de niveau asymptotique 1 — o pour g().

A~

Démonstration. Le corollaire VIII.46 assure que lestlmateur de g( ) de g(0) es

n
asymptotiquement normal de variance asymptotique X (6) = 80 é (g— (é )

299
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Donc les variables aléatoires v/n (g(én) - g(@)) convergent en loi vers un vecteur

gaussien G de loi N (0, X(6)). On remarque que la matrice X(6) est réguliere car

la matrice a—g est de rang r. De plus Papplication 6 — X(0) est continue. On

en déduit que l'application 6 — X (0)_1/ 2 est continue. Le théoreme de Slutsky

implique que X(6,)"Y/2/n (9(8,) — g(#)) converge en loi vers Y = X(0)~1/2@G de
loi N (0, I;) ou I, est la matrice identité de taille  x r. Par conséquent, la variable
aléatoire

Zu=nl(g(6.) — 9(0)) 0.) " (9(0,) — 9(6)) = | 2(6.) 2/ (9(0.) — 9(0))|

converge en loi vers |Y|? c’est-a-dire un x? & r degrés de liberté. En particulier,
on a limy, 400 Pg(Z, < 24) = 1 — @, 0l 2, est le quantile d’ordre 1 — o du x? & r
degrés de liberté.

Pour conclure, il suffit de remarquer que Z, < z, <= ¢(0) € A,, ou A, est
défini par (X.2). 0

Pour g égal a I'identité, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire X.9. Si 0, est un estimateur asymptotiquement efficace du paramétre
0 de dimension p et si linformation de Fisher est une fonction continue du para-
metre, alors lellipsoide aléatoire :

Ay = {q ERP;n(én—q>tI(én) (én —q) < Za}7

oU 2o est le quantile d’ordre 1 — o du x? a p degrés de liberté, est une région de
confiance pour 0 de niveau asymptotique 1 — .

Remarque. 1l reste une question importante qui concerne la validité réelle de ces
régions de confiance. En effet le niveau 1 — « est le niveau asymptotique quand
la taille de I’échantillon n tend vers +oo. Pour une taille fixée, le niveau exact est
parfois tres différent de 1—q. Voir le paragraphe VII.3 pour un exemple numérique.
On peut recourir & des simulations pour avoir une estimation du niveau exact. ¢

La construction d’intervalle de confiance asymptotique dépasse le cadre para-
métrique. En effet soit (X;;¢ € N*) une suite de variables aléatoires réelles in-
dépendantes et de méme loi inconnue. On suppose que E[X?] < oco. On désire
obtenir une estimation de p = E[X;], sans supposer que la loi des X; appartient a
une famille paramétrique de lois. On sait par la loi forte des grands nombres que
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1 < VX, — )
Xy =— Z X; converge presque stirement vers u. De plus vian B converge
n =1 Var(X 1)

en loi vers la loi gaussienne AN(0, 1) par le théoréme central limite. On déduit du

X — IR ¢
M’ ouV, = Z(Xl — X,,)2, converge en

vV n—1 P

loi vers la loi gaussienne N'(0,1). On en déduit que I'intervalle :

théoreme de Slutsky que

¢1—o¢/2\/vn
\/ﬁ

_ . —a/2V Va
Xn - aXn + ¢1 o2 ’
Jn

oll ¢1_q)2 est le quantile d'ordre 1 — /2 de la loi gaussienne A(0,1), est un
intervalle de confiance de u de niveau asymptotique 1 — «. Dans le cas ou X; est
de loi gaussienne, on peut calculer le niveau exact de cet intervalle de confiance,
voir I'exercice X.1.

X.3 Régions de confiance et tests

Dans ce qui suit on montre comment on peut construire un test a partir de
régions de confiance et réciproquement.

Soit g une fonction mesurable définie sur © réelle ou vectorielle. Soit x — A, (x),
ou x € X" une région de confiance pour g(#) de niveau 1 — . On définit pour
g € g(O©) l'ensemble :

Wo = {z€ X" g ¢ Au(x)}.
On a léquivalence x ¢ Wi <= g € A,(x). On rappelle que X = (X1,...,X,,)

représente le vecteur de I’échantillon de taille n. Pour tout 6§ € ©, on a :

1—a=Py(g(0) € An(X)) =1 —Py(X € W),

On considere 'hypothese nulle Hy = {6 € ©;g(6) = g} et I'hypothese alterna-
tive Hy = ©\Hy. Pour tout § € Hy, erreur de 1 espece du test pur de région
critique W est Py(Wd) = Py(X € W) = . L'ensemble WY est donc une région
critique de niveau a pour le test de I’hypothese nulle Hy contre son alternative Hj.

Réciproquement si pour tout g, W, est une région critique de niveau « pour
le test de I'hypothese nulle Hy = {6 € ©;g(0) = g} contre son alternative, alors
Ap(x) = {g;x & Wi} définit une région de confiance de niveau 1 — a pour g(#).
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Cette équivalence entre régions de confiance et régions critiques permet de
définir des régions de confiance associées aux tests UPP et UPPS. On définit ainsi
des régions de confiance optimales sur la base de critéres intrinséques.

X.4 Résumé

On retiendra la construction
— des régions de confiance de niveau exact dans le modele gaussien ;

— des régions de confiance de niveau par exces pour des parametres vectoriels
comme produit des intervalles de confiance de chacune des composantes du
parametre ;

— des régions de confiance de niveau asymptotique a l’aide du théoreme
central limite ou & partir d’estimateurs asymptotiquement normaux.

Enfin on peut mettre en bijection les tests et les régions de confiance.
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X.5 Exercices

X.5 Exercices

Les exercices dans la partie du cours sont aux pages suivantes :

FExercice X.1 p. 295, FExercice X.2 p. 296, Ezxercice X.3 p. 296.

FExercice X 4.
On considere un échantillon gaussien P = {N(p,0?); 4 € R,0 > 0} de taille n, olt
la moyenne et la variance sont inconnues.

1.
2.
3.

Donner des intervalles de confiance de niveau exact donné pour p et pour o2.

En déduire une région de confiance de niveau par exces 1 — o pour (p, 0?).

Par simulation évaluer le niveau exact de la région de confiance de la question
précédente.

. Donner une région de confiance de niveau exact 1 — a pour (u,0?). Comparer

avec la région de confiance de niveau par exces 1 — a.
A

Ezercice X.5.
On considére un échantillon X = (Xi,...,X,,) de variables aléatoires indépen-
dantes de loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ inconnu. On considere la sta-

_ 1 &
tistique de la moyenne empirique X,, = — ZX’" La moyenne empirique est un
n

i=1

estimateur convergent de p. On désire donner plusieurs intervalles de confiance
pour p de niveau exact ou approché 1 — a.

1.

. On considere la fonction gy, (z,p) =

Vérifier que Var,(X;) < 1/4. Déduire de I'inégalité de Tchebychev, un inter-
valle de confiance (symétrique) de niveau par exces 1 — « pour p.

. Montrer que X,(1 — X,,) est un estimateur convergent de o2 = Var,(X1).

Déduire du théoréme de la limite centrale un intervalle de confiance de niveau
asymptotique 1 — a pour p.

n(x — -
M. Montrer que la suite (g, (Xn, p),
p(1—p)
n € N*) converge en loi vers une loi indépendante du parametre p (la suite de
fonction (gp,n € N*) est asymptotiquement pivotale). En considérant 'inverse

de p — gn(z,p), donner un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 —«
pour p.

. En utilisant la majoration Var,(X;) < 1/4, déduire du théoreme central limite

un intervalle de confiance de niveau asymptotique par exces 1 — a pour p.
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5. Trouver une fonction g telle que ¢'(E,[X1])? Var,(X1) soit constant pour tout
p €]0,1[. Montrer que la suite (v/n(g(X,) — g(p)),n € N*) converge en loi et
déterminer la limite. En déduire un intervalle de confiance de niveau asympto-
tique 1 — a pour p (méthode de stabilisation de la variance).

6. Soit 1 > a > p. Montrer, en utilisant I'inégalité de Markov, que P,(X,, > a) <
E, {e)‘xn_/\“} pour tout A > 0. Calculer puis minimiser le second terme en A.
En déduire que :

P,(X, > a) < e "lelog(a/p)+(1—a)log((1-a)/(1=p))]

Déduire de cette majoration une majoration de IP’p(Xn < a) pour 0 < a < p.
Construire un intervalle de confiance de niveau par exces 1 — « pour p.

7. Comparer, en calculant numériquement le niveau exact, les 6 intervalles de
confiance des questions précédentes.

8. On suppose a = 5%.

- 1
a) Déduire de la question 2 que l'intervalle [Xn + \F} est un intervalle de
n

confiance de niveau asymptotique par exces de 95% pour p.

. 1 1
b) Vérifier numériquement que l'intervalle [Xn + < + )} est un inter-
n

Vno 2n

valle de confiance de niveau par exces de 95% pour p.

9. On suppose que 'on observe la réalisation x; = 0 pour 1 < i < n c’est-a-dire
o 1g
Ty = - Zl x; = 0.
1=

a) Donner les intervalles de confiance correspondants aux questions 1-6, en
faisant un développement limité en n. Vérifier que les intervalles pertinents
sont de la forme [0, ¢/n], ou la constante ¢ dépend de a.

b) Soit ¢ une constante. Apres avoir vérifié que le modele est exponentiel,
donner un test UPP de seuil a pour I'hypothese nulle Hy = {p < ¢/n}
contre son alternative Hy = {p > ¢/n}.

c) Comparer l'intervalle de confiance associé au test UPP et les intervalles de
confiance précédents.

A
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XI

Tables statistiques

Les tables qui suivent ont été générées a 1’aide du logiciel Scilab.

XI.1 Quantiles de la loi A/(0,1)

Soit X une variable aléatoire de loi
N(0,1). On a P(X| >

—+o00
2
2/ e Y
X

/2 jyf On pose :

2T

P(IX| > z) = a.

2)

La table donne les valeurs de x en fonc-
tion de «, par exemple :

P(|X| > 0.6280) ~ 0.53.

af2

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

00
1.6449
1.2816
1.0364
0.8416
0.6745
0.5244
0.3853
0.2533
0.1257

2.5758
1.5982
1.2536
1.0152
0.8239
0.6588
0.5101
0.3719
0.2404
0.1130

2.3263
1.5548
1.2265
0.9945
0.8064
0.6433
0.4959
0.3585
0.2275
0.1004

2.1701
1.5141
1.2004
0.9741
0.7892
0.4817
0.3451
0.2147
0.0878

2.0537
1.4758
1.1750
0.9542
0.7722
0.6128
0.4677
0.3319
0.2019
0.0753

1.9600
1.4395
1.1503
0.9346
0.7554
0.5978
0.4538
0.3186
0.1891
0.0627

1.8808
1.4051
1.1264
0.9154
0.7388
0.5828
0.4399
0.3055
0.1764
0.0502

1.8119
1.3722
1.1031
0.8965
0.7225
0.5681
0.4261
0.2924
0.1637
0.0376

1.7507
1.3408
1.0803
0.8779
0.7063
0.5534
0.4125
0.2793
0.1510
0.0251

1.6954
1.3106
1.0581
0.8596
0.6903
0.5388
0.3989
0.2663
0.1383
0.0125
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XI.2 Fonction de répartition de la loi N'(0,1)

Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1). On

a]P’(XS:lc):/Jc

— 00

67y2/2 dy

V2r

P(X <z)=a.

. On pose :

La table donne les valeurs de « en fonction de
x, par exemple : P(X < 1.96) ~ 0.97500.

0.00

0.01

0.02 0.03 0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542
0.69146
0.72575
0.75804
0.78814
0.81594

0.84134
0.86433
0.88493
0.90320
0.91924
0.93319
0.94520
0.95543
0.96407

0.97128

0.97725
0.98214
0.98610
0.98928
0.99180
0.99379
0.99534
0.99653
0.99744
0.99813

0.50399
0.54380
0.58317
0.62172
0.65910
0.69497
0.72907
0.76115
0.79103
0.81859

0.84375
0.86650
0.88686
0.90490
0.92073
0.93448
0.94630
0.95637
0.96485

0.97193

0.97778
0.98257
0.98645
0.98956
0.99202
0.99396
0.99547
0.99664
0.99752
0.99819

0.50798
0.54776
0.58706
0.62552
0.66276
0.69847
0.73237
0.76424
0.79389
0.82121

0.84614
0.86864
0.88877
0.90658
0.92220
0.93574
0.94738
0.95728
0.96562

0.97257

0.97831
0.98300
0.98679
0.98983
0.99224
0.99413
0.99560
0.99674
0.99760
0.99825

0.51197
0.55172
0.59095
0.62930
0.66640
0.70194
0.73565
0.76730
0.79673
0.82381

0.84849
0.87076
0.89065
0.90824
0.92364
0.93699
0.94845
0.95818
0.96638

0.97320

0.97882
0.98341
0.98713
0.99010
0.99245
0.99430
0.99573
0.99683
0.99767
0.99831

0.51595(0.51994
0.55567(0.55962
0.59483(0.59871
0.63307(0.63683
0.67003|0.67364
0.70540(0.70884
0.73891]0.74215
0.77035(0.77337
0.79955|0.80234
0.82639(0.82894

0.85083|0.85314
0.87286|0.87493
0.89251]0.89435
0.90988]0.91149
0.92507(0.92647
0.93822(0.93943
0.94950(0.95053
0.95907{0.95994
0.96712(0.96784

0.97381(0.97441

0.97932]0.97982
0.98382]0.98422
0.98745]0.98778
0.99036{0.99061
0.99266|0.99286
0.99446{0.99461
0.99585]0.99598
0.99693(0.99702
0.99774]0.99781
0.99836{0.99841

0.52392
0.56356
0.60257
0.64058
0.67724
0.71226
0.74537
0.77637
0.80511
0.83147

0.85543
0.87698
0.89617
0.91309
0.92785
0.94062
0.95154
0.96080
0.96856

0.98030
0.98461
0.98809
0.99086
0.99305
0.99477
0.99609
0.99711
0.99788
0.99846

0.52790
0.56749
0.60642
0.64431
0.68082
0.71566
0.74857
0.77935
0.80785
0.83398

0.85769
0.87900
0.89796
0.91466
0.92922
0.94179
0.95254
0.96164
0.96926

0.97558

0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324
0.99492
0.99621
0.99720
0.99795
0.99851

0.53188]0.53586
0.57142|0.57535
0.61026|0.61409
0.64803|0.65173
0.68439|0.68793
0.71904|0.72240
0.75175|0.75490
0.78230(0.78524
0.81057|0.81327
0.83646|0.83891

0.85993|0.86214
0.88100{0.88298
0.89973|0.90147
0.91621]0.91774
0.93056|0.93189
0.94295|0.94408
0.95352|0.95449
0.96246|0.96327
0.96995(0.97062

0.97615|0.97670

0.98124]0.98169
0.98537|0.98574
0.98870(0.98899
0.99134|0.99158
0.99343|0.99361
0.99506|0.99520
0.99632|0.99643
0.99728/0.99736
0.99801|0.99807
0.99856(0.99861

La table suivante donne 1 — a pour les grandes valeurs de z.
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3

4

5

6

7

8

9

10

11—«

2.28e-02

1.35e-03|3.17e-05

2.87e-07

9.87e-10|1

.28e-12

6.22e-16

1.13e-19

7.62e-24




XI.3 Quantiles de la loi du x?

XI.3 Quantiles de la loi du x?

Soit X, une variable aléatoire de loi x*(n). On

+oo n_1 _-y/2
aP(Xy >2)= [ myz e V2 dy.
On pose :

P(X, >z)=oa.

La table donne z en fonction de n et «, par
exemple : P(Xg > 20.09) ~ 0.01.

n\a| 0.990 | 0.975 | 0.950 | 0.900 [0.100/0.050(0.025| 0.010 |0.001

1 {0.0002|0.0010|0.0039|0.0158| 2.71 | 3.84 | 5.02 | 6.63 [10.83
2 | 0.02 | 0.05| 010 | 0.21 |4.61|599|7.38| 9.21 |13.82
3 (011|022 035|058 [6.25|7.81[9.35 | 11.34 |16.27
4| 030 | 048 | 0.71 | 1.06 | 7.78 [ 9.49 [11.14] 13.28 |18.47
5| 055 | 0.83 | 1.15 | 1.61 |9.24 |11.07|12.83| 15.09 |20.52
6 | 0.87 | 1.24 | 1.64 | 2.20 [10.64|12.59|14.45| 16.81 |22.46
7| 1.24 | 1.69 | 2.17 | 2.83 |12.02{14.07|16.01| 18.48 (24.32
8 | 1.65 | 2.18 | 2.73 | 3.49 |13.36|15.51|17.53 26.12
9 | 209 | 270 | 3.33 | 4.17 |14.68|16.92(19.02| 21.67 |27.88
10 | 2.56 | 3.25 | 3.94 | 4.87 |15.99]18.31|20.48| 23.21 |29.59

11 | 3.05 | 3.82 | 4.57 | 5.58 [17.28]19.68|21.92| 24.72 |31.26
12 | 3.57 | 4.40 | 5.23 | 6.30 [18.55|21.03|23.34| 26.22 [32.91
13 | 4.11 | 5.01 | 5.89 | 7.04 [19.81]22.36|24.74| 27.69 [34.53
14 | 4.66 | 5.63 | 6.57 | 7.79 [21.06|23.68|26.12| 29.14 [36.12
15| 5.23 | 6.26 | 7.26 | 8.55 [22.31]25.00|27.49| 30.58 [37.70
16 | 5.81 | 6.91 | 7.96 | 9.31 [23.54|26.30|28.85| 32.00 [39.25
17 | 6.41 | 7.56 | 8.67 | 10.09 [24.77|27.59|30.19| 33.41 [40.79
18 | 7.01 | 8.23 | 9.39 | 10.86 (25.99|28.87|31.53| 34.81 [42.31
19 | 7.63 | 8.91 |10.12 | 11.65 |{27.20{30.14|32.85| 36.19 [43.82
20 | 8.26 | 9.59 |10.85 | 12.44 |28.41|31.41|34.17| 37.57 |45.31

21 | 8.90 | 10.28 | 11.59 | 13.24 |29.62|32.67|35.48| 38.93 |46.80
22 | 9.54 | 10.98 | 12.34 | 14.04 |30.81|33.92|36.78| 40.29 |48.27
23 | 10.20 | 11.69 | 13.09 | 14.85 |32.01|35.17|38.08| 41.64 |49.73
24 | 10.86 | 12.40 | 13.85 | 15.66 |33.20|36.42|39.36| 42.98 |51.18
25 [ 11.52 | 13.12 | 14.61 | 16.47 |34.38|37.65|40.65| 44.31 |52.62
26 | 12.20 | 13.84 | 15.38 | 17.29 |35.56|38.89|41.92| 45.64 |54.05
27 | 12.88 | 14.57 | 16.15 | 18.11 |36.74|40.11|43.19| 46.96 |55.48
28 | 13.56 | 15.31 | 16.93 | 18.94 |37.92|41.34|44.46| 48.28 |56.89
29 | 14.26 | 16.05 | 17.71 | 19.77 |39.09|42.56|45.72| 49.59 |58.30
30 | 14.95 | 16.79 | 18.49 | 20.60 {40.26|43.77|46.98| 50.89 |59.70

Loi
Lorsque n > 30, on peut utiliser 'approximation 1/2x2(n) — v/2n — 1 ~' N(0,1) (voir Pexercice

VL13).
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XI.4 Quantiles de la loi de Student

Soit X,, une variable aléatoire de loi de Student
de parametre n. On a :

P Xn| > t) =2

t

oo r((n+41)/2)

vmnl'(n/2)

On pose P(|X,| > t) = . La table donne ¢ en
fonction de n et «, par exemple :
P(| X 20| > 2.086) ~ 0.05.

2
(L L)z g,

n\«a

0.900

0.800

0.700

0.600

0.500

0.400

0.300

0.200

0.100

0.020

0.010

0.001

© 0~ O T W

—_
=]

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

40
80
120

0.158
0.142
0.137
0.134
0.132
0.131
0.130
0.130
0.129
0.129

0.129
0.128
0.128
0.128
0.128
0.128
0.128
0.127
0.127
0.127

0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127

0.126
0.126
0.126
0.126

0.325
0.289
0.277
0.271
0.267
0.265
0.263
0.262
0.261
0.260

0.260
0.259
0.259
0.258
0.258
0.258
0.257
0.257
0.257
0.257

0.257
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256

0.255
0.254
0.254
0.253

0.510
0.445
0.424
0.414
0.408
0.404
0.402
0.399
0.398
0.397

0.396
0.395
0.394
0.393
0.393
0.392
0.392
0.392
0.391
0.391

0.391
0.390
0.390
0.390
0.390
0.390
0.389
0.389
0.389
0.389

0.388
0.387
0.386
0.385

0.727
0.617
0.584
0.569
0.559
0.553
0.549
0.546
0.543
0.542

0.540
0.539
0.538
0.537
0.536
0.535
0.534
0.534
0.533
0.533

0.532
0.532
0.532
0.531
0.531
0.531
0.531
0.530
0.530
0.530

0.529
0.526
0.526
0.524

1.000
0.816
0.765
0.741
0.727
0.718
0.711
0.706
0.703
0.700

0.697
0.695
0.694
0.692
0.691
0.690
0.689
0.688
0.688
0.687

0.686
0.686
0.685
0.685
0.684
0.684
0.684
0.683
0.683
0.683

0.681
0.678
0.677
0.674

1.376
1.061
0.978
0.941
0.920
0.906
0.896
0.889
0.883
0.879

0.876
0.873
0.870
0.868
0.866
0.865
0.863
0.862
0.861
0.860

0.859
0.858
0.858
0.857
0.856
0.856
0.855
0.855
0.854
0.854

0.851
0.846
0.845
0.842

1.963
1.386
1.250
1.190
1.156
1.134
1.119
1.108
1.100
1.093

1.088
1.083
1.079
1.076
1.074
1.071
1.069
1.067
1.066
1.064

1.063
1.061
1.060
1.059
1.058
1.058
1.057
1.056
1.055
1.055

1.050
1.043
1.041
1.036

3.078
1.886
1.638
1.533
1.476
1.440
1.415
1.397
1.383
1.372

1.363
1.356
1.350
1.345
1.341
1.337
1.333
1.330
1.328
1.325

1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1.311
1.310

1.303
1.292
1.289
1.282

6.314
2.920
2.353
2.132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812

1.796
1.782
1.771
1.761
1.753
1.746
1.740
1.734
1.729
1.725

1.721
1.717
1.714
1.711
1.708
1.706
1.703
1.701
1.699
1.697

1.684
1.664
1.658
1.645

12.706
4.303
3.182
2.776
2.571
2.447
2.365
2.306
2.262
2.228

2.201
2.179
2.160
2.145
2.131
2.120
2.110
2.101
2.093

2.080
2.074
2.069
2.064
2.060
2.056
2.052
2.048
2.045
2.042

2.021
1.990
1.980
1.960

31.821
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764

2.718
2.681
2.650
2.624
2.602
2.583
2.567
2.552
2.539
2.528

2.518
2.508
2.500
2.492
2.485
2.479
2.473
2.467
2.462
2.457

2.423
2.374
2.358
2.326

63.657
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.499
3.355
3.250
3.169

3.106
3.055
3.012
2.977
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845

2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2.771
2.763
2.756
2.750

2.704
2.639
2.617
2.576

636.619
31.599
12.924
8.610
6.869
5.959
5.408
5.041
4.781
4.587

4.437
4.318
4.221
4.140
4.073
4.015
3.965
3.922
3.883
3.850

3.819
3.792
3.768
3.745
3.725
3.707
3.690
3.674
3.659
3.646

3.551
3.416
3.373
3.291
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XI.5 Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor

Soit X de loi de Fisher-Snedecor de parametre
(n,m). On a :

tor((n+m nan/2 31
Pz = [ M(E)/u

;o T(n/2)I(m/2 (14 ) ™5
On pose P(Xn,m > f) = a. La table donne f
en fonction de n, m et a, par exemple : ! 4
]P)(X4720 2 443) ~ (0.01.
l [ n=1 [ n=2 [ n=3 n=4 n=>5

a =0.05|a =0.01|a =0.05|a =0.01|a =0.05|a =0.01|ar =0.05|cx =0.01|cx =0.05|cx =0.01
161.45 [4052.18| 199.50 |4999.50| 215.71 [5403.35| 224.58 |5624.58| 230.16 |5763.65
18.51 | 98.50 | 19.00 | 99.00 | 19.16 | 99.17 | 19.25 | 99.25 | 19.30 | 99.30
10.13 | 34.12 9.55 30.82 9.28 29.46 9.12 28.71 9.01 28.24

7.71 21.20 6.94 18.00 6.59 16.69 6.39 15.98 6.26 15.52
6.61 16.26 5.79 13.27 5.41 12.06 5.19 11.39 5.05 10.97
5.99 13.75 5.14 10.92 4.76 9.78 4.53 9.15 4.39 8.75
5.59 12.25 4.74 9.55 4.35 8.45 4.12 7.85 3.97 7.46
5.32 11.26 4.46 8.65 4.07 7.59 3.84 7.01 3.69 6.63
5.12 10.56 4.26 8.02 3.86 6.99 3.63 6.42 3.48 6.06
4.96 10.04 4.10 7.56 3.71 6.55 3.48 5.99 3.33 5.64

—
5 © oo ok wn =S

11| 4.84 9.65 3.98 7.21 3.59 6.22 3.36 5.67 3.20 5.32
12| 4.75 9.33 3.89 6.93 3.49 5.95 3.26 5.41 3.11 5.06
13| 4.67 9.07 3.81 6.70 3.41 5.74 3.18 5.21 3.03 4.86
14| 4.60 8.86 3.74 6.51 3.34 5.56 3.11 5.04 2.96 4.69
15| 4.54 8.68 3.68 6.36 3.29 5.42 3.06 4.89 2.90 4.56
16| 4.49 8.53 3.63 6.23 3.24 5.29 3.01 4.77 2.85 4.44
17| 4.45 8.40 3.59 6.11 3.20 5.18 2.96 4.67 2.81 4.34
18| 4.41 8.29 3.55 6.01 3.16 5.09 2.93 4.58 2.77 4.25
19| 4.38 8.18 3.52 5.93 3.13 5.01 2.90 4.50 2.74 4.17

20| 435 | 810 | 349 | 585 | 310 | 4.94 | 287 271 | 4.10

21| 4.32 8.02 3.47 5.78 3.07 4.87 2.84 4.37 2.68 4.04
22| 4.30 7.95 3.44 5.72 3.05 4.82 2.82 4.31 2.66 3.99
23| 4.28 7.88 3.42 5.66 3.03 4.76 2.80 4.26 2.64 3.94
24| 4.26 7.82 3.40 5.61 3.01 4.72 2.78 4.22 2.62 3.90
25| 4.24 .77 3.39 5.57 2.99 4.68 2.76 4.18 2.60 3.85
26| 4.23 7.72 3.37 5.53 2.98 4.64 2.74 4.14 2.59 3.82
27| 4.21 7.68 3.35 5.49 2.96 4.60 2.73 4.11 2.57 3.78
28 | 4.20 7.64 3.34 5.45 2.95 4.57 2.71 4.07 2.56 3.75
29| 4.18 7.60 3.33 5.42 2.93 4.54 2.70 4.04 2.55 3.73
30| 4.17 7.56 3.32 5.39 2.92 4.51 2.69 4.02 2.53 3.70
40| 4.08 7.31 3.23 5.18 2.84 4.31 2.61 3.83 2.45 3.51
80| 3.96 6.96 3.11 4.88 2.72 4.04 2.49 3.56 2.33 3.26
120 3.92 6.85 3.07 4.79 2.68 3.95 2.45 3.48 2.29 3.17
oo | 3.84 6.63 3.00 4.61 2.60 3.78 2.37 3.32 2.21 3.02
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l ‘ n==~6 n==~8 n=12 n =24 n = 00
m |a =0.05|a =0.01|a =0.05|a =0.01|a =0.05|a =0.01|a =0.05|a =0.01|a =0.05|a =0.01
1 | 233.99 |5858.99 | 238.88 |5981.07 | 243.91 |6106.32| 249.05 [6234.63 | 254.31 |6365.86
2| 19.33 | 99.33 | 19.37 | 99.37 | 19.41 | 99.42 | 19.45 | 99.46 | 19.50 | 99.50
3 8.94 27.91 8.85 27.49 8.74 27.05 8.64 26.60 8.53 26.13
4 6.16 15.21 6.04 14.80 5.91 14.37 5.77 13.93 5.63 13.46
5 4.95 10.67 4.82 10.29 4.68 9.89 4.53 9.47 4.36 9.02
6 4.28 8.47 4.15 8.10 4.00 7.72 3.84 7.31 3.67 6.88
7 3.87 7.19 3.73 6.84 3.57 6.47 3.41 6.07 3.23 5.65
8 3.58 6.37 3.44 6.03 3.28 5.67 3.12 5.28 2.93 4.86
9 3.37 5.80 3.23 5.47 3.07 5.11 2.90 4.73 2.71 4.31
10| 3.22 5.39 3.07 5.06 2.91 4.71 2.74 4.33 2.54 3.91

11| 3.09 5.07 2.95 4.74 2.79 4.40 2.61 4.02 2.40 3.60
12| 3.00 4.82 2.85 4.50 2.69 4.16 2.51 3.78 2.30 3.36
13| 2.92 4.62 2.77 4.30 2.60 3.96 2.42 3.99 2.21 3.17
14| 2.85 4.46 2.70 4.14 2.53 3.80 2.35 3.43 2.13 3.00
15| 2.79 4.32 2.64 4.00 2.48 3.67 2.29 3.29 2.07 2.87
16| 2.74 4.20 2.59 3.89 2.42 3.55 2.24 3.18 2.01 2.75
17| 2.70 4.10 2.55 3.79 2.38 3.46 2.19 3.08 1.96 2.65
18| 2.66 4.01 2.51 3.71 2.34 3.37 2.15 3.00 1.92 2.57
19| 2.63 3.94 2.48 3.63 2.31 3.30 2.11 2.92 1.88 2.49
20| 2.60 3.87 2.45 3.56 2.28 3.23 2.08 2.86 1.84 2.42

21| 2.57 3.81 2.42 3.51 2.25 3.17 2.05 2.80 1.81 2.36
221 2.55 3.76 2.40 3.45 2.23 3.12 2.03 2.75 1.78 2.31
23| 2.53 3.71 2.37 3.41 2.20 3.07 2.01 2.70 1.76 2.26
241 2.51 3.67 2.36 3.36 2.18 3.03 1.98 2.66 1.73 2.21
251 2.49 3.63 2.34 3.32 2.16 2.99 1.96 2.62 1.71 2.17
26 | 2.47 3.59 2.32 3.29 2.15 2.96 1.95 2.58 1.69 2.13
27| 2.46 3.56 2.31 3.26 2.13 2.93 1.93 2.55 1.67 2.10
28 | 2.45 3.53 2.29 3.23 2.12 2.90 1.91 2.52 1.65 2.06
29| 243 3.50 2.28 3.20 2.10 2.87 1.90 2.49 1.64 2.03
30| 2.42 3.47 2.27 3.17 2.09 2.84 1.89 2.47 1.62 2.01

40| 2.34 3.29 2.18 2.99 2.00 2.66 1.79 2.29 1.51 1.80
80| 2.21 3.04 2.06 2.74 1.88 2.42 1.65 2.03 1.32 1.49
120| 2.18 2.96 2.02 2.66 1.83 2.34 1.61 1.95 1.25 1.38
oo | 2.10 2.80 1.94 2.51 1.75 2.18 1.52 1.79 1.00 1.00
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