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Pr�eface

Ce livre d'exercices et de probl�emes corrig�es s'appuie sur le texte de cours
Introduction aux probabilit�es et �a la statistique . Il reprend, avec leur correction
d�etaill�ee, les exercices et les probl�emes propos�es aux�el�eves de premi�ere ann�ee �a
l' �Ecole Nationale Sup�erieure des Techniques Avanc�ees depuis 1999. L'accent est
mis sur la mod�elisation et les applications.

Gardant la structure du texte de cours, les exercices sont regroup�es en cha-
pitres, avec en probabilit�es : les espaces probabilis�es I(probabilit�es discr�etes, d�e-
nombrement, probabilit�es conditionnelles et ind�ependance), les variables al�eatoires
discr�etes II (loi, loi conditionnelle, esp�erance), les variables al�eatoires continues III
(loi, loi conditionnelle, esp�erance, fonction de r�epartition), les fonctions caract�e-
ristiques IV (ou transform�ee de Fourier), les th�eor�emes limites V (les di��erentes
convergences, loi forte des grands nombres, th�eor�eme central limite), les vecteurs
gaussiens VI, la simulation VII (qui correspond �a un paragraphe dans le livre de
cours) ; et avec en statistique : les estimateurs VIII (estimation param�etrique, esti-
mateur du maximum de vraisemblance, propri�et�es des estimateurs �a horizon �ni et
asymptotique, comparaison d'estimateurs, am�elioration d'estimateurs par condi-
tionnement par rapport �a une statistique exhaustive), les tests IX (tests asympto-
tiques, tests du� 2 empiriques, tests d'ad�equation de loi et tests non param�etriques)
et les intervalles et r�egions de con�ance X. Dans chaque chapitre d'exercices, nous
nous sommes e�orc�es de pr�esenter des exercices de manipulation qui permettent
d'appr�ehender les concepts du cours, puis parfois des exercices sp�eci�ques (comme
sur les lois ou probabilit�es conditionnelles, sur le jeu depile ou face ou sur le
test du � 2), et surtout des exercices de mod�elisation avec des applications di-
verses dans plusieurs domaines scienti�ques (math�ematiques, physique, sciences
de l'ing�enieur, sciences du vivant, �economie...). Citons par exemple : le calcul du
nombre de points �xes d'une permutation I.9, les notions de sensibilit�e et de sp�e-
ci�cit�e des tests de d�epistage I.11, l'analyse du jeu \Let 's Make a Deal" I.14, une



m�ethode d'optimisation de coût de d�epistage II.18, un calcul (peu e�cace) de �
avec l'aiguille de Bu�on III.16, le calcul de la loi de Maxwell pour la distribution
des vitesses des mol�ecules d'un gaz III.18, des calculs de limites d�eterministes par
des m�ethodes stochastiques V.11 et V.12, le paradoxe de Saint-Petersbourg V.13,
l'analyse des sondages V.14 (voir aussi les probl�emes XI.10 et XII.8), le th�eor�eme
de Weierstrass V.17, un mod�ele de contamination au mercureV.18, la d�etection
de la contamination dans l'agro-alimentaire VIII.10, la d�etection d'un vaccin d�e�-
cient IX.7, l'analyse du nombre de gar�cons dans les familles �a 5 enfants IX.18 (voir
aussi le probl�eme XII.10), les d�es (non-�equilibr�es) de Weldon IX.19, l'analyse des
intervalles de con�ance d'une fr�equence X.3...

Viennent en�n deux chapitres de probl�emes qui utilisent l' ensemble des concepts
du cours de probabilit�es (chapitre XI) et du cours de probabilit�es et de statistique
(chapitre XII). Les probl�emes ont une forte composante de mod�elisation et d'ana-
lyse des mod�eles correspondant �a des ph�enom�enes r�eels. Ils sont r�ev�elateurs de la
diversit�e de l'utilisation actuelle des probabilit�es et des statistiques. Citons par
exemple : l'analyse des populations biologiques (leur dynamique avec le processus
de Galton-Watson XI.8 et l'estimation de leur taille XII.2) , l'analyse g�en�etique
(mod�ele de Hardy-Weinberg XII.1 et mod�ele de mutation de l 'ADN XII.13), l'ana-
lyse des temps d'attente (probl�emes du collectionneur XI.3 et XI.4, paradoxe du
bus XI.5), les mod�eles en �economie (math�ematiques �nanci�eres XI.12, strat�egie op-
timale dans le probl�eme du mariage XI.14, vente de disques XI.11 et XII.9, taille
des villes XII.6), la th�eorie de l'information XI.13, l'an alyse des s�eries temporelles
XII.12, la th�eorie des sondages XI.10 et XII.8, des mod�eles de physique (loi de
Bose-Einstein XI.9, r�esistance de c�eramiques XII.7, chaleur latente XII.5), les m�e-
thodes statistiques de comparaison d'�echantillons XII.11, XII.6, XII.3, XII.4... Le
dernier chapitre comprend les corrections d�etaill�ees des exercices et des probl�emes.

Grâce �a la participation active des �el�eves et surtout de s enseignants, ce fut
un plaisir de r�ediger ces exercices et probl�emes. Je souhaite ainsi remercier : Mo-
hamed Ben Alaya, Hermine Bierm�e, Antoine Chambaz, Jean-St�ephane Dhersin,
Roland Donat, Anne Dutfoy, Xavier Epiard, Marie-Pierre Eti enne, Josselin Gar-
nier, Julien Guyon, Far Hadda, Olivier H�enard, Patrick Hos cheit, Lauris Joubert,
R�egis Lebrun, Vincent Le�eux, J�erôme Lelong, Eulalia Nu alart, Christian Pa-
roissin, B�en�edicte Puig, Victor Rivero, Rapha •el Roux, Mohamed Sba•�, Simone
Scotti, Michel Sortais, Emmanuel Temam et Mathias Winkel. Je souhaite �egale-
ment remercier Romain Abraham, Didier Chauveau, Benjamin Jourdain et Ber-
nard Lapeyre pour les nombreuses discussions ainsi que Jean-Philippe Chance-
lier pour son aide pr�ecieuse concernant l'utilisation deslogiciels Latex et Scilab
(http://www.scilab.org/ ). En�n je remercie les personnels du Cermics, labo-
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ratoire de l' �Ecole des Ponts et Chauss�ees, pour l'ambiance de travail agr�eable et
stimulante qu'ils ont su cr�eer et d�evelopper.

Avec pour la �n, les remerciements �a ceux qui m'ont entour�e et soutenu tout
au long de la r�edaction de cet ouvrage.

Champs-sur-Marne,
Octobre 2011. Jean-Fran�cois Delmas
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Premi�ere partie

�Enonc�es





I

Espaces probabilis�es

I.1 D�enombrement

Exercice I.1 (Jeu de cartes).
On tire au hasard deux cartes dans un jeu de 52 cartes.

1. Quelle est la probabilit�e pour que la couleur des deux cartes soit pique ?

2. Quelle est la probabilit�e pour que les deux cartes ne soient pas de la même
couleur (pique, c�ur, carreau, tr�ee) ?

3. Quelle est la probabilit�e pour que la premi�ere carte soit un pique et la seconde
un c�ur ?

4. Quelle est la probabilit�e pour qu'il y ait un pique et un c� ur ?

5. Quelle est la probabilit�e pour qu'il y ait un pique et un as ?

4

Exercice I.2 (Jeu de d�es).
Le joueur A poss�ede deux d�es �a six faces, et le joueurB poss�ede un d�e �a douze
faces. Le joueur qui fait le plus grand score remporte la mise(match nul si �egalit�e).
Calculer la probabilit�e que A gagne et la probabilit�e d'avoir un match nul. Le jeu
est-il �equilibr�e ?

4

Exercice I.3 (Anniversaires simultan�es).
On consid�ere une classe den �el�eves. On suppose qu'il n'y a pas d'ann�ee bissextile.

1. Quelle est la probabilit�e, pn , pour que deux �el�eves au moins aient la même date
d'anniversaire ? Trouver le plus petit entier n1 tel que pn1 � 0:5. Calculer p366.

2. Quelle est la probabilit�e, qn , pour qu'au moins un �el�eve ait la même date
d'anniversaire que Socrate ? Calculerqn1 et q366.



I Espaces probabilis�es

4

Exercice I.4 (Jeu de pile ou face).
Eug�ene et Diog�ene ont l'habitude de se retrouver chaque semaine autour d'un verre
et de d�ecider �a pile ou face qui r�egle l'addition. Eug�ene se lamente d'avoir pay�e
les quatre derni�eres additions et Diog�ene, pour faire plaisir �a son ami, propose de
modi�er exceptionnellement la r�egle : \Eug�ene, tu vas lan cer la pi�ece cinq fois et
tu ne paieras que si on observe une suite d'au moins trois piles cons�ecutifs ou d'au
moins trois faces cons�ecutives". Eug�ene se f�elicite d'avoir un si bon ami. �A tort ou
�a raison ?

4

Exercice I.5 (Tirage avec remise et sans remise).
Une urne contient r boules rouges etb boules bleues.

1. On tire avec remisep 2 N� boules. Calculer la probabilit�e pour qu'il y ait pr

boules rouges etpb boules bleues (pr + pb = p).

2. On tire sans remise p � r + b boules. Calculer la probabilit�e pour qu'il y ait
pr boules rouges etpb boules bleues (pr � r , pb � b et pr + pb = p).

3. Calculer, dans les deux cas, les probabilit�es limites quand r ! 1 , b ! 1 et
r=(b+ r ) ! � 2 ]0; 1[.

4

I.2 Formule du crible et applications

Exercice I.6 (Formule du crible).
Soit A1; � � � ; An des �ev�enements.

1. Montrer que P(A1 [ A2) = P(A1) + P(A2) � P(A1 \ A2).

2. Montrer la formule du crible par r�ecurrence.

P

 
n[

i =1

A i

!

=
nX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n

P(A i 1 \ � � � \ A i p ): (I.1)

3. In�egalit�es de Bonferroni. Montrer, par r�ecurrence su r n, que pour 1� m � n,
mX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n

P(A i 1 \ � � � \ A j p )

est une majoration (resp. minoration) deP(
S n

i =1 A i ) lorsquem est impair (resp.
pair).

4



I.2 Formule du crible et applications

4

Exercice I.7 (Entente) .
A�n de savoir si les �el�eves travaillent ind�ependamment o u en groupe, un enseignant
donnem exercices �a une classe den �el�eves et demande �a chaque �el�eve de choisir k
exercices parmi lesm.

1. Calculer la probabilit�e pour que les �el�eves aient tous choisi une combinaison
�x�ee de k exercices.

2. Calculer la probabilit�e pour que tous les �el�eves aient choisi lesk mêmes exer-
cices.

3. Calculer la probabilit�e pour qu'une combinaison �x�ee �a l'avance, n'ait pas �et�e
choisie.

4. Calculer la probabilit�e pour qu'il existe au moins une combinaison dek exer-
cices qui n'ait pas �et�e choisie. (On utilisera la formule du crible (I.1), cf. exercice
I.6)

5. A.N. Donner les r�esultats pour n = 20, m = 4, k = 2. Comparer les valeurs
pour les questions 1 et 2 puis 3 et 4. Que peut dire l'enseignant si tous les
�el�eves ont choisi la même combinaison de 2 exercices ?

4

Exercice I.8 (Nombre de Stirling).
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice I.6). Soit 1� k �
n.

1. Calculer �a l'aide de la formule du crible le nombre de surjections def 1; � � � ; ng
dans f 1; � � � ; kg.

2. En d�eduire
�

n
k

�
, le nombre de partitions d'un ensemble �an �el�ements en k sous-

ensembles non vides. Les nombres
�

n
k

�
sont appel�es les nombres de Stirling de

deuxi�eme esp�ece.

3. Montrer que
�

n
k

�
=

�
n � 1
k � 1

�
+ k

�
n � 1

k

�
;

�
n
1

�
= 1 ;

�
n
k

�
= 0 si k > n:

4

Exercice I.9 (Points �xes d'une permutation) .
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice I.6).

5



I Espaces probabilis�es

1. Pour fêter leur r�eussite �a un concours, n �etudiants se donnent rendez-vous dans
un chalet. En entrant chaque personne d�epose sa veste dans un vestiaire. Au
petit matin, quand les esprits ne sont plus clairs, chacun prend au hasard une
veste. Quelle est la probabilit�e pour qu'une personne au moins ait sa propre
veste ?

2. En d�eduire le nombre de permutations def 1; : : : ; ng sans point �xe (probl�eme
formul�e par P. R. de Montmort en 1708) 1

3. En s'inspirant de la question 1, calculer la probabilit�e � n (k) pour que k per-
sonnes exactement aient leur propre veste.

4. Calculer la limite � (k) de � n (k) quand n tend vers l'in�ni. V�eri�er que la
famille (� (k); k 2 N) d�etermine une probabilit�e sur N. Il s'agit en fait de la loi
de Poisson.

4

I.3 Probabilit�es conditionnelles

Exercice I.10 (Famille �a deux enfants) .
On suppose que l'on a autant de chance d'avoir une �lle ou un gar�con �a la naissance
(et qu'il n'y a pas de jumeau). Votre voisin de palier vous dit qu'il a deux enfants.

1. Quelle est la probabilit�e qu'il ait au moins un gar�con ?

2. Quelle est la probabilit�e qu'il ait un gar�con, sachant q ue l'â�n�ee est une �lle ?

3. Quelle est la probabilit�e qu'il ait un gar�con, sachant q u'il a au moins une �lle ?

4. Vous t�el�ephonez �a votre voisin. Une �lle d�ecroche le t �el�ephone. Vous savez que
dans les familles avec un gar�con et une �lle, la �lle d�ecroche le t�el�ephone avec
probabilit�e p, quelle est la probabilit�e que votre voisin ait un gar�con ?

5. Vous sonnez �a la porte de votre voisin. Une �lle ouvre la porte. Sachant que
l'â�n�e(e) ouvre la porte avec probabilit�e p, et ce ind�ependamment de la r�epar-
tition de la famille, quelle est la probabilit�e que votre vo isin ait un gar�con ?

La question 3 a une variante2 (laiss�ee �a la sagacit�e du lecteur) : Quelle est la
probabilit�e que votre voisin qui a deux enfants, ait un gar�con, sachant qu'il a une
�lle qui est n�ee un mardi ?

4

1. L. Takacs. The problem of coincidences. Arch. Hist. Exact Sci. , vol. 21(3), pp. 229-244
(1980).

2. T. Khovanova. Martin Gardner's Mistake. http://arxiv.org/pdf/1102.0173v1 (2011).
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I.3 Probabilit�es conditionnelles

Exercice I.11 (Test m�edical) .
Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque test sa sensibilit�e � , qui
est la probabilit�e que le test soit positif si le sujet est malade, et sa sp�eci�cit�e � , qui
est la probabilit�e que le test soit n�egatif si le sujet est sain. Sachant qu'en moyenne
il y a un malade sur 1000 personnes, calculer la probabilit�epour que vous soyez
un sujet sain alors que votre test est positif, avec� = 98% et � = 97%. Calculer
la probabilit�e d'̂etre malade alors que le test est n�egatif. Commentaire.

4

Exercice I.12 (Couleur des yeux).
Le g�ene qui d�etermine la couleur bleue des yeux est r�ecessif. Pour avoir les yeux
bleus, il faut donc avoir le g�enotype bb. Les g�enotypesmm et bm donnent des yeux
marron. On suppose que les parents transmettent indi��eremment un de leurs g�enes
�a leurs enfants. La s�ur et la femme d'Adrien ont les yeux ble us, mais ses parents
ont les yeux marron.

1. Quelle est la probabilit�e pour qu'Adrien ait les yeux bleus ?

2. Quelle est la probabilit�e que le premier enfant d'Adrien ait les yeux bleus
sachant qu'Adrien a les yeux marron ?

3. Quelle est la probabilit�e pour que le deuxi�eme enfant d'Adrien ait les yeux
bleus sachant que le premier a les yeux marron ?

4. Comment expliquez-vous la di��erence des r�esultats entre les deux derni�eres
questions ?

4

Exercice I.13 (Paradoxe de Bertrand (1889)).
On consid�ere trois cartes : une avec les deux faces rouges, une avec les deux faces
blanches, et une avec une face rouge et une face blanche. On tire une carte au
hasard. On expose une face au hasard. Elle est rouge. Parieriez-vous que la face
cach�ee est blanche ? Pour vous aider dans votre choix :

1. D�eterminer l'espace de probabilit�e.

2. Calculer la probabilit�e que la face cach�ee soit blanchesachant que la face visible
est rouge.

4

Exercice I.14 (Let's Make a Deal).
Le probl�eme qui suit est inspir�e du jeu t�el�evis�e am�eri cain \Let's Make a Deal"
(1963-1977) pr�esent�e par Monty Hall 3. On consid�ere trois portes : A, B et C.

3. Wikipedia : http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem .
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I Espaces probabilis�es

Derri�ere l'une d'entre elles se trouve un cadeau et rien derri�ere les deux autres.
Vous choisissez au hasard une des trois portes sans l'ouvrir, par exemple la porteA.
�A ce moment-l�a, le pr�esentateur, qui sait derri�ere quell e porte se trouve le cadeau,
ouvre une porte parmi les deuxB et C, derri�ere laquelle il n'y a �evidemment rien.
On vous propose alors de changer ou non de porte, le but �etantd'ouvrir la porte
qui cache le cadeau a�n de gagner. L'objectif de cet exerciceest de d�eterminer
votre meilleure strat�egie.

1. On suppose que si le cadeau est derri�ere la porteA, alors le pr�esentateur choisit
au hasard entre les deux autres portes. Calculer la probabilit�e pour que le
cadeau soit derri�ere la porte B sachant que le pr�esentateur ouvre la porteC.
Que faites-vous ?

2. On suppose que si le cadeau est derri�ere la porteA, alors le pr�esentateur choisit
syst�ematiquement la porte B . Que faites-vous si le pr�esentateur ouvre la porte
B (respectivement C) ?

3. Montrer que quelle que soit la valeur de la probabilit�e pour que le pr�esentateur
ouvre la porte B (respectivementC) sachant que le cadeau est derri�ere la porte
A, vous avez int�erêt �a changer de porte. En d�eduire que la meilleure strat�egie
consiste �a changer syst�ematiquement de porte.

4. Une fois que le pr�esentateur a ouvert une porte, et quel que soit le m�ecanisme
de son choix, vous tirez �a pile ou face pour choisir si vous changez ou non
de porte. Quelle est votre probabilit�e de gagner le cadeau ?V�eri�er que cette
strat�egie est moins bonne que la pr�ec�edente.

4
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II

Variables al�eatoires discr�etes

II.1 Exercices de manipulation

Exercice II.1 (Lois discr�etes usuelles).
Calculer les fonctions g�en�eratrices des lois usuelles : Bernoulli, binomiale, g�eom�e-
trique et Poisson. En d�eduire leur moyenne et leur variance.

4

Exercice II.2 (Loi de Poisson).
Soit X une variable al�eatoire de loi de Poisson de param�etre� > 0 : P(X = k) =

e� � � k

k!
, k 2 N.

1. V�eri�er que
1

1 + X
est une variable al�eatoire int�egrable. Calculer E

�
1

1 + X

�
.

2. Calculer E
�

1
(1 + X )(2 + X )

�
et en d�eduire E

�
1

2 + X

�
.

4

Exercice II.3 (Ivresse).
Un gardien de nuit doit ouvrir une porte dans le noir, avecn clefs dont une seule
est la bonne. On noteX le nombre d'essais n�ecessaires pour trouver la bonne clef.

1. On suppose que le gardien essaie les clefs une �a une sans utiliser deux fois la
même. Donner la loi deX , son esp�erance et sa variance.

2. Lorsque le gardien est ivre, il m�elange toutes les clefs �a chaque tentative. Donner
la loi de X , son esp�erance et sa variance.

3. Le gardien est ivre un jour sur trois. Sachant qu'un jour n tentatives ont �et�e
n�ecessaires pour ouvrir la porte, quelle est la probabilit�e que le gardien ait �et�e
ivre ce jour l�a ? Calculer la limite quand n tend vers l'in�ni.



II Variables al�eatoires discr�etes

4

Exercice II.4 (Jeu de d�es).
On jette 5 d�es. Apr�es le premier lancer, on reprend et on lance les d�es qui n'ont
pas donn�e de six, jusqu'�a ce qu'on obtienne 5 six. SoitX le nombre de lancers
n�ecessaires.

1. Calculer P(X � k) pour k 2 N.

2. Soit Y une variable �a valeurs dansN. Montrer que

E[Y ] =
1X

k=1

P(Y � k):

3. Combien de lancers sont n�ecessaires en moyenne pour obtenir les 5 six ?

4

Exercice II.5 (M�elange de lois discr�etes).
Soit des variables al�eatoires ind�ependantesX , de loi de Bernoulli de param�etre
p 2]0; 1[, Y de loi g�eom�etrique de param�etre a 2]0; 1[ et Z de loi de Poisson de
param�etre � > 0.

1. Donner les fonctions g�en�eratrices deY et Z .

2. Soit U la variable al�eatoire �egale �a 0 si X = 0, �egale �a Y si X = 1. Calculer la
fonction g�en�eratrice de U, en d�eduire E[U] et E[U2].

3. Soit V la variable al�eatoire �egale �a Y si X = 0, �egale �a Z si X = 1. Calculer la
fonction g�en�eratrice de V , en d�eduire E[V ] et E[V 2].

4

Exercice II.6 (Questionnaire �a choix multiples) .
On pose 20 questions �a un candidat. Pour chaque questionk r�eponses sont propo-
s�ees dont une seule est la bonne. Le candidat choisit au hasard une des r�eponses
propos�ees.

1. On lui attribue un point par bonne r�eponse. Soit X le nombre de points obtenus.
Quelle est la loi deX ?

2. Lorsque le candidat donne une mauvaise r�eponse, il peut choisir �a nouveau une
des autres r�eponses propos�ees. On lui attribue alors12 point par bonne r�eponse.
Soit Y le nombre de 1

2 points obtenus lors de ces seconds choix. Quelle est la
loi de Y ?

3. Soit S le nombre total de points obtenus. D�eterminer k pour que le candidat
obtienne en moyenne une note de 5 sur 20.
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II.2 Jeu de pile ou face

4

Exercice II.7 (Deux urnes).
On consid�ere deux urnes contenant chacuneR boules rouges etB boules bleues.
On note X le nombre de fois o�u en retirant une boule de chacune des deuxurnes,
elles n'ont pas la même couleur. Les tirages sont sans remise.

1. Calculer la probabilit�e pour que lors du i -�eme tirage, les deux boules n'aient
pas la même couleur. En d�eduireE[X ].

2. Calculer la loi de X . Est-il facile de calculer E[X ] �a partir de la loi de X ?

4

Exercice II.8 (Urne).
Une urne contient N boules num�erot�ees de 1 �a N . On tire n boules une �a une avec
remise. SoitX et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus.

1. Calculer P(X � x) pour tout x 2 f 1; � � � ; N g. En d�eduire la loi de X .

2. Donner la loi de Y .

3. Calculer P(X > x; Y � y) pour tout ( x; y) 2 f 0; � � � ; N g2. En d�eduire la loi du
couple (X; Y ).

4

Exercice II.9 (D�e �a 11 faces).
On d�esire r�epondre �a la question suivante : Peut-on reproduire le r�esultat d'un
lancer d'un d�e �equilibr�e �a onze faces, num�erot�ees de 2 �a 12, comme la somme d'un
lancer de deux d�es �a six faces, num�erot�ees de 1 �a 6, �eventuellement di��eremment
biais�es ?

1. Soit X de loi uniforme sur f 2; : : : ; 12g. V�eri�er que la fonction g�en�eratrice de
X est un polynôme. Quelles sont ses racines r�eelles ?

2. �Etudier les racines de la fonction g�en�eratrice associ�ee�a la somme d'un lancer
de deux d�es �a six faces. Conclure.

4

II.2 Jeu de pile ou face

Exercice II.10 ( �Egalit�e de pile) .
Deux joueurs lancent une pi�ece de monnaie parfaitement �equilibr�ee n fois chacun.
Calculer la probabilit�e qu'ils obtiennent le même nombre de fois pile.

4
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II Variables al�eatoires discr�etes

Exercice II.11 (Les bô�tes d'allumettes de Banach).
Ce probl�eme 1. est dû �a H. Steinhaus (1887-1972) qui le d�edia �a S. Banach (1892-
1945), lui aussi grand fumeur.

Un fumeur a dans chacune de ses deux poches une bô�te d'allumettes qui
contient initialement N allumettes. �A chaque fois qu'il veut fumer une cigarette,
il choisit au hasard une de ses deux poches et prend une allumette dans la bô�te
qui s'y trouve.

1. Lorsqu'il ne trouve plus d'allumette dans la bô�te qu'il a choisie, quelle est la
probabilit�e pour qu'il reste k allumettes dans l'autre bô�te ?

2. Le fumeur cherche alors une allumette dans son autre poche. Quelle est la
probabilit�e pour que l'autre bô�te soit vide, ce qui su�t � a gâcher la journ�ee ?
Application num�erique : N = 20 (la bô�te plate), N = 40 (la petite bô�te).

4

Exercice II.12 (Loi binomiale n�egative) .
On consid�ere un jeu de pile ou face biais�e : les variables al�eatoires (X n ; n 2 N� ) sont
ind�ependantes et de même loi de Bernoulli de param�etrep 2]0; 1[ : P(X n = 1) = p
et P(X n = 0) = 1 � p. On note Tk l'instant du k-i�eme succ�es : T1 = inf f n �
1;X n = 1g et pour k � 2,

Tk = inf f n � Tk� 1 + 1; X n = 1g:

1. Montrer que T1 et T2 � T1 sont ind�ependants.

2. On poseT0 = 0. Montrer que T1 � T0, T2 � T1; � � � ; Tk+1 � Tk sont ind�ependantes
et de même loi.

3. Calculer E[Tk ] et Var(Tk ).

4. D�eterminer P(Tk = n) directement. Donner la fonction g�en�eratrice de Tk . La
loi de Tk est appel�ee loi binomiale n�egative de param�etre (k; p).

On poss�ede une seconde pi�ece de param�etre� 2 ]0; 1[. On note � l'instant du
premier succ�es de la seconde pi�ece. On d�ecide de jouer avec la premi�ere pi�ece
jusqu'au � -i�eme succ�es (c'est-�a-dire T� ).

5. D�eterminer la loi de T� �a l'aide des fonctions g�en�eratrices. Reconnâ�tre la loi
de T� .

6. Retrouver ce r�esultat �a l'aide d'un raisonnement probabiliste sur les premiers
temps de succ�es.

4

1. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications , vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).
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II.3 Lois conditionnelles

Exercice II.13 (Temps d'apparition d'une s�equence).
On consid�ere un jeu de pile ou face biais�e : les variables al�eatoires (X n ; n 2 N� ) sont
ind�ependantes et de même loi de Bernoulli de param�etrep 2]0; 1[ : P(X n = 1) = p
et P(X n = 0) = 1 � p. On consid�ere le premier temps d'apparition de la s�equence
10 : T = inf f n � 2;X n� 1 = 1 ; X n = 0g, avec la convention inf; = + 1 .
1. Montrer que P(T < + 1 ) = 1.
2. Calculer la loi deT, et montrer que T a même loi queU + V o�u U et V sont des

variables al�eatoires ind�ependantes de loi g�eom�etrique de param�etre respectifp
et 1 � p.

3. Trouver la fonction g�en�eratrice de T.
4. Calculer la moyenne et la variance deT.

4

Exercice II.14 (Loi de Poisson).
Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loide Bernoulli
de param�etre p 2]0; 1[, P(X n = 1) = p et P(X n = 0) = 1 � p, et N une variable
al�eatoire �a valeurs dans N ind�ependante de (X n ; n � 1). On poseS = 0 si N = 0
et S =

P N
k=1 X k sinon. On d�esire d�eterminer les lois deN telles que les variables

S et N � S soient ind�ependantes. On note� la fonction g�en�eratrice de N .

1. On suppose que la loi deN est la loi de Poisson de param�etre� > 0 : P(N =

n) =
� n

n!
e� � pour n 2 N. D�eterminer la loi de ( S; N � S). Reconnâ�tre la loi de

S. V�eri�er que S et N � S sont ind�ependants.

On suppose queS et N � S sont ind�ependants.
2. Montrer que pour tout z 2 [� 1; 1], � (z) = � ((1 � p) + pz)� (p + (1 � p)z). On

poseh(z) = � 0(z)=� (z), pour z 2]0; 1[. Montrer que h(z) = ph((1 � p) + pz) +
(1 � p)h(p + (1 � p)z).

3. On supposep = 1=2. V�eri�er que h(z) = h((1 + z)=2). En d�eduire que h(z) =
lim

r ! 1�
h(r ), puis que soit N = 0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.

4. On supposep 2]0; 1=2[. Montrer, en s'inspirant de la question pr�ec�edente, que
soit N = 0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.

4

II.3 Lois conditionnelles

Exercice II.15 (Loi de Bernoulli) .
Soit (X 1; : : : ; X n ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loi de Bernoulli
de param�etre p 2]0; 1[. On note Sn =

P n
i =1 X i .
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II Variables al�eatoires discr�etes

1. Calculer la loi de (X 1; : : : ; X n ) conditionnellement �a Sn .

2. Calculer la loi de X i conditionnellement �a Sn (pour n � i ).

3. Les variablesX 1 et X 2 sont-elles ind�ependantes conditionnellement �aSn (pour
n � 2) ?

4

Exercice II.16 (Loi de Poisson).
Soit X 1; X 2 des variables al�eatoires ind�ependantes de loi de Poissonde param�etres
respectifs � 1 > 0 et � 2 > 0.

1. Calculer la loi de X 1 + X 2.

2. Calculer la loi de X 1 sachant X 1 + X 2. Reconnâ�tre cette loi.

3. Calculer E[X 1jX 1 + X 2].

4

Exercice II.17 (Somme de variables al�eatoires g�eom�etriques).
Soit X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes de loi g�eom�etrique de même
param�etre p 2]0; 1[.

1. Calculer les fonctions g�en�eratrices deX et deY , en d�eduire celle deS = X + Y.
Calculer P(S = n) pour n 2 N.

2. D�eterminer la loi de X sachant S. En d�eduire E[X jS].

3. V�eri�er la formule E [E[X jS]] = E[X ]:

4

II.4 Mod�elisation

Exercice II.18 (Optimisation de coûts).
Le coût de d�epistage de la maladieM �a l'aide d'un test sanguin est c. La probabilit�e
qu'une personne soit atteinte de la maladie M estp. Chaque personne est malade
ind�ependamment des autres. Pour e�ectuer un d�epistage parmi N personnes, on
propose les deux strat�egies suivantes :

Strat�egie 1 : Un test par personne.
Strat�egie 2 : On suppose queN=n est entier et on regroupe lesN personnes

en N=n groupes den personnes. Par groupe, on m�elange les pr�el�evements
sanguins desn personnes et on e�ectue le test. Si on d�etecte la maladieM
dans le m�elange, alors on refait un test sanguin pour chacune desn personnes.
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II.4 Mod�elisation

Calculer le coût de la strat�egie 1, puis le coût moyen de lastrat�egie 2. On
supposeranp � 1, et on montrera que n ' p� 1=2 est une taille qui minimise
correctement le coût moyen de la strat�egie 2. Quelle strat�egie choisissez-vous ?
Illustrer vos conclusions pour le cas o�up = 1%.

Cette d�emarche a �et�e utilis�ee initialement par R. Dorfm an2, durant la Seconde
Guerre mondiale, dans un programme commun avec l'United States Public Health
Service et le Selective Service System, a�n de r�eformer lesfuturs appel�es du contin-
gent ayant la syphilis (taux de syphilis en Am�erique du nord : de l'ordre de 1%
�a 2% dans les ann�ees 1940 et de l'ordre de 5 �a 20 pour 100 000 en 1990). De
nombreuses g�en�eralisations ont ensuite �et�e �etudi�ee s.

4

Exercice II.19 (Temps de panne).
On d�esire mod�eliser la loi du temps d'attente d'une panne de machine �a l'aide
d'une loi sans m�emoire : la probabilit�e pour que la machine tombe en panne apr�es
la date k + n sachant qu'elle fonctionne �a l'instant n est ind�ependante den. Plus
pr�ecis�ement, on dit qu'une variable al�eatoire X �a valeurs dans N est de loi sans
m�emoire si P(X > k + njX > n ) est ind�ependant de n 2 N pour tout k 2 N.

1. Montrer que la loi g�eom�etrique de param�etre p est sans m�emoire.

2. Caract�eriser toutes les lois sans m�emoire des variables al�eatoires X �a valeurs
dans N� . On pourra calculer P(X > 1 + n) en fonction de P(X > 1).

3. Caract�eriser toutes les lois sans m�emoire des variables al�eatoires X �a valeurs
dans N.

4

Exercice II.20 (M�edailles) .
La France a eu 38 m�edailles dont 13 d'or aux jeux olympiques de Sydney en 2000,
sur 928 m�edailles dont 301 d'or. On estime la population �a 6 milliards dont 60
millions en France. Peut-on dire que les sportifs de haut niveau sont uniform�ement
r�epartis dans la population mondiale ?

4

Exercice II.21 (Suites typiques).
On s'int�eresse aux nombres de suites typiques contenant des 0 ou des 1. Plus
pr�ecis�ement, on consid�ere 
 n l'ensemble des suites! = ( ! 1; : : : ; ! n ) 2 f 0; 1gn

muni de la probabilit�e P(f ! g) = p
P n

i =1 ! i qn�
P n

i =1 ! i . On d�e�nit le sous-ensemble

2. R. Dorfman. The detection of defective numbers of large populations. Ann. Math. Statist.
vol. 14, pp. 436-440 (1943).
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II Variables al�eatoires discr�etes

de 
 des suites typiques de longueurn par :

Cn =
n

! 2 
 n ;
�
�
�

1
n

nX

i =1

! i � p
�
�
� � � n

o
;

o�u lim n!1 � n = 0 et lim n!1
p

n� n = + 1 . Le but de l'exercice est de montrer que
l'ensembleCn est de probabilit�e proche de 1 et d'estimer son cardinal (qui peut
être signi�cativement plus petit que celui de 
 n qui vaut 2n ).

1. Soit � 2 ]0; 1[. Montrer, �a l'aide de l'in�egalit�e de Tchebychev que po ur n assez
grand, on a P(Cn ) � 1 � � .

On d�e�nit l'entropie de la loi de Bernoulli de param�etre p par Hp = � p log(p) �
(1 � p) log(1 � p).

2. Pour quelle valeur dep l'entropie est-elle maximale ?

3. Montrer que pour n assez grand, on a pour tout! 2 Cn :

e� n(H p + � n ) � P(f ! g) � e� n(H p � � n =2) � e� n(H p � � n ) ;

avec 0� � n = cp� n , la constante cp d�ependant seulement dep.

4. Montrer que pour tout n assez grand, on a :

en(H p � � n ) � Card (Cn ) � en(H p + � n ) ;

5. Quel r�esultat obtenez-vous sip = 1=2, si p ' 0 ou p ' 1 ?

Certaines techniques de compression consistent �a trouverles suites typiques pour
une longueurn �x�ee, et �a les coder par des s�equences courtes (d'o�u la compression).
La contrepartie est que les suites non-typiques sont cod�ees par des s�equences plus
longues. Comme les suites non-typiques sont tr�es rares, elles apparaissent peu
souvent et donc la compression est peu d�egrad�ee par les suites non-typiques. La
compression est d'autant plus importante que l'ensemble des suites typiques est
petit. Dans le cas de s�equences al�eatoires trait�ees danscet exercice, cela correspond
aux casp ' 0 ou p ' 1.

4

Exercice II.22 (Renouvellement).
On souhaite mod�eliser des ph�enom�enes qui se r�ep�etent �a des intervalles de temps
al�eatoires ind�ependants et identiquement distribu�es ( th�eorie des processus de re-
nouvellement). On ne peut pas pr�edire la date o�u ces ph�enom�enes vont se produire
mais on peut estimer la probabilit�e que ces ph�enom�enes seproduisent �a un instant
n donn�e, pour n 2 N,
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II.4 Mod�elisation

P(le ph�enom�ene se produit �a l'instant n) = vn :

L'objectif de cet exercice est d'utiliser les fonctions g�en�eratrices pour calculer ces
probabilit�es en fonction des lois des intervalles de tempsal�eatoires, puis, d'en
d�eduire les lois des intervalles de temps quand les probabilit�es vn sont stationnaires,
i.e. ind�ependantes den.

On note Tn l'instant de n-i�eme occurrence du ph�enom�ene consid�er�e. On pose
X 1 = T1, et pour n � 2, X n = Tn � Tn� 1, l'intervalle de temps ou le temps �ecoul�e
entre la n-i�eme et la (n � 1)-i�eme occurrence du ph�enom�ene. On suppose que les
variables al�eatoires (X n ; n � 1) sont ind�ependantes, queX 1 est �a valeurs dans N
et que les variables al�eatoires (X n ; n � 2) sont identiquement distribu�ees �a valeurs
dans N� . La loi de X 1 est a priori di��erente de celle de X 2 car le choix du temps
�a partir duquel on commence �a compter les occurrences est arbitraire.

Pour k 2 N, on posebk = P(X 1 = k) et pour s 2 [� 1; 1], B (s) =
P 1

k=0 bksk la
fonction g�en�eratrice de X 1. Pour k 2 N, on posef k = P(X 2 = k) (avec f 0 = 0) et
pour s 2 [� 1; 1], F (s) =

P 1
k=0 f ksk la fonction g�en�eratrice de X 2.

On d�e�nit u0 = 1 et, pour j � 1,

uj = P

 
kX

i =2

X i = j pour un k 2 f 2; : : : ; j + 1g

!

:

Pour s 2] � 1; 1[, on poseU(s) =
P 1

n=0 snun ainsi queV (s) =
P 1

n=0 vnsn .

1. V�eri�er que les fonctions U et V sont bien d�e�nies pour s 2] � 1; 1[.

2. Montrer que vn = bnu0 + bn� 1u1 + bn� 2u2 + � � � + b0un . En d�eduire que pour
s 2] � 1; 1[, on a V (s) = B (s)U(s).

3. Montrer que un = f 1un� 1 + f 2un� 2 + � � � + f nu0. En d�eduire que

V(s) =
B (s)

1 � F (s)
pour s 2] � 1; 1[. (II.1)

On suppose que les probabilit�esvn sont stationnaires et non triviales, i.e. il existe
p 2]0; 1[ et vn = p pour tout n � 0.

4. Calculer V . Calculer b0. Montrer, en calculant les d�eriv�ees successives deF en

fonction de celles deB , que f n =
bn� 1 � bn

p
pour tout n � 1.

5. On suppose de plus que le choix arbitraire du temps �a partir duquel on com-
mence �a compter les occurrences ne change pas le processus des occurrences :
plus pr�ecis�ement s'il n'y a pas d'occurrence �a l'instant initial, alors le temps
de la premi�ere occurrence a même loi queX 2. Autrement dit, on suppose que
la loi de X 1 sachant f X 1 > 0g est la loi de X 2. Montrer alors que X 2 suit la
loi g�eom�etrique de param�etre p, i.e. f n = p(1 � p)n� 1 pour n � 1, et queX 1 a
même loi queX 2 � 1.
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II Variables al�eatoires discr�etes

Ce mod�ele simple permet, par exemple, de rendre compte des temps d'arriv�ees
des particules� �a un compteur Geiger : les probabilit�es d'observer l'arri v�ee d'une
particule � au compteur Geiger ne varie pas avec le temps d'observation (r�egime
stationnaire), et le choix du d�ebut des mesures ne change pas la loi d'attente de la
premi�ere mesure. Avec une discr�etisation r�eguli�ere du temps, on peut mod�eliser les
intervalles de temps entre deux arriv�ees de particules� par des variables al�eatoires
ind�ependantes de loi g�eom�etrique.

4
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III

Variables al�eatoires continues

III.1 Calculs de probabilit�es ou d'esp�erance

Exercice III.1 (Loi de Rayleigh).
Soit la fonction f d�e�nie sur R par : f (x) = x e� x2=2 1f x> 0g.

1. V�eri�er que f est une densit�e de probabilit�e.

2. Soit X une variable al�eatoire continue dont la loi a pour densit�e f . Montrer
que Y = X 2 est une variable al�eatoire continue, dont on pr�ecisera la densit�e.
Reconnâ�tre la loi deY .

3. Calculer l'esp�erance et la variance deY

La densit�e f correspond �a la loi de Rayleigh.
4

Exercice III.2 (Galette des rois).
On consid�ere une galette des rois circulaire de rayonR, une f�eve de rayonr cach�ee
dans la galette (R > 2r > 0). Calculer la probabilit�e de toucher la f�eve quand
on donne le premier coup de couteau dans la galette. (On suppose que le coup
de couteau correspond �a un rayon de la galette.) Donner un �equivalent de cette
probabilit�e pour r petit.

4

Exercice III.3 (La cerise sur le gâteau).
On consid�ere un gâteau circulaire avec une cerise sur le bord. On d�ecoupe le gâteau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

1. Avec quelle probabilit�e la part contenant la cerise est-elle plus petite que la
part ne contenant pas la cerise ?

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise ?



III Variables al�eatoires continues

4

Exercice III.4 (Couper un bâton).
On consid�ere un bâton sur lequel on trace au hasard deux marques. On d�ecoupe
le bâton suivant les deux marques. Quelle est la probabilit�e pour que l'on puisse
faire un triangle avec les trois morceaux ainsi obtenus ? 4

Exercice III.5 (Somme de variables al�eatoires exponentielles).
Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loiexponentielle
de param�etre respectif � n > 0. Montrer que les trois conditions suivantes sont
�equivalentes.

1.
P

n� 1 � � 1
n < 1 .

2. E
hP

n� 1 X n

i
< 1 :

3. P
� P

n� 1 X n < 1
�

> 0.

Pour 3 ) 1, on pourra consid�erer E[e�
P

n � 1 X n ].
4

III.2 Calculs de loi

Exercice III.6 (Loi exponentielle sym�etrique) .
Soit Y une variable al�eatoire de loi exponentielle� > 0 et " une variable al�eatoire
discr�ete ind�ependante de Y et telle que P(" = 1) = P(" = � 1) = 1=2. Montrer que
la loi de la variable al�eatoire Z = "Y poss�ede une densit�e et la calculer. Cette loi
est appel�ee loi exponentielle sym�etrique. 4

Exercice III.7 (Lois gamma).
Soit X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes de loi respective � (�; a ) et
� (�; b ) avec a; b; � 2 ]0; 1 [.

1. Calculer la loi du couple (X + Y;
X

X + Y
).

2. Montrer que X + Y et
X

X + Y
sont ind�ependantes et identi�er leur loi.

4

Exercice III.8 (Loi de Cauchy).
Soit X une variable al�eatoire de Cauchy.
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III.2 Calculs de loi

1. D�eterminer la loi de 1=X .
2. Montrer que si Y et Z sont deux variables gaussiennes centr�ees r�eduites ind�e-

pendantes, alorsY=Z suit une loi de Cauchy.
3. Retrouver ainsi le r�esultat de la question 1.

4

Exercice III.9 (Loi du � 2).
Soit X 1; X 2 des variables al�eatoires ind�ependantes de loiN (0; 1).
1. Montrer que X 2

1 suit la loi � 2(1).
2. Montrer que X 2

1 + X 2
2 suit la loi � 2(2).

4

Exercice III.10 (Loi du min et du max) .
Soit n � 2 et X 1; : : : ; X n une suite den variables al�eatoires ind�ependantes de loi
uniforme sur [0; 1]. On note Y = min 1� i � n X i et Z = max 1� i � n X i .
1. Calculer la loi de (Y; Z).
2. En d�eduire la loi de Y et la loi de Z . Reconnâ�tre ces deux lois.
3. Calculer E[Y jZ ].
4. Calculer E[g(Y=Z)jZ ], pour une fonction g mesurable born�ee. En d�eduire puis

reconnâ�tre la loi de Y=Z conditionnellement �a Z . Retrouver le r�esultat de la
question 3.

5. Montrer que (1 � Z; 1 � Y ) a même loi que (Y; Z).
6. En d�eduire que (1 � Z )=(1 � Y ) est ind�ependant de Y .

4

Exercice III.11 (Lois conditionnelles).
Soit Y une variable al�eatoire de loi � (1; 1=2) de densit�e :

f Y (y) =
1

p
�y

e� y 1f y> 0g:

On suppose que la loi conditionnelle deX sachant Y est une loi gaussienne

N
�

0;
1

2Y

�
.

1. Calculer la loi du couple (X; Y ).
2. Calculer et reconnâ�tre la loi conditionnelle deY sachant X .
3. Calculer E[Y jX ].

4
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III Variables al�eatoires continues

III.3 Mod�elisation

Exercice III.12 (Dur�ee de vie).
La dur�ee de vie, exprim�ee en ann�ees, d'un circuit �electr onique est une variable al�ea-
toire T dont la fonction de r�epartition F est d�e�nie par : F (t) = (1 � e� t2=2)1f t � 0g.

1. Donner la densit�e de probabilit�e f de T. Calculer E[T].

2. Sachant que le circuit a d�ej�a fonctionn�e durant 1 an, qu elle est la probabilit�e
qu'il continue �a fonctionner encore durant au moins 2 ans ? La loi est-elle sans
m�emoire ?

Un �equipement �electronique E est compos�e de 10 circuits identiques et ind�epen-
dants. Au circuit i (1 � i � 10) est associ�ee la variable al�eatoireX i , avec X i = 1
si la dur�ee de vie du circuit i est inf�erieure �a un an et X i = 0 sinon.

3. Quelle est la loi du nombre,N , de circuits de E dont la dur�ee de vie est inf�erieure
�a 1 an ?

4. L'�equipement E est dit en s�erie si la d�efaillance de l'u n de ses circuits entrâ�ne
sa d�efaillance. Quelle est alors la probabilit�e qu'il soit d�efaillant avant 1 an ?

5. L'�equipement E est dit en parall�ele si sa d�efaillance ne peut se produire que
si tous ses circuits sont d�efaillants. Quelle est alors la probabilit�e qu'il soit
d�efaillant avant 1 an ?

4

Exercice III.13 (Stockage).
On utilise des fûts pour stocker un d�echet toxique liquide. On suppose que sur la
tr�es longue p�eriode de stockage les fûts se d�egradent. En particulier, par corrosion
des perforations al�eatoires apparaissent sur les fûts. Le liquide toxique s'�ecoule
alors par ces perforations.

On consid�ere n fûts de hauteur h et on suppose que le nombre de perfora-
tions par fût suit une loi de Poisson de param�etre � et que ces perforations sont
uniform�ement r�eparties sur la hauteur du fût.
On s'int�eresse �a un seul fût.

1. On note Z la variable al�eatoire correspondant �a la hauteur de la perforation la
plus basse sur le côt�e du fût et N la variable al�eatoire donnant le nombre de
perforations sur ce fût. Donner la loi deZ conditionnellement �a N .

2. Quel pourcentage de liquide peut-on esp�erer conserver connaissant le nombre
de perforations du fût ?

On consid�ere l'ensemble desn fûts, avec n grand.

3. Quel pourcentage du liquide toxique peut-on esp�erer conserver ?
Application num�erique : � = 5.
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III.3 Mod�elisation

4

Exercice III.14 (Le paradoxe de Bertrand).
Le paradoxe de Bertrand1 est un exemple classique2 qui met en �evidence la di�-
cult�e d'�etendre la formule classique des probabilit�es uniformes :

Probabilit�e d'un �ev�enement =
nombre de r�esultats favorables
nombre de r�esultats possibles

aux espaces d'�etats non d�enombrables.
On choisit au hasard une corde sur un cercle de rayonr et de centre O. On

note L sa longueur. Pour les trois choix ci-dessous de la corde, donner la loi de L ,
son esp�erance, sa variance etp = P(L >

p
3r ) la probabilit�e pour que la corde soit

plus longue que le côt�e du triangle �equilat�eral inscrit (i.e. la distance de la corde
au centre du cercle est inf�erieure �a r /2).

1. On se donne un rayon au hasard et un pointJ uniform�ement sur le rayon. La
corde choisie est perpendiculaire au rayon et passe parJ .

2. On choisit la cordeAB o�u A et B sont choisis ind�ependamment et uniform�e-
ment sur le cercle. On pourra faire intervenir l'angle au centre \AOB et montrer
qu'il est de loi uniforme sur [0; 2� ].

3. On choisit le milieu de la corde,I , uniform�ement dans le disque : les coordonn�ees

(X; Y ) de I suivent la loi uniforme sur le disque de densit�e
1

�r 2 1f x2+ y2 � r 2g.

Quelle est votre conclusion ?
4

Exercice III.15 (GPS et loi de Rayleigh).
Les v�ehicules spatiaux d�esirant s'arrimer �a la Station S patiale Internationale (ISS)
s'appuient sur le syst�eme de guidage GPS (Global Positioning system) pour la
phase d'approche de la station. Cependant, �a faible distance de l'ISS, les signaux
�emis par la constellation de satellites qui constituent lesyst�eme GPS sont fortement
perturb�es par les ph�enom�enes de r�eexions multiples su r la structure m�etallique
de la station. L'onde �electromagn�etique re�cue par le r�e cepteur GPS du v�ehicule
spatial se pr�esente donc comme la superposition de deux ondes en quadrature
dont les amplitudesX et Y sont des variables al�eatoires de loi gaussienneN (0; � 2)
suppos�ees ind�ependantes (pour des raisons d'isotropie). L'�etude de l'amplitude

1. Joseph Bertrand, math�ematicien fran�cais (1822-1900) .
2. H. Poincar�e. Calcul des probabilit�es. Gauthier-Villars (1912).
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III Variables al�eatoires continues

R =
p

X 2 + Y 2 de l'onde re�cue est de premi�ere importance pour assurer unguidage
�able du vaisseau lors de la man�uvre d'arrimage 3.

1. Quelle est la loi du couple (X; Y ) ?

2. En faisant le changement de variableX = R cos�; Y = R sin� , donner la loi
du couple (R; � ).

3. Montrer que R et � sont ind�ependants. Reconnâ�tre la loi de � . Donner la
densit�e de la loi de R. Cette loi est appel�ee loi de Rayleigh.

4. Calculer l'esp�erance et la variance deR.

4

Exercice III.16 (L'aiguille de Bu�on (1777)) .
On lance des aiguilles de longueur̀ sur un parquet dont les lames sont parall�eles,
toutes identiques et de largeurd > ` . Les lancers sont ind�ependants et s'e�ectuent
tous dans les mêmes conditions. On param�etre la position d'une aiguille par rapport
aux lames de parquet par l'abscisse de son milieu,X , et sa direction, donn�ee par
l'angle � , qu'elle fait par rapport �a une droite orthogonale �a la dir ection des lames.

1. Traduire le fait qu'une aiguille coupe une rainure du parquet �a l'aide des va-
riables X et � .

2. Proposer un mod�ele pour la loi de (X; � ). Calculer la probabilit�e pour qu'une
aiguille coupe une rainure du parquet.

3. On e�ectue n lancers et on noteNn le nombre d'aiguilles coupant une rainure

du parquet. Que vaut lim
n!1

Nn

n
?

4. On suppose que 2̀= d. Trouver n pour que la pr�ecision sur 1=� soit de 10� 2

avec une probabilit�e d'au moins 95%.

5. On e�ectue 355 lancers avec 2̀= d, et on obtient 113 intersections. On a ainsi
une approximation de 1=� �a 3 :10� 7. Ce r�esultat est-il en contradiction avec le
r�esultat de la question pr�ec�edente ? Que devient la pr�ec ision de l'approximation
avec un lancer de plus ?

4

Exercice III.17 (Devinette) .
Votre ami choisit deux nombres positifs sans vous faire partde la mani�ere dont il
les choisit. Apr�es avoir lanc�e une pi�ece �equilibr�ee, i l vous donne le plus petit s'il

3. D. E. Gaylor, R. Glenn Lightsey and K. W. Key. E�ects of Mult ipath and Signal Blockage
on GPS Navigation in the Vicinity of the International Space Station (ISS). ION GPS/GNSS
Portland, OR (2003).
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III.3 Mod�elisation

a obtenu face et le plus grand sinon. Vous devez parier s'il vous a donn�e le plus
petit ou le plus grand. Votre objectif est de maximiser votreprobabilit�e de gagner
votre pari.
1. Vous lancez une pi�ece �equilibr�ee ou non. Si vous obtenez face, vous pariez qu'il

vous a donn�e le plus petit, sinon vous pariez qu'il vous a donn�e le plus grand.
Quelle est la probabilit�e de gagner votre pari ?

2. Vous simulez une variable al�eatoire positive continueZ ayant pour support
R+ (i.e. P(Z 2 O) > 0 pour tout ouvert O non vide de R+ ). Si le nombre
donn�e par votre ami est plus petit que Z , alors vous pariez qu'il vous a donn�e
le plus petit, sinon vous pariez qu'il vous a donn�e le plus grand. Quelle est la
probabilit�e de gagner votre pari ?

3. On suppose que les deux nombres de votre ami, ont �et�e obtenus par simulation
suivant une loi (continue de densit�e strictement positive sur ]0; 1 [) donn�ee et
connue de vous. D�eterminer votre strat�egie optimale (i.e. la loi de Z que l'on
ne suppose plus continue). Quelle est alors la probabilit�ede gagner votre pari ?

4

Exercice III.18 (loi de Maxwell) .
On d�esire d�eterminer la distribution des vitesses des mol�ecules d'un gaz monoato-
mique parfait �a l'�equilibre (loi de Maxwell (1859)).
1. Soit (X; Y; Z ), un vecteur al�eatoire continu �a valeurs dans R3 dont la loi est

invariante par rotation autour de l'origine et dont les composantesX; Y; Z
sont ind�ependantes. Caract�eriser 4 les lois marginales deX; Y et Z dans le cas
o�u les densit�es des lois marginales sont des fonctions de classeC1.

2. On repr�esente la vitesse d'une mol�ecule d'un gaz monoatomique parfait �a l'�equi-
libre dans un rep�ere orthonormal par un vecteur al�eatoire V = ( V1; V2; V3). Le
choix du rep�ere �etant arbitraire, il est naturel de supposer que la loi deV est
invariante par rotation. Il est de plus naturel de supposer que les coordonn�ees
de V sont ind�ependantes. Si on suppose de plus que la loi deV poss�ede une
densit�e d�erivable, on en d�eduit que le vecteur V v�eri�e les propri�et�es de la
question 1. D�eterminer la densit�e de probabilit�e de la vi tesse d'une mol�ecule,
sachant que l'�energie cin�etique moyenne d'un atome du gazde massem est
3
2kT o�u k est la constante de Boltzmann etT la temp�erature du gaz. (Pour des
mol�ecules �a plusieurs atomes, l'�energie cin�etique moyenne tient compte d'e�ets
complexes comme la rotation, les oscillations... La loi de Maxwell n'est plus
v�eri��ee dans ces cas.)

4. En fait, on peut, en utilisant les fonctions caract�erist iques, caract�eriser toutes les lois des
vecteurs al�eatoires qui sont invariantes par rotation aut our de l'origine et dont les coordonn�ees
sont ind�ependantes, voir l'exercice IV.6. Hormis la varia ble nulle, on ne trouve pas d'autres lois
que celles obtenues sous les hypoth�eses de cet exercice.
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III Variables al�eatoires continues

3. Montrer que si X et Y sont deux variables al�eatoires ind�ependantes de loi
respective� (�; a ) et � (�; b ), alors la loi de X + Y est une loi gamma dont on
pr�ecisera les param�etres.

4. Calculer la loi deV 2
1 . En d�eduire la loi de jV j2 et la loi de jV j =

p
V 2

1 + V 2
2 + V 2

3
dite loi de Maxwell.

4

Exercice III.19 (Formule de duplication de la fonction � ).
Soit X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes de loi respective � (�; � ) et
� (�; � + 1

2) avec � > 0 et � > 0. On rappelle que la densit�e de la loi� (�; a ) est

x 7!
1

� (a)
� axa� 1 e� �x 1f x> 0g o�u � (a) =

R1
0 xa� 1 e� x dx.

1. D�eterminer la loi de (
p

XY ;
p

Y).

2. Calculer la loi de
p

XY . On pourra utiliser l'�egalit�e suivante :
Z 1

0
e� � (v2 + u 2

v 2 ) dv =
p

�

2
p

�
e� 2�u :

3. Reconnâ�tre la loi de
p

XY (identit�e en loi due �a S. Wilks 5). En d�eduire, en
utilisant � (1=2) =

p
� , la formule de duplication de la fonction � : � (2� ) =

22� � 1 � (� )� (� + 1
2)

� (1=2)
.

4

5. S. Wilks. Certain generalizations in the analysis of vari ance.Biometrika , vol. 24, pp.471-494
(1932).
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IV

Fonctions caract�eristiques

IV.1 Calculs de loi

Exercice IV.1 (Stabilit�e de la loi gamma par addition) .
Propri�et�es des lois gamma.

1. Soit X 1, X 2 deux variables al�eatoires ind�ependantes et de loi gamma de pa-
ram�etres respectifs (�; � 1) et ( �; � 2). (Le param�etre � est identique.) Montrer
que la loi deX 1 + X 2 est une loi gamma de param�etre (�; � 1 + � 2).

2. Soit (X n ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loi ex-
ponentielle de param�etre � > 0. Donner la loi de la moyenne empirique
�X n = 1

n

P n
i =1 X i .

4

Exercice IV.2 (Loi exponentielle sym�etrique et loi de Cauchy).
Soit Y une variable al�eatoire de loi exponentielle de param�etre � > 0 et " une
variable al�eatoire ind�ependante de Y et telle que P(" = 1) = P(" = � 1) = 1=2.

1. Calculer la densit�e et la fonction caract�eristique de Z = "Y . La loi de Z est
appel�ee loi exponentielle sym�etrique.

2. En d�eduire la fonction caract�eristique de la loi de Cauchy.

4

Exercice IV.3 (Matrice al�eatoire) .
Le but de cet exercice est le calcul de la loi du d�eterminant d'une matrice al�eatoire
gaussienne.

1. Soit V et W deux variables al�eatoires r�eelles ou vectorielles continues ind�e-
pendantes. Montrer que si' est une fonction born�ee, alorsE[' (V; W) j W ] =
h(W ), o�u la fonction h est d�e�nie par h(w) = E[' (V; w)].



IV Fonctions caract�eristiques

2. Soit (X 1; X 2; X 3; X 4) des variables al�eatoires ind�ependantes de loi gaussienne

centr�ee N (0; 1). On consid�ere la matrice al�eatoire A =
�

X 1 X 2

X 3 X 4

�
et on note

Y = det( A) le d�eterminant de A. Calculer E
�
eiuY jX 1; X 2

�
, puis en d�eduire la

fonction caract�eristique de Y .

4

Exercice IV.4 (Formule de Wald).
Soit N une variable al�eatoire de carr�e int�egrable et �a valeurs dans N. Soit
(X k ; k 2 N) une suite de variables al�eatoires r�eelles, de même loi,de carr�e in-
t�egrable, ind�ependantes et ind�ependantes de N . On poseS0 = 0, et pour n � 1,
Sn =

P n
k=1 X k .

1. Calculer E[SN ] et Var(SN ) (formule de Wald).

2. Calculer la fonction caract�eristique de SN et retrouver les r�esultats pr�ec�edents.

4

Exercice IV.5 (Loi sym�etrique) .
Soit X une variable al�eatoire r�eelle dont la fonction caract�er istique est  X (u).

1. Montrer que X est sym�etrique (i.e. X et � X ont même loi) si et seulement si
 X (u) 2 R pour tout u 2 R.

2. Montrer que j X (u)j2 est la fonction caract�eristique d'une variable al�eatoir e
r�eelle. On pourra �ecrire j X (u)j2 comme le produit de deux fonctions.

3. Que peut-on dire �a propos des fonctions caract�eristiques des variables al�eatoires
r�eelles dont la loi est sym�etrique par rapport �a a 6= 0 (i.e. X et 2a � X ont
même loi) ?

4

Exercice IV.6 (Loi invariante par rotation) .
Soit X = ( X 1; : : : ; X d) un vecteur al�eatoire �a valeurs dans Rd. On suppose que la
loi de X est invariante par rotation et que les variables al�eatoires X 1; : : : ; X d sont
ind�ependantes. Le but de cet exercice est de d�eterminer laloi de X . On note  X 1

la fonction caract�eristique de X 1.

1. On poseg(x) =  X 1 (
p

x) pour x � 0. V�eri�er que g est r�eelle et solution de :

dY

k=1

g(vk ) = g
� dX

k=1

vk

�
; pour tout v1; : : : ; vd 2 [0; 1 [: (IV.1)
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IV.2 Mod�elisation

2. En d�eduire que  X 1 (u1) = e � � 2 u2
1=2, pour � � 0. Montrer que soit X = 0 p.s.

soit X 1; : : : ; X d sont de même loi gaussienne centr�ee.

4

IV.2 Mod�elisation

Exercice IV.7 (Loi de d�efaut de forme).
La loi de d�efaut de forme est utilis�ee pour la mâ�trise statistique des proc�ed�es
(MSP). Cette loi est d�ecrite dans les normes AFNOR (E60-181) et CNOMO
(E 41 32 120 N) et sert �a quanti�er les d�efauts g�eom�etriqu es de type plan�eit�e, pa-
rall�elisme, circularit�e. Il s'agit de la loi de jX � Y j o�u X et Y sont deux variables
al�eatoires ind�ependantes suivant respectivement les lois gaussiennesN (� x ; � 2

x ) et
N (� y ; � 2

y ).

1. Calculer la loi de X � Y .

2. En d�eduire la loi de Z = jX � Y j.

3. Calculer E[Z ] et Var(Z ).

4
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V

Th�eor�emes limites

V.1 Quelques convergences

Exercice V.1 (Loi exponentielle).
Soit (X n ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires de loi exponentielle deparam�etre
� n . �Etudier la convergence en loi dans les trois cas suivants :

1. lim
n!1

� n = � 2 ]0; 1 [,

2. lim
n!1

� n = + 1 ,

3. lim
n!1

� n = 0.

4

Exercice V.2 (Convergence de lois g�eom�etriques).
Soit (Tn ; n � n0) une suite de variables al�eatoires de loi g�eom�etrique deparam�etre

pn =
�
n

avec n0 > � > 0. Montrer que la suite
�

Tn

n
; n � n0

�
converge en loi et

d�eterminer sa limite.
4

Exercice V.3 (Maximum de variables uniformes).
Soit (Un ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loiuniforme sur
l'intervalle [0 ; � ], o�u � > 0. On pose pourn � 1, M n = max 1� i � n Ui .

1. Montrer que (M n ; n � 1) converge p.s. et d�eterminer sa limite. On pourra cal-
culer P(jM n � � j > " ) pour " > 0.

2. �Etudier la convergence en loi de la suite (n(� � M n ); n � 1).

4
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Exercice V.4 (Moyenne empirique de variables de Cauchy).
Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loide Cauchy
de param�etre a > 0. On note Sn =

P n
k=1 X k . �Etudier les convergences en loi et en

probabilit�e des suites suivantes.

1.
�

Snp
n

; n � 1
�

.

2.
�

Sn

n2 ; n � 1
�

.

3.
�

Sn

n
; n � 1

�
. On pourra d�eterminer la loi de

S2n

2n
�

Sn

n
, et en d�eduire que la

suite
�

S2n

2n
�

Sn

n
; n � 1

�
ne converge pas en probabilit�e vers 0. On montrera

alors que l'on ne peut avoir la convergence en probabilit�e de la suite
� Sn

n ; n � 1
�
.

4

Exercice V.5 (Le TCL n'est pas une convergence en probabilit�e).
Soit (X n ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires r�eelles de même loi, ind�e-
pendantes de carr�e int�egrable. On note � = E[X 1], � 2 = Var( X 1) et Zn =

1
p

n

nX

k=1

(X k � � ).

1. Rappeler la convergence en loi de la suite (Zn ; n 2 N� ).

2. �Etablir la convergence de la suite (Z2n � Zn ; n 2 N� ) et donner sa limite.

3. En d�eduire que la suite (Zn ; n 2 N� ) ne converge pas en probabilit�e si� 2 > 0.

4

Exercice V.6 (Approximations pour une jeu de pile ou face).
On e�ectue n s�eries de 400 tirages de pile ou face avec une pi�ece �equilibr�ee. On
observe les fr�equences empiriques de pileF1; : : : ; Fn dans ces s�eries.

1. Quelle est (approximativement) la loi de probabilit�e du nombre N de ces fr�e-
quences (Fi ; 1 � i � n) qui ne v�eri�ent pas la condition 0 :45 < F i < 0:55,
lorsquen = 20 ?

2. Est-il plus probable queN = 0, que N = 1 ou que N � 2 ?

4

Exercice V.7 (Produit de variables al�eatoires).
Soit (Uk ; k 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loi uniforme
sur [0; 1]. Soit � > 0.
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V.1 Quelques convergences

1. Pour n 2 N� , on poseX n = ( U1 � � � Un )�=n . Montrer que la suite (X n ; n 2 N� )
converge presque sûrement et donner sa limite. On pourra consid�erer dans un
premier temps la suite (log(X n ); n 2 N� ).

2. Montrer que la suite (Yn ; n 2 N� ), d�e�nie par Yn = ( X n e� )
p

n , converge en
loi et d�eterminer la loi limite. On calculera la densit�e de la loi limite s'il s'agit
d'une variable al�eatoire continue.

4

Exercice V.8 (Loi hyperg�eom�etrique) .
Soit X N une variable al�eatoire de loi hyperg�eom�etrique de param�etre ( N; m; n ).
On rappelle queX N repr�esente le nombre de boules blanches obtenues lors d'un
tirage sans remise den boules hors d'une urne contenantm boules blanches et
N � m boules noires.

1. V�eri�er que P(X N = k) =

� m
k

�� N � m
n� k

�

� N
n

� =

� n
k

�� N � n
m� k

�

� N
m

� pour n � N + m � k � m

et n � k � 0.

2. On suppose que le nombre de boules blanches,m, est �x�e, n et N tendent vers
+ 1 avec limN ! + 1 n=N = p 2 [0; 1] (p est la proportion limite du nombre de
boules obtenues lors du tirage). Montrer que la suite (X N ; N 2 N� ) converge
en loi vers la loi binomiale de param�etre (m; p).

3. On suppose que le tirage est de taillen �x�e et que m et N tendent vers +1
avec limN ! + 1 m=N = � 2 [0; 1] (� est la proportion limite du nombre de
boules blanches dans l'urne). Montrer que la suite (X N ; N 2 N� ) converge en
loi vers la loi binomiale de param�etre (n; � ).

4

Exercice V.9 (Majoration du th�eor�eme des grandes d�eviations) .
Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et de m̂eme loi que
X . On suppose queX est une variable al�eatoire born�ee non constante de moyenne
� = E[X ]. Le but de cet exercice est de trouver une majoration exponentielle de

l'�ev�enement rare
� �

� �X n � �
�
� � " )

	
avec" > 0, o�u �X n =

1
n

nX

i =1

X i . Cette majoration

est un exemple particulier des r�esultats de la th�eorie desgrandes d�eviations1.
On note � la transform�ee de Laplace deX d�e�nie par � (� ) = E[e�X ] pour

� 2 R.

1. Les th�eor�emes des grandes d�eviations �etudient les �e quivalents logarithmiques des probabi-
lit�es d'�ev�enements rares. L'exemple typique d'�ev�ene ment consid�er�e est f

�
� �X n � E[X 1 ]

�
� > " g, dont

l'�etude est due �a Cram�er (1938). D'autre part, la th�eori e des grandes d�eviations est un sujet
d'�etude qui connâ�t un essor important depuis les ann�ees 1980.
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1. Montrer que � est de classeC1 . Calculer ses d�eriv�ees.

2. Montrer que (� 0)2 � �� 00. En d�eduire que la fonction � = log( � ) est convexe.
V�eri�er que � (0) = 0.

On consid�ere la transform�ee de Legendre de� , I , d�e�nie pour x 2 R par :

I (x) = sup
� 2 R

f �x � � (� )g :

3. Montrer que I est convexe, positive et nulle en� .

4. Montrer que P( �X n � � + ") � e� � (� + " )+ n� (�=n ) pour � � 0. En d�eduire que :

P( �X n � � + ") � e� nI (� + " ) = e � n inf f I (x);x � � + " g :

5. Montrer que :
P(

�
� �X n � �

�
� � " ) � 2 e� n inf f I (x); jx � � j� " g : (V.1)

6. Calculer explicitement la majoration exponentielle quand X suit la loi de Ber-
noulli de param�etre p 2]0; 1[.

La majoration exponentielle (V.1) est en fait vraie pour desvariables al�eatoires
non born�ees. La th�eorie des grandes d�eviations permet �egalement d'obtenir un
�equivalent logarithmique de P( �X n � � � " ).

4

V.2 Calcul de limites

Exercice V.10 (Convergence du maximum).
Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N.

1. Montrer que
+ 1X

k=1

P(X � k) = E[X ].

On suppose queX est int�egrable. Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires
de même loi queX .

2. Soit m 2 N� . Montrer que la variable al�eatoire Ym =
+ 1X

n=1

1f X n
n � 1

m g est p.s. �nie.

3. En d�eduire que
X n

n
converge p.s. vers 0 quandn tend vers l'in�ni.

4. Montrer que
1
n

max(X 1; : : : ; X n ) converge p.s. vers 0 quandn tend vers l'in�ni.
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V.3 Mod�elisation

5. Soit X une variable al�eatoire r�eelle int�egrable et ( X n ; n � 1) une suite de va-

riables al�eatoires de même loi queX . Montrer que
1
n

max(X 1; : : : ; X n ) converge

p.s. vers 0 quandn tend vers l'in�ni.

4

Exercice V.11 (Calcul de limites d'int�egrales) .
Soit f une application continue born�ee deR dans R.

1. En consid�erant une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loi uniforme
sur [0; 1], calculer �a l'aide de la loi (faible) des grands nombres :

lim
n!1

Z

[0;1]n
f (

x1 + � � � + xn

n
) dx1 � � � dxn :

2. Soit (Yk ; k � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loide Poisson
de param�etre � > 0. D�eterminer la loi de Zn =

P n
k=1 Yk .

3. Montrer que la suite des moyennes empiriques (�Yn = Zn=n; n � 1) converge
vers une limite que l'on d�eterminera. Calculer, en s'inspirant de la question 1 :

lim
n!1

X

k� 0

e� �n (�n )k

k!
f (

k
n

);

o�u � > 0 et f est une application continue born�ee deR dans R.

4

Exercice V.12 (Un �equivalent de en ).
Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loide Poisson
de param�etre 1. On note Sn =

P n
k=1 X k .

1. Montrer que
Sn � n

p
n

en loi���!
n!1

N (0; 1).

2. D�eterminer la loi de Sn , puis montrer que lim
n!1

e� n (1+ n +
n2

2!
+ � � � +

nn

n!
) =

1
2

.

4

V.3 Mod�elisation

Exercice V.13 (Paradoxe de Saint-Petersbourg).
Le paradoxe de Saint-Petersbourg est d'abord un probl�eme imagin�e par Nicolas
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V Th�eor�emes limites

Bernoulli, qui obtint une solution partielle donn�ee par Da niel Bernoulli (1738)
dans les Commentaires de l'Acad�emie des sciences de Saint-Petersbourg (d'o�u son
nom). Aujourd'hui encore, ce probl�eme attire l'attention de certaines personnes en
math�ematiques et en �economie2.

Un casino propose le jeu suivant qui consiste �a lancer plusieurs fois de suite une
pi�ece �equilibr�ee jusqu'�a obtenir pile. Le joueur gagne 2k euros si le premier pile
a lieu au k-i�eme jet. La question est de savoir quel doit être le prix �a payer pour
participer �a ce jeu.

Soit X n le gain r�ealis�e lors du n-i�eme jeu et Sn = X 1 + � � � + X n le gain obtenu
lors de n jeux successifs.

1. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour donner un prix �equi-
table ?

Les fonctions d'utilit�e qui quanti�ent l'aversion au risq ue permettent de proposer
des prix pour ce jeu. La suite de l'exercice est consacr�ee �al'�etude de la convergence
de la suite (Sn ; n � 1) convenablement renormalis�ee3.

2. On poseS0
n =

P n
k=1 X n

k , o�u pour k 2 f 1; : : : ; ng :

X n
k = X k1f X k � n log2 ng;

o�u log 2 x est le logarithme en base 2 dex > 0 : 2log2 x = x. Apr�es avoir v�eri��e
que pour tout " > 0 :

P
� �

�
�
�

S0
n

n log2 n
� 1

�
�
�
� > "

�

� P
� �

�
�
�
S0

n � E[S0
n ]

n log2 n

�
�
�
� > "= 2

�
+ P

� �
�
�
�

E[S0
n ]

n log2 n
� 1

�
�
�
� > "= 2

�
; (V.2)

montrer que la suite
� S0

n

n log2 n
; n � 1

�
converge en probabilit�e vers 1.

3. Calculer P(Sn 6= S0
n), et en d�eduire sa limite quand n tend vers l'in�ni.

4. En d�eduire que la suite
� Sn

n log2 n
; n � 1

�
converge en probabilit�e vers 1.

4

Exercice V.14 (Sondage).
Pr�ecision des sondages.

2. G. Sz�ekely and D. Richards. The St. Petersburg paradox an d the crash of high-tech stocks
in 2000. Amer. Statist. vol. 58, pp. 225-231 (2004).

3. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications , vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).
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V.3 Mod�elisation

1. �A quelle pr�ecision peut pr�etendre un sondage sur deux candidats e�ectu�e sur
un �echantillon de 1 000 personnes ? Est-ce que ce r�esultat d�epend de la taille
de la population ?

2. En Floride, pour l'�election pr�esidentielle am�ericai ne en 2000, on compte 6 mil-
lions de votants. Sachant qu'il y a eu environ 4 000 voix d'�ecart, quel est le
nombre de personnes qu'il aurait fallu interroger dans un sondage pour savoir
avec 95% de chance qui allait être le vainqueur ?

4

Exercice V.15 (Points de chute).
On consid�ere la r�epartition des points de chute des bombessur Londres lors de la
Seconde Guerre Mondiale4.

1. Soit (Ym ; m 2 N) une suite de variables al�eatoires de loi binomiale de para-
m�etres ( m; pm ). On suppose quem tend vers l'in�ni et que lim m!1 mpm =
� 2 ]0; 1 [. Montrer que la suite (Ym ; m 2 N) converge en loi vers la loi de
Poisson de param�etre� .
Cette approximation est utile quand m est grand car le calcul num�erique des
coe�cients binomiaux

� k
m

�
est peu e�cace.

2. Les donn�ees suivantes repr�esentent le nombre de bombesqui sont tomb�ees dans
le sud de Londres pendant la Seconde Guerre Mondiale5. Le sud de Londres a
�et�e divis�e en N = 576 domaines de taille 0:25 km2 chacun. On a recens�e dans
la table V.1 le nombre Nk de domaines qui ont �et�e touch�es exactement k fois.

k 0 1 2 3 4 5+
Nk 229 211 93 35 7 1

.

Table V.1. Nombre Nk de domaines du sud de Londres qui ont �et�e touch�es par exact ement k
bombes.

Faire un mod�ele simple qui repr�esente cette exp�erience.Le nombre total d'im-
pacts dans le sud de Londres estT =

P
k� 1 kNk = 537. Calculer les probabili-

t�es th�eoriques pour qu'un domaine contienne exactementk impacts. Comparer
avec les fr�equences empiriquesNk=N ci-dessus.

4

4. W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Applications , vol. 1, pp. 160-161. Wiley,
third ed. (1968).

5. R. D. Clarke. An application of the Poisson distribution. J. of Institute of Actuaries , vol.
72, p. 481 (1946).
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Exercice V.16 (Nombres asbolument normaux).
L'objectif de cet exercice est de d�emontrer le th�eor�eme suivant dû �a Borel (1909) :
\Tout nombre r�eel choisi au hasard et uniform�ement dans [0; 1] est presque sûre-
ment absolument normal".

Soit x 2 [0; 1], et consid�erons son �ecriture en baseb � 2 :

x =
1X

n=1

xn

bn ;

avec xn 2 f 0; : : : ; b� 1g. Cette �ecriture est unique, sauf pour les fractions ration-
nelles de la formex = a=bn et a 2 f 1; : : : ; bn � 1g. En e�et, dans ce cas, deux
repr�esentations sont possibles : l'une telle quexk = 0 pour k � n + 1 et l'autre
telle que xk = b� 1 pour k � n + 1. On dit que x est simplement normal en base

b si et seulement si pour tout i 2 f 0; : : : ; b � 1g, lim
n!1

1
n

Card f 1 � k � n; xk = ig

existe et vaut 1=b. Cela revient �a dire que les fr�equences d'apparition dei dans le
d�eveloppement de x en baseb sont uniformes.

On dit que x est normal en baseb si et seulement si il est simplement normal
en basebr pour tout r 2 N� . Ainsi, un nombre est normal en baseb si et seulement
si pour tout r 2 N� , la fr�equence d'apparition d'une s�equence donn�ee de longueur
r , dans le d�eveloppement dex est uniforme (et vaut donc 1=br ) i.e. pour tout
i 2 f 0; : : : ; b� 1gr :

lim
n!1

1
n

Card f 0 � k � n; (xrk +1 ; : : : ; xr (k+1) ) = ig =
1
br :

Le nombre de Champernowne6 dont la partie d�ecimale est la suite cons�ecutive des
entiers (0.12345678910111213...) est normal en base 10. Les fractions rationnelles
ne sont pas normales, quelle que soit leur repr�esentation.

On dit que x est absolument normal si et seulement si il est normal en toute
baseb � 2.

Soit X une variable al�eatoire de loi uniforme sur [0; 1].

1. Quelle est la loi de (X 1; : : : ; X n ), des n premiers chi�res du d�eveloppement de
X en baseb?

2. Calculer la loi de X n . Montrer que les variables al�eatoires (X n ; n � 1) sont
ind�ependantes et de même loi.

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer queX est p.s. simplement
normal en baseb.

4. Montrer que X est p.s. normal en baseb, puis qu'il est p.s. absolument normal.

6. D. G. Champernowne. The construction of decimals normal i n the scale of ten. J. London
Math. Soc., vol. 8, pp. 254-260 (1933).
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V.3 Mod�elisation

Bien que presque tous les r�eels soient absolument normaux,il est tr�es di�cile de
montrer qu'un r�eel donn�e est absolument normal 7. On ne sait toujours pas si des
nombres tels que� , e,

p
2 ou log(2) sont absolument normaux, ni même normaux

en base 10.
4

Exercice V.17 (Th�eor�eme de Weierstrass).
Cet exercice s'inspire de la d�emonstration de Bernstein duth�eor�eme de Weierstrass
(1885) : \Toute fonction continue sur un intervalle ferm�e b orn�e est limite uniforme
d'une suite de polynômes".

Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loide Ber-
noulli de param�etre x 2 [0; 1]. Pour n � 1, on consid�ere la moyenne empirique
�X n = 1

n

P n
k=1 X k . Soit h : [0; 1] ! R une fonction continue. Soit � > 0. On pose

� n = f
�
� �X n � x

�
� > � g.

1. Montrer que P(� n) � � � 2E[( �X n � x)2]. Majorer P(� n) ind�ependamment de
x 2 [0; 1].

2. D�eterminer lim
n!1

sup
x2 [0;1]

�
�h(x) � E[h( �X n )]

�
� , en �ecrivant :

�
�h(x) � h( �X n )

�
� =

�
�h(x) � h( �X n )

�
� 1� n +

�
�h(x) � h( �X n )

�
� 1� c

n
:

3. Quelle est la loi den �X n ?

4. En d�eduire que :

lim
n!1

sup
x2 [0;1]

�
�
�
�
�
h(x) �

nX

k=0

�
n
k

�
h(k=n)xk (1 � x)n� k

�
�
�
�
�

= 0 :

5. Soit f : R+ ! R continue born�ee. Montrer, en s'inspirant des questions pr�ec�e-
dentes, que pour tout x 2 R+ :

lim
n!1

�
�
�
�
�
f (x) �

1X

k=0

e� nx (nx)k

k!
f (k=n)

�
�
�
�
�

= 0 :

Si l'on supposef uniform�ement continue, la convergence ci-dessus est-elle uni-
forme en x ? (Prendre par exemplef (x) = cos(x) pour xn = �n .)

4

7. J.-P. Delahaye. Champernowne et quelques autres.Pour la Science, pp. 102-106 (d�ecembre
1998).
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Exercice V.18 (Contamination au mercure).
Cet exercice pr�esente un mod�ele pour la contamination au mercure.

1. Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi.
On suppose qu'il existe deux r�eels� > 0; � > 0 tels qu'au voisinage de l'in�ni :

P(X 1 > x ) �
�
x � :

Montrer que la suite (Zn ; n � 1) d�e�nie par :

Zn = n� 1
� max(X 1; : : : ; X n )

converge en loi vers la loi de Fr�echet. On rappelle que la fonction de r�epartition
de la loi de Fr�echet de param�etre (�; � ) 2 ]0; 1 [2 est y 7! exp(� �y � � )1f y> 0g.

2. Le mercure, m�etal lourd, est pr�esent dans peu d'aliments. On le trouve essen-
tiellement dans les produits de la mer. L'Organisation Mondiale de la Sant�e
�xe la dose journali�ere admissible en mercure �a 0.71� g par jour et par kilo de
poids corporel. Des �etudes statistiques8 donnent la forme de la queue de distri-
bution empirique de la contamination globale annuelle en gramme de mercure
pour un individu de 70 kg :

P(X > x ) =
�
x � pour x assez grand,

avec � = 3 :54 10� 9 et � = 2 :58.
Seriez-vous �etonn�e(e) qu'au moins une personne soit expos�ee �a ce risque sani-
taire en France ? Dans le 15�eme arrondissement de Paris9 ? Dans une promotion
de cent �etudiants ? �A partir de quelle valeur de n pouvez-vous a�rmer, avec
seulement 5% de chances de vous tromper : \Parmi cesn personnes, au moins
une a un niveau de mercure trop �elev�e"?

4

8. P. Bertail. Evaluation des risques d'exposition �a un con taminant alimentaire : quelques
outils statistiques. www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf (2002).

9. Population du 15�eme arrondissement de Paris, Recensement 1999 : 225 362 personnes.
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VI

Vecteurs gaussiens

VI.1 Exemples

Exercice VI.1 (Exemple num�erique).
Soit X = ( X 1; X 2; X 3; X 4) un vecteur gaussien centr�e de matrice de covariance :

� =

0

B
B
@

2 1 0 1
1 1 0 1
0 0 1 0
1 1 0 2

1

C
C
A

1. Que peut-on dire deX 3 et de (X 1; X 2; X 4) ?

2. Donner la loi marginale de (X 1; X 2) et calculer E[X 1jX 2].

3. Même question pour (X 2; X 4).

4. En d�eduire deux variables ind�ependantes deX 2, fonctions respectivement de
X 1; X 2 et de X 2; X 4.

5. V�eri�er que X 1 � X 2 et X 4 � X 2 sont ind�ependants et �ecrire X comme la somme
de quatre vecteurs gaussiens ind�ependants.

4

Exercice VI.2 (Couple de variables gaussiennes).
Soit X et Z deux variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes,X �etant de loi gaus-
sienne centr�ee r�eduite N (0; 1) et Z de loi d�e�nie par P(Z = 1) = P(Z = � 1) = 1=2.
On poseY = ZX .

1. D�eterminer la loi de Y .

2. Calculer Cov(X; Y ).

3. Le vecteur (X; Y ) est-il gaussien ? Les variablesX et Y sont-elles ind�epen-
dantes ?
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4

Exercice VI.3 (Somme et produit de variables gaussiennes).
Soit X et Y deux variables al�eatoires r�eelles gaussiennes ind�ependantes.

1. Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour queX + Y et X � Y soient
ind�ependantes.

2. On suppose de plus queX et Y sont des gaussiennes centr�ees r�eduites. Calculer
la fonction caract�eristique de Z1 = X 2=2 puis celle deZ2 = ( X 2 � Y 2)=2.

3. Montrer que Z2 peut s'�ecrire comme le produit de deux variables al�eatoires
normales ind�ependantes.

4

VI.2 Propri�et�es et applications

Exercice VI.4 (Th�eor�eme de Cochran) .
Le but de cet exercice est la d�emonstration du th�eor�eme deCochran. Soit n � 2, et
X 1; : : : ; X n des variables al�eatoires ind�ependantes de même loi gaussienne centr�ee
r�eduite N (0; 1). Soit e = f e1; : : : ; eng la base canonique deRn et X =

P n
i =1 X i ei

le vecteur al�eatoire de Rn .

1. Soit f = f f 1; : : : ; f ng une base orthonorm�ee deRn et Y = ( Y1; : : : ; Yn ) les
coordonn�ees deX dans la basef . Montrer que les variablesY1; : : : ; Yn sont
ind�ependantes de loi N (0; 1). On rappelle qu'il existe une matrice U de taille
n � n telle que si x = ( x1; : : : ; xn ) sont les coordonn�ees d'un vecteur dans la
basee, alors ses coordonn�ees dans la basef sont donn�ees pary = Ux. De plus
on a U t U = UUt = I n , o�u I n est la matrice identit�e.

2. Soit E1; : : : ; Ep une famille de p � 2 sous-espaces vectoriels deRn orthogo-

naux deux �a deux tels que E1 � � � � � Ep = Rn : si f (i ) = f f (i )
1 ; : : : ; f (i )

n i g, o�u
n i = dim( E i ), est une base orthonorm�ee deE i , alors f = [ 1� i � pf (i ) est une
base orthonorm�ee deRn . On note X E i la projection orthogonale deX sur E i .
Montrer que les variables al�eatoires X E1 ; : : : ; X Ep sont ind�ependantes et que
la loi de kX E i k

2 est une loi du � 2 dont on d�eterminera le nombre de degr�e de
libert�e.

3. On note � la droite vectorielle engendr�ee par le vecteur unitaire f 1 =
n� 1=2 P n

i =1 ei et H le sous-espace vectoriel orthogonal (en particulier� � H =
Rn ). Calculer X � et kX H k2 = kX � X � k2. Retrouver ainsi que la moyenne
empirique �X n = 1

n

P n
i =1 X i est ind�ependante de Tn =

P n
i =1

�
�X i � �X n

�
�2, et

donner la loi de Tn .

4
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VI.2 Propri�et�es et applications

Exercice VI.5 (Moyenne et variance empirique de variables gaussiennes).
Soit X 1; : : : ; X n des variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes de même loi, d'esp�e-
rance m, de variance� 2 �nie. On pose

�X n =
1
n

nX

i =1

X i ; � 2
n =

1
n

nX

i =1

(X i � m)2 et Vn =
1

n � 1

nX

i =1

(X i � �X )2:

On suppose que, pour touti , la loi de X i est la loi gaussienneN (m; � 2).

1. Quelle est la loi de �X n ?

2. Quelle est la loi den� 2
n=� 2 ?

3. Montrer que �X n et Vn sont ind�ependantes.

4. Montrer que (n � 1)Vn =� 2 suit la loi � 2(n � 1).

4

Exercice VI.6 (Moyenne et variance empirique ind�ependantes).
Soit X 1; : : : ; X n des variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes de même loi, de
carr�e int�egrable, d'esp�erance m et de variance � 2. On suppose que la moyenne

empirique �X n =
1
n

nX

i =1

X i et la variance empiriqueVn =
1

n � 1

nX

i =1

(X i � �X n )2 sont

des variables al�eatoires ind�ependantes. Le but de cet exercice est de d�emontrer que
la loi de X i est alors la loi gaussienneN (m; � 2).

On note  la fonction caract�eristique de X i . On supposem = 0.

1. Calculer E[(n � 1)Vn ] en fonction de � 2. Montrer que pour tout r�eel t :

E[(n � 1)Vn eitn �X n ] = ( n � 1) (t)n � 2:

2. En d�eveloppant Vn dans l'�egalit�e pr�ec�edente, v�eri�er que :

E[(n � 1)Vn eitn �X n ] = � (n � 1) 00(t) (t)n� 1 + ( n � 1) 0(t)2 (t)n� 2:

3. En d�eduire que, sur un voisinage ouvert de 0, est solution de l'�equation
di��erentielle : 8

<

:

 00

 
�

�  0

 

� 2
= � � 2;

 (0) = 1 ;  0(0) = 0 :

4. En d�eduire que la loi des variablesX i est la loi gaussienneN (0; � 2).

5. Que peut-on dire si l'on ne suppose plusm = 0 ?

4
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Exercice VI.7 (Estimation optimis�ee) .
Soit (X n ; n � 1), une suite de variables al�eatoires ind�ependantes, de loi gaussienne
N (�; � ), avec � > 0. L'objectif de cet exercice est de pr�esenter une m�ethodepour
estimer � , et de donner un (bon) intervalle de con�ance pour cette estimation. On
note :

�X n =
1
n

nX

k=1

X k et Vn =
1

n � 1

nX

k=1

(X k � �X n )2:

1. Donner la loi de �X n , son esp�erance et sa variance. D�eterminer la limite de
( �X n ; n � 1).

2. Donner la loi de Vn , son esp�erance et sa variance. D�eterminer la limite de
(Vn ; n � 2).

3. Donner la loi du couple (�X n ; Vn ). D�eterminer la limite de (( �X n ; Vn ); n � 2).

4. On consid�ere la classe des variables al�eatoiresT �
n de la forme :

T �
n = � �X n + (1 � � )Vn ; � 2 R:

Calculer leur esp�erance, leur variance, et montrer la convergence presque sûre
de (T �

n ; n � 2).

5. �Etudier la convergence en loi de (
p

n( �X n � � ); n � 1).

6. �Etudier la convergence en loi de (
p

n(Vn � � ); n � 2).

7. �Etudier la convergence en loi de (
p

n( �X n � �; V n � � ); n � 2).

8. �Etudier la convergence en loi de (
p

n(T �
n � � ); n � 2).

9. On pose� =
p

� 2� + 2(1 � � )2� 2. Construire, �a partir de T �
n , � et n, un in-

tervalle de con�ance de� de niveau asymptotique 95%. Autrement dit trouver
un intervalle al�eatoire I n , fonction de T �

n , � et n, qui contient le param�etre � ,
avec une probabilit�e asymptotique de 95%.

10. Comme� est inconnu on l'estime par � n =
p

� 2T �
n + 2(1 � � )2(T �

n )2 et on le
remplace dans l'expression deI n . Montrer que l'intervalle obtenu est encore
un intervalle de con�ance de � de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour la r�ealisation � = 0 :5, n = 100, �xn = 4 :18 et vn = 3 :84.

11. V�eri�er qu'il existe un unique r�eel � � 2 [0; 1], fonction de � , qui minimise la
longueur de l'intervalle de con�ance, I n . On consid�ere maintenant les variables

al�eatoires � �
n =

2Vn

1 + 2Vn
. Montrer que la suite (� �

n ; n � 2) converge presque

sûrement vers� � .

12. �Etudier la convergence en loi de la suite (
p

n(T � �
n

n � � ); n � 2). En d�eduire
un intervalle de con�ance de � de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour les valeurs num�eriques pr�esent�ees �a la question 10.

4
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VII

Simulation

Exercice VII.1 (Loi exponentielle et loi g�eom�etrique) .
Soit U une variable al�eatoire de loi uniforme sur [0; 1]. Soit � > 0.

1. Montrer que T = � log(U)=� est une variable al�eatoire exponentielle de para-
m�etre � .

2. Montrer que X = [ T]+1, o�u [ x] repr�esente la partie enti�ere de x est une variable
al�eatoire g�eom�etrique dont on d�eterminera le coe�cien t.

4

Exercice VII.2 (Loi de Poisson).
Soit (Un ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loi uniforme
sur [0; 1]. Soit � > 0.

1. Donner la loi de X k = � log(Uk )=� .

2. Donner la loi de
P n

k=1 X k .

3. Calculer la loi de N d�e�ni par N = inf
n

n 2 N;
Q n+1

k=1 Uk < e� �
o

.

4. En d�eduire une m�ethode pour simuler des variables al�eatoires de Poisson.

4

Exercice VII.3 (Loi gaussienne).
Soit X; Y des variables ind�ependantes de loiN (0; 1).

1. On poseR =
p

X 2 + Y 2 et � 2 [0; 2� [, d�e�nis par R cos(� ) = X et R sin(� ) =
Y . Calculer la loi de (R; � ). En d�eduire que R et � sont ind�ependants.

2. Reconnâ�tre la loi e� R2=2.

3. Soit U1; U2 des variables al�eatoires ind�ependantes de loi uniforme sur [0; 1].
D�eduire des questions pr�ec�edentes la loi du couple (X 0; Y 0) d�e�ni par :
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X 0 = cos(2�U 1)
p

2jlogU2j et Y 0 = sin(2 �U 1)
p

2jlogU2j:

Cette transformation dite de Box-Muller permet de simuler simultan�ement deux
variables al�eatoires gaussiennes centr�ees r�eduites ind�ependantes.

4

Exercice VII.4 (M�ethode du rejet) .
Le but de cet exercice est de pr�esenter la m�ethode du rejet pour la simulation
d'une variable al�eatoire de densit�e h donn�ee.

Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans Rd et soit A � Rd un ensemble
mesurable tel queP(X 2 A) > 0. Soit (X n ; n 2 N� ) des variables al�eatoires
ind�ependantes de même loi queX . On poseT = inf f n 2 N� ; X n 2 Ag, avec la
convention inf ; = + 1 , et Y = X T si T < + 1 et Y = 0 si T = + 1 .

1. Montrer que les variables al�eatoiresY et T sont ind�ependantes.

2. Montrer que la loi de T est la loi g�eom�etrique de param�etre P(X 2 A).

3. Montrer que la loi de Y est la loi conditionnelle deX sachant f X 2 Ag : pour
tout bor�elien B � Rd, P(Y 2 B ) = P(X 2 B jX 2 A).

Soit h la densit�e d'une variable al�eatoire �a valeurs dans R. On suppose qu'il
existe une densit�e g et une constante c > 0 telles quec h � g (et que l'on sait
simuler des variables al�eatoires ind�ependantes de densit�e g).

Soit (Zn ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi
de densit�e g. Soit (Un ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires de loi uniforme
sur [0; 1], ind�ependantes et ind�ependantes de (Zn ; n 2 N� ). On poseT0 = inf f n 2
N� ; Un � c h(Zn )=g(Zn )g et A0 = f (z; u); g(z) > 0 et u � c h(z)=g(z)g.

4. Calculer P((Z1; U1) 2 A0).

5. Montrer que la variable al�eatoire ZT 0 (que l'on peut donc simuler) a pour
densit�e h.

4
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VIII

Estimateurs

VIII.1 Mod�eles param�etriques usuels

Exercice VIII.1 (Estimation lin�eaire de la moyenne).
Soit X 1; : : : ; X n n variables al�eatoires ind�ependantes de même loi et de carr�e in-
t�egrable. Trouver l'estimateur de la moyenne, � = E[X 1], qui soit de variance
minimale dans la classe des estimateurs lin�eaires,̂� n =

P n
k=1 akX k , et sans biais.

4

Exercice VIII.2 (Loi exponentielle).
On consid�ere le mod�ele d'�echantillonnage X 1; : : : ; X n de taille n associ�e �a la famille
de lois exponentiellesP = fE (� ); � > 0g. On veut estimer � .

1. �A partir de la m�ethode des moments, construire un estimateur convergent �̂ n

de � .

2. V�eri�er qu'il s'agit de l'estimateur du maximum de vrais emblance.

3. D�eterminer la loi de
P n

i =1 X i . Calculer E� [�̂ n ]. L'estimateur est-il sans biais ?

4. D�eterminer un estimateur �̂ �
n sans biais et un estimateur�̂ �

n qui minimise le
risque quadratique parmi les estimateurs :

�̂ (c)
n =

c
P n

i =1 X i
; o�u c > 0:

5. Calculer le score, l'information de Fisher et la borne FDCR.

6. Les estimateurs �etudi�es font intervenir la statistiqu e Sn =
nX

i =1

X i . Est-elle ex-

haustive et totale ?

7. R�esum�e : quelles propri�et�es �̂ �
n a-t-il parmi les suivantes ?

a) Sans biais.
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b) Optimal.

c) E�cace.

d) Pr�ef�erable �a �̂ n .

e) Inadmissible.

f) R�egulier.

g) Asymptotiquement normal.

4

Exercice VIII.3 (Loi de Poisson).
On consid�ere le mod�ele d'�echantillonnage X 1; : : : ; X n de taille n associ�e �a la famille
de lois de PoissonP = fP (� ); � > 0g. On cherche �a estimer P� (X i = 0).

1. Montrer que le mod�ele est exponentiel. D�eterminer la statistique canoniqueSn .
Est-elle exhaustive et totale ? Donner sa loi.

2. Calculer P� (X i = 0) et montrer que 1f X 1 =0 g en est un estimateur sans biais.

3. Montrer que la loi conditionnelle de X 1 sachant Sn est une loi binomiale de
param�etres

�
Sn ; 1

n

�
.

4. En d�eduire que � Sn =
�
1 � 1

n

� Sn est l'estimateur optimal de P� (X i = 0). Est-il
convergent ?

5. Calculer le score et l'information de Fisher.

6. En d�eduire la borne FDCR pour l'estimation de P� (X i = 0). Est-elle atteinte
par � S ?

4

Exercice VIII.4 (Loi b�eta) .
On observe la r�ealisation d'un �echantillon X 1; : : : ; X n de taille n de loi b�eta
� (1; 1=� ), � > 0, de densit�e :

p(x; � ) =
1
�

(1 � x)
1
� � 11]0;1[(x):

1. Donner une statistique exhaustive. Est-elle totale ?

2. D�eterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance Tn de � .

3. Montrer que � log(1 � X i ) suit une loi exponentielle dont on pr�ecisera le para-
m�etre.

4. Calculer le biais et le risque quadratique deTn . Cet estimateur est-il convergent,
optimal, e�cace ?
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5. �Etudier la limite en loi de
p

n(Tn � � ) quand n tend vers l'in�ni.

4

Exercice VIII.5 (Loi exponentielle et censure).
Soit Z et Y deux variables ind�ependantes suivant des lois exponentielles de pa-
ram�etres respectifs � > 0 et � > 0. On dispose d'un �echantillon de n variables
al�eatoires ind�ependantes (Z1; Y1); : : : ; (Zn ; Yn ) de même loi que (Z; Y ).

1. S'agit-il d'un mod�ele exponentiel ? Si oui, peut-on exhiber une statistique ex-
haustive ?

2. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance (̂� n ; �̂ n ) de (�; � ).

3. Montrer qu'il est asymptotiquement normal et d�etermine r sa matrice de cova-
riance asymptotique.

On suppose dor�enavant que les observations sont censur�ees et que l'on observe
seulementX i = min( Z i ; Yi ) pour i 2 f 1; : : : ; ng.

4. Calculer la fonction de r�epartition de la variable X i .

5. �Ecrire le mod�ele statistique correspondant. Le mod�ele est-il identi�able ? Quelle
fonction de (�; � ) est identi�able ?

6. Donner les estimateurs du maximum de vraisemblance de = � + � fond�es sur
les observations :

a) de X 1; : : : ; X n ;

b) de (Z1; Y1); : : : ; (Zn ; Yn ).

Est-il naturel que ces estimateurs soient di��erents ?

7. Comparer les propri�et�es asymptotiques de ces estimateurs.

4

VIII.2 Mod�elisation

Exercice VIII.6 (Estimation de la qualit�e) .
Une machine produit N micro-chips par jour, N connu. Chacun d'entre eux a un
d�efaut avec la même probabilit�e � inconnue. On cherche �a estimer la probabilit�e
d'avoir au plus k d�efauts sur un jour. �A ce propos, on teste tous les micro-chips
pendant une p�eriode den jours et on retient chaque jour le nombre de d�efauts.

1. Choisir un mod�ele. Est-ce un mod�ele exponentiel ?

2. D�eterminer une statistique S exhaustive et totale. Calculer sa loi.
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3. Construire un estimateur � sans biais qui ne fait intervenir que les donn�ees du
premier jour.

4. En d�eduire un estimateur optimal � S. V�eri�er que � S est la fonction de r�epar-
tition de la loi hyperg�eom�etrique 1 de param�etre (Nn; S; N ) �evalu�ee en k.

4

Exercice VIII.7 (Loi g�eom�etrique) .
On consid�ere la famille param�etrique des lois g�eom�etri ques. Soit X une variable
al�eatoire �a valeurs dans N� de loi g�eom�etrique de param�etre � 2 ]0; 1[.

1. V�eri�er que le mod�ele est exponentiel. Donner une statistique exhaustive.

2. D�eterminer I (� ), l'information de Fisher sur � d'un �echantillon de taille 1.

Soit X 1; : : : ; X n un �echantillon de taille n de variables al�eatoires ind�ependantes de
même loi queX .

3. D�eterminer �̂ n , l'estimateur du maximum de vraisemblance de� construit �a
partir de l'�echantillon de taille n.

4. Montrer directement que l'estimateur du maximum de vraisemblance est
asymptotiquement normal.

5. Donner un intervalle de con�ance pour � de niveau 1� � .

Une soci�et�e de transport en commun par bus veut estimer le nombre de passagers
ne validant pas leur titre de transport sur une ligne de bus d�etermin�ee. Elle dispose
pour cela, pour un jour de semaine moyen, du nombren0 de tickets compost�es sur
la ligne et des r�esultats de l'enquête suivante : �a chacundes arrêts de bus de la
ligne, des contrôleurs comptent le nombre de passagers sortant des bus et ayant
valid�e leur ticket jusqu'�a la sortie du premier fraudeur i nclus. Le tableau VIII.1
regroupe les donn�ees (simul�ees).

44 09 11 59 81 44 19 89 10 24
07 21 90 38 01 15 22 29 19 37
26 219 02 57 11 34 69 12 21 28
34 05 07 15 06 129 14 18 02 156

Table VIII.1. Nombres (simul�es) de passagers jusqu'au premier fraudeur inclus

1. On peut d�ecrire la loi hyperg�eom�etrique dans un mod�el e d'urne. Soit une urne qui contient
m boules dont b blanches et m � b noires. Soit Y le nombre de boules blanches obtenues lors
de n tirages sans remise. La loi deY est la loi hyperg�eom�etrique de param�etres ( m; b; n). Pour
k 2 f max(0; n + b� m); : : : ; min( n; b)g, on a :

P(Y = k) =

� n
k

�� m � n
b� k

�

� m
b

� =

� b
k

�� m � b
n � k

�

� m
n

� �
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6. Estimer la probabilit�e de fraude et donner un intervalle de con�ance de niveau
asymptotique 95%. Estimer le nombre de fraudeursnf si n0 = 20 000.

4

Exercice VIII.8 (Estimation d'�ev�enements rares) .
La hauteur maximale H de la crue annuelle d'un euve est mod�elis�ee par une
variable al�eatoire de Rayleigh, H , qui a pour densit�e :

f H (x) = 1R+ (x)
x
a

exp
�

�
x2

2a

�
;

o�u a > 0 est un param�etre inconnu. Le tableau VIII.2 donne les hauteurs maximales
annuelles de crue (simul�ees) sur 8 ans.

2.5 1.8 2.9 0.9 2.1 1.7 2.2 2.8

Table VIII.2. Hauteurs maximales annuelles de crue (simul�ees)

1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance,ân , de a.

2. Quelles propri�et�es ân poss�ede-t-il parmi les suivantes ?

a) Sans biais.

b) Optimal.

c) E�cace.

d) Asymptotiquement normal et donner la variance asymptotique.

3. Une compagnie d'assurance estime qu'une catastrophe, qui correspond �a une
crue de plus de 6m, n'arrive qu'au plus une fois tous les milleans. Ceci peut-il
être justi��e par les observations ? (En g�en�eral les mod�eles param�etriques ne
sont pas adapt�es pour estimer des probabilit�es d'�ev�enements rares. La th�eorie
des valeurs extrêmes2 a �et�e d�evelopp�ee pour r�epondre �a ce type de question.)

4

Exercice VIII.9 (Mod�ele additif et mod�ele multiplicatif) .
Le total des ventes mensuelles d'un produit dans un magasini 2 f 1; : : : ; ng peut
être mod�elis�e par une variable al�eatoire de loi normale N

�
mi ; � 2

�
. On suppose

les constantesmi > 0 et � > 0 connus. Une campagne publicitaire est men�ee

2. L. de Haan. Fighting the arch-enemy with mathematics. Stat. Neerl. , vol. 44(2), pp. 45-68
(1990).
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a�n de permettre l'augmentation des ventes. On note X i la vente mensuelle du
magasin i apr�es la campagne publicitaire. On suppose que les variables X i sont
ind�ependantes.

1. On suppose que l'augmentation des ventes se traduit par une augmentation
de chacune des moyennesmi d'une quantit�e � . D�eterminer l'estimateur du
maximum de vraisemblance de� . Donner sa loi et ses propri�et�es.

2. On suppose que l'augmentation des ventes se traduit par une multiplication de
chacune des moyennesmi par une quantit�e � . On consid�ere l'estimateur de � :

~� n =
1
n

nX

i =1

X i

mi
�

Donner sa loi et ses propri�et�es �a horizon �ni.

3. D�eterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance de� . Donner sa loi et
ses propri�et�es �a horizon �ni.

4. Application num�erique aux donn�ees simul�ees du tableau VIII.3, avec n = 15
et � = 12.

m i 1023 981 1034 1007 988 1021 1005 995
x i 1109 1075 1129 1123 1092 1087 1129 1122

m i 1020 1013 1030 1046 1003 1039 968
x i 1105 1124 1103 1072 1065 1069 1098

Table VIII.3. E�et (simul�e) d'une campagne publicitaire

4

Exercice VIII.10 (Contamination) .
Dans l'industrie agro-alimentaire, on s'int�eresse �a la d�etection de la contamination 3

du lait par un micro-organisme : les spores declostridia. Cette bact�erie, naturelle-
ment pr�esente dans les organismes humains et animaux, peutcauser des maladies
chez les individus fragiles, qui peuvent même être mortelles. Le lait ne �gure pas
parmi les premiers aliments �a risque mais il est tr�es important de contrôler une
�eventuelle contamination.

Deux probl�emes importants se posent :

3. La m�ethode pr�esent�ee, MPN (\most probable number"), e st une m�ethode largement utili-
s�ee pour d�etecter des contaminations dans l'agro-alimen taire, mais �egalement en environnement
(rivi�ere, ...).

52



VIII.2 Mod�elisation

{ On ne dispose pas de l'observation du nombre de micro-organismes pr�esents
mais seulement de l'indication pr�esence-absence.

{ Sans connaissancea priori de l'ordre de grandeur du taux de contamination,
l'estimation du taux risque de ne donner aucun r�esultat exploitable.

L'exp�erience men�ee consiste �a observer la pr�esence-absence de ces spores dans
un tube de 1ml de lait, le but �etant au �nal d'estimer la densi t�e en spores : �
(nombre de spores par unit�e de volume).

Soit Zk la variable al�eatoire (non observ�ee) d�esignant le nombre de spores pr�e-
sents dans le tubek et X k = 1f Zk =0 g la variable al�eatoire (observ�ee) valant 1 s'il
n'y a pas de spore dans le tubek et 0 sinon. On suppose queZk suit une loi de
Poisson de param�etre� .

On e�ectue une analyse surn tubes ind�ependants et Y =
P n

k=1 X k donne le
nombre de tubes st�eriles (n�egatifs).

1. Donner les lois deX k et Y . On notera � = P(X k = 1).

2. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance de� . En d�eduire l'estima-
teur du maximum de vraisemblance de� .

3. Donner les intervalles de con�ance de� et � .

4. Donner les r�esultats num�eriques des deux questions pr�ec�edentes lorsqu'on ob-
serve 6 tubes st�eriles sur 10 au total. Pour les intervallesde con�ance, on se
placera au niveau� = 5%.

5. Indiquer quels sont les probl�emes lorsque la densit�e� est tr�es faible ou tr�es
forte.

Des densit�es extrêmes induisant des probl�emes d'estimation, on va utiliser le
principe de la dilution :

{ Si on craint de n'observer que des tubes n�egatifs, on e�ectue l'analyse sur de
plus grands volumes. Dans un volumed fois (d � 1) plus grand, le nombre
de spores suit une loi de Poisson de param�etre�d .

{ Si on craint de n'observer que des tubes positifs, on ajoutedes exp�eriences
sur des tubes dilu�es. Dans un tube dilu�e 1=d fois (d � 1), la densit�e en spores
est �egale �a �d , et le nombre de spores suit une loi de Poisson de param�etre
�d .

Pour utiliser cette m�ethode on doit avoir une id�ee a priori de l'ordre de grandeur
de la densit�e.

Consid�erons N �echantillons contenant chacun n i tubes avec une dilution �egale �a
di , aveci 2 f 1; :::; N g. On note Yi le nombre de tubes n�egatifs du i-�eme �echantillon.

6. Donner la loi de Yi .

7. Donner l'�equation qui d�etermine l'estimateur du maxim um de vraisemblance
de � .
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8. Donner un �equivalent de la variance asymptotique de cet estimateur.

9. On �etudie le cas particulier d'un petit nombre de dilutio ns. Donner le r�esultat
litt�eral pour N = 2, d1 = 1, d2 = 1

2 . Donner les r�esultats num�eriques, esti-
mation et intervalle de con�ance de � , si on observey1 = 3 et y2 = 6 pour
n1 = n2 = 10.

4
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IX

Tests

IX.1 Mise en �uvre

Exercice IX.1 (Test de Neyman).
On distingue deux types de plantes �a graines : les plantes qui diss�eminent leurs
graines localement (type 1) et les plantes qui diss�eminentleurs graines tr�es loca-
lement avec une grande probabilit�e et loin avec une faible probabilit�e (type 2). La
loi de la position relative (X; Y ) d'une graine par rapport �a la plante est :

{ pour le type 1, la loi uniforme sur [� 2; 2]2 de densit�e :

p1(x; y) =
1
16

1[� 2;2]2 (x; y);

{ pour le type 2, la loi gaussienne centr�ee r�eduite de densit�e :

p2(x; y) =
1

p
4� 2

e� (x2+ y2 )=2 :

La graine d'une plante est observ�ee �a la position relative (x; y) par rapport �a la
plante. On souhaite savoir s'il s'agit d'une plante de type 2.

1. D�ecrire le test de Neyman de niveau� = 5% et sa r�egion critique.

2. D�ecrire le test de Neyman de niveau� = 1% et sa r�egion critique.

4

Exercice IX.2 (Loi exponentielle et mod�ele exponentiel).
Soit X = ( X 1; : : : ; X n ) un �echantillon de taille n de variables al�eatoires ind�epen-
dantes de même loi exponentielle de param�etre 1=� > 0. Soit � 0 > 0 et � 2 ]0; 1[.

1. Construire le test UPP de niveau � pour l'hypoth�ese nulle H0 = f � = � 0g
contre l'hypoth�ese alternative H1 = f � > � 0g.
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2. Construire le test UPPS de niveau� pour l'hypoth�ese nulle H0 = f � = � 0g
contre l'hypoth�ese alternative H1 = f � 6= � 0g.

4

Exercice IX.3 (Test d'�egalit�e des moyennes dans un mod�ele gaussien).
On consid�ere un �echantillon gaussien (X 1; Y1); : : : ; (X n ; Yn ) de variables al�eatoires

ind�ependantes de loi N
��

� 1

� 2

�
;
�

� 2
1 0

0 � 2
2

��
, o�u � 1 et � 2 sont inconnus.

1. D�ecrire le test de Wald pour tester l'hypoth�ese nulle H0 = f � 1 = � 2g contre
l'hypoth�ese alternative H1 = f � 1 6= � 2g.

2. On suppose� 1 = � 2. Donner une r�egion critique de niveau exact � 2 ]0; 1[,
construite �a l'aide de la même statistique de test que celle utilis�ee dans la
question pr�ec�edente. Faire l'application num�erique po ur n = 15 et � = 5%.

4

Exercice IX.4 (Tests asymptotiques dans un mod�ele gaussien).
Soit (X n ; n � 1), une suite de variables al�eatoires ind�ependantes, de loi gaussienne
N (�; � ), avec � > 0. (La loi gaussienneN (�; � ) apparâ�t comme approximation de
la loi de Poisson de param�etre� pour � grand.) Soit � 0 > 0 �x�e. L'objectif de cet
exercice est de pr�esenter deux tests pour l'hypoth�ese nulle H0 = f � = � 0g contre
l'hypoth�ese alternative H1 = f � > � 0g. On note :

�X n =
1
n

nX

k=1

X k et Vn =
1

n � 1

nX

k=1

(X k � �X n )2 =
1

n � 1

nX

k=1

X 2
k �

n
n � 1

�X 2
n :

1. D�eterminer �̂ n , l'estimateur du maximum de vraisemblance de� . Montrer di-
rectement qu'il est convergent, asymptotiquement normal et donner sa variance
asymptotique. Est-il asymptotiquement e�cace ?

2. Construire un test asymptotique convergent �a l'aide de l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance.

On consid�ere la classe des estimateursT �
n de la forme :T �

n = � �X n +(1 � � )Vn ; � 2
R.

3. Montrer que la suite d'estimateurs (T �
n ; n � 2) est convergente, sans biais.

Donner la variance deT �
n .

4. �Etudier la convergence en loi de (Zn ; n � 1), avecZn =
p

n( �X n � �; n � 1
nX

k=1

X 2
k �

� � � 2).

56



IX.1 Mise en �uvre

5. �Etudier la convergence en loi de la suite (
p

n(T �
n � � ); n � 2). En d�eduire que

la suite d'estimateurs (T �
n ; n � 2) est asymptotiquement normale. Calculer la

variance asymptotique.

6. On consid�ere pour n � 2, la statistique de test :

� �
n =

p
n(T �

n � � 0)
p

� 2� 0 + 2(1 � � )2� 2
0

�

Construire un test asymptotique convergent �a partir de cette statistique de
test.

7. On consid�ere maintenant la valeur � � qui minimise � 2� 0+2(1 � � )2� 2
0. Comparer

les variances asymptotiques deT � �

n et �̂ n . Reprendre la question pr�ec�edente avec
� = � � . Comparer asymptotiquement le test construit �a partir de T � �

n et celui
construit �a partir de l'estimateur du maximum de vraisembl ance.

8. On donne les valeurs num�eriques suivantes :� 0 = 3 :8, n = 100, �xn = 4 :18 et
vn = 3 :84. Calculer la p-valeur des deux tests. Quelle est votre d�ecision ?

4

Exercice IX.5 (Test UPPS).
Soit un �echantillon de taille n, X = ( X 1; : : : ; X n ), de variables al�eatoires ind�epen-
dantes de même loi gaussienne de moyenne� 2 R (inconnu) et de variance � 2

connue. On notepn (x; � ), pour x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn la densit�e du vecteur al�ea-
toire X . On consid�ere l'hypoth�ese nulle H0 = f � = � 0g et l'hypoth�ese alternative
H1 = f � = � 1g avec � 0 < � 1 �x�es. Soit � 2 ]0; 1[.

1. Donner un test UPP de niveau� .

2. Quelle est la plus petite valeur den permettant de construire un test UPP de
niveau � 2 ]0; 1[ et d'erreur de deuxi�eme esp�ece inf�erieure ou �egale �a � 2 ]0; 1[ ?

On consid�ere l'hypoth�ese alternative bilat�ere suivant e H 0
1 = f � 6= � 0g.

3. Peut-on construire un test UPP deH0 contre H 0
1 ?

On se propose de trouver un test de niveau� uniform�ement plus puissant sans
biais parmi les tests purs pour tester l'hypoth�eseH0 contre l'hypoth�ese H 0

1.

4. Soit � 1 2 R distinct de � 0. Montrer qu'il existe deux constantesc(� 1) et c� (� 1)
telles que l'ensemble d�e�ni par :

W 0
n =

�
x; pn (x; � 1) � c(� 1)pn (x; � 0) + c� (� 1)

@pn
@�

(x; � 0)
�

;

est ind�ependant de � 1 et v�eri�e :

P� 0 (W 0
n ) = P� 0 (X 2 W 0

n ) = � et
@
@�

P� (W 0
n ) j � = � 0 = 0 :
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5. Montrer que le test pur de r�egion critique W 0
n est UPP dans la classe des tests

purs sans biais,i.e. v�eri�ant P� 0 (W 00
n ) = � et P� (W 00

n ) � � pour tout � 2 R.

4

IX.2 Mod�elisation

Exercice IX.6 (Impartialit�e) .
En 1986, �a Boston, le docteur Spock, militant contre la guerre du Vietnam, fut jug�e
pour incitation publique �a la d�esertion. Le juge charg�e d e l'a�aire �etait soup�conn�e
de ne pas être �equitable dans la s�election des jur�es1. En e�et, il y avait 15% de
femmes parmi les 700 jur�es qu'il avait nomm�es dans ses proc�es pr�ec�edents, alors
qu'il y avait 29% de femmes �eligibles sur l'ensemble de la ville.

1. Tester si le juge est impartial dans la s�election des jur�es. Quelle est lap-valeur
de ce test ?

2. Que conclure si �etant plus jeune, le juge n'a pas nomm�e 700, mais seulement
40 jur�es ?

4

Exercice IX.7 (Vaccin).
Des plaignants2 ont poursuivi en justice le Minist�ere isra�elien de la Sant�e suite �a
une campagne de vaccination men�ee sur des enfants et ayant entrâ�n�e des dom-
mages fonctionnels irr�eversibles pour certains d'entre eux. Ce vaccin �etait connu
pour entrâ�ner ce type de dommages en de tr�es rares circonstances. Des �etudes
ant�erieures men�ees dans d'autres pays ont montr�e que ce risque �etait en moyenne
d'un cas sur 310 000 vaccinations. Les plaignants avaient �et�e inform�es de ce risque
et l'avaient accept�e. Les doses de vaccin ayant provoqu�e les dommages objet de la
plainte provenaient d'un lot ayant servi �a vacciner un groupe de 300 533 enfants.
Dans ce groupe, quatre cas de dommages ont �et�e d�etect�es.

1. On mod�elise l'�ev�enement \le vaccin provoque des dommages fonctionnels irr�e-
versibles sur l'enfanti "par une variable al�eatoire de Bernoulli, X i , de param�etre
p. Calculer la valeur p0 correspondant aux r�esultats des �etudes ant�erieures.

2. Justi�er qu'on peut mod�eliser la loi du nombre N de cas de dommages par une
loi de Poisson de param�etre� . Calculer la valeur � 0 attendue si le vaccin est
conforme aux �etudes ant�erieures.

1. M. O. Finkelstein and B. Levin. Statistics for lawyers. Springer, 2nd edition (2010).
2. M. Aitkin. Evidence and the Posterior Bayes Factor. Math. Scientist , vol. 17, pp. 15-25

(1992).
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3. L'hypoth�ese nulle H0 = f p = p0g correspond au risque que les plaignants
avaient accept�e, l'hypoth�ese alternative �etant H1 = f p > p0g. Construire un
test �a partir de la variable N . Donner la p-valeur de ce test. Accepte-t-onH0

au seuil de 5% ?

4

Exercice IX.8 (Sondage).
L'objectif de cet exercice est d'�etudier la variabilit�e d es sondages.

1. SoientX 1; : : : ; X n des variables al�eatoires ind�ependantes et identiquement dis-
tribu�ees de loi de Bernoulli p 2 [0; 1]. On pose p̂n = 1

n

P n
i =1 X i . Montrer

l'in�egalit�e Var p(p̂n ) � 1=(4n).

2. Un institut de sondage souhaite estimer avec une pr�ecision de 3 points (�a
droite et �a gauche) la probabilit�e qu'un individu vote pou r le maire actuel
�a la prochaine �election municipale. Combien de personnesest-il n�ecessaire de
sonder ?

3. Sur un �echantillon repr�esentatif de 1000 personnes, onrapporte les avis favo-
rables pour un homme politique. En novembre, il y avait 38% d'avis favorables,
et 36% en d�ecembre. Un �editorialiste dans son journal prend tr�es au s�erieux
cette chute de 2 points. Con�rmer ou in�rmer la position du jo urnaliste.

4

Exercice IX.9 (Une question de point de vue).
Dans les conditions usuelles d'emploi, la dur�ee de vie des pi�eces produites par une
machine sont mod�elis�ees par une loi gaussienneN (� 0; � 2), avec � 0 = 120 heures
et � = 19:4 heures.

Le repr�esentant d'un fournisseur propose un nouveau mod�ele de machine, en
promettant un gain sur la dur�ee de vie des pi�eces produitesde 5% en moyenne,
pour un �ecart-type identique � .

On d�ecide de tester le nouveau mod�ele de machine sur un �echantillon de n =
64 pi�eces produites. On note (X i ; i 2 f 1; : : : ; ng) les dur�ees de vie desn pi�eces
produites par le nouveau mod�ele de machine.

1. Quelle est la loi de (X i ; i 2 f 1; : : : ; ng) ?

2. Soit � la dur�ee de vie moyenne des pi�eces produites par le nouveaumod�ele
de machine. Donner un estimateur sans biais de� . Identi�er la loi de cet
estimateur.

3. On ne souhaite pas changer de mod�ele si le nouveau n'est pas plus performant
que l'ancien. Plus pr�ecis�ement, on souhaite que la probabilit�e d'adopter �a tort
le nouveau mod�ele ne d�epasse pas le seuil de� = 0 :05. Quelle est alors la
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proc�edure de d�ecision construite �a partir de l'estimate ur de � ? Les 64 pi�eces
test�ees ont eu une dur�ee de vie moyenne �egale �a 123:5 heures. Conclusion.

4. �Evaluez le risque que cette proc�edure vous fasse rejeter lenouveau mod�ele si
l'annonce du repr�esentant est exacte.

Le repr�esentant conteste cette proc�edure, pr�etextant q u'il vaut mieux partir de
l'hypoth�ese H 0

0, selon laquelle le gain de performance moyen est r�eellement de 5%,
tout en conservant le même seuil� pour ce test.

5. Quelle est alors la proc�edure de d�ecision ? Quel est le risque de l'acheteur ? Quel
est le r�esultat de cette proc�edure au vu des observations faites. Conclusion.

6. Quelle proc�edure peut-on proposer pour �egaliser les risques de l'acheteur et du
vendeur ? Quel est alors ce risque ?

4

Exercice IX.10 (Concurrence).
On reprend la probl�ematique de l'exercice IX.9. Un repr�esentant d'une autre soci�et�e
se pr�esente et d�eclare avoir un produit moins cher et �equivalent �a celui des questions
pr�ec�edentes (de moyenne� et de variance� ). L'acheteur le teste sur un �echantillon
de m pi�eces. Le r�esultat obtenu est une moyenne de 124.8 avecm = 64. On veut
tester si les deux mod�eles sont de performances �equivalentes i.e. si � = � .

1. Expliciter �̂ n et �̂ m les estimateurs du maximum de vraisemblance de� et � .

2. Construire un test pur �a l'aide de la statistique de test �̂ n � �̂ m . Que peut-on
dire des performances relatives des deux machines ?

4

Exercice IX.11 (Production d'ailettes) .
Une machine outil fabrique des ailettes de r�eacteur avec les caract�eristiques sui-
vantes : la longueur d'une ailette suit une loi gaussienneN (`0; � 2

0) avec `0 =
785 mm et � 0 = 2 mm. Une trop grande dispersion dans les caract�eristiques de
la machine peut induire une production d'ailettes trop longues, qui ne sont pas
utilisables, ou d'ailettes trop courtes, qui nuisent aux performances du r�eacteur.
On a donc calibr�e la machine a�n de mâ�triser au mieux le param�etre � 0, qui est
donc consid�er�e comme connu et invariable. En revanche, lalongueur moyenne a
tendance �a varier au �l de la production. On d�esire v�eri�e r que les caract�eristiques
de la machine n'ont pas trop d�eriv�e, �a savoir que la longueur moyenne` reste dans
l'intervalle de tol�erance [ `0 � �` 0] avec �` 0 = 1 :5 mm. On proc�ede �a l'analyse de

n = 200 ailettes, ce qui conduit �a une moyenne empirique�L n =
1
n

nX

i =1

L i observ�ee

�L obs
n = 788:3 mm.
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1. V�eri�er que le mod�ele est exponentiel. Construire un estimateur de `.

2. On souhaite tester l'hypoth�ese H0 = f ` 2 [`0 � �` 0]g contre H1 = f ` =2 [`0 �
�` 0]g. Construire un test bilat�eral UPPS au seuil � pour tester H0 contre H1.

3. Faire l'application num�erique pour � = 5% et conclure.

4. Calculer un intervalle de con�ance de niveau 95% pour̀ et le comparer �a
[`0 � �` 0].

4

IX.3 Tests du � 2

Exercice IX.12 (G�en�erateur de nombres al�eatoires) .
On souhaite v�eri�er la qualit�e du g�en�erateur de nombres al�eatoires d'une calcula-
trice scienti�que. Pour cela, on proc�ede �a 250 simulations �a valeurs dansf 0; : : : ; 9g,
voir les r�esultats du tableau IX.1. �A l'aide du test du � 2, v�eri�er si le g�en�erateur
donne des r�ealisations uniform�ement r�eparties sur f 1; : : : ; 9g.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N (x) 28 32 23 26 23 31 18 19 19 31

Table IX.1. R�esultats de 250 simulations d'un g�en�erateur de nombres al�eatoires : N (x) repr�esente
le nombre d'occurrences dex.

4

Exercice IX.13 (C�esarienne).
On d�esire �etudier la r�epartition des naissances suivant le type du jour de semaine
(jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d'accouchement (naturel ou par
c�esarienne). Les donn�ees du tableau IX.2 proviennent du \National Vital Statis-
tics Report" 3 et concernent les naissances aux USA en 1997. (On a omis 35 240
naissances pour lesquelles le mode d'accouchement n'a pas �et�e retranscrit.)

NaissancesNaturelles C�esar. Total
J.O. 2 331 536663 540 2 995 076
W.E. 715 085135 493 850 578

Total 3 046 621799 033 3 845 654

NaissancesNaturelles C�esar. Total
J.O. 60.6 % 17.3 % 77.9%
W.E. 18.6 % 3.5 % 22.1%

Total 79.2 % 20.8 % 100.0%

Table IX.2. Naissances aux U.S.A en 1997.

3. http://www.cdc.gov/nchs/products/nvsr.htm
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On note pJ;N la probabilit�e qu'un b�eb�e naisse un jour ouvrable et sans c�e-
sarienne, pW;N la probabilit�e qu'un b�eb�e naisse un week-end et sans c�esarienne,
pJ;C la probabilit�e qu'un b�eb�e naisse un jour ouvrable et par c �esarienne, pW;C la
probabilit�e qu'un b�eb�e naisse un week-end et par c�esarienne.

1. Rappeler l'estimateur du maximum de vraisemblance des probabilit�es p =
(pJ;N ; pW;N ; pJ;C ; pW;C ).

2. �A l'aide d'un test du � 2, peut-on accepter ou rejeter l'hypoth�ese d'ind�ependance
entre le type du jour de naissance (jour ouvrable ou week-end) et le mode
d'accouchement (naturel ou c�esarienne) ?

3. On d�esire savoir s'il existe une �evolution signi�cativ e dans la r�epartition des
naissances par rapport �a 1996.�A l'aide d'un test du � 2, peut-on accepter ou
rejeter l'hypoth�ese p = p0, o�u p0 correspond aux donn�ees de 1996, voir le
tableau IX.3 ?

NaissancesNaturelles C�esariennes
J.O. 60.5 % 17.0 %
W.E. 18.9 % 3.6 %

Table IX.3. Naissances aux U.S.A en 1996.

4

Exercice IX.14 (Old Faithful) .
On consid�ere les donn�ees4 sur le geyser \Old Faithful" du parc national de Yel-
lowstone aux �Etats Unis d'Am�erique. Elles sont constitu�ees de 299 couples corres-
pondant �a la dur�ee d'une �eruption, et au temps d'attente c orrespondant au temps
�ecoul�e entre le d�ebut de cette �eruption et la suivante. L es donn�ees sont collect�ees
continûment du 1er au 15 août 1985.

Le temps d'attente (en minutes) moyen est de 72.3, l'�ecart-type de 13.9, et la
m�ediane de 76. Un temps d'attente est dit court (C) s'il est inf�erieur �a 76, et long
(L ) s'il est sup�erieur ou �egal �a 76. (On constate qu'un temps d'attente inf�erieur
�a 72 minutes est toujours suivi par une longue �eruption et qu'un temps d'attente
sup�erieur �a 72 minutes est suivi en �egale proportion par une �eruption soit longue
soit courte. La dur�ee d'une �eruption varie entre 2 et 5 minu tes.)

On note wk 2 f C; Lg la dur�ee qualitative du temps d'attente entre le d�ebut de
la k-i�eme �eruption et la suivante. On consid�ere les couples (X k ; Yk) = ( w2k� 1; w2k )
pour 1 � k � K = 149, qui repr�esentent les dur�ees qualitatives de deux temps

4. A. Azzalini and A. W. Bownman. A look at some data on Old Fait hful. Applied Statistics,
vol. 39, pp. 357-365 (1990).
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d'attente successifs. On noteN i;j pour i; j 2 f C; Lg le nombre d'occurrences de
(i; j ) pour la suite ((X k ; Yk ); 1 � k � K ). On observe les valeurs suivantes :

NC;C = 9 ; NC;L = 70; NL;C = 55 et NL;L = 15:

On suppose que les variables al�eatoires ((X k ; Yk ); 1 � k � K ) sont ind�epen-
dantes et de même loi.

1. Tester si deux temps d'attente successifs sont ind�ependants (i.e. X k est ind�epen-
dant de Yk ). Pourquoi n'utilise-t-on pas les occurrences des couples(wk ; wk+1 )
pour ce test ?

2. Tester si deux temps d'attente successifs sont ind�ependants et de même loi (i.e.
X k est ind�ependant de Yk et X k a même loi queYk). Êtes-vous �etonn�es de votre
conclusion vu la r�eponse �a la question pr�ec�edente ?

4

Exercice IX.15 (Test de McNemar ou d'�egalit�e des lois marginales).
On consid�ere deux juges qui �evaluent les mêmes situations et r�epondent chaque
fois par l'a�rmative (+) ou la n�egative ( � ). On note p(i )

+ la probabilit�e que le juge

i r�eponde par l'a�rmative et p(i )
� la probabilit�e qu'il r�eponde par la n�egative. On

d�esire savoir si les lois des r�eponses des deux juges sont les mêmes, hypoth�ese nulle
H0 = f p(1)

+ = p(2)
+ g, ou non, hypoth�ese alternative H1 = f p(1)

+ 6= p(2)
+ g. On suppose

que toutes les r�eponses possibles pour les deux juges (soitquatre cas possibles) ont
une probabilit�e strictement positive.

1. V�eri�er que, sous H0, la loi du couple de r�eponses ne d�epend que de deux
param�etres � et � tels que 0 < � < � < 1 � � , � = p(i )

+ et le tableau IX.4
donne les probabilit�es des r�eponses possibles.

r�ep. juge 2 = + r�ep. juge 2 = �
r�ep. juge 1 = + � � � �
r�ep. juge 1 = � � 1 � � � �

Table IX.4. Probabilit�e d'observer les r�eponses des juges 1 et 2.

2. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de (�; � ).

3. On d�esire r�ealiser un test sur un �echantillon de taille n. Donner la statistique
de test � n du � 2 et v�eri�er que :

� n =
(N+ � � N � + )2

N+ � + N � +
;
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o�u N+ � est le nombre de fois o�u le juge 1 a r�epondu + et le juge 2 a r�epondu
� , et N � + est le nombre de fois o�u le juge 1 a r�epondu� et le juge 2 a r�epondu
+. Donner la r�egion critique de niveau asymptotique 5%.

4. Pour n = 200, on observeN+ � = 15 et N � + = 5, calculer la p� valeur asymp-
totique du test et conclure.

4

Exercice IX.16 (R�eactions �a des vaccins).
On se propose de comparer les r�eactions produites par deux vaccins B.C.G. con�cus
par A et B 5. Un groupe de 348 enfants a �et�e divis�e par tirage au sort en deux
s�eries qui ont �et�e vaccin�ees, l'une par le vaccin de A, l'autre par le vaccin de B . La
r�eaction a �et�e ensuite lue par une personne ignorant le vaccin utilis�e. Les r�esultats
�gurent dans le tableau IX.5. En ce qui concerne les r�eactions, peut-on dire que
les vaccins deA et de B sont identiques ?

Vaccin R�eaction l�eg�ere R�eaction moyenne Ulc�eration Abc�es Total
A 12 156 8 1 177
B 29 135 6 1 171

Total 41 291 14 2 348

Table IX.5. R�eactions �a deux vaccins de B.C.G..

4

Exercice IX.17 (Accidents de cavalerie).
Le tableau IX.6 donne, sur une p�eriode de vingt ans (1875-1894), le nombre de
d�ec�es par an et par r�egiment dans la cavalerie prussiennecaus�es par un coup de
sabot de cheval6. On dispose de 280 observations. Appliquer le test du� 2 pour
v�eri�er si les donn�ees suivent une loi de Poisson (dont on estimera le param�etre).

Nombre de d�ec�es par an et par r�egiment 0 1 2 3 4
Nombre d'observations 144 91 32 11 2

Table IX.6. D�ec�es par an et par r�egiment.

4

5. D. Schwartz et P. Lazar. �El�ements de statistique m�edicale et biologique. Flammarion (1964).
6. A. Gulberg. Les fonctions de fr�equence discontinues et les s�eries statistiques. Annales de l'I.

H. P. , vol. 3, pp.229-278 (1933).
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Exercice IX.18 (Familles �a gar�cons ou familles �a �lles ?) .
La r�epartition du nombre de gar�cons et de �lles dans 5128 familles 7 de cinq enfants
est donn�ee dans le tableau IX.7. On veut savoir si ce r�esultat est compatible avec
l'hypoth�ese d'�equiprobabilit�e de la naissance d'un gar �con et de la naissance d'une
�lle. On note r la probabilit�e d'avoir un gar�con.

Nombres de gar�cons et de �lles (5,0) (4,1) (3,2) (2,3) (1,4) (0,5) Total
Nombre de familles 204 841 1585 1544 810 144 5128

Table IX.7. Nombres de gar�cons et de �lles dans 5128 familles de cinq enfants.

1. Calculer la proportion de gar�cons. Utiliser le test du � 2 de niveau asymptotique
� = 0 :01, bas�e sur cette proportion, pour d�eterminer si r = 1=2. Donner la p-
valeur asymptotique de ce test.

2. Donner un intervalle de con�ance pourr de niveau asymptotique� . Remarquer
que le test du � 2 est �equivalent �a l'intervalle de con�ance.

3. Utiliser le test du � 2 de niveau asymptotique� = 0 :01, directement �a partir des
donn�ees du tableau IX.7. Donner approximativement la p-valeur asymptotique
de ce test. Conclusion ? (En g�en�eral, on obtient un test plus pr�ecis en gardant
la r�epartition par famille, c'est-�a-dire en tenant compt e de toute l'information
contenue dans les donn�ees. La r�epartition des donn�ees ensous-ensembles est
appel�ee m�ethode de strati�cation.)

4. Utiliser le test du � 2 pour v�eri�er si les donn�ees du tableau IX.7 suivent une
loi binomiale de param�etre (5; r ), avec r inconnu. Donner approximativement
la p-valeur asymptotique de ce test. Conclusion ?

4

Exercice IX.19 (Les d�es de Weldon).
Weldon a e�ectu�e n = 26 306 lancers de douze d�es �a six faces8. On note X i

le nombre de faces indiquant cinq ou six lors dui -i�eme lancer. Les fr�equences
empiriques observ�ees sont not�ees ^pj = N j =n, o�u N j est le nombre de fois o�u l'on a

observ�e j faces indiquant cinq ou six, sur les douze lancersN j =
nX

i =1

1f X i = j g. Les

observations sont donn�ees dans les tableaux IX.8 et IX.9.

7. M.-P. Sch•utzenberger. R�esultats d'une enquête sur la distributio n du sexe dans les familles
nombreuses.Semaine des Hôpitaux de Paris, vol. 25(61), pp. 2579{2582 (1949).

8. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications , vol. 1, p. 148. Wiley,
third ed. (1968).
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N0 = 185 N1 = 1149 N2 = 3265 N3 = 5475
N4 = 6114 N5 = 5194 N6 = 3067 N7 = 1331
N8 = 403 N9 = 105 N10 = 14 N11 = 4
N12 = 0

Table IX.8. Observations.

p̂0 = 0 :007033 p̂1 = 0 :043678 p̂2 = 0 :124116 p̂3 = 0 :208127
p̂4 = 0 :232418 p̂5 = 0 :197445 p̂6 = 0 :116589 p̂7 = 0 :050597
p̂8 = 0 :015320 p̂9 = 0 :003991 p̂10 = 0 :000532 p̂11 = 0 :000152
p̂12 = 0 :000000

Table IX.9. Fr�equences empiriques observ�ees.

Si les d�es sont non biais�es, la probabilit�e d'observer les faces cinq ou six dans
un lancer de d�es est de 1=3. Les variables al�eatoires (X i ; 1 � i � n) suivent donc
la loi binomiale de param�etres 12 et 1=3. Les fr�equences th�eoriques sont donn�ees
dans le tableau IX.10.

p0 = 0 :007707 p1 = 0 :046244 p2 = 0 :127171 p3 = 0 :211952
p4 = 0 :238446 p5 = 0 :190757 p6 = 0 :111275 p7 = 0 :047689
p8 = 0 :014903 p9 = 0 :003312 p10 = 0 :000497 p11 = 0 :000045
p12 = 0 :000002

Table IX.10. Fr�equences th�eoriques.

1. Donner la statistique du test du � 2 et la p-valeur. En d�eduire que l'on rejette
l'hypoth�ese des d�es non biais�es.

2. Rejette-t-on �egalement l'hypoth�ese selon laquelle les variables sont distribu�ees
suivant une loi binomiale de même param�etre (12; r ), r �etant inconnu ?

4
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Intervalles et r�egions de con�ance

Exercice X.1 (Loi exponentielle sym�etrique d�ecal�ee) .
Soit X une variable al�eatoire exponentielle sym�etrique d�ecal�ee de densit�e :

f (x) =
1
2

e�j x � � j ; 8x 2 R;

o�u � 2 R est un param�etre de d�ecalage inconnu.

1. Calculer E� [X ] et Var � (X ). Construire un estimateur Tn de � �a partir d'un
�echantillon, X 1; : : : ; X n , de n variables al�eatoires ind�ependantes et de même
loi que X .

2. Construire un intervalle de con�ance de niveau asymptotique 95% de� pour
n = 200.

4

Exercice X.2 (Loi uniforme) .
Soit X 1; : : : ; X n un �echantillon de n variables al�eatoires ind�ependantes de loi uni-
forme sur [0; � ] o�u � > 0 est un param�etre inconnu. Soit � 0 > 0. On veut tester
l'hypoth�ese nulle H0 = f � � � 0g contre l'hypoth�ese alternative H1 = f � > � 0g au
seuil � .

1. Donner le test pur de Neyman correspondant et la r�egion critique Wn associ�ee.

2. Calculer la puissance du test� (� ).

3. On choisit � 0 = 1
2 . Calculer z� en fonction den pour que le test soit de niveau

5%.

4. Avec � 0 = 1
2 et � = 5%, calculer n pour que la puissance du test soit d'au

moins 98% en� = 3
4 . Que vaut la puissance du test en� = 3

4 si n = 2 ?

5. On consid�ere les hypoth�esesH 0
0 = f � = � 0g et H 0

1 = f � > � 0g. Quel test
proposer ?
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6. Soit � 0 > 0 donn�e. Calculer kn � 1 tel que P� (� � kn max1� i � n X i ) soit �egal �a
1 � � 0. En d�eduire un intervalle de con�ance pour � au niveau 1� � 0.

7. Montrer que la suite (n(� � max1� i � n X i ); n 2 N� ) converge en loi vers une loi
exponentielle. En d�eduire un intervalle de con�ance pour � de niveau asympto-
tique 1� � 0. Le comparer avec l'intervalle de con�ance de la question pr�ec�edente.

4

Exercice X.3 (Intervalle de con�ance d'une fr�equence).
On consid�ere des variables al�eatoires (X n ; n 2 N� ) ind�ependantes de loi de Ber-
noulli de même param�etre p 2]0; 1[ inconnu. Soit � 2 ]0; 1[. On d�esire donner plu-
sieurs intervalles de con�ance pourp de niveau exact ou approch�e 1� � , construits
�a partir de la moyenne empirique �X n = 1

n

P n
i =1 X i de l'�echantillon de taille n.

1. V�eri�er que Var p( �X n ) � 1=4n. D�eduire de l'in�egalit�e de Tchebychev, un inter-
valle de con�ance (sym�etrique) de niveau par exc�es 1� � pour p.

2. Montrer que �X n (1 � �X n ) est un estimateur convergent de� 2 = Var p(X 1). D�e-
duire du th�eor�eme central limite un intervalle de con�anc e de niveau asymp-
totique 1 � � pour p.

3. On consid�ere la fonctiongn (x; p) =
p

n(x � p)
p

p(1 � p)
. Montrer que la suite (gn ( �X n ; p),

n 2 N� ) converge en loi vers une loi ind�ependante du param�etrep (la suite de
fonction (gn ; n 2 N� ) est asymptotiquement pivotale). En consid�erant l'inver se
dep 7! gn (x; p), donner un intervalle de con�ance de niveau asymptotique 1� �
pour p.

4. En utilisant la majoration x(1 � x) � 1=4, d�eduire du th�eor�eme central limite
un intervalle de con�ance de niveau asymptotique par exc�es1 � � pour p.

5. Trouver une fonction g telle que g0(Ep[X 1])2 Varp(X 1) soit constant pour tout
p 2]0; 1[. Montrer que la suite (

p
n(g( �X n ) � g(p)) ; n 2 N� ) converge en loi et

d�eterminer la limite. En d�eduire un intervalle de con�anc e de niveau asympto-
tique 1 � � pour p (m�ethode de stabilisation de la variance).

6. Soit 1 > a > p . Montrer, en utilisant l'in�egalit�e de Markov, que Pp( �X n > a ) �

Ep

h
e� �X n � �a

i
pour tout � > 0. En d�eduire que :

Pp( �X n > a ) � exp� n
�

a log(a=p) + (1 � a) log((1 � a)=(1 � p))
�

:

D�eduire de cette majoration une majoration de Pp( �X n < a ) pour 0 < a < p .
Construire un intervalle de con�ance de niveau par exc�es 1� � pour p.

7. Donner les intervalles de con�ance lorsque l'on observe�X n = 0 pour n grand.
Conclure.

4
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XI

Probl�emes (probabilit�es)

XI.1 Loi uniforme sur la sph�ere

Exercice XI.1 (Loi gaussienne et loi uniforme sur la sph�ere).
Le but de l'exercice est de d�emontrer le r�esultat suivant, attribu�e (�a tort 1) �a H.
Poincar�e : en dimension n, la premi�ere coordonn�ee d'une variable al�eatoire de
loi uniforme sur la sph�ere de rayon

p
n, est approximativement de loi gaussienne

N (0; 1).

Pour n � 2 et yn = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn , on note jyn j =
q P n

k=1 x2
k la norme

de yn , et � n� 1 = yn=jyn j la direction du vecteur yn , avec � n� 1 un �el�ement de
Sn� 1 = f zn 2 Rn ; jzn j = 1g la sph�ere de rayon 1 deRn .

Soit (X n ; n 2 N� ) des variables al�eatoires ind�ependantes de loi gaussienne cen-
tr�ee r�eduite N (0; 1). On consid�ere Yn = ( X 1; : : : ; X n ) le vecteur al�eatoire dans Rn

et on pose :

Rn = jYn j =

vu
u
t

nX

k=1

X 2
k et � n� 1 =

Yn

Rn
�

1. Apr�es avoir �etudi�e la convergence de ( 1
n

P n
k=1 X 2

k ; n � 2), montrer que la suite
(Rn=

p
n; n � 2) converge p.s. vers 1. Autrement dit, en grande dimension,Yn

se concentre p.s. sur la sph�ere de rayon
p

n.

On note � n� 1(d� n� 1), avec � n� 1 2 Sn� 1, la mesure de Lebesgue surSn� 1. On dit
qu'une variable al�eatoire Zn �a valeurs dans Rn est de loi uniforme surSn� 1 si pour
toute fonction born�ee g d�e�nie sur Sn� 1, on a :

E[g(Zn )] =
1

cn� 1

Z

Sn � 1

� n� 1(d� n� 1) g(� n� 1);

1. P. Diaconis and D. Freedman. A dozen de Finetti-style resu lts in search of a theory. Ann.
Inst. H. Poincar�e Probab. Statist. , vol. 23(2) : pp. 397-423, (1987).
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o�u cn� 1 = � n� 1(Sn1 ) est la surface de la sph�ereSn� 1.
On rappelle la formule de changement de variable suivante, obtenue en posant

rn = jyn j et � n� 1 = yn=rn , pour toute fonction h mesurable int�egrale sur Rn :
Z

Rn
h(yn ) dyn =

Z

]0;+ 1 [
r n� 1

n drn

Z

Sn � 1

� n� 1(d� n� 1) h(rn � n� 1):

2. Donner la densit�e de Yn , puis montrer que � n� 1 = Yn=jYn j est de loi uniforme
sur Sn� 1.

3. Pour n � 2, soit U(n) = ( U(n)
1 ; : : : ; U(n)

n ) une variable al�eatoire de loi uniforme
sur la sph�ere de Rn de rayon

p
n, autrement dit U(n)=

p
n est de loi uniforme

sur Sn� 1. Remarquer queU(n) a même loi que
p

n Yn=jYn j. Puis, montrer que
(U(n)

1 ; n � 2) converge en loi vers la loi gaussienne centr�ee r�eduiteN (0; 1).

4

XI.2 Le collectionneur

Exercice XI.2 (Le collectionneur).
Votre petit fr�ere collectionne les images des joueurs de lacoupe du monde que
l'on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu'ilexiste n � 1 images
di��erentes et qu'elles sont �equitablement r�eparties, � a raison d'une par tablette. On
note Tn le plus petit nombre de tablettes qu'il faut acheter pour obtenir une image
en double.

1. Donner un mod�ele probabiliste �el�ementaire qui permet te d'�etudier Tn . Montrer
que pour k 2 f 1; : : : ; ng, on a :

P(Tn > k ) =
kY

i =1

�
1 �

i � 1
n

�
:

2. Montrer en utilisant les fonctions de r�epartition que ( Tn=
p

n; n � 1) converge
en loi vers une variable al�eatoire X . (On rappelle que log(1 + x) = x + O(x2)
au voisinage de 0.)

3. Montrer que la loi de X poss�ede une densit�e et la calculer.

4. D�eterminer et reconnâ�tre la loi de X 2.

5. On consid�ere un groupe dek personnes. On suppose qu'il n'y a pas d'ann�ee
bissextile. Donner une approximation de la probabilit�e, pk , pour que deux per-
sonnes du groupe au moins aient la même date d'anniversaire. On traitera les
valeurs suivantes dek : k = 20, k = 40 et k = 366.
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4

Exercice XI.3 (Le collectionneur).
Votre petit fr�ere collectionne les images des joueurs de lacoupe du monde que
l'on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu'ilexiste n images dif-
f�erentes et qu'elles sont �equitablement r�eparties, �a r aison de une par tablette.
On note X i 2 f 1; � � � ; ng le num�ero de l'image contenue dans lai -�eme tablette.
On note Nk le nombre de tablettes achet�ees pour obtenirk images di��erentes :
Nk = inf f j � 1; Card f X i ; i � j g = kg. En�n, Tk = Nk � Nk� 1, avec la conven-
tion T1 = 1, repr�esente le nombre de tablettes achet�ees pour obtenir une nouvelle
image alors que l'on en poss�ede d�ej�ak � 1. Le but de cet exercice est l'�etude du
nombre de tablettes,Nn , �a acheter pour avoir la collection compl�ete. Ce probl�em e
est connu sous le nom du probl�eme du collectionneur de coupons2 3 ou \coupon
collector" en anglais.

1. Quelle loi proposez-vous pour la suite de variables al�eatoires (X i ; i 2 N� ) ?

2. Calculer P(T2 = `) pour ` 2 N� . En d�eduire que T2 suit une loi g�eom�etrique
dont on pr�ecisera le param�etre.

3. Montrer que pour `2; `3 2 N� :

P(T2 = `2; T3 = `3)

=
X

1 ;j 2 ;j 3 distincts ;
j 1 ;j 2 ;j 32f 1;:::;n g

P(X 1 = j 1; � � � ; X `2 = j 1; X `2+1 = j 2;

� � � ; X `2 + `3 2 f j 1; j 2g; X `2+ `3+1 = j 3):

4. En d�eduire que T3 suit une loi g�eom�etrique dont on pr�ecisera le param�etre .

5. V�eri�er que T2 et T3 sont ind�ependants.

6. D�ecrire Tk comme premier instant de succ�es et en d�eduire sa loi.

On admet dor�enavant que les variables al�eatoires T1; T2; � � � ; Tn sont ind�epen-
dantes.

7. Calculer E[Nn ] et v�eri�er que E[Nn ] = n (log(n) + O(1)) o�u O(1) d�esigne une
fonction g telle que supn� 1 jg(n)j � M < 1 .

8. Calculer Var(Nn ) et en donner un �equivalent quand n tend vers l'in�ni.

9. Soit " > 0. Majorer P
� �

�
�
�

Nn

E[Nn ]
� 1

�
�
�
� > "

�
.

2. P. Flajolet and R. Sedgewick. Analytic combinatorics, Symbolic Combinatorics . Cambridge
University Press, http://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.pd f (2009).

3. D. Aldous. Probability approximations via the Poisson clumping heuri stic. Springer (1989).
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10. Montrer que la suite
�

Nn

n logn
; n 2 N�

�
converge en probabilit�e vers 1.

4

Exercice XI.4 (Le collectionneur).
Soit (X k ; k 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de loi exponen-
tielle E(� ) de param�etre � > 0. La variable al�eatoire X i repr�esente le temps de
panne de la machinei . On suppose qu'une fois en panne les machines ne sont pas
r�epar�ees. Soit n � 2. On note X (1) � � � � � X (n) le r�eordonnement croissant de
X 1; : : : ; X n , appel�e aussi statistique d'ordre. Ainsi X (i ) repr�esente le temps de la
i -�eme panne quand on consid�ere l'ensemble desn machines. On pose

Y1 = X (1) = min
1� i � n

X i ;

le temps de la premi�ere panne,Y2 = X (2) � X (1) le temps entre la premi�ere et la
deuxi�eme panne, et plus g�en�eralement pour k 2 f 2; : : : ; ng,

Yk = X (k) � X (k� 1) :

Le but de ce probl�eme est dans un premier temps d'�etudier lecomportement de
l'instant o�u la derni�ere machine tombe en panne, X (n) =

P n
i =1 Yi , quand n tend

vers l'in�ni. Dans un deuxi�eme temps nous �etudierons la loi du vecteur (Y1; : : : ; Yn ).
En�n nous donnerons une application de ces deux r�esultats au probl�eme du col-
lectionneur dans une troisi�eme partie.

I Comportement asymptotique de X ( n ) =
P n

i =1 Yi .

1. Calculer la fonction de r�epartition de X (n) = max 1� i � n X i .

2. Montrer que la suite (X (n) � � � 1 logn; n 2 N� ) converge en loi vers une variable
al�eatoire Z dont on d�eterminera la fonction de r�epartition.

3. Pour � = 1, en d�eduire la densit�e f de la loi de Z . D�eterminer, �a la premi�ere
d�ecimale pr�es, a et b tels que

Ra
�1 f (z)dz = 2 :5% et

R+ 1
b f (z)dz = 2 :5%.

II Loi du vecteur ( Y1; : : : ; Y n ).

1. Soit i 6= j . Calculer P(X i = X j ).

2. En d�eduire que P(9i 6= j ; X i = X j ) = 0. Remarquer que presque sûrement le
r�eordonnement croissant est unique, c'est-�a-dire X (1) < � � � < X (n) . Ainsi p.s.
aucune machine ne tombe en panne au même instant.
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3. On suppose danscette question et la suivante seulement que n = 2.
Soit g1 et g2 des fonctions born�ees mesurables. En distinguantf X 1 < X 2g et
f X 2 < X 1g, montrer que :

E[g1(Y1)g2(Y2)] =
Z

g1(y1)g2(y2) 2� 2 e� 2�y 1 � �y 2 1f y1> 0;y2> 0g dy1dy2:

En d�eduire une expression deE[g1(Y1)] puis la loi de Y1.

4. D�eduire la loi de Y2 et v�eri�er que Y1 et Y2 sont ind�ependants. Donner la loi
du vecteur (Y1; Y2).

5. En d�ecomposant suivant les �ev�enements f X � (1) < � � � < X � (n)g, o�u � parcourt
l'ensembleSn des permutations def 1; : : : ; ng, montrer que pour n � 3 :

E[g1(Y1) � � � gn (Yn )]= n! E[g1(X 1)g2(X 2 � X 1) � � � gn (X n � X n� 1)1f X 1< ���<X n g];

o�u les fonctions g1; : : : gn sont mesurables born�ees. On pourra utiliser, sans le
justi�er, le fait que les vecteurs (X � (1) ; : : : ; X � (n) ) et (X 1; : : : ; X n ) ont même
loi.

6. Calculer la loi de Yi , i 2 f 1; : : : ; ng. Montrer que les variables al�eatoires
Y1; : : : ; Yn sont ind�ependantes. Donner la loi du vecteur (Y1; : : : ; Yn ).

7. En d�eduire la fonction caract�eristique de X (n) .

III Application

Votre petit fr�ere collectionne les images de Pok�emons quel'on trouve dans les
plaquettes de chocolat. On suppose qu'il existen images di��erentes et qu'elles sont
r�eparties au hasard dans les plaquettes. On noteTk;n le nombre de plaquettes qu'il
faut acheter pour avoir une nouvelle image, alors que l'on enposs�ede d�ej�a k � 1.
On a donc T1;n = 1. Pour avoir toutes les images, il faut donc acheterT1;n + � � � +
Tn;n = Nn plaquettes. On admet (voir l'exercice XI.3) que les variables al�eatoires
T1;n ; : : : ; Tn;n sont ind�ependantes et que la loi deTk;n est la loi g�eom�etrique de

param�etre 1 �
k � 1

n
. On admet de plus queE[Nn ] � n logn et que

Nn

n logn
converge

en probabilit�e vers 1 quand n ! + 1 . Le but de cette partie est de d�eterminer �a
quelle vitesse a lieu cette convergence4 et d'en d�eduire un intervalle al�eatoire pour
le nombre de plaquettes de chocolat que votre petit fr�ere doit acheter pour avoir
sa collection compl�ete.

Soit  k;n la fonction caract�eristique de
1
n

Tn� k+1 ;n , o�u k 2 f 1; : : : ; ng et  k la

fonction caract�eristique de la loi exponentielle de param�etre k.

4. P. Erd•os and A. R�enyi. On a classical problem of probability theor y. Publ. Math. Inst. Hung.
Acad. Sci., Ser. A, vol. 6, pp. 215{220 (1961).
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1. Montrer que la suite
�

1
n

Tn� k+1 ;n ; n � k
�

converge en loi vers la loi exponen-

tielle de param�etre k.

On admet que pour tout u 2 R, il existe n(u) et C, tels que pour tout n � n(u)
et k 2 f 1; : : : ; ng, on a :

j k;n (u) �  k(u)j �
1

kn
C: (XI.1)

On rappelle que siak ; bk , k 2 f 1; : : : ; ng sont des complexes de modules inf�erieurs
�a 1 ( jak j � 1 et jbk j � 1) alors on a :

�
�
�
�
�

nY

k=1

ak �
nY

k=1

bk

�
�
�
�
�

�
nX

k=1

jak � bk j : (XI.2)

2. Montrer que : �
�
� Nn =n(u) �  X ( n ) (u)

�
�
� � C

logn
n

;

o�u X (n) est d�e�nie au paragraphe I, avec � = 1.

De mani�ere formelle, on a pourn grand et des variables al�eatoires ind�ependantes :

1
n

G�eom(1) +
1
n

G�eom(
n � 1

n
) + � � � +

1
n

G�eom(
1
n

)
loi
' E (n) + E(n � 1) + � � � + E(1):

3. Montrer que la suite (n� 1(Nn � n logn); n 2 N� ) converge en loi vers la variable
al�eatoire Z d�e�nie au paragraphe I.

4. Donner un intervalle al�eatoire, I n , de niveau asymptotique� = 95% pour Nn :
P(Nn 2 I n ) ' 95%) pour n grand.

5. Quel est le nombre moyen de plaquettes de chocolat que votre petit fr�ere doit
acheter pour avoir la collection den = 151 Pok�emons compl�ete. Donner un
intervalle al�eatoire qui contienne avec une probabilit�e de 95% le nombre de
plaquettes que votre petit fr�ere risque d'acheter pour avoir une collection com-
pl�ete.
Refaire l'application num�erique pour n = 250, qui correspond au nombre de
Pok�emons de la deuxi�eme �edition.

4

XI.3 Le paradoxe du bus

Exercice XI.5 (Paradoxe du bus).
�A l'arrêt de bus, il est indiqu�e que le temps moyen entre lespassages de bus est
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XI.3 Le paradoxe du bus

d'environ 10 minutes. Or, lorsqu'un client arrive �a l'inst ant t �a l'arrêt de bus, il
attend en moyenne une dizaine de minutes. On en d�eduit na•�vement, par sym�etrie,
que le temps moyen entre deux passages de bus est de 20 minutes. Le but de cet
exercice est de d�eterminer �a l'aide d'un mod�ele simple qui, de la soci�et�e de bus ou
du client, a raison. Le paradoxe du bus est aussi connu dans lalitt�erature sous les
noms de \inspection paradox", \Feller's paradox" 5 ou \waiting time paradox" 6.

On note T1 le temps de passage du premier bus etTi +1 le temps entre le
passage dui -�eme et du i + 1-�eme bus. En particulier Vn =

P n
i =1 Ti est le temps

de passage dun�eme bus, avec la convention queV0 =
P 0

i =1 Ti = 0. �A cause des
conditions al�eatoires du tra�c, on suppose que les variables al�eatoires (Ti ; i 2 N� )
sont ind�ependantes et de loi exponentielle de param�etre� > 0.

I Pr�eliminaires

1. Quel est, d'apr�es ce mod�ele, le temps moyen entre les passages des bus annonc�e
par la soci�et�e de bus ?

2. D�eterminer et reconnâ�tre la loi de Vn pour n � 1.

On note N t le nombre de bus qui sont pass�es avant l'instantt :

N t = supf n � 0;
nX

i =1

Ti � tg:

3. Quelle est la valeur deP(N t = 0) ?

4. �Ecrire l'�ev�enement f N t = ng en fonction deVn et Tn+1 .

5. Pour n � 1, calculer P(N t = n), et v�eri�er que la loi de N t est une loi de
Poisson dont on pr�ecisera le param�etre.

II Les temps moyens

On note Rt = t �
P N t

i =1 Ti , le temps �ecoul�e entre le passage du dernier bus avant
t et t, avec la convention queRt = t si N t = 0. Et on note St =

P N t +1
i =1 Ti � t le

temps d'attente du prochain bus lorsqu'on arrive �a l'insta nt t. Soit r; s 2 [0; 1 [.

1. Que vaut P(Rt � t) ? Calculer P(Rt � r; S t � s; Nt = 0).

2. On note z+ = max( z;0). V�eri�er que, pour n � 1 :

P(Rt � r; S t � s; Nt = n) = e � �t (1 � e� �s )
� n

n!
[tn � (t � r )n

+ ]:

5. W. Feller. An introduction to probability and its applications , vol. 2. Wiley (1966).
6. L. Tak�acs. Introduction to the theory of queues. Oxford University Press (1962).
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3. Calculer P(Rt � r; S t � s) la fonction de r�epartition du couple ( Rt ; St ). On
distinguera les casr < t et r � t.

4. D�eterminer et reconnâ�tre la loi de St .

5. Montrer que Rt a même loi que min(T1; t).

6. En d�eduire le temps moyen d'attente d'un bus lorsqu'on arrive �a l'instant t ainsi
que l'�ecart moyen entre le dernier bus juste avant l'instant t et le premier bus
juste apr�es l'instant t. Pouvez-vous r�epondre �a la question initiale du probl�em e ?
Quel est le paradoxe ?

III Loi du temps entre deux passages de bus

On d�esire maintenant �etudier la loi du temps entre le derni er bus juste avant
l'instant t et le premier bus juste apr�es l'instant t : Ut = Rt + St .

1. V�eri�er que les variables Rt et St sont ind�ependantes, autrement dit que les
�ev�enements f Rt � r g et f St � sg sont ind�ependants pour tout ( r; s) 2 R2.

2. V�eri�er que ( Ut ; t > 0) converge en loi vers une variable al�eatoireU. D�eterminer
et reconnâ�tre la loi limite.

3. Calculer la loi de Ut = Rt + St .

4

Exercice XI.6 (Paradoxe du bus).
Les parties I et II sont ind�ependantes.

Soit T une variable al�eatoire p.s. strictement positive, i.e. P(T > 0) = 1.

I Le temps d'attente �a l'arrêt de bus

Soit (Tn ; n � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et de m̂eme
loi que T. Soit n � 2 �x�e. �A l'instant t = 0 un premier bus (bus 1) passe devant
l'arrêt de bus. Le temps �ecoul�e entre le passage desk-i�eme et (k + 1)-i�eme bus est
mod�elis�e par la variable al�eatoire Tk . L'exp�erience est termin�ee lors du passage du
(n + 1)-i�eme bus. On pose, pour k 2 N� , Sk =

P k
i =1 Ti le temps de passage du

(k + 1)-i�eme bus, et S0 = 0.
On suppose qu'un client arrive au hasard apr�es le premier bus (t = 0) et avant le

dernier bus (t = Sn ). On note N �
n le num�ero du dernier bus pass�e avant son arriv�ee,

et T �
n = TN �

n
le temps �ecoul�e entre le passage du bus juste avant son arriv�ee et le

passage du bus juste apr�es son arriv�ee. Le but de cette partie est de d�eterminer la
loi de T �

n , et de donner son comportement asymptotique quandn tend vers l'in�ni.
Soit U une variable al�eatoire de loi uniforme sur [0; 1] et ind�ependante de

(Tn ; n � 1). On mod�elise le temps d'arriv�ee du client par USn .
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1. Expliquer bri�evement pourquoi on mod�elise le temps d'arriv�ee du client par
USn .

2. Montrer que les variables al�eatoiresTk=Sn ont même loi.

3. En d�eduire E[X n ] = 1, o�u X n =
nT1

Sn
.

4. Soit Z une variable al�eatoire �a valeurs dans Rn de densit�e h, ind�ependante de
U. Montrer que pour toute fonction ' born�ee mesurable, on a :

E[' (U; Z)] = E
� Z 1

0
du ' (u; Z )

�
: (XI.3)

On admettra que (XI.3) est vraie pour toute variable al�eatoire Z vec-
torielle ind�ependante de U.

5. Remarquer que pour 1� k � n, on a f N �
n = kg = f U 2]Sk� 1=Sn ; Sk=Sn ]g.

Soit g une fonction born�ee mesurable. Montrer, en d�ecomposant suivant les
valeurs deN �

n et en utilisant (XI.3), que :

E[g(T �
n )] = E

�
nT1

Sn
g(T1)

�
: (XI.4)

On suppose queT est int�egrable et on pose� = E[T].

6. Montrer que la suite (X n ; n � 1) converge p.s. vers une limiteX . Calculer
E[X ].

7. On d�e�nit la fonction ' + (x) = max( x; 0). V�eri�er que la fonction ' + est
continue et que ' + (x � y) � x pour tout x � 0; y � 0. Montrer que
limn!1 E[' + (X � X n )] = 0.

8. V�eri�er que jxj = � x + 2 ' + (x) pour tout x 2 R. En d�eduire alors que
limn!1 E[jX � X n j] = 0.

9. Soit g une fonction born�ee mesurable. D�eduire de la question pr�ec�edente que
la limite lim n!1 E[g(T �

n )] existe et la d�eterminer.

10. En utilisant (XI.4) pour un choix judicieux de fonctions g, montrer que la suite
(T �

n ; n � 1) converge en loi vers une limiteT � quand n tend vers l'in�ni. La loi
de T � est appel�ee loi deT biais�ee par la taille.

II Loi biais�ee par la taille

On suppose queT est int�egrable, et on pose � = E[T]. Soit T � une variable
al�eatoire suivant la loi de T biais�ee par la taille : pour toute fonction g positive
mesurable :

E[g(T � )] =
1
�

E [T g(T)] :

77



XI Probl�emes (probabilit�es)

1. On suppose queT est de carr�e int�egrable. On note � 2 sa variance. Calculer
E[T � ] et comparer avecE[T].

2. On suppose que la loi deT poss�ede une densit�e f . Montrer que la loi de T �

poss�ede une densit�e, not�ee f � , et l'identi�er.

3. Si T est une variable al�eatoire de loi exponentielle de param�etre � , montrer que
T � a même loi queT + T0 o�u T0 est une variable al�eatoire ind�ependante deT
et de même loi queT. (La loi exponentielle est la seule loi de variable al�eatoire
strictement positive �a poss�eder cette propri�et�e.) En d �eduire en particulier que
E[T � ] = 2E[T].

4. On poseG(a) = E[(T � � )1f T � ag] pour a � 0. Montrer que G est d�ecroissante
sur [0; � ] et croissante sur [�; 1 [. En d�eduire que pour tout a � 0, G(a) � 0
puis queP(T � � a) � P(T � a).

5. Soit Z une variable al�eatoire r�eelle de fonction de r�epartitio n FZ . On note F � 1
Z

l'inverse g�en�eralis�e de FZ : pour p 2]0; 1[, F � 1
Z (p) = inf f x 2 R; F (x) � pg, o�u

par convention inf ; = + 1 . (Si FZ est continue strictement croissante, alors
F � 1

Z correspond �a l'inverse deFZ .) On admet que

FZ (x) � p () x � F � 1
Z (p):

Soit U une variable al�eatoire uniforme sur [0; 1]. Montrer en utilisant les fonc-
tions de r�epartition que F � 1

Z (U) a même loi queZ .

6. D�eduire des deux questions pr�ec�edentes, qu'il existedes variables al�eatoires ~T,
de même loi queT, et ~T � , de même loi queT � , telles que p.s. ~T � � ~T. (On dit
que T � domine stochastiquementT.)

Conclusion

On d�eduit des deux parties que si les temps �ecoul�es entre les passages de deux
bus cons�ecutifs peuvent être mod�elis�es par des variables al�eatoires ind�ependantes
de même loi et de moyenne� , alors quand le client arrive au hasard �a l'arrêt de
bus, le temps moyen �ecoul�e entre le passage du bus pr�ec�edent et le passage du
prochain bus est plus grand que� (et �egal �a 2 � dans le cas de la loi exponentielle).

4
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XI.4 La statistique de Mann et Whitney

Exercice XI.7 (Statistique de Mann et Whitney) .
L'objectif est d'�etudier le comportement asymptotique des statistiques de Mann
et Whitney 7 8.

I Calculs pr�eliminaires

Soit X , Y deux variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes de densit�e respective
f et g. On introduit les fonctions de r�epartitions :

F (x) = P(X � x) =
Z x

�1
f (u) du et G(y) = P(Y � y) =

Z y

�1
g(u) du:

On suppose quep = P(Y � X ) 2]0; 1[.

1. Quelle est la loi de1f Y � X g ? Donner Var(1f Y � X g) en fonction de p.

2. D�eterminer p comme une int�egrale en fonction deG et f (ou en fonction deF
et g). V�eri�er que, si X et Y ont même loi (i.e. f = g), alors p = 1=2.

3. On poseS = E
�
1f Y � X gjX

�
et T = E

�
1f Y � X gjY

�
. D�eterminer S et T. Donner

E[S] et E[T].

4. On pose� = Var( S) et � = Var( T). Calculer � (respectivement � ) en fonction
de p; G et f (respectivement p; F et g).

5. Montrer que, si X et Y ont même loi, alors � = � . Donner alors leur valeur.

6. Calculer Cov(S;1f Y � X g) et Cov(T;1f Y � X g).

On admet que p 2]0; 1[ implique que (�; � ) 6= (0 ; 0).

II �Etude de la projection de H�ajek de la statistique de Mann et
Withney

Soit (X i ; i � 1) et (Yj ; j � 1) deux suites ind�ependantes de variables al�eatoires
ind�ependantes. On suppose de plus queX i a même loi queX pour tout i � 1, et
Yj a même loi queY pour tout j � 1. La statistique de Mann et Whitney est la
variable d�e�nie pour m � 1, n � 1, par :

Um;n =
mX

i =1

nX

j =1

1f Yj � X i g:

7. H. B. Mann and D.R. Whitney. On a Test of whether one of two ra ndom variables is
stochastically larger than the other. Ann. Math. Stat. , vol. 18(1), pp. 50{60 (1947).

8. P. Cap�era�a et B. van Custem. M�ethodes et mod�eles en statistique non param�etrique . Dunod
(1988).
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On poseU �
m;n = Um;n � E[Um;n ] =

mX

i =1

nX

j =1

�
1f Yj � X i g � p

�
. La projection de H�ajek 9

de U �
m;n est d�e�nie par :

Hm;n =
mX

i =1

E[U �
m;n jX i ] +

nX

j =1

E[U �
m;n jYj ]:

On poseSi = G(X i ) et Tj = 1 � F (Yj ).

1. V�eri�er que Hm;n = n
P m

i =1 (Si � p) + m
P n

j =1 (Tj � p).

2. Calculer Var(Hm;n ) en fonction de � et � .

3. D�eterminer la limite en loi des suites :
 

Vm =
1

p
m

mX

i =1

(Si � p); m � 1

!

et

0

@Wn =
1

p
n

nX

j =1

(Tj � p); n � 1

1

A :

Il est facile de v�eri�er, �a partir de la d�emonstration du t h�eor�eme central limite,
la convergence uniforme locale des fonctions caract�eristiques. Soit (Zk ; k � 1) une
suite de variables al�eatoires ind�ependantes, de même loi et de carr�e int�egrable,
telles queE[Zk ] = 0 et Var( Zk ) = � 2. Alors on a :

 1p
k

P k
i =1 Z i

(u) = e � � 2 u2=2 + Rk (u);

et pour tout K � 0, lim
k!1

sup
juj� K

jRk (u)j = 0.

3. �Ecrire Hm;n =
q

Var(Hm;n ) comme une combinaison lin�eaire deVm et Wn . En
utilisant la propri�et�e ci-dessus, montrer que, quand min (m; n) tend vers l'in�ni,

la suite
�

Hm;n =
q

Var(Hm;n ); m � 1; n � 1
�

converge en loi vers la loi gaus-

sienne centr�ee r�eduite N (0; 1).

4. On admet la formule suivante (voir la partie IV pour une d�e monstration) :

Var(Um;n ) = mn2� + m2n� + mn(p � p2 � � � � ): (XI.5)

D�eterminer la limite en loi de la suite
�

Hm;n =
q

Var(Um;n ); m � 1; n � 1
�

quand min(m; n) tend vers l'in�ni.

9. J. H�ajek. Asymptotic normality of simple linear rank sta tistics under alternative. Ann.
Math. Stat. , vol. 39, pp. 325-346 (1968).
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III Convergence de la statistique de Mann et Whitney

1. Montrer que Cov(Hm;n ; U �
m;n ) = mn2 Cov(S;1f Y � X g)+ nm2 Cov(T;1f Y � X g).

2. En d�eduire Var( Hm;n � U �
m;n ).

3. Calculer la limite de Var(Hm;n � U �
m;n )=Var(Um;n ) quand min(m; n) tend vers

l'in�ni.

4. En d�eduire que la suite

 
Hm;n � U �

m;np
Var(Um;n )

; m � 1; n � 1

!

converge en probabilit�e

vers 0 quand min(m; n) tend vers l'in�ni.

5. Montrer que la suite :
 

Um;n � mnp
p

Var(Um;n )
; m � 1; n � 1

!

converge en loi quand min(m; n) tend vers l'in�ni. D�eterminer la loi limite.

IV Calcul de la variance de la statistique de Mann et Whitney

Soit X 0 et Y 0 des variables al�eatoires de même loi queX et Y . On suppose de
plus que les variables al�eatoiresX; X 0; Y et Y 0 sont ind�ependantes.

1. On consid�ere la partition de � = f (i; i 0; j; j 0) 2 (N� )4; i � m; i 0 � m; j � n; j 0 �
ng en quatre sous-ensembles :

� 1 = f (i; i; j; j ) 2 � g;

� 2 = f (i; i 0; j; j ) 2 � ; i 6= i0g;

� 3 = f (i; i; j; j 0) 2 � ; j 6= j 0g;

� 4 = f (i; i 0; j; j 0) 2 � ; i 6= i0; j 6= j 0g:

Calculer le cardinal des quatre sous-ensembles.

2. V�eri�er que Cov( 1f Y � X g; 1f Y 0� X g) = � et Cov(1f Y � X g; 1f Y � X 0g) = � .

3. Calculer la variance deUm;n et v�eri�er ainsi la formule (XI.5).

4. Donner Var(Um;n ) dans le cas o�u les variables al�eatoiresX et Y ont même loi.

4
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XI.5 Le processus de Galton Watson

Exercice XI.8 (Mod�ele de population) .
En 1873, Galton publie un probl�eme concernant le calcul de la probabilit�e d'ex-
tinction des noms de familles. N'obtenant pas de r�eponse satisfaisante, il contacte
Watson qui fournit une r�eponse partielle. Ce n'est qu'�a partir de 1930 que ce
probl�eme attire �a nouveau l'attention et obtient alors un e r�eponse d�etaill�ee 10.

Le but du probl�eme qui suit est, �a partir d'un mod�ele �el�e mentaire d'�evolution
de population, appel�e mod�ele de Galton-Watson, de d�eterminer cette probabilit�e
d'extinction.

On consid�ere un individu masculin �a l'instant 0, et on note Zn le nombre de des-
cendants masculins de cet individu �a lan-i�eme g�en�eration ( Z0 = 1 par convention).
On suppose que les nombres de gar�cons de chaque individu sont ind�ependants et
de même loi qu'une variable al�eatoire, � , �a valeurs enti�eres. Plus pr�ecis�ement, soit
(� i;n ; i � 1; n � 0) une suite doublement indic�ee de variables al�eatoires ind�epen-
dantes de même loi que� . Le nombre d'individus de la n + 1-i�eme g�en�eration est
la somme des gar�cons des individus de lan-i�eme g�en�eration, pour n � 0 :

Zn+1 =
ZnX

i =1

� i;n ;

avec la convention queZn+1 = 0 si Zn = 0. On d�e�nit la probabilit�e d'extinction
de la population :

� = P(il existe n � 0 tel que Zn = 0) :

Pour k 2 N, on note pk = P(� = k), et l'on suppose que p0 > 0 (si p0 = 0, alors
la probabilit�e d'extinction est nulle).

I Calcul de la probabilit�e d'extinction

1. Montrer que � est la limite croissante de la suite (P(Zn = 0) ; n � 0).

On suppose que� est int�egrable, et on posem = E[� ].

2. Calculer E[Zn+1 jZn ]. En d�eduire que E[Zn ] = mn .

3. Montrer que si m < 1, alors � = 1, i.e. p.s. la population s'�eteint.

On note � la fonction g�en�eratrice de � , � 0(z) = z pour z 2 [0; 1] et, pour n 2 N� ,
� n la fonction g�en�eratrice de Zn .

10. D. Kendall. Branching processes since 1873.J. London Math. Soc. , vol. 41, pp. 385-406
(1966).
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4. Calculer E[zZn +1 jZn ] pour z 2 [� 1; 1]. En d�eduire que � n+1 = � n � � , puis que
� n+1 = � � � n .

5. Montrer que P(Zn+1 = 0) = � (P(Zn = 0)). En d�eduire que � est solution de
l'�equation :

� (x) = x: (XI.6)

6. Calculer � 0(1). V�eri�er que si m � 1, alors � est strictement convexe sur [0; 1].
Tracer le graphez 7! � (z) pour z 2 [0; 1].

7. En d�eduire que si m = 1, alors � = 1.

On suppose dor�enavant quem > 1.

8. Montrer que (XI.6) poss�ede une unique solutionx0 2]0; 1[.

9. Montrer que P(Zn = 0) � x0 pour tout n � 0. En d�eduire que � = x0.

II Comportement asymptotique sur un exemple

Les donn�ees concernant les U.S.A. en 1920 pour la population masculine (cf la
r�ef�erence 10 en bas de page 82) sont telles que l'on peut mod�eliser la loi de � sous
la forme :

p0 = �; et pour k � 1, pk = (1 � � )(1 � � )� k� 1; (XI.7)

avec 0< � < � < 1. On suppose dor�enavant que la loi de� est donn�ee par (XI.7).

1. Calculer m = E[� ], v�eri�er que m > 1 et calculer � , l'unique solution de (XI.6)
dans ]0; 1[, o�u � est la fonction g�en�eratrice de � . Application num�erique (cf la
note 10 en bas de page 82) :� = 0 :4813 et � = 0 :5586.

2. V�eri�er que
� (z) � 1
� (z) � �

= m
z � 1
z � �

. En d�eduire � n (z).

3. Calculer la fonction caract�eristique de XY , o�u X et Y sont ind�ependants, X
est une variable al�eatoire de Bernoulli de param�etre p 2 [0; 1], et Y une variable
al�eatoire exponentielle de param�etre � > 0.

4. Montrer que la suite (m� nZn ; n � 1), o�u Zn est une variable al�eatoire de
fonction g�en�eratrice � n , converge en loi vers une variable al�eatoireZ dont on
reconnâ�tra la loi.

4

XI.6 Loi de Bose-Einstein

Exercice XI.9 (Loi de Bose-Einstein).
L'�energie d'une particule est quanti��ee, c'est-�a-dire que les valeurs possibles de
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l'�energie forment un ensemble discret. Mais, pour un niveau d'�energie donn�e, une
particule peut être dans di��erents sous-�etats, que l'on peut d�ecrire �a l'aide du mo-
ment cin�etique (nombre quantique secondaire), du moment magn�etique (nombre
quantique magn�etique) et de la rotation propre des �electrons de l'atome (spin). Il
existe deux types de particules :

{ Les fermions (�electron, proton, neutron, etc.) ont un spin demi-entier et
ob�eissent �a la statistique de Fermi-Dirac : au plus une particule par sous-
�etat.

{ Les bosons (photon, phonon, etc.) ont un spin entier et ob�eissent �a la statis-
tique de Bose-Einstein : plusieurs particules peuvent occuper le même �etat,
et les particules sont indiscernables.

Le but de cet exercice est, apr�es avoir �etabli la loi de Bose-Einstein 11 12, d'�eva-
luer plusieurs quantit�es naturelles associ�ees �a cette loi.

I Convergence en loi pour les variables al�eatoires discr�etes

Soit (X n ; n � 1) une suite de variables al�eatoires �a valeurs dansN. On pose
pn (k) = P(X n = k) pour k 2 N, n � 1.

1. On suppose que, pour toutk 2 N, la suite (pn (k); n � 1) converge vers une
limite, not�ee p(k), et que

P 1
k=0 p(k) = 1. Soit g une fonction born�ee mesurable.

Montrer que pour n0 2 N �x�e, on a :

�
�
�E[g(X n )] �

1X

k=0

p(k)g(k)
�
�
� � k gk

"
n0X

k=0

jpn(k) � p(k)j +2 �
n0X

k=0

(pn (k) + p(k))

#

;

o�u kgk = supfj g(x)j; x 2 Rg. En d�eduire que la suite (X n ; n � 1) converge en
loi vers la loi d'une variable al�eatoire discr�ete X �a valeurs dans N, o�u p(k) =
P(X = k) pour k 2 N.

2. Montrer que si la suite (X n ; n � 1) converge en loi vers la loi d'une variable
al�eatoire X , alors pour tout k 2 N, les suites (pn (k); n � 1) convergent vers
une limite. De plus, la variable al�eatoire X est discr�ete �a valeurs dans N, et si
on note p(k) = lim n!1 pn(k), alors on a p(k) = P(X = k) et

P 1
k=0 p(k) = 1.

II La loi de Bose-Einstein

On suppose que l'on dispose der particules indiscernables pouvant occupern
sous-�etats (appel�es aussi bô�tes) du même niveau d'�energie. Dire que les particules

11. W. Feller. An introduction to probability and its applications , vol. 1. Wiley, 3rd ed. (1968).
12. Y. Ijiri and H. A. Simon. Some distributions associated w ith Bose-Einstein statistics. Proc.

Nat. Acad. Sci. , vol. 72(5), pp. 1654{1657 (1975).
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sont indiscernables revient �a dire que toutes les con�gurations sont �equiprobables.
Ainsi pour r = n = 2, on dispose des 3 con�gurations di��erentes

j � �j j ; j � j � j et j j � �j ;

o�u les �etoiles repr�esentent les particules et les barresverticales les bords des bô�tes.
Chaque con�guration est donc de probabilit�e 1/3.

1. Montrer qu'il existe
(n + r � 1)!
r !(n � 1)!

con�gurations di��erentes. En d�eduire la pro-

babilit�e d'une con�guration (loi de Bose-Einstein).

On supposen � 2. L'�etat du syst�eme est d�ecrit par X n;r = ( X (1)
n;r ; : : : ; X (n)

n;r ), o�u

X (i )
n;r est le nombre de particules dans la bô�tei .

2. Remarquer que sik particules sont dans la premi�ere bô�te, alors il rester � k
particules dans lesn � 1 autres bô�tes. En d�eduire la loi de X (1)

n;r .

3. On suppose quer ! 1 , n ! 1 et r=n ! � 2 ]0; 1 [. Montrer que sous ces
hypoth�eses la suite (X (1)

n;r ; n 2 N� ; r 2 N) converge en loi vers la loi d'une
variable al�eatoire enti�ere X . Donner la loi de X , v�eri�er que la loi de X + 1 est
la loi g�eom�etrique dont on pr�ecisera le param�etre.

4. Donner la loi de X (i )
n;r , pour i 2 f 1; : : : ; ng. Calculer

P n
i =1 X (i )

n;r . En d�eduire

E[X (1)
n;r ].

5. V�eri�er que si r ! 1 , n ! 1 et r=n ! � 2 ]0; 1 [, alors E[X (1)
n;r ] converge vers

E[X ], o�u la variable X est d�e�nie �a la question II.3.

6. On supposer � 1. Donner une relation entreP(X (1)
n+1 ;r � 1 = k) et P(X (1)

n;r = k).

En d�eduire E[r � X (1)
n;r ], puis retrouver E[X (1)

n;r ].

7. En s'inspirant de la question pr�ec�edente calculer �egalement E[(X (1)
n;r )2] pour

r � 2. V�eri�er que si r ! 1 , n ! 1 et r=n ! � 2 ]0; 1 [, alors E[(X (1)
n;r )2]

converge versE[X 2], o�u la variable X est d�e�nie �a la question II.3.

III Quand on augmente le nombre de particules

On suppose que l'on dispose den bô�tes et de r particules dispos�ees dans ces
bô�tes suivant la loi de Bose-Einstein. Conditionnellement �a l'�etat du syst�eme, X n;r ,
quand on ajoute une particule, elle est mise dans la bô�tei avec une probabilit�e
proportionnelle �a X (i )

n;r + 1. Ainsi la nouvelle particule a plus de chance d'̂etre
mise dans une bô�te contenant d�ej�a beaucoup de particules. On note X n;r +1 =

(X (1)
n;r +1 ; : : : ; X (n)

n;r +1 ) le nouvel �etat du syst�eme.

1. Calculer la loi de X n;r +1 sachant X n;r .
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2. En d�eduire la loi de X n;r +1 , et reconnâ�tre cette loi.

4

XI.7 Sondages (II)

Exercice XI.10 (Sondages).
On consid�ere un sondage13 14 pour le deuxi�eme tour de l'�election pr�esidentielle
fran�caise e�ectu�e sur n personnes parmi la population desN �electeurs, dont NA � 2
(resp. NB � 2) votent pour le candidat A (resp. B ), avecN = NA + NB . Le but du
sondage est d'estimer la proportion,p = NA =N, de personnes qui votent pourA.
On se propose de comparer15 les m�ethodes de sondage avec remise et de sondage
sans remise.

I Sondage avec remise

Dans le sondageavec remise , on suppose que lak-i�eme personne interrog�ee
est choisie au hasard parmi lesN �electeurs, ind�ependamment des personnes pr�e-
c�edemment choisies. (En particulier, une personne peut être interrog�ee plusieurs
fois.) La r�eponse de la k-i�eme personne interrog�ee est mod�elis�ee par une variable
al�eatoire Yk : Yk = 1 (resp. Yk = 0) si la personne interrog�ee vote pour le candidat
A (resp. B ). On estime p �a l'aide de la moyenne empirique, �Yn = 1

n

P n
k=1 Yk .

1. Donner la loi des variables al�eatoiresY1; : : : ; Yn . En d�eduire la loi de n �Yn . Cal-
culer E[ �Yn ] et Var( �Yn ). Montrer que ( �Yn ; n � 1) converge p.s. versp. Montrer, �a
l'aide du th�eor�eme de Slutsky, que (

p
n( �Yn � p)=

p
�Yn (1 � �Yn ); n � 1) converge

en loi vers une limite que l'on pr�ecisera.

2. Donner un intervalle de con�ance sur p de niveau asymptotique 1� � . Pour
n = 1000 et � = 5%, quelle est la pr�ecision (i.e. la demi largeur maximale) de
l'intervalle de con�ance ?

II Sondage sans remise

Dans le sondagesans remise , on suppose que lak-i�eme personne interrog�ee
est choisie au hasard parmi lesN � k + 1 personnes qui n'ont pas encore �et�e
interrog�ees. La r�eponse de la k-i�eme personne interrog�ee est mod�elis�ee par une

13. Y. Till�e. La th�eorie des sondages. Dunod (2001).
14. W. Cochran. Sampling techniques. Wiley, thrid ed. (1977).
15. S.N. Lahiri, A. Chatterjee and T. Maiti. Normal approxim ation to the hypergeometric

distribution in nonstandard cases and a sub-Gaussian Berry-Ess�een theorem. J. Stat. Planning
and Inference, vol. 137, pp. 3570{3590 (2007).
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variable al�eatoire X k : X k = 1 (resp. X k = 0) si la personne interrog�ee vote pour
le candidat A (resp. B ). On suppose que 1� n � N , et on estimep, �a l'aide de la
moyenne empirique, �X n = 1

n

P n
k=1 X k .

II.1 Loi faible des grands nombres

1. Montrer que :

P((X 1; : : : ; X n ) = ( x1; : : : ; xn )) =
NA !NB !(N � n)!

(NA � s)!(NB � (n � s))!N !
;

o�u s =
P n

k=1 xk et (x1; : : : ; xn ) 2 f 0; 1gn . On pr�ecisera les valeurs possibles
pour s.

2. V�eri�er que la loi de ( X � (1) ; : : : ; X � (n) ) ne d�epend pas de la permutation � de
f 1; : : : ; ng.

3. D�eduire de la question II.1.2 queE[X k ] = p pour tout 1 � k � N , puis E[ �X n ].

4. Calculer E[X 2
1 ] et E[X 1X 2]. Montrer, avec la question II.1.2, que Var( �X n ) =

1
n

p(1 � p)
�

1 �
n � 1
N � 1

�
. Que se passe-t-il pourn = N ?

5. Montrer, en utilisant l'in�egalit�e de Tchebychev, que �X n � p converge en pro-
babilit�e vers 0 quand N et n tendent vers l'in�ni.

II.2 Th�eor�eme central limite

Soit (Vk ; k � 1) des variables al�eatoires ind�ependantes de loi de Bernoulli de

param�etre � o�u � 2 ]0; 1[ est �x�e. On rappelle que p =
NA

N
.

1. Montrer que, quandN tend vers l'in�ni avec lim
N !1

NA

N
= � et n reste �xe, pour

tout x 2 f 0; 1gn , P((X 1; : : : ; X n ) = x) converge versP((V1; : : : ; Vn ) = x) et en
d�eduire que (X 1; : : : ; X n ) converge en loi vers (V1; : : : ; Vn ).

On admet qu'il existe C > 0 tels que pour tous 1 � n2 � min(NA ; NB ) et
(x1; : : : ; xn ) 2 f 0; 1gn , on a, avecs =

P n
k=1 xk ,

�
�
�P

�
(X 1; : : : ; X n ) = ( x1; : : : ; xn )

�
� ps(1 � p)n� s

�
�
�

� C
n2

min(NA ; NB )
ps(1 � p)n� s: (XI.8)

Soit (gn ; n � 1) une suite de fonctions mesurables born�ees parM , avec gn

d�e�nie sur Rn .
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2. Soit (Z1; : : : ; Zn ) des variables al�eatoires ind�ependantes de loi de Bernoulli de
param�etre p. Montrer que, pour tout 1 � n2 � min(NA ; NB ) :

jE[gn (X 1; : : : ; X n )] � E[gn (Z1; : : : ; Zn )]j � MC
n2

min(NA ; NB )
�

3. En utilisant la majoration :

jps(1 � p)n� s � � s(1 � � )n� sj

�
Z

[p;� ]
sxs(1 � x)n� s dx

x
+

Z

[1� p;1� � ]
(n � s)xn� s(1 � x)s dx

x
;

avec la convention
Z

[a;b]
f (x)dx =

Z max( a;b)

min( a;b)
f (x)dx, montrer que :

jE[gn (Z1; : : : ; Zn )] � E[gn (V1; : : : ; Vn )]j � 2Mn jp � � j:

4. En d�eduire que quand N et n tendent vers l'in�ni, n2=N et n(p � � ) tendent
vers 0, alorsjE[gn (X 1; : : : ; X n )] � E[gn (V1; : : : ; Vn )]j tend vers 0. (On rappelle
que 0< � < 1.)

5. En d�eduire que quand N et n tendent vers l'in�ni, et n2=N et n(p� � ) tendent
vers 0, alors

p
n( �X n � � )=

p
�X n (1 � �X n ) converge en loi vers une variable al�ea-

toire gaussienne centr�ee. (On rappelle que 0< � < 1.)

6. D�eduire de la question pr�ec�edente un intervalle de con�ance sur p de niveau
asymptotique 1 � � . Quelle est la di��erence entre un sondage avec remise et
un sondage sans remise quandN est grand et n2=N petit ? Que pensez-vous
de la pr�ecision d'un sondage sans remise pour le deuxi�eme tour de l'�election
pr�esidentielle fran�caise en 2007 portant sur n = 1 000 personnes (avecN =
44 472 834 inscrits).

4

XI.8 Loi de Yule (I)

Exercice XI.11 (Loi de Yule).
La loi de Yule 16 permet de mod�eliser de nombreux ph�enom�enes17 en �economie, so-
ciologie, en biologie ou encore en physique. Par exemple elle permet de repr�esenter

16. U. Yule. A mathematical theory of evolution based on the c onclusion of Dr. J. C. Willis.
Philosophical Transactions of the Royal Society (B) , vol. 213, pp. 21-87 (1924).

17. H. Simon. On a class of skew distribution functions. Biometrika , vol. 42, pp. 425-440 (1955).
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la loi du nombre de consultations d'une page web, du nombre depersonnes vivant
dans une ville, du nombre de publications d'un scienti�que, du nombre d'occur-
rences d'un mot dans un texte, du salaire (comprendre nombred'euros gagn�es)
d'un individu, du nombre de disques vendus, ...

Pour illustrer la probl�ematique, on consid�ere le cas du nombre de disques ven-
dus. On fait l'hypoth�ese suivante : le n-�eme disque vendu est,

{ avec probabilit�e � 2 ]0; 1[, celui d'un nouvel album (pour lequel aucun disque
n'avait encore �et�e vendu).

{ avec probabilit�e proportionnelle �a k, celui d'un album pour lequel k(� 1)
disques ont d�ej�a �et�e vendus ;

Alors, le nombre de disques vendus pour un album, pris au hasard parmi les albums
ayant au moins un disque vendu, suit asymptotiquement quandle nombre de
disque vendus est grand la loi de Yule. La premi�ere partie del'exercice permet
de d�emontrer ce r�esultat. La deuxi�eme partie de l'exerci ce �etudie la loi de Yule.
Les deux parties sont ind�ependantes.

I �Etude asymptotique

On consid�ere le mod�ele suivant. On dispose d'une in�nit�e de bô�tes vides. �A
l'instant n = 1, on met une boule dans une bô�te.�A l'instant n > 1, on met une
nouvelle boule dans une bô�te vide avec probabilit�e� 2 ]0; 1[. Sinon, on met la
nouvelle boule dans une bô�te non vide avec une probabilit�e proportionnelle au
nombre de boules dans cette bô�te.�A l'instant n on dispose den boules r�eparties
dans Nn bô�tes non vides. On noteZn = 1 si on met la boule dans une bô�te vide
�a l'instant n � 1 et Zn = 0 sinon. On a donc Nn =

P n
k=1 Zk . Remarquer que

Z1 = 1.
(Dans l'exemple pr�ec�edent, une bô�te correspond �a un album et le nombre de

boules dans la bô�te au nombre de disques vendus de cet album. Le nombre total
de disques vendus estn, et le nombre d'albums (di��erents) vendus est Nn , Zn = 1
si la n-i�eme vente est la premi�ere vente d'un album.)

1. Donner la loi de (Zn ; n � 2).

2. En d�eduire que la suite (Nn=n; n � 1) converge en un sens �a pr�eciser vers une
limite que l'on d�eterminera.

Pour k 2 N� , on note F (k)
n le nombre de bô�tes contenant exactementk boules �a

l'instant n.

3. Calculer
P n

k=1 kF (k)
n ,

P n
k=1 F (k)

n et
P n

k=1 E[F (k)
n ].

Pour n 2 N� , on note Yn le nombre de boules �a l'instant n � 1 de la bô�te �a laquelle
on rajoute la n-i�eme boule. En particulier, on a Zn = 1 si et seulement siYn = 0.

4. Pour k 2 N� , exprimer F (k)
n+1 �a l'aide de F (k)

n , 1f Yn +1 = k� 1g et de 1f Yn +1 = kg.
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Pour k 2 N� , on posepn (k) =
E[F (k)

n ]
�n

.

5. Montrer que, pour k � 2, P(Yn+1 = kjZn+1 = 0) = �kp n (k).

6. En d�eduire que � (n + 1) pn+1 (1) = �np n (1) + � � (1 � � )�p n (1). Et donner une
relation entre pn+1 (k), pn (k) et pn (k � 1) pour k � 2.

On admet que pour tout k 2 N� , il existe p(k) 2 [0; 1 [ tel que limn!1 pn (k) = p(k)
o�u p(k) est une solution stationnaire des �equations de la question pr�ec�edente. En
fait, on peut facilement montrer que pour tout k � 1, (F (k)

n =�n; n � 1) converge
en probabilit�e (et donc en moyenne car F (k)

n =n est born�e) vers p(k). On pose
� = 1=(1 � � ).

7. D�eduire de ce qui pr�ec�ede que :

p(1) = �= (1 + � ); et pour tout k � 2, p(k) =
k � 1
k + �

p(k � 1): (XI.9)

II Loi de Yule

On rappelle la d�e�nition et quelques propri�et�es de la fon ction � : pour tout
a > 0, b > 0 :

� (a) =
Z

R+

xa� 1 e� x dx; � (1) = 1 ; � (a + 1) = a� (a)

lim
a!1

� (a)

aa� 1
2 e� a

p
2�

= 1 ; B (a; b) =
� (a)� (b)
� (a + b)

=
Z

]0;1[
xa� 1(1 � x)b� 1 dx:

Soit (p(k); k 2 N� ) d�e�ni par (XI.9), avec � 2 ]0; 1 [ .

1. V�eri�er que pour k 2 N� , p(k) = �B (k; � + 1). Montrer que ( p(k); k 2 N� )
d�e�nit la loi d'une variable al�eatoire discr�ete �a valeu rs dans N� . Cette loi est
appel�ee loi de Yule.

2. Montrer que
P 1

i = k p(i ) = �B (k; � ). Donner un �equivalent de p(k) et deP 1
i = k p(i ) quand k tend vers l'in�ni. On dit que la loi de Yule est une loi

en puissance surN� .

3. Calculer la moyenne et la variance de la loi de Yule. (On pourra utiliser le
calcul de la moyenne et de la variance de la loi g�eom�etriquepour obtenir le
r�esultat.)

4
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XI.9 Math�ematiques �nanci�eres

Exercice XI.12 (Math�ematiques pour la �nance) .
On pr�esente une application du mod�ele de Cox-Ross-Rubinstein 18 qui est une
version discr�ete du mod�ele de Black-Sholes19, mod�ele fondateur en math�ematiques
pour la �nance. On consid�ere un march�e avec un actif sans risque (par exemple un
placement sur un livret) et un actif risqu�e (une action, une obligation, ...) �a des
instants discrets n 2 N. On note :

S0
n = (1 + r )nS0

0

le prix de l'actif sans risque �a l'instant n, o�u r repr�esente le taux d'int�erêt �xe.
On note Sn le prix de l'actif risqu�e �a l'instant n, et on suppose que l'�evolution de
l'actif risqu�e est donn�e par :

Sn+1 = X n+1 Sn ;

o�u les variables al�eatoires (X n ; n 2 N� ) sont �a valeurs dans f 1 + d;1 + mg avec
� 1 < d < r < m .

Soit h une fonction positive. L'option h de maturit�e N promet le gain h(SN ) �a
l'instant N . On peut distinguer deux notions de prix pour cette option :

{ Le prix du gain moyen esp�er�e : E[h(SN )]. Ce prix correspond �a un point de
vue sp�eculatif. Il d�epend de la loi, dite historique, de ( X 1; : : : ; X N ) a priori
non connue. Il ne sera pas consid�er�e ici.

{ Le prix de couverture qui correspond au coût d'une strat�egie auto�nanc�ee de
couverture, que l'on d�etaille dans ce qui suit.

Une strat�egie est d�e�nie par � = (( � 0
n ; � n ); n 2 f 0; : : : ; N g), o�u � 0

n repr�esente
la quantit�e d'actif sans risque d�etenu �a l'instant n et � n la quantit�e d'actif risqu�e
d�etenu �a l'instant n. La valeur de la strat�egie � �a l'instant n est :

Vn = � 0
nS0

n + � nSn : (XI.10)

La strat�egie � est une strat�egie de couverture pour l'option h de maturit�e N si elle
donne la même valeur que l'option �a la maturit�e :

VN = h(SN ): (XI.11)

La strat�egie � est dite auto�nanc�ee si les variations de la valeur de la strat�egie sont
dues aux variations des actifs : on change �a l'instantn la r�epartition (sans coût de

18. J. C. Cox, S. A. Ross and M. Rubinstein. Option pricing : a s impli�ed approach. Journal
of Financial Economics , vol. 7, pp. 229-263 (1979).

19. F. Black and M. Scholes. The pricing of options and corporate liabilities. Journal of Political
Economy, vol. 81(3), pp. 637-654 (1973).
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transaction) entre actif sans risque et actif risqu�e en fonction des cours observ�es
jusque l�a, mais on ne rajoute ni ne pr�el�eve d'actifs : pour tout n 2 f 0; : : : ; N � 1g :

Vn+1 = � 0
nS0

n+1 + � nSn+1 : (XI.12)

Le prix de couverture est V0 : le coût �a l'instant initial qui permet la mise en
�uvre de la strat�egie auto�nanc�ee de couverture. Quelle q ue soit l'�evolution de
l'actif risqu�e, la strat�egie auto�nanc�ee de couverture donne VN = h(SN ) �a la
maturit�e N .

Le but de l'exercice est de d�eterminer la strat�egie auto�n anc�ee de couverture
et le prix de couverture d'une option h de maturit�e N .

On introduit la probabilit�e risque neutre P� (a priori di��erente de la probabilit�e
r�eelle P, dite probabilit�e historique), et E� l'esp�erance correspondante, sous laquelle
les variables al�eatoires (X n ; n 2 N� ) sont ind�ependantes et de même loi d�e�nie par :

P� (X 1 = 1 + m) = ( r � d)=(m � d) et P� (X 1 = 1 + d) = ( m � r )=(m � d):

Soit une option h de maturit�e N . On pose v(N; s) = h(s) et pour n 2
f 0; : : : ; N � 1g :

v(n; s) = (1 + r )� N + nE�

"

h(s
NY

k= n+1

X k )

#

et :

' (n; s) =
1
s

v(n; (1 + m)s) � v(n; (1 + d)s)
m � d

:

Soit � une strat�egie auto�nanc�ee de couverture pour l'option h de maturit�e N .

I Le cas �a une p�eriode : de N � 1 �a N

1. D�eduire de (XI.11) et (XI.12) les �equations suivantes :

� 0
N � 1(1 + r )S0

N � 1 + � N � 1(1 + m)SN � 1 = h((1 + m)SN � 1);

� 0
N � 1(1 + r )S0

N � 1 + � N � 1(1 + d)SN � 1 = h((1 + d)SN � 1):

2. V�eri�er que � N � 1 = ' (N; SN � 1).

3. Montrer que VN � 1 = v(N � 1; SN � 1).

II Le cas g�en�eral

1. Montrer que pour n 2 f 1; : : : ; N g, on a : v(n � 1; s) = (1 + r )� 1E� [v(n; sX n )].
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2. Montrer que, pour n 2 f 0; : : : ; N � 1g, on a :

Vn = v(n; Sn ) et � n = ' (n + 1 ; Sn ): (XI.13)

3. En d�eduire qu'il existe une unique strat�egie auto�nanc �ee de couverture pour
l'option h de maturit�e N . Montrer que le coût initial de cette strat�egie, i.e. le
prix de couverture de l'option, est :

V0 = (1 + r )� N E� [h(SN )]: (XI.14)

4. Le prix de couverture de l'option donn�e par la strat�egie auto�nanc�ee de couver-
ture semble sans risque. Qu'en pensez-vous ? (R�epondre en moins de 5 lignes.)

III Call et Put

1. Calculer E� [
Q N

k= n+1 X k ] pour 0 � n � N � 1.

2. D�eduire de (XI.14) le prix de couverture de l'option qui p romet SN �a la ma-
turit�e N . Donner, �a l'aide de (XI.13), la strat�egie auto�nanc�ee d e couverture
correspondante.

On note x+ = max( x; 0) la partie positive de x. Soit K > 0. On consid�ere deux
options tr�es r�epandues sur les march�es �nanciers : le Call de strike K et de maturit�e
N qui promet le gain (SN � K )+ �a l'instant N , et le Put de strike K et de maturit�e
N qui promet le gain (K � SN )+ �a l'instant N . On note C(s; K; N ) le prix de
couverture de ce Call et P(s; K; N ) le prix de couverture de ce Put quand la
valeur initiale de l'actif risqu�e est S0 = s.

3. Montrer, �a l'aide de (XI.14), la relation de parit�e 20 Call-Put :

C(S0; K; N ) � P(S0; K; N ) = S0 � (1 + r )� N K:

4. Montrer la formule du prix du Call :

C(s; K; N )

= (1 + r )� N
NX

k=0

�
N
k

�
(r � d)k (m � r )N � k

(m � d)N

�
(1 + m)k (1 + d)N � ks � K

�

+
:

4

20. Pour des raisons d'absence d'arbitrage sur les march�es, cette relation est toujours v�eri��ee.
Les mod�eles math�ematiques sur l'�evolution de l'actif ri squ�e doivent donc permettre de la retrouver.
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XI.10 Transmission de message

Exercice XI.13 (Transmission de message).
On souhaite envoyer un message form�e de 0 ou de 1 en utilisantun canal bruit�e.
Si on envoie un messagez = ( z1; : : : ; zn ) de longueur n par le canal, on re�coit le
messagey not�e z+ E, o�u E = ( E1; : : : ; En ) repr�esente les erreurs ety = ( y1; : : : ; ym )
avec, pour 1� i � n :

yi = zi + E i mod 2 =

(
zi si E i = 0 ;

1 � zi si E i = 1 :
(XI.15)

Si on a E i = 0 alors le signal zi est correctement transmis.
On suppose que les erreurs dues au canal (E i ; i 2 N� ) sont des variables al�ea-

toires ind�ependantes, ind�ependantes du message envoy�eet de même loi de Bernoulli
de param�etre p 2]0; 1=2[. Le param�etre p s'interpr�ete comme la probabilit�e d'erreur
du canal.

A�n d'am�eliorer la qualit�e de la transmission, on utilise un sch�ema de codage :
on code le message initial de longueurm en un message de longueurn � m ;
ce message de longueurn est envoy�e par le canal puis d�ecod�e en un message de
longueur m.

Plus pr�ecis�ement un sch�ema de codage (ou code) est d�e�ni par une fonction de
codagef : f 0; 1gm ! f 0; 1gn , et une fonction de d�ecodageg : f 0; 1gn ! f 0; 1gm .
Un messagex 2 f 0; 1gm de longueurm est cod�e par z = f (x), puis transmis par
le canal. On re�coit le message bruit�e f (x) + E = z + E (d�e�ni par (XI.15)), o�u
E = ( E1; : : : ; En ) repr�esente les erreurs dues au canal. Le message re�cu estd�ecod�e
�a l'aide de la fonction g : le message re�cu est alorsx0 = g(y(x; E )). Le taux de
transmission du sch�ema de codage est d�e�ni parm=n et saprobabilit�e d'erreur
par :

pf;g = P
�

g(f (X ) + E) 6= X
�

;

o�u X est de la loi uniforme sur f 0; 1gm et est ind�ependant de E. La probabilit�e
d'erreur du sch�ema de codage repr�esente la probabilit�e d'obtenir un message ne
correspondant pas au message initial, pour un message initial pris au hasard.

L'objectif du probl�eme est de montrer que l'on peut trouver asymptotiquement
(pour m grand) des sch�emas de codage dont les probabilit�es d'erreur sont arbi-
trairement proches de 0 et dont le taux de transmission peut ^etre arbitrairement
proche d'une constantecp d�e�nie par (XI.19) non nulle. De plus on peut montrer
que cette constante est optimale. Ces r�esultats sont dus �aShannon21 ; il s'agit du
th�eor�eme fondamental de la th�eorie de l'information.

21. C. E. Shannon. A mathematical theory of communication. Bell System Technical Journal,
vol. 27, pp. 379-423 and 623-656, 1948.
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I Code �a r�ep�etition

On supposem = 1. On choisit le code �a r�ep�etition suivant : n = 3, f (x) =
(x; x; x ) pour x 2 f 0; 1g et la r�egle de la majorit�e pour le d�ecodage :

g(y1; y2; y3) =

(
0 si y1 + y2 + y3 � 1;

1 si y1 + y2 + y3 � 2:

1. Calculer la probabilit�e d'erreur du code �a r�ep�etitio n.

2. Donner un code dont la probabilit�e d'erreur soit inf�eri eure �a " > 0 �x�e. Que
devient le taux de transmission quand" tend vers 0 ?

II Probabilit�es d'�ev�enements rares

Soit (Vn ; n 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et de m^eme
loi de Bernoulli de param�etre � 2 ]0; 1[. On consid�ere la moyenne empirique�Vn =
1
n

P n
i =1 Vi . Soit a 2]�; 1[.

1. Expliquer pourquoi intuitivement l'�ev�enement f �Vn > a g est un �ev�enement rare
c'est-�a-dire de faible probabilit�e.

2. Montrer que pour � > 0, on a P( �Vn � a) � E
h
e�V 1

i n
e� an� .

On consid�ere la transform�ee de Legendre de la log-Laplacede la loi de Bernoulli :

� �
� (v) = v log

�
v=�

�
+ (1 � v) log

�
(1 � v)=(1 � � )

�
; v 2 ]0; 1[: (XI.16)

3. Montrer que la fonction � �
� est strictement convexe sur ]0; 1[, nulle en � et

atteint son minimum en � .

4. Montrer que :
P( �Vn > a ) � P( �Vn � a) � e� n� �

� (a) : (XI.17)

5. D�eduire de la question pr�ec�edente que pour b 2]0; � [ :

P( �Vn � b) � e� n� �
� (b) : (XI.18)

III Codes presque optimaux

Soit m � n. On d�e�nit la distance de Hamming � sur l'ensemblef 0; 1gn par :

� (y; y0) =
nX

i =1

�
�yi � y0

i

�
� pour y = ( y1; � � � ; yn ) et y0 = ( y0

1; � � � ; y0
n ) 2 f 0; 1gn :

Soit (Zx ; x 2 f 0; 1gm ) une famille de variables al�eatoires ind�ependantes de
même loi uniforme surf 0; 1gn . Soit p < r < 1=2.
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1. Soit x 2 f 0; 1gm et z 2 f 0; 1gn . D�eterminer la loi de � (Zx ; z).

2. Soit x; x 0 2 f 0; 1gm distincts. Montrer que, pour z 2 f 0; 1gn :

P
�

� (Zx ; Zx0) � nr jZx = z
�

� e� n� �
1=2 (r ) :

Pour x 2 f 0; 1gm , on poseh(x) = P(Il existe x0 6= x tel que � (Zx ; Zx0) � nr ).

3. D�eduire de la question pr�ec�edente que la fonction h est born�ee par 2m e� n� �
1=2 (r ) .

On consid�ere le codage (al�eatoire) suivant. La fonction de codagef est d�e�nie par
f (x) = Zx pour x 2 f 0; 1gm et la fonction de d�ecodage, poury 2 f 0; 1gn , par :

g(y) =

(
x s'il existe un unique x 2 f 0; 1gm tel que � (Zx ; y) � nr ,

0 sinon:

Soit un message al�eatoire de longueurm, X , de loi uniforme sur f 0; 1gm et les
erreurs E = ( E1; : : : ; En ), o�u les variables al�eatoires (E1; : : : ; En ) sont ind�epen-
dantes de loi Bernoulli de param�etre p, telles queX; E et (Zx ; x 2 f 0; 1gm ) soient
ind�ependantes.

4. Montrer que P
�

g(f (X ) + E) 6= X
�

� E[h(X )] + P(� (0; E) > nr ).

5. D�eduire de (XI.17) que P
�

g(f (X ) + E) 6= X
�

� 2m e� n� �
1=2 (r ) + e � n� �

p (r ) .

On rappelle (XI.16) et on pose :

cp =
� �

1=2(p)

log 2
: (XI.19)

6. Montrer que pour tout " > 0, il existe m � n (grands) et un codage (d�eter-

ministe) f; g tels que P
�

g(f (X ) + E) 6= X
�

< " et cp � " � m=n < c p. (On

choisira r proche dep.)

7. Conclure.

Il est toutefois di�cile en pratique d'exhiber des codes optimaux simples �a impl�e-
menter.

4

XI.11 Mariage d'un prince

Exercice XI.14 (Mariage d'un prince).
Le probl�eme du choix de la princesse pour un prince, appel�eprobl�eme du mariage
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et dans un autre contexte probl�eme du recrutement d'une secr�etaire 22, date des
ann�ees 1960 et a donn�e lieu �a de nombreuses analyses. Ce probl�eme s'inscrit dans
la th�eorie plus g�en�erale du contrôle optimal 23.

Le prince doit choisir une princesse pour son mariage. Il existe n � 3 candidates
qui lui sont pr�esent�ees pour la premi�ere fois. Les candidates sont pr�esent�ees au
hasard l'une apr�es l'autre. �A l'issue de l'entretien avec une princesse, le prince
lui donne une r�eponse ferme. Soit il l'�epouse et il arrête les entretiens ; soit il ne
l'�epouse pas (et il ne revient plus sur cette d�ecision) et il rencontre la princesse
suivante. On suppose que l'on peut classer les princesses dela meilleure �a la pire
sans avoir d'�egalit�e. Et on souhaite trouver une strat�eg ie optimale qui maximise la
probabilit�e pour le prince d'�epouser la meilleure princesse. (Si on modi�e le crit�ere
�a optimiser, alors la strat�egie optimale est modi��ee.)

On consid�ere le mod�ele suivant. On note � i le rang (de la meilleure �a la pire)
de la i -�eme princesse rencontr�ee. Le prince souhaite recruter la princessei telle
que � i = 1. Le vecteur des rangs� = ( � 1; : : : ; � n ) est une variable al�eatoire �a
valeurs dans l'ensemble des permutations def 1; : : : ; ng, not�e Sn . Toutefois, lors
de la rencontre avec la princessek, son rang est inconnu (sauf sik = n). Mais le
prince observeRk son rang partiel parmi les k premi�eres princesses rencontr�ees.
Le vecteur des rangs partiels associ�e �a� , not�e R = ( R1; : : : ; Rn ), peut être vu
comme une fonction,h, de � : R = h(� ). On admet que h est une bijection deSn

dans En =
Q n

k=1 f 1; : : : ; kg. On a en particulier R1 = 1 et Rn = � n . Par exemple,
pour n = 5 et la permutation � = (2 ; 5; 3; 1; 4), les rangs partiels correspondants
sont h(� ) = (1 ; 2; 2; 1; 4).

Le but du probl�eme est de montrer que la strat�egie optimale (pour n grand)
consiste �a rencontrer 37% des princesses, puis �a choisir la prochaine meilleure. Ceci
assure d'�epouser la meilleure princesse avec une probabilit�e d'environ 37%.

I Pr�eliminaires

1. Justi�er en quelques mots que la loi de� est la loi uniforme sur Sn .

2. D�eterminer la loi de R. Puis, en d�eduire que Rk est de loi uniforme sur
f 1; : : : ; kg.

3. V�eri�er que les variables al�eatoires ( R1; : : : ; Rn ) sont ind�ependantes.

4. V�eri�er que f � n = 1g = f Rn = 1g et que pour k 2 f 1; : : : ; n � 1g :

f � k = 1g = f Rk = 1 ; Rk+1 > 1; : : : ; Rn > 1g:

22. T. Ferguson. Who solved the secretary problem. Stat. Sciences, vol. 4(3), pp. 282-296,
(1989).

23. D.P. Bertsekas and S.E. Shreve.Stochastic optimal control . Academic Press Inc. (1978).
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II Les strat�egies de seuil

Soit c 2 f 0; : : : ; n � 1g. On consid�ere la strat�egie de seuil suivante : le prince
rencontre les c premi�eres princesses, puis �a partir de la c + 1-�eme rencontre, il
choisit d'�epouser la premi�ere princesse meilleure que les c premi�eres et s'il n'y en
a pas, il �epouse la derni�ere princesse rencontr�ee. Il �epouse donc la princesse :

� c = inf f k 2 f c + 1 ; : : : ; ng; Rk = 1g;

avec la convention� c = n si f k 2 f c + 1 ; : : : ; ng; Rk = 1g = ; . On cherche le seuil
c qui maximise P(� � c = 1).

1. Montrer, en d�ecomposant suivant les valeurs de� c, que pourc 2 f 1; : : : ; n � 1g :

P(� � c = 1) = P(Rc+1 = 1 ; � c+1 = 1)

+
nX

k= c+2

P(Rc+1 > 1; : : : ; Rk� 1 > 1; Rk = 1 ; � k = 1) :

2. En utilisant la question I.4, montrer que P(� � c = 1) = g(c), o�u la fonction g
est d�e�nie par g(0) = 1 =n et pour c 2 f 1; : : : ; n � 1g :

g(c) =
c
n

n� 1X

k= c

1
k

�

3. �Etudier le signe de f (c) = n(g(c) � g(c � 1)) pour c 2 f 1; : : : ; n � 1g et en
d�eduire que g(c) est maximal pour c = c� d�e�ni par :

n� 1X

k= c�

1
k

� 1 >
n� 1X

k= c� +1

1
k

�

4. En d�eduire que � c� est la strat�egie de seuil optimale.

5. On rappelle que
P n� 1

k= c 1=k = log( n=c) + o(1=c). Montrer que :

lim
n! + 1

c�

n
=

1
e

et lim
n! + 1

P(� � c�
= 1) =

1
e

�

III Les strat�egies g�en�erales

Une strat�egie � correspond �a une famille d'ensemblesAk � Ek =
Q k

i =1 f 1; : : : ; ig,
pour k 2 f 1; : : : ; n � 1g et le fait d'�epouser la princesse :

� = inf f k 2 f 1; : : : ; n � 1; g; (R1; : : : ; Rk ) 2 Akg;
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avec la convention � = n si f k 2 f 1; : : : ; n � 1; g; (R1; : : : ; Rk ) 2 Akg = ; . (Les
strat�egies de seuil � c sont un cas particulier de strat�egies g�en�erales avecAk = ;
pour k � c et Ak = Ek� 1 � f 1g pour k > c .) La variable al�eatoire 24 � est �a valeurs
dans f 1; : : : ; ng et on peut facilement v�eri�er que :

f � = kg = f (R1; : : : ; Rk ) 2 Bkg et f � > k g = f (R1; : : : ; Rk ) 2 Ckg

pour des ensemblesBk � Ek et Ck � Ek que l'on ne cherchera pas �a �ecrire.
On d�e�nit la probabilit�e de recruter la meilleure princes se �a partir de l'instant k

et conditionnellement �a f R1 = r1; : : : ; Rk = r kg, pour (r1; : : : ; r k ) 2 E1 � � � � � Ek ,
par :

Gk (r1; : : : ; r k ) = P(� � = 1 ; � � kjR1 = r1; : : : ; Rk = r k ):

Ainsi, la probabilit�e que le prince �epouse la meilleure princesse avec la strat�egie�
est G1(1) = P(� � = 1).

1. Calculer Gn (r1; : : : ; rn ).

2. En utilisant la question I.4, montrer que :

Gk (r1; : : : ; r k ) = k!
nX

i = k

i
n

P(Ri = 1 ; � = i; R 1 = r1; : : : ; Rk = r k ):

3. En d�eduire que pour k 2 f 1; : : : ; n � 1g :

Gk (r1; : : : ; r k ) =
k
n

1f r k =1 g1f (r 1 ;:::;r k )2 B k g

+ E[Gk+1 (r1; : : : ; r k ; Rk+1 )]1f (r 1 ;:::;r k )2 Ck g;

et donc :

Gk (r1; : : : ; r k ) � max
�

k
n

1f r k =1 g; E[Gk+1 (r1; : : : ; r k ; Rk+1 )]
�

1f (r 1 ;:::;r k )2 B k [ Ck g:

On consid�ere la fonction g� d�e�nie sur f 1; : : : ; n + 1g par la r�ecursion descendante
g� (n + 1) = 0 et pour k 2 f 1; : : : ; ng :

g� (k) = E
�
max

�
k
n

1f Rk =1 g; g� (k + 1)
��

:

On reprend les notations de la partie II.

4. Montrer que E[Gk (r1; : : : ; r k� 1; Rk )] � g� (k) pour k 2 f 0; : : : ; n � 1g, et donc
que G1(1) � g� (1).

24. On dit que � est un temps d'arrêt associ�e aux variables al�eatoires ( R1 ; : : : ; Rn ).
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5. Montrer que pour k > c � on a g� (k) = g(k � 1) et que pour k � c� on a
g� (k) = g(c� ).

6. En d�eduire que la strat�egie � c� est la strat�egie optimale.

4
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XII

Probl�emes (probabilit�es et statistique)

XII.1 Le mod�ele de Hardy-Weinberg

Exercice XII.1 (Mod�ele de Hardy-Weinberg pour la distribution d'un g�eno type).
Le but de cet exercice est l'�etude simpli��ee du mod�ele de Hardy-Weinberg1 pour
la r�epartition d'un g�enotype dans la population humaine 2.

On consid�ere un g�ene poss�edant deux caract�eres a et A. Le g�enotype d'un
individu est donc soit aa, Aa ou AA . On note 1 le g�enotype aa; 2 le g�enotype Aa
et 3 le g�enotype AA . On s'int�eresse �a la proportion de la population poss�edant le
g�enotype j 2 f 1; 2; 3g.

I Distribution du g�enotype : le mod�ele de Hardy-Weinberg

Le but de cette partie est d'�etablir que la r�epartition du g �enotype de la popu-
lation est stable d�es la premi�ere g�en�eration.

On consid�ere la g�en�eration 0 d'une population de grande taille dont les propor-
tions sont les suivantes :

8
><

>:

proportion de aa : u1;

proportion de aA : u2;

proportion de AA : u3:

On suppose les mariages al�eatoires et la transmission du g�ene a ou A uniforme.
On note M le g�enotype de la m�ere, P le g�enotype du p�ere et E celui de l'enfant.

1. Montrer que P(E = aajM = aA; P = aA) = 1
4 , P(E = aajM = aa; P = aA) =

1
2 , P(E = aajM = aA; P = aa) = 1

2 , et P(E = aajM = aa; P = aa) = 1.

1. G. Hardy. Mendelian proportions in a mixed population. Science, vol. 28(706) pp. 49{50
(1908).

2. D. L. Hartl and E. W. Jones. Genetics : analysis of genes and genomes. Jones and Bartlett
Publishers, 5th ed. (2001).
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2. Montrer, en pr�ecisant les hypoth�eses, que :

P(E = aa) = u2
1 + u1u2 +

1
4

u2
2 =

�
u1 +

u2

2

� 2
:

3. Montrer sans calcul queP(E = AA ) =
�
u3 + u2

2

� 2.

On pose donc� = u1 +
u2

2
.

4. Montrer, sans calcul, que la r�epartition du g�enotype �a la premi�ere g�en�eration
est : 8

><

>:

proportion de aa : q1 = � 2;

proportion de aA : q2 = 2 � (1 � � );

proportion de AA : q3 = (1 � � )2:

(XII.1)

5. Calculer la r�epartition du g�enotype �a la seconde g�en�eration. En d�eduire que la
r�epartition (XII.1) est stationnaire au cours du temps.

II Mod�ele probabiliste

On suppose que la taille de la population est grande et que la r�epartition du
g�enotype suit le mod�ele de Hardy-Weinberg (XII.1). On dis pose d'un �echantillon
de n personnes. On noteX i 2 f 1; 2; 3g le g�enotype de la i -�eme personne. On a donc
P(X i = j ) = qj . On suppose de plus que les variables al�eatoires (X i ; i 2 f 1; : : : ; ng)
sont ind�ependantes. On note :

N j = N j [n] =
nX

i =1

1f X i = j g; (XII.2)

le nombre de personnes de l'�echantillon poss�edant le g�enotype j .

1. Donner la loi 1f X i = j g. En d�eduire la loi de N j .

2. Donner E[N j ] et Var(N j ).

3. D�eduire des questions pr�ec�edentes un estimateur sansbiais de qj . Est-il
convergent ?

4. Montrer qu'il est asymptotiquement normal et donner sa variance asympto-
tique.

5. On rappelle quen1 + n2 + n3 = n. Montrer que :

P(N1 = n1; N2 = n2; N3 = n3) =
n!

n1!n2!n3!
qn1

1 qn2
2 qn3

3 : (XII.3)

On pourra utiliser que le nombre de partitions d'un ensemble�a n �el�ements en

trois sous-ensembles den1, n2 et n3 �el�ements est
n!

n1!n2!n3!
.
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6. Calculer la matrice de covariance du vecteur
�
1f X 1=1 g; 1f X 1=2 g

�
. En d�eduire

Cov(N1; N2).

7. Donner la limite en loi du couple
�

N1[n] � nq1p
n

;
N2[n] � nq2p

n

�
quand n tend

vers l'in�ni.

III Estimation de � �a l'aide du g�enotype

On note P� la loi de (N1; N2; N3) d�e�nie par l'�equation (XII.3) de param�etre
� 2 ]0; 1[.

1. V�eri�er que la log-vraisemblance L n (n1; n2; n3; � ) de l'�echantillon de loi P � est :

L n(n1; n2; n3; � ) = c + 2n1 log � + n2 log � + n2 log(1 � � ) + 2 n3 log(1 � � );

o�u c est une constante ind�ependante de� .

2. Calculer le score de l'�echantillon.

3. Calculer la d�eriv�ee du score en � . En d�eduire que l'information de Fisher de
l'�echantillon de taille n est :

I n (� ) =
2n

� (1 � � )
�

4. On rappelle queN1 + N2 + N3 = n. Montrer que �̂ n =
N1

n
+

N2

2n
est l'estimateur

du maximum de vraisemblance de� .

5. L'estimateur de � , �̂ n , est-il sans biais ?

6. Est-il e�cace ?

7. Montrer que l'estimateur �̂ n est convergent. Montrer qu'il est asymptotique-
ment normal et donner sa variance asymptotique. On pourra soit utiliser di-
rectement (XII.2) soit utiliser le r�esultat de la question II.7.

IV Tests asymptotiques sur le mod�ele de Hardy-Weinberg

On d�esire savoir si le mod�ele de Hardy-Weinberg est validepour certaines ma-
ladies g�en�etiques. On teste donc l'hypoth�ese H0 : la proportion ( q1; q2; q3) des
g�enotypes aa; aA; AA satisfait l'�equation (XII.1).

1. Calculer (q̂1; q̂2; q̂3) l'estimateur du maximum de vraisemblance de (q1; q2; q3).

On consid�ere la statistique de test :

� n = n
3X

j =1

(q̂j � qj (�̂ n ))2

q̂j
�
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2. Donner un test asymptotique �a partir de la statistique de test � n .

3. En d�eduire un test asymptotique convergent.

4. La mucoviscidose est une maladie g�en�etique. Le g�enotype aa correspond aux
cas pathologiques. Les g�enotypesaA et AA sont sains. Les valeurs num�eriques
suivantes sont inspir�ees de valeurs r�eelles : nombre de naissances aux USA en
1999 n ' 3:88 106, nombre de nouveau-n�es atteints de la maladien1 = 1 580,
nombre de nouveau-n�es portant le g�enea : n1 + n2 = 152 480. Rejetez-vous le
mod�ele au seuil de 5% ?

5. On dispose des donn�ees suivantes sur l'h�emophilie. Nombre de nouveau-n�es
atteints d'h�emophilie : n1 = 388, nombre de nouveau-n�es portant le g�enea :
n1 + n2 = 1 164. Rejetez-vous le mod�ele au seuil de 5% ? En fait on saitque
l'h�emophilie concerne essentiellement la population masculine. Commentaire.

4

XII.2 Estimation de la taille d'une population

Exercice XII.2 (Capture et recapture).
On d�esire estimer le nombre inconnuN de chevreuils vivant dans une forêt. Dans
une premi�ere �etape, on capture �a l'aide de pi�eges n0 chevreuils que l'on marque �a
l'aide de colliers, puis on les relâche. Dans une deuxi�eme�etape, des observateurs se
rendent en plusieurs points de la forêt et comptent le nombre de chevreuils qu'ils
voient. Un chevreuil peut donc être compt�e plusieurs fois. Parmi les n chevreuils
comptabilis�es, sn portent un collier. On suppose qu'entre la premi�ere et la deuxi�eme
�etape, la population de chevreuils n'a pas �evolu�e, et queles chevreuils avec ou sans
collier ont autant de chance d'̂etre vus. En�n, on suppose que les chevreuils ne
peuvent pas perdre les colliers. Le but de ce probl�eme est l'�etude de l'estimateur
de Bailey3 de N d�e�ni par n0(n + 1) =(sn + 1). (On ne consid�erera pas l'estimateur
de Petersenn0n=sn , qui n'est pas d�e�ni si sn = 0.)

On posep = n0=N 2]0; 1[. Commen0 est connu, on remarque que donner une
estimation de 1=p permet de donner une estimation deN .

I Mod�elisation

On note X i = 1 si le i �eme chevreuil vu porte un collier et X i = 0 sinon. On
dispose donc de l'�echantillon X 1; : : : ; X n .

1. Au vu des hypoth�eses du mod�ele, quelle est la loi des variables al�eatoires
X 1; : : : ; X n ?

3. G.A.F. Seber. The Estimation of Animal Abundance and Related Parameters . Caldwel
(1982).
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2. V�eri�er que la densit�e de la loi de X 1 est p(x1; p) = px1 (1 � p)1� x1 , avec
x1 2 f 0; 1g. En d�eduire la densit�e de l'�echantillon.

3. Montrer que Sn =
P n

i =1 X i est une statistique exhaustive. Quelle est sa loi ?

4. Soit h une fonction d�e�nie sur f 0; : : : ; ng telle que h(Sn ) soit int�egrable. V�e-
ri�er que lim p! 0 Ep[h(Sn )] = h(0). En d�eduire qu'il n'existe pas d'estimateur
int�egrable de 1=p, fonction de Sn , qui soit sans biais.

5. Montrer alors qu'il n'existe pas d'estimateur int�egrab le de 1=p sans biais.

II Estimation asymptotique

On souhaite �etudier l'estimateur de Bailey de N d�e�ni par n0� n , o�u :

� n =
n + 1
Sn + 1

�

1. Montrer que (� n ; n 2 N� ) est une suite d'estimateurs convergente de 1=p.

2. Quel est le biais de l'estimateur� n ?

3. Montrer que la suite
�

p
n

�
Sn

n
� p

�
; n 2 N�

�
converge. D�eterminer le mode

de convergence et la limite.

4. V�eri�er que la suite
�

p
n

�
Sn + 1
n + 1

�
Sn

n

�
; n 2 N�

�
converge p.s. vers 0. En

d�eduire que
�

Sn + 1
n + 1

; n 2 N�
�

est une suite d'estimateurs convergente dep

asymptotiquement normale.

5. En d�eduire que la suite d'estimateurs (� n ; n 2 N� ) est asymptotiquement nor-
male de variance asymptotique� 2

p = (1 � p)=p3.

6. Calculer le score et l'information de Fisher de l'�echantillon de taille 1. La suite
d'estimateurs (� n ; n 2 N� ) est-elle asymptotiquement e�cace ?

III Intervalle de con�ance

1. Donner un estimateur convergent de� 2
p. En d�eduire un intervalle de con�ance

pour 1=p de niveau asymptotique 1� � , o�u � 2 ]0; 1[.

2. Les donn�ees num�eriques suivantes proviennent d'un site d'�etudes au Dane-
mark 4 dans les ann�ees 1960 :n0 = 74, n = 462 et sn = 340. Donner une
estimation de 1=p puis de N .

3. Donner un intervalle de con�ance pour 1=ppuis pour N de niveau asymptotique
95%.

4. G.A.F. Seber. The Estimation of Animal Abundance and Related Parameters . Caldwel
(1982).
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IV Tests

On consid�ere l'hypoth�ese nulle H0 = f p = p0g, o�u p0 = n0=N0, et l'hypoth�ese
alternative H1 = f p = p1g, o�u p1 = n0=N1. On supposeN1 > N 0.

1. Calculer le rapport de vraisemblanceZ (x), o�u x 2 f 0; 1gn et d�eterminer la
statistique de test correspondante.

2. D�ecrire le test UPP de niveau � �a l'aide de Sn .

3. Ce test est-il UPP pour tester H0 = f N = N0g contre H1 = f N > N 0g?

4. On reprend les donn�ees num�eriques de la question III.2.On consid�ere l'hypo-
th�ese nulle H0 = f N = 96g contre son alternative H1 = f N � 97g. Rejetez-
vous H0 au niveau � = 5% ?
On utilisera les valeurs du tableau XII.1 de la fonction de r�epartition de Sn ,
avec n = 462 et p0 = 74=96 :

c 338 339 340 341 342
Pp0 (Sn � c) 0:02709180:03449910:04351250:05435940:0672678

Table XII.1. Fonction de r�epartition de Sn , avec n = 462 et p0 = 74=96.

4

XII.3 Comparaison de traitements

Exercice XII.3 (Donn�ees censur�ees et comparaison de traitements).
On consid�ere une population de souris en pr�esence de produits toxiques. Le but
de cet exercice est d'�etudier l'e�et d'un pr�e-traitement 5 sur le temps d'apparition
des e�ets dus aux produits toxiques, tout en tenant compte du fait que certaines
observations sont censur�ees (i.e. certaines souris sont retir�ees de l'exp�erience avant
l'apparition des e�ets).

Le temps d'apparition, en jour, des e�ets dus aux produits toxiques est mod�elis�e
par une variable al�eatoire T qui suit une loi de type Weibull de param�etres w � 0,
k > 0 et � > 0. Plus pr�ecis�ement, en posant �F� (t) = P� (T > t ), on a :

F� (t) =

(
e� � (t � w)k

pour t � w;

1 pour t < w:

5. M. Pike. A method of analysis of a certain class of experiments in carcinogenesis.Biometrics ,
vol. 22, pp. 142-161 (1966).
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Le param�etre w correspond �a la p�eriode de latence des produits toxiques.Le pa-
ram�etre k est li�e �a l'�evolution du taux de mortalit�e des souris en f onction de leur
âge. En�n le param�etre � correspond plus directement �a la sensibilit�e des souris
aux produits toxiques. En particulier, on souhaite v�eri�e r si le param�etre � peut
être modi��e par un pr�e-traitement. On consid�ere que les param�etres w et k sont
connus, et que seul le param�etre� est inconnu.

I L'estimateur du maximum de vraisemblance de �

1. Calculer la densit�e f � de la loi de T.

2. Soit T1; : : : ; Tn un �echantillon de n variables al�eatoires ind�ependantes de même
loi que T. Donner la densit�e p�

n (t; � ) de l'�echantillon o�u t = ( t1; : : : ; tn ) 2
]w; + 1 [n .

3. Calculer la log-vraisemblance de l'�echantillon, puis �̂ �
n , l'estimateur du maxi-

mum de vraisemblance de� .

4. Calculer l'information de Fisher I � (� ) de l'�echantillon de taille 1 associ�ee �a � .

On rappelle que la fonction� est d�e�nie, pour � > 0, par � (� ) =
R1

0 x � � 1 e� x dx.
Et si � est entier, alors on a� (� ) = ( � � 1)!.

5. Calculer E� [(T � w)k ] et E� [(T � w)2k ].

6. En d�eduire que l'estimateur du maximum de vraisemblanceest un estimateur
convergent et asymptotiquement normal de� .

7. Calculer la variance asymptotique de�̂ �
n . Et v�eri�er que l'estimateur du maxi-

mum de vraisemblance est asymptotiquement e�cace.

8. On a n = 17 observations dont les valeurs sont pr�esent�ees dans letableau
XII.2. Pour ces observations, on admet quew = 100 et k = 3. On donneP n

i =1 (t i � 100)3 = 33 175 533. Donner une estimation de� et un intervalle de
con�ance de niveau asymptotique 95%.

143 164 188 188 190 192 206 209 213
216 220 227 230 234 246 265 304

Table XII.2. Temps d'apparition des e�ets toxiques pour n = 17 souris.

II Donn�ees censur�ees

Durant l'exp�erience, certaines souris sont retir�ees de la population observ�ee pour
diverses raisons (maladie, blessure, analyse) qui ne sont pas li�ees �a l'apparition des
e�ets dus aux produits toxiques. Pour une souris donn�ee, on n'observe donc pas le
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temps d'apparition des premiers e�ets, T , mais R = min( T; S), o�u S est le temps
al�eatoire o�u la souris est retir�ee de la population �etud i�ee. On observe �egalement
la variable X = 1f T � Sg, o�u X = 0 si la souris est retir�ee de l'exp�erience avant
que les e�ets dus aux produits toxiques apparaissent etX = 1 si les e�ets dus
aux produits toxiques apparaissent avant que la souris soitretir�ee de l'exp�erience.
On suppose que les variablesT et S sont ind�ependantes et queS est une variable
al�eatoire positive continue de densit�e g, et g(x) > 0 si x > 0. On consid�ere la
fonction :

�G(s) = P(S > s) =
Z 1

s
g(u) du; s 2 R:

Les fonctions �G et g sont inconnues et on ne cherche pas �a les estimer. En revanche
on d�esire toujours estimer le param�etre inconnu � .

On note p = P� (X = 1).

1. Quelle est la loi deX ?

La densit�e des donn�ees censur�eesp(r; x ; � ) est la densit�e de la loi de (R; X ).
Elle est d�e�nie pour tous x 2 f 0; 1g, r 2 R par :

Z 1

r
p(u; x; � ) du = P� (R > r; X = x):

2. Calculer P� (R > r; X = x), o�u x 2 f 0; 1g et r 2 R. Puis, v�eri�er que p(r; x ; � ) =
� x e[� � (r � w)k

+ ] c(r; x ), o�u z+ = max( z;0) d�esigne la partie positive de z et o�u la
fonction c est ind�ependante de � .

Soit (R1; X 1); : : : ; (Rn ; X n ) un �echantillon de n variables al�eatoires ind�epen-
dantes de même loi que (R; X ). Cet �echantillon mod�elise les donn�ees censur�ees.
On note Nn =

P n
i =1 X i .

3. Que repr�esenteNn ?

4. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance�̂ n de � . Quelle est la
di��erence avec l'estimateur �̂ �

n d�e�ni pr�ec�edemment ?

5. Montrer que p̂n = Nn=n est un estimateur sans biais convergent dep.

6. D�eterminer pour les donn�ees censur�ees l'information de Fisher, I (� ), de � pour
l'�echantillon de taille 1.

On admet dor�enavant que l'estimateur du maximum de vraisemblance est un es-
timateur convergent asymptotiquement e�cace (voir la part ie IV).

7. D�eduire des questions pr�ec�edentes un estimateur convergent deI (� ).

8. Dans la question I.8, on a omis les donn�ees censur�ees correspondant �a X i = 0,
c'est-�a-dire �a l'observation de Si et non de Ti . Il s'agit des 2 valeurs suppl�e-
mentaires suivantes : 216 et 244. On suppose toujoursw = 100 et k = 3. On
donne la valeur de

P n+2
i = n+1 (si � 100)3 = 4 546 880.
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Donner une estimation de� et un intervalle de con�ance de niveau asympto-
tique 95%. Comparer cet intervalle de con�ance avec celui obtenu �a la ques-
tion I.8.

III Comparaison de traitements

On d�esire comparer l'inuence de deux pr�e-traitements A et B e�ectu�es avant
l'exposition des souris aux produits toxiques. On note� A la valeur du param�etre �
correspondant au pr�e-traitement A et � B celui correspondant au pr�e-traitement
B . On d�esire donc �etablir une proc�edure pour comparer � A et � B . On note
(RA

1 ; X A
1 ); : : : ; (RA

nA ; X A
nA ) les donn�ees censur�ees de la population denA souris

ayant subi le pr�e-traitement A et (RB
1 ; X B

1 ); : : : ; (RB
nB ; X B

nB ) les donn�ees censur�ees
de la population denB souris ayant subi le pr�e-traitement B . On suppose de plus
que les variables (Rj

i ; X j
i ), o�u 1 � i � n j et j 2 f A; B g, sont ind�ependantes. On

note :
pA = P(� A ;� B ) (X

A
1 = 1) et pB = P(� A ;� B )(X

B
1 = 1) :

1. Donner la densit�e de l'�echantillon de taille nA + nB :

((RA
1 ; X A

1 ); : : : ; (RA
nA ; X A

nA ); (RB
1 ; X B

1 ); : : : ; (RB
nB ; X B

nB )) :

2. Sous l'hypoth�ese H0 = f � A = � B g donner l'estimateur du maximum de vrai-
semblance�̂ n de � = � A = � B .

3. En utilisant la question II.7, donner les deux tests asymptotiques convergents
de Hausman pour tester l'hypoth�ese nulle H0 contre l'hypoth�ese alternative
H1 = f � A 6= � B g.

Les donn�ees de l'�echantillon A correspondent �a celles de la question II.8. Les don-
n�ees de l'�echantillon B sont les suivantes. La population comportenB = 21 souris
dont :

{ 19 souris pour lesquelles les e�ets des produits toxiques ont �et�e observ�es
aux instants tB

1 ; : : : ; t19B donn�es dans le tableau XII.3,
P 19

i =1 (tB
i � 100)3 =

64 024 591,
{ 2 souris qui ont �et�e retir�ees de l'exp�erience aux insta nts sB

i : 204 et 344, avecP 2
i =1 (sB

i � 100)3 = 15 651 648.

142 156 163 198 205 232 232 233 233 233
233 239 240 261 280 280 296 296 323

Table XII.3. Temps d'apparition des e�ets pour n = 19 souris avec le pr�e-traitement B .

4. Calculer �̂ A
n , �̂ B

n , et �̂ n . Les pr�e-traitements A et B sont-ils di��erents ?
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5. Donner des intervalles de con�anceJ A
nA pour � A et J B

nB pour � B tels que la
con�ance asymptotique sur les deux intervalles soit d'au moins 95% (i.e. pour
nA et nB asymptotiquement grand, P(� A ;� B ) (�

A 2 J A ; � B 2 J B ) � 95%).
Retrouvez-vous la conclusion de la question pr�ec�edente ?

IV Propri�et�es asymptotiques de l'estimateur �̂ n

1. Exprimer p comme une int�egrale fonction def � et �G.

2. Calculer P� (R > r ) �a l'aide de �F� et �G. En d�eduire la densit�e de la loi de R.

3. Montrer �a l'aide d'une int�egration par partie que E� [(R � w)k
+ ] = p=� .

4. Montrer directement que �̂ n est un estimateur convergent de� .

5. On pose� = E� [1f X =1 g(R � w)k
+ ]. Montrer que E� [(R � w)2k

+ ] = 2 �=� .

6. Donner la matrice de covariance du couple ((R � w)k
+ ; X ).

7. Montrer que l'estimateur �̂ n est asymptotiquement normal et donner sa va-
riance asymptotique.

8. V�eri�er que l'estimateur �̂ n est asymptotiquement e�cace.

4

XII.4 Ensemencement des nuages

Exercice XII.4 (Ensemencement des nuages).
Il existe deux types de nuages qui donnent lieu �a des pr�ecipitations : les nuages
chauds et les nuages froids. Ces derniers poss�edent une temp�erature maximale de
l'ordre de -10�C �a -25�C. Ils sont compos�es de cristaux de g lace et de gouttelettes
d'eau. Ces gouttelettes d'eau subsistent alors que la temp�erature ambiante est
inf�erieure �a la temp�erature de fusion. On parle d'eau sur fondue. Leur �etat est
instable. De fait, quand une particule de glace rencontre une gouttelette d'eau, elles
s'agr�egent pour ne former qu'une seule particule de glace.Les particules de glace,
plus lourdes que les gouttelettes, tombent sous l'action dela gravit�e. En�n si les
temp�eratures des couches d'air inf�erieures sont su�samment �elev�ees, les particules
de glace fondent au cours de leur chute formant ainsi de la pluie.

En l'absence d'un nombre su�sant de cristaux de glace pour initier le ph�e-
nom�ene d�ecrit ci-dessus, on peut injecter dans le nuage froid des particules qui
ont une structure cristalline proche de la glace, par exemple de l'iodure d'argent
(environ 100 �a 1000 grammes par nuage). Autour de ces particules, on observe la
formation de cristaux de glace, ce qui permet, on l'esp�ere,de d�eclencher ou d'aug-
menter les pr�ecipitations. Il s'agit de l'ensemencement des nuages. On signale que
cette m�ethode est �egalement utilis�ee pour limiter le ris que de grêle.
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Il est �evident que la possibilit�e de modi�er ainsi les pr�e cipitations pr�esente
un grand int�erêt pour l'agriculture. De nombreuses �etud es ont �et�e et sont encore
consacr�ees �a l'�etude de l'e�cacit�e de l'ensemencement des nuages dans divers pays.
L'�etude de cette e�cacit�e est cruciale et d�elicate. Le d� ebat est encore d'actualit�e.

L'objectif du probl�eme qui suit est d'�etablir �a l'aide de s donn�ees concernant
l'ensemencement des nuages en Floride en 19756 si l'ensemencement par iodure
d'argent est e�cace ou non.

On dispose des donn�ees des volumes de pluie d�evers�ee en 107 m3, voir les
tableaux XII.4 et XII.5, concernant 23 jours similaires dont m = 11 jours avec en-
semencement correspondant aux r�ealisations des variables al�eatoires X 1; : : : ; X m

et n = 12 jours sans ensemencement correspondant aux r�ealisations des va-
riables al�eatoires Y1; : : : ; Yn . On suppose que les variables al�eatoiresX 1; : : : ; X m

ont même loi, que les variables al�eatoiresY1; : : : ; Yn ont même loi, et que les va-
riables X 1; : : : ; X m ; Y1; : : : ; Yn sont toutes ind�ependantes.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X i 7.45 4.70 7.30 4.05 4.46 9.70 15.10 8.51 8.13 2.20 2.16

Table XII.4. Volume de pluie en 107 m3 d�evers�ee avec ensemencement.

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Yj 15.53 10.39 4.50 3.44 5.70 8.24 6.73 6.21 7.58 4.17 1.09 3.50

Table XII.5. Volume de pluie en 107 m3 d�evers�ee sans ensemencement.

On consid�erera divers mod�eles pour la quantit�e d'eau d�evers�ee par les nuages
a�n de construire des tests pour l'hypoth�ese nulle H0 = f l'ensemencement n'ac-
crô�t pas de mani�ere signi�cative la quantit�e d'eau d�ev ers�eeg contre l'hypoth�ese
alternative H1 = f l'ensemencement accrô�t de mani�ere signi�cative la quantit�e
d'eau d�evers�eeg.

I Mod�ele gaussien �a variance connue

On suppose queYj suit une loi gaussienneN (�; � 2
0), o�u � 2 R est inconnu et

� 2
0 = 13.

1. Calculer �̂ n l'estimateur du maximum de vraisemblance de� . Est-il biais�e ?

6. W. L. Woodley, J. Simpson, R. Biondini and J. Berkeley. Rai nfall results, 1970-1975 : Florida
Area Cumuls Experiment. Science, vol. 195, pp. 735{742 (1977).
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2. Donner la loi de ^� n . En d�eduire un intervalle de con�ance de � de niveau exact
1 � � . Faire l'application num�erique avec � = 5%.

3. Montrer directement que �̂ n est un estimateur convergent de� .

On suppose queX i suit une loi gaussienneN (�; � 2
0), o�u � est inconnu. L'hypoth�ese

nulle s'�ecrit dans ce mod�ele H0 = f � = � g et l'hypoth�ese alternative H1 = f � > � g.
On consid�ere le mod�ele complet form�e des deux �echantillons ind�ependants

X 1; : : : ; X m et Y1; : : : ; Yn .

4. �Ecrire la vraisemblance et la log-vraisemblance du mod�elecomplet.

5. Calculer �̂ m , l'estimateur du maximum de vraisemblance de� . V�eri�er que
l'estimateur du maximum de vraisemblance de� est bien ^� n .

6. Donner la loi de (�̂ m ; �̂ n ).

7. On consid�ere la statistique de test

� (1)
m;n =

r
mn

m + n
�̂ m � �̂ n

� 0
�

Donner la loi de � (1)
m;n . En particulier, quelle est la loi de � (1)

m;n sousH0 ?

8. Montrer que pour tout � > � , on a p.s. :

lim
min( m;n )!1

� (1)
m;n = + 1 :

9. D�eduire des questions pr�ec�edentes un test convergentde niveau exact � . D�e-
terminer la r�egion critique correspondante.

10. On choisit � = 5%. Rejetez-vous l'hypoth�ese nulle ? Calculerp-val1 la p-valeur
du mod�ele.

II Mod�ele non param�etrique de d�ecalage

On note F la fonction de r�epartition de X i et G la fonction de r�epartition de Yj .
On suppose queF (x + � ) = G(x), o�u � est le param�etre de d�ecalage inconnu. En
particulier, X i a même loi queYj + � . On suppose de plus que la loi deX i poss�ede
une densit�e not�ee f . On ne fait pas d'hypoth�ese sur la forme de la densit�e ; on
parle alors de mod�ele non-param�etrique. L'hypoth�ese nulle dans ce mod�ele est
donc H0 = f � = 0g et l'hypoth�ese alternative H1 = f � > 0g. On consid�ere la
statistique de Mann et Whithney :

Um;n =
mX

i =1

nX

j =1

1f Yj � X i g:
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On posep = E[1f Yj � X i g], et il vient E[Um;n ] = mnp. On rappelle que :

Var(Um;n ) = mn2� 0+ m2n� 0+ mn(p � p2 � � 0 � � 0);

avec� 0 � 0 et � 0 � 0. De plus sip 62 f0; 1g (cas non d�eg�en�er�e), alors au moins l'un
des deux termes� 0 ou � 0 est strictement positif. On supposep 2]0; 1[. On pose :

Zm;n =
Um;n � mnp
p

Var(Um;n )
:

On rappelle que si min(m; n) tend vers l'in�ni, alors la suite ( Zm;n ; m � 1; n � 1)
converge en loi vers la loi gaussienne centr�ee r�eduiteN (0; 1).

On rappelle que sousH0 (i.e. X i et Yj ont même loi), on a :

p = 1=2 et Var(Um;n ) =
mn(m + n + 1)

12
�

On admet que la loi deUm;n sousH0 ne d�epend pas deF . On admet que sousH1,
on a p > 1=2. Le casp = 1 �etant d�eg�en�er�e, on supposera donc que sous H1, on a
p 2]1=2; 1[.

On consid�ere la statistique de test :

� (2)
m;n =

Um;n � mn
2q

mn (m+ n+1)
12

�

1. Montrer que :
f � (2)

m;n � ag = f Zm;n � bm;n g;

o�u l'on d�eterminera bm;n . V�eri�er que sous H1, on a lim
min( m;n )!1

bm;n = �1 .

2. En d�eduire, que sousH1, on a pour tout a > 0, lim
min( m;n )!1

P(� (2)
m;n � a) = 1.

3. D�eduire des questions pr�ec�edentes un test asymptotique convergent de niveau
� . Ce test est appel�e test de Mann et Whithney.

4. On choisit � = 5%. Rejetez-vous l'hypoth�ese nulle ? Calculerp-val2 la p-valeur
pour ce mod�ele.

III Mod�ele non param�etrique g�en�eral

On note F la fonction de r�epartition de X i et G la fonction de r�epartition de Yj .
On suppose queF et G sont des fonctions continues. On d�esire tester l'hypoth�ese
nulle H0 = f F = Gg contre son alternative H1 = f F 6= Gg. On consid�ere la
statistique de test :

� (3)
m;n =

r
mn

m + n
sup
z2 R

�
�
�
�
�
�

1
m

mX

i =1

1f X i � zg �
1
n

nX

j =1

1f Yj � zg

�
�
�
�
�
�
:
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1. Donner un test asymptotique convergent de niveau� construit �a partir de � (3)
m;n .

2. On observe la r�ealisation � (3) ;obs
m;n ' 0:5082. Rejetez-vous l'hypoth�ese nulle au

niveau asymptotique de 5% ? Calculerp-val3 la p-valeur de ce mod�ele en utili-
sant les quelques valeurs, voir le tableau XII.6 de la fonction de r�epartition K
de la loi limite sous H0 de � (3)

m;n quand min(m; n) tend vers l'in�ni.

x 0.519 0.571 0.827 1.223 1.358
K (x) 0.05 0.10 0.50 0.90 0.95

Table XII.6. Quelques valeurs de la fonction de r�epartition K .

IV Conclusion

L'exp�erience d'ensemencement pratiqu�ee en Floride est-elle concluante ?
4

XII.5 Chaleur latente de fusion

Exercice XII.5 (Chaleur latente de fusion).
On consid�ere deux m�ethodes A et B de mesure de la chaleur latente de fusion
(ou enthalpie de changement d'�etat) de la glace en eau. Le tableau XII.7 donne
pour les deux m�ethodes de mesure, les valeurs7 de la chaleur latente de fusion de
la glace �a -0.72�C en eau �a 0�C en calories par gramme. On dispose den = 13
mesures pour la m�ethodeA et de m = 8 pour la m�ethode B . On souhaite savoir
si la m�ethode B n'a pas tendance �a donner des valeurs inf�erieures �a cellede la
m�ethode A.

M�ethode A

79.98 80.04 80.02 80.04 80.03
80.03 80.04 79.97 80.05 80.03
80.02 80.00 80.02

M�ethode B

80.02 79.94 79.98 79.97 79.97
80.03 79.95 79.97

Table XII.7. Mesures de la chaleur latente de fusion de l'eau en calories par gramme par deux
m�ethodes di��erentes.

7. J. Rice. Mathematical statistics and data analysis. International Thomson Publishing, 2nd
ed. (1995).
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I Le mod�ele

On mod�elise la i -�eme mesure par la m�ethodeA (resp.B ) par la variable al�eatoire
X i (resp.Yi ) et on note x i (resp.yi ) l'observation correspondante. On suppose que :
les variables al�eatoires (X i ; i � 1) sont ind�ependantes de loi gaussienne de moyenne
� 1 et de variance� 2

1, les variables al�eatoires (Yj ; j � 1) sont ind�ependantes de loi
gaussienne de moyenne� 2 et de variance� 2

2, et les variables al�eatoires (X i ; i � 1)
et (Yj ; j � 1) sont ind�ependantes. On note n le nombre de mesures faites avec
la m�ethode A et m avec la m�ethode B . On note � = ( � 1; � 1; � 2; � 2) 2 � =
R � R�

+ � R � R�
+ le param�etre du mod�ele.

On pose :

�X n =
1
n

nX

i =1

X i ; Vn =
1

n � 1

nX

i =1

(X i � �X n )2 =
n

n � 1

 
1
n

nX

i =1

X 2
i � �X 2

n

!

;

�Ym =
1
m

mX

j =1

Yj ; Wm =
1

m � 1

mX

j =1

(Yj � �Ym )2 =
m

m � 1

0

@ 1
m

mX

j =1

Y 2
j � �Y 2

m

1

A :

On note �xn ; vn ; �yn ; wn les valeurs de �X n ; Vn ; �Yn ; Wn �evalu�ees en les observations.
On donne les valeurs num�eriques �a 10� 3 pr�es correspondant aux observations :

n = 13; �xn ' 80:02; vn ' 5:7 104; (XII.4)

m = 8 ; �ym ' 79:98; wm ' 9:8 10� 4: (XII.5)

1. D�ecrire simplement, pour ce mod�ele, les hypoth�eses nulle et alternative corres-
pondant �a la question pos�ee.

2. Donner la loi de (X 1; : : : ; X n ; Y1; : : : ; Ym ).

3. Rappeler la loi de
�

�X n ;
n � 1

� 2
1

Vn

�
.

4. D�eduire des deux questions pr�ec�edentes la loi du couple
�

n � 1
� 2

1
Vn ;

m � 1
� 2

2
Wm

�

et calculer la loi de :
n � 1

� 2
1

Vn +
m � 1

� 2
2

Wm :

5. RappelerE� [ �X n ]. En d�eduire un estimateur sans biais de� 1, puis un estimateur
sans biais de� 2. Ces estimateurs sont-ils convergents ?

6. RappelerE� [Vn ]. En d�eduire un estimateur sans biais de� 2
1, puis un estimateur

sans biais de� 2
2. Ces estimateurs sont-ils convergents ?
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II Simpli�cation du mod�ele

A�n de simpli�er le probl�eme, on d�esire savoir si les varia nces � 2
1 et � 2

2 sont
signi�cativement di��erentes. Pour cela, on construit dan s cette partie un test asso-
ci�e �a l'hypoth�ese nulle H0 = f � 1 = � 2; � 1 2 R; � 2 2 Rg et l'hypoth�ese alternative
H1 = f � 1 6= � 2; � 1 2 R; � 2 2 Rg.

On consid�ere la statistique de test :

Zn;m =
Vn

Wm
�

1. V�eri�er que la loi de Zn;m sous H0 est une loi de Fisher-Snedecor dont on
pr�ecisera les param�etres.

2. Quelles sont les limites de (Zn;m ; n � 2; m � 2) sous H0 et sous H1 quand
min(n; m) tend vers l'in�ni ?

Soit � 1, � 2 2]0; 1=2[. On note an;m;� 1 et bn;m;� 2 ) les quantiles d'ordre � 1 et 1 � � 2

de Fn;m de loi de Fisher-Snedecor de param�etre (n; m) i.e. :

P(Fn;m � an;m;� 1 ) = � 1 et P(Fn;m � bn;m;� 2 ) = � 2:

On admet les convergences suivantes :

lim
min( n;m )!1

an;m;� 1 = lim
min( n;m )!1

bn;m;� 2 = 1 : (XII.6)

3. Montrer que le test pur de r�egion critique :

~Wn;m = f Zn;m 62]an� 1;m� 1;� 1 ; bn� 1;m� 1;� 2 [g

est un test convergent, quand min(n; m) tend vers l'in�ni, pour tester H0 contre
H1. D�eterminer son niveau, et v�eri�er qu'il ne d�epend pas de (n; m).

4. On choisit usuellement � 1 = � 2. D�eterminer, en utilisant les tables XII.8
et XII.9, la r�egion critique de niveau � = 5%. Calculer la p-valeur du test.
Conclure.

5. �Etablir les convergences (XII.6).
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H H H HH(k; l )
�

0.400 0.300 0.200 0.100 0.050 0.025

(12; 7) 1:244 1.510 1.906 2.667 3.574 4.666
(12; 8) 1.219 1.465 1.825 2.502 3.284 4.200
(13; 7) 1.247 1.510 1.901 2.655 3.550 4.628
(13; 8) 1.221 1.464 1.820 2.487 3.259 4.162
(7; 12) 1.142 1.373 1.700 2.283 2.913 3.607
(7; 13) 1.134 1.359 1.676 2.234 2.832 3.483
(8; 12) 1.148 1.371 1.686 2.245 2.848 3.512
(8; 13) 1.140 1.357 1.661 2.195 2.767 3.388

Table XII.8. Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. Soit Fk;l une variable al�eatoire de loi de
Fisher-Snedecor de param�etre (k; l ). On pose P(Fk;l � f ) = � . La table fournit les valeurs de f

en fonction de (k; l ) et � . Par exemple P(F12;7 � 1:244) ' 0:4 .

H H H HH(k; l )
�

0.025 0.050 0.100 0.200 0.300 0.400

(12; 7) 0:277 0.343 0.438 0.588 0.728 0.875
(12; 8) 0.285 0.351 0.446 0.593 0.729 0.871
(13; 7) 0.287 0.353 0.448 0.597 0.736 0.882
(13; 8) 0.295 0.361 0.456 0.602 0.737 0.877
(7; 12) 0.214 0.280 0.375 0.525 0.662 0.804
(7; 13) 0.216 0.282 0.377 0.526 0.662 0.802
(8; 12) 0.238 0.305 0.400 0.548 0.683 0.820
(8; 13) 0.240 0.307 0.402 0.550 0.683 0.819

Table XII.9. Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. Soit Fk;l une variable al�eatoire de loi de
Fisher-Snedecor de param�etre (k; l ). On pose P(Fk;l � f ) = � . La table fournit les valeurs de f

en fonction de (k; l ) et � . Par exemple P(F12;7 � 0:277) ' 0:025 .

III Comparaison de moyenne

On suppose dor�enavant que� 1 = � 2, et on note� la valeur commune (inconnue).
On consid�ere les hypoth�eses nulleH0 = f � 1 = � 2; � > 0g et alternative H1 =
f � 1 > � 2; � > 0g. On pose :

Sn;m =
(n � 1)Vn + ( m � 1)Wm

n + m � 2
;

et on consid�ere la statistique de test :

Tn;m =
r

nm
n + m

�X n � �Ymp
Sn;m

�
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1. D�eduire de la partie I la loi de
n + m � 2

� 2 Sn;m , et la limite de la suite (Sn;m ; n �

2; m � 2) quand min(n; m) tend vers l'in�ni.

2. D�eduire de la partie I la loi de
1
�

r
nm

n + m
( �X n � �Ym ).

3. V�eri�er que sous H0, la loi de Tn;m est une loi de Student dont on pr�ecisera les
param�etres.

4. D�eterminer la limite sous H1 de la suite ( �X n � �Ym ; n � 1; m � 1) quand
min(n; m) tend vers l'in�ni.

5. En d�eduire sous H1 la valeur de limmin( n;m )!1 Tn;m .

6. Construire un test pur convergent quand min(n; m) tend vers l'in�ni de niveau
� pour tester H0 contre H1.

7. On choisit � = 5%. D�eterminer la r�egion critique du test asymptotique. Donner,
en utilisant la table XII.10 une valeur approch�ee de la p-valeur. Conclure.

@
@@n
�

0.05000 0.02500 0.01000 0.00500 0.00250 0.00100 0.00050 0.00025 0.00010

19 1:729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883 4.187 4.590
20 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850 4.146 4.538
21 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819 4.110 4.493

Table XII.10. Quantiles de la loi de Student. Soit Tk une variable al�eatoire de loi de Student de
param�etre k. On pose P(Tk � t ) = � . La table fournit les valeurs de t en fonction de k et � . Par

exemple P(T19 � 1:729) ' 0:05 .

IV Variante sur les hypoth�eses du test

On reprend les notations de la partie III. Si on ne pr�esuppose pas, � 1 � � 2,
alors on consid�ere l'hypoth�ese alternative H 0

1 = f � 1 6= � 2; � > 0g au lieu de H1.

1. Quelles sont sousH 0
1 les valeurs de lim

min( n;m )!1
Tn;m ?

2. En s'inspirant des questions de la partie III, construireun test pur convergent
pour tester H0 contre H 0

1 et donner une valeur approch�ee de sap-valeur. Conclu-
sion.

3. On consid�ere l'hypoth�ese nulle H 0
0 = f � 1 � � 2; � > 0g et l'hypoth�ese alterna-

tive H1. V�eri�er que pour c 2 R :

P(� 1 ;�;� 2 ;� ) (Tn;m � c) = P(0;�; 0;� )

 

Tn;m � c �
r

nm
n + m

� 1 � � 2p
Sn;m

!
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En d�eduire que le test pur de la question III.6 est un test convergent de niveau
� pour tester H 0

0 contre H1. Conclusion.

4

XII.6 Taille des grandes villes

Exercice XII.6 (Loi de Pareto et taille des villes).
Les lois en puissance semblent correspondre �a de nombreux ph�enom�enes 8 : nombre
d'habitants des villes, nombre de t�el�echargements des pages web, nombre d'occur-
rences des mots du langage. . . L'objectif de ce probl�eme estd'�etudier la famille des
lois de Pareto, et de comparer �a l'aide d'un tel mod�ele les nombres, convenablement
renormalis�es, d'habitants des plus grandes villes europ�eennes et am�ericaines.

On consid�ere la loi de Pareto (r�eduite) de param�etre � > 0, de densit�e :

f � (x) =
�

x � +1 1f x> 1g:

La partie I est consacr�ee �a la recherche d'estimateurs du param�etre � . Dans
la partie II, on construit un test pour comparer les param�et res � provenant de
deux �echantillons di��erents (villes europ�eennes et vil les am�ericaines). La partie III
concerne l'application num�erique. La partie IV est ind�ep endante des autres parties,
et permet de comprendre que les donn�ees sur les plus grandesvilles sont su�santes
et naturelles pour l'estimation du param�etre � .

I Estimations et intervalles de con�ance du param�etre de la loi de
Pareto

Soit (X k ; k 2 N� ) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi
de Pareto de param�etre � > 0.

1. Calculer E� [X 1], puis E� [X 2
1 ].

2. D�eduire du calcul de E� [X 1] un estimateur ~� n de � , construit �a partir de
X 1; : : : ; X n . V�eri�er que, pour � > 1, l'estimateur (~� n ; n � 1) est convergent.

3. Donner la vraisemblance du mod�ele et d�eterminer une statistique exhaustive.
Que dire de l'estimateur ~� n ?

4. Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de� , construit �a
partir de X 1; : : : ; X n , est �̂ n =

n
P n

k=1 log(X k )
.

8. M. E. J. Newman. Power laws, Pareto distributions and Zipf 's law. Contemporary Physics,
vol. 46(5), pp. 323-351 (2005).
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5. Montrer que la loi de log(X 1) est une loi exponentielle dont on pr�ecisera le
param�etre. En d�eduire E� [log(X 1)] et E� [log(X 1)2].

6. V�eri�er directement, �a l'aide de la question I.5, que la suite (�̂ n ; n � 1) est un
estimateur convergent de� .

7. Montrer directement, �a l'aide de la question I.5, que l'estimateur ( �̂ n ; n � 1)
est asymptotiquement normal. Montrer que sa variance asymptotique est � 2.

8. Calculer l'information de Fisher. L'estimateur est-il asymptotiquement e�-
cace ?

9. Construire un intervalle de con�ance de niveau asymptotique 1� � pour � .

10. Montrer, �a l'aide des fonctions caract�eristiques, que la loi de � �̂ � 1
n est une

loi gamma dont les param�etres ne d�ependent pas de� . Construire alors un
intervalle de con�ance de niveau exact 1� � pour � , utilisant les quantiles des
lois gamma.

II Comparaison d'�echantillons

Pour une r�egion du globe r, on suppose que les nombres d'habitants des villes
suivent approximativement une loi de Pareto g�en�erale qui sera introduite dans
la partie IV. Ce mod�ele est raisonnable pour les grandes villes9. On note ~xr

(1) >

� � � > ~xr
(n r +1) les nombres d'habitants desnr + 1 plus grandes villes10. On v�eri�era

dans la partie IV, que les observations renormalis�ees par le minimun
~xr

(1)

~x(n r +1)
>

� � � >
~xr

(n r )

~x(n r +1)
correspondent alors au r�eordonnement d�ecroissant de r�ealisations de

n variables al�eatoires, (X r
1; : : : ; X r

n ), ind�ependantes et de même loi de Pareto de
param�etre � r .

Le param�etre � r peut s'interpr�eter comme le rapport du taux de naissance
plus le taux d'apparition de nouvelles grandes villes sur letaux de naissance de la
r�egion r. Plus � r est grand et plus la probabilit�e d'observer des (relativement) tr�es
grandes villes est faible.

On dispose des nombres d'habitants des 266 (nUE = 265) plus grandes villes de
l'Union Europ�eenne (UE) et des 200 (nUSA = 199) plus grandes villes des�Etats-
Unis d'Am�erique (USA). Les histogrammes des �gures XII.1 (UE) et XII.2 (USA)
concernent les donn�ees estim�ees en 2005. On a �egalement port�e la densit�e de la
loi de Pareto avec le param�etre estim�e, pour se convaincreque la mod�elisation est
cr�edible.

9. Y. Ijiri and H. A. Simon. Some distributions associated wi th Bose-Einstein statistics. Proc.
Nat. Acad. Sci. U.S.A. , vol. 72, pp. 1654-1657 (1975).

10. Donn�ees disponibles sur http://www.citymayors.com/
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Pour simpli�er l'�ecriture, on pose n = nUE et m = nUSA .

Le but de cette partie est de savoir s'il existe relativementmoins de tr�es grandes
villes dans l'UE qu'aux USA. Pour cela on consid�ere les hypoth�eses H0 = f � UE �
� USA g et H1 = f � UE > � USA g.

1. Existe-t-il un lien entre les variables (X UE
1 ; : : : ; X UE

n ) et (X USA
1 ; : : : ; X USA

m ) ?

2. Comme les nombres d'habitants des villes sont donn�es parordre d�ecroissant,
cela signi�e que l'on observe seulement une r�ealisation dur�eordonnement d�e-
croissant. V�eri�er que l'estimateur du maximum de vraisemblance de� r , �̂ r

n r ,
d�e�ni dans la partie I, peut s'�ecrire comme une fonction du r�eordonnement
d�ecroissant.

Pour k 2 N� , on poseZ r
k =

p
k(�̂ r

k � � r ) et on note  r
k la fonction caract�eristique

deZ r
k . La question I.7 assure la convergence simple de ( r

k ; k 2 N� ) vers la fonction
caract�eristique de la loi gaussienneN (0; (� r )2). On admet que la convergence est
en fait uniforme sur les compacts, pour toutu 2 R :

lim
k!1

sup
" 2 [0;1]

�
�
�  r

k ("u ) � e� " 2u2(� r )2=2
�
�
� = 0 :

3. Montrer que si � UE = � USA , alors la suite :
� r

m
n + m

Z UE
n �

r
n

n + m
Z USA

m ; n 2 N� ; m 2 N�
�

converge en loi, quand min(n; m) tend vers l'in�ni, vers une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance� 2.

On consid�ere :

�̂ 2
n;m =

n(�̂ UE
n )2 + m(�̂ USA

m )2

n + m
;

et la statistique de test :

� n;m =
r

nm
n + m

�̂ UE
n � �̂ USA

m

�̂ n;m
=

p
nm

�̂ UE
n � �̂ USA

mp
n(�̂ UE

n )2 + m(�̂ USA
m )2

�

4. D�eduire de la question pr�ec�edente que, si � UE = � USA , alors la suite (� n;m ; n 2
N� ; m 2 N� ) converge en loi, quand min(n; m) tend vers l'in�ni, vers la loi
gaussienne centr�ee r�eduiteN (0; 1).

5. Si � UE < � USA , donner le comportement asymptotique de la suite (� n;m ; n 2
N� ; m 2 N� ) quand min(n; m) tend vers l'in�ni.

6. Si � UE > � USA , donner le comportement asymptotique de la suite (� n;m ; n 2
N� ; m 2 N� ) quand min(n; m) tend vers l'in�ni.
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7. En d�eduire la forme de la r�egion critique pour tester asymptotiquement H0

contre H1.

8. Montrer, en utilisant le fait que la loi de �̂ r
n i =� r ne d�epend pas de� r (cf question

I.10), que l'erreur de premi�ere esp�ece est maximale pour� UE = � USA .

9. En admettant le r�esultat de la question pr�ec�edente, do nner la r�egion critique
de niveau asymptotique� pour tester H0 contre H1.

10. Ce test est-il convergent ?

11. Comment calculer lap-valeur asymptotique de ce test ?

III Application num�erique

On donne � = 5% et dans le tableau XII.11 les statistiques pour les nombres
d'habitants des plus grandes villes de l'Union Europ�eenneet des�Etats-Unis d'Am�e-
rique.

R�egion : r UE USA
Nombre de donn�ees : nr 265 199

Plus grande ville : ~x (1) (Londres) 7.07 (New York) 8.08
Plus petite ville : ~x ( n r +1) 0.15 0.12
P n r

k =1 xk 676.8 620.8
P n r

k =1 x2
k 5584.6 8704.6

P n r

k =1 log(xk ) 166.6 147.6
P n r

k =1 log(xk )2 210.2 207.6

Table XII.11. Donn�ees 2005 sur les plus grandes villes de l'UE et des USA. Les nombres d'ha-
bitants sont en millions.

1. Donner les estimations par maximum de vraisemblance de� UE , � USA et leurs
intervalles de con�ance asymptotiques de niveau 1� � (cf. partie I).

2. Calculer la p-valeur du test pr�esent�e dans la partie II.

3. Conclusion ?

IV R�eduction des lois de Pareto

Soit une suite ( ~X n ; n 2 N� ) de variables al�eatoires ind�ependantes de loi de
Pareto de param�etre (�; � ) 2 ]0; 1 [2 de densit�e :

f �;� (x) = �
� �

x � +1 1f x>� g:
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Figure XII.1. Histogramme des nombres d'habitants desn = 265 plus grandes villes de l'Union
Europ�eenne (divis�ees par la taille de la ( n + 1)-i�eme grande ville), et densit�e de la loi de Pareto
de param�etre �̂ UE

n (sur le graphique de droite seulement).
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Figure XII.2. Histogramme des nombres d'habitants des m = 199 plus grandes villes des �Etats
Unis d'Am�erique (divis�ees par la taille de la ( m + 1)-i�eme grande ville), et densit�e de la loi de
Pareto de param�etre �̂ USA

m (sur le graphique de droite seulement).

1. Calculer la fonction de r�epartition, F�;� , de la loi de Pareto de param�etre (�; � ).

2. Calculer P
�

~X 1=y > x j ~X 1 > y
�

pour y > � et x > 1. En d�eduire la fonction

de r�epartition, puis la loi, de ~X 1=y sachant ~X 1 > y , o�u y > � .

Soit n; k 2 N� . On consid�ere le r�eordonnement d�ecroissant, appel�e aussi sta-
tistique d'ordre, de ( ~X 1; : : : ; ~X n+ k ), que l'on note ( ~X (1) ; : : : ; ~X (n+ k) ) et qui, on
l'admet, est p.s. uniquement d�e�ni par :

~X (1) > � � � > ~X (n+ k) et f ~X 1; : : : ; ~X n+ kg = f ~X (1) ; : : : ; ~X (n+ k)g:
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En particulier on a ~X (1) = max 1� i � n+ k ~X i et ~X (n+ k) = min 1� i � n+ k ~X i . On admet
que le r�eordonnement d�ecroissant est un vecteur de loi continue et de densit�e :

gn+ k (x1; : : : ; xn+ k ) = ( n + k)! 1f x1> ���>x n + k g

n+ kY

i =1

f �;� (x i ):

Le but de ce qui suit est de d�eterminer la loi desn plus grandes valeurs divis�ees

par la (n + 1)-i�eme, c'est-�a-dire de ( Y1; : : : ; Yn ) =

 
~X (1)

~X (n+1)
; : : : ;

~X (n)

~X (n+1)

!

.

1. Montrer que la densit�e de la loi de ( ~X (1) ; : : : ; ~X (n+1) ) est :

(n + k)!
(k � 1)!

1f x1> ���>x n +1 gF�;� (xn+1 )k� 1f �;� (xn+1 )
nY

i =1

f �;� (x i ):

2. Montrer que (Y1; : : : ; Yn ) a même loi que le r�eordonnement d�ecroissant de
(X 1; : : : ; X n ), o�u les variables X 1; : : : ; X n sont ind�ependantes de même loi de
Pareto de param�etre (�; 1). V�eri�er ainsi que la loi de ( Y1; : : : ; Yn ) ne d�epend
ni de � ni de k.

Quitte �a consid�erer les n +1 plus grandes valeurs de la suite (~X i ; 1 � i � n + k),
on peut les remplacer par lesn plus grandes divis�ees par la (n+1)-i�eme, et supposer
ainsi que l'on consid�ere le r�eordonnement d�ecroissant de n variables al�eatoires
ind�ependantes de loi de Pareto de param�etre (�; 1).

4

XII.7 R�esistance d'une c�eramique

Exercice XII.7 (R�esistance d'une c�eramique et loi de Weibull).
Les c�eramiques poss�edent de nombreux d�efauts comme des pores ou des micro-
�ssures qui sont r�epartis al�eatoirement. Leur r�esistan ce �a la rupture est mod�elis�ee
par une variable al�eatoire de loi de Weibull 11.

La premi�ere partie de l'exercice permet de manipuler la loi de Weibull. La
deuxi�eme permet d'expliquer le choix de la loi de Weibull pour la loi de la r�esis-
tance �a la rupture. Les troisi�eme et quatri�eme parties ab ordent l'estimation des
param�etres de la loi de Weibull 12. La partie II d'une part, et les parties III et IV
d'autre part, sont ind�ependantes.

11. Norme ISO 20501 : 2003,http://www.iso.org/iso/fr/
12. P. Murthy, M. Xie and R. Jiang. Weibull models. Wiley Series in Probability and Statistics

(2004).
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La densit�e de la loi de Weibull de param�etre ( �; � ) 2 ]0; 1 [2 est d�e�nie sur R
par :

f �;� (x) =
�
�

�
x
�

� � � 1

exp
�

�
�

x
�

� � �
1f x> 0g

et la fonction de r�epartition par F�;� (x) = 0 si x � 0 et :

F�;� (x) = 1 � exp
�

�
�

x
�

� � �
pour x � 0.

Le param�etre de forme � est, en analyse des r�esistances des c�eramiques, appel�e
module de Weibull. Ce param�etre, qui caract�erise l'homog�en�eit�e de la c�eramique,
est adimensionnel. Il est d'autant plus �elev�e que la c�eramique est homog�ene. Les
valeurs actuelles sont de l'ordre de 5 �a 30. Le param�etre d'�echelle � est parfois
appel�e contrainte caract�eristique ( F�;� (� ) = 1 � e� 1 ' 63:21%). Il est exprim�e
dans les mêmes unit�es que les contraintes (i.e. en Pascal), il d�epend de la qualit�e
et de la taille de la c�eramique.

I �Etude sommaire de la loi de Weibull

On rappelle la d�e�nition de la fonction Gamma, pour r > 0 :

� (r ) =
Z

1f t> 0gt r � 1 e� t dt:

On a � (r + 1) = r� (r ) pour r > 0, et � (r + 1) = r ! pour r 2 N� .
Soit X une variable al�eatoire de loi de Weibull de param�etre (�; � ) 2 ]0; 1 [2.

1. Soit c > 0. D�eterminer, �a l'aide des fonctions de r�epartition, la loi de cX .

2. Montrer que E(�;� ) [X � ] = � � et E(�;� ) [X 2� ] = 2 � 2� .

3. Calculer la loi de X � et reconnâ�tre une loi exponentielle dont on d�eterminera
le param�etre. Retrouver les r�esultats de la question pr�ec�edente.

II Pourquoi la loi de Weibull ?

On consid�ere une barre de c�eramique de longueurL soumise �a une force de
traction. On mod�elise la r�esistance de la barre de c�eramique, i.e. la valeur de la
force de traction qui fait se rompre la barre, par une variable al�eatoire X (L ) . On
d�ecompose la barre de c�eramique enn tranches de longueurL=n, et on note X (L=n )

i
la r�esistance de la tranchei 2 f 1; : : : ; ng. La r�esistance de la barre de c�eramique
est simplement la r�esistance de la tranche la plus faible :

X (L ) = min
1� i � n

X (L=n )
i : (XII.7)
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Ce mod�ele de tranche la plus faible intervient �egalement en �abilit�e quand on
consid�ere la dur�ee de fonctionnement d'un appareil form�e de composants en s�erie,
i.e. quand la dur�ee de fonctionnement de l'appareil est la plus petite dur�ee de
fonctionnement de ses composants. On suppose que :

(A) Les variables al�eatoires (X (L=n )
i ; i 2 f 1; : : : ; ng) sont ind�ependantes de

même loi.
(B ) Pour tout ` > 0, X (` ) a même loi quec`X , o�u c` > 0 est une constante qui

d�epend de ` (et de la qualit�e de la c�eramique) et X est une variable al�eatoire
strictement positive.

Le but des questions qui suivent est d'identi�er les lois possibles deX telles
que les hypoth�eses (A) et (B ) ainsi que l'�equation (XII.7) soient satisfaites.

Soit (X k ; k � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et de m̂eme loi.

1. On noteF la fonction de r�epartition de X 1 et Fn celle de min1� k� n X k . Montrer
que 1� Fn (x) = (1 � F (x))n pour tout x 2 R.

2. D�eduire de la question pr�ec�edente et de la question I.1que si la loi deX 1 est la
loi de Weibull de param�etres (�; � ), alors min

1� k� n
X k a même loi quen� 1=� X 1.

3. Montrer que si X suit la loi de Weibull de param�etres ( �; � ), alors sous les
hypoth�eses (A) et (B ), l'�egalit�e (XII.7) est satisfaite en loi d�es que c` = c1` � 1=�

pour tout ` > 0. D�eterminer la loi de X (L ) .

On suppose que la fonction de r�epartition deX , H , poss�ede l'�equivalent suivant
quand x tend vers 0 par valeurs sup�erieures :

H (x) = bxa + o(xa) (x > 0);

o�u a > 0 et b > 0. On suppose �egalement que la r�esistance est inversementpro-
portionnelle �a la longueur de la barre de c�eramique :c` = c1` � 1=� , avec � > 0.

4. Donner la limite de la fonction de r�epartition de la varia ble al�eatoire (min 1� i � n X (L=n )
i ; n �

1). En d�eduire que l'�egalit�e (XII.7) implique que a = � ainsi que X (L ) et X
suivent des lois de Weibull.

En fait la th�eorie des lois de valeurs extrêmes13 14 assure que si l'on suppose les
hypoth�eses (A) et(B ), l'�egalit�e (XII.7) et le fait que la r�esistance X (L ) n'est pas
d�eterministe (et donc sans hypoth�ese sur la fonction de r�epartition de X ni sur
c` ) alors X (L ) et X suivent des lois de Weibull. En particulier l'ind�ependance des
r�esistances des tranches conduisent �a mod�eliser la r�esistance d'une c�eramique par
une variable al�eatoire de Weibull.

13. J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels and J. Segers.Statistics of extremes. Wiley Series in
Probability and Statistics (2004).

14. P. Embrechts, C. Klueppelberg and T. Mikosch. Modelling extremal events for insurance
and �nance . Springer (1997).
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III Estimation du param�etre d'�echelle

Soit (X k ; k � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi de
Weibull de param�etre ( � 0; � ) 2 ]0; 1 [2, o�u � 0 est suppos�econnu .

1. Montrer que la vraisemblance associ�ee �a un �echantillon X 1; : : : ; X n de taille n
s'�ecrit, avec x = ( xk ; k 2 f 1; : : : ; ng) :

pn (x; � ) =
� n

0

� n� 0
e� � � � 0

P n
i =1 x � 0

i

nY

j =1

x � 0 � 1
j

nY

l=1

1f x l > 0g:

2. En utilisant le th�eor�eme de factorisation, donner une statistique exhaustive
pertinente.

3. D�eterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance, �̂ n , de � .

4. En utilisant la question I.3, calculer le biais de �̂ n . V�eri�er qu'il est nul si
� 0 = 1.

5. �A l'aide des r�esultats de la question I.2, montrer directement que �̂ � 0
n est un

estimateur convergent et asymptotiquement normal de� � 0 .

6. En d�eduire que �̂ n est un estimateur convergent et asymptotiquement normal
de � . Donner la variance asymptotique.

IV Estimation du param�etre de forme

Soit (X k ; k � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi de
Weibull de param�etre ( �; � ) 2 ]0; 1 [2. On suppose que le param�etre (�; � ) 2 ]0; 1 [2

est inconnu.

1. Pour un �echantillon de taille n, donner la vraisemblance et la log-vraisemblance,
L n(x; (�; � )) o�u x = ( xk ; k 2 f 1; : : : ; ng).

2. Peut-on r�esumer les donn�ees �a l'aide d'une statistique exhaustive ?

3. Donner les �equations satisfaites par tout extremum, (~� n ; ~� n ), de la log-vrai-
semblance.

4. V�eri�er que ~� n = un (~� n ), pour une fonction un qui d�epend de x. Que pensez-
vous de l'estimation de� que � soit connu ou non ?

On d�e�nit la fonction hn sur ]0; 1 [ par :

hn (a) = �
1
n

nX

i =1

log(x i ) +

P n
j =1 log(x j )xa

jP n
l=1 xa

l
;

o�u x i > 0 pour tout i 2 f 1; : : : ; ng. On supposen � 2 et qu'il existe i; j 2 f 1; : : : ; ng
tels quex i 6= x j . On admet que la fonction hn est strictement croissante.
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5. V�eri�er, en utilisant ~� n = un (~� n ), que ~� n est l'unique solution de l'�equation

hn (a) =
1
a

.

6. Montrer que la fonction g : a 7! L n(x; (a; un (a))) est strictement concave. En
d�eduire que la log-vraisemblance atteint son unique maximum en (~� n ; ~� n ).

7. Montrer que hn , o�u l'on remplace x i par X i , converge p.s. vers une fonctionh
que l'on d�eterminera. V�eri�er que h(� ) = 1 =� .

Ce dernier r�esultat permet de montrer la convergence p.s. de l'estimateur (~� n ; ~� n )
vers (�; � ). Par ailleurs les estimateurs sont fortement biais�es.

4

XII.8 Sondages (II)

Exercice XII.8 (Sondage et strati�cation) .
On consid�ere un sondage pour le deuxi�eme tour de l'�election pr�esidentielle fran�caise
e�ectu�e sur n personnes parmi la population desN �electeurs, dont NA � 2 (resp.
NB � 2) votent pour le candidat A (resp. B ), avec N = NA + NB . Le but du
sondage est d'estimer la proportion,p = NA =N, de personnes qui votent pourA.

CommeN (environ 44 Millions d'inscrits pour l'�election pr�eside ntielle fran�caise
de 2007) est grand devantn (de l'ordre de 1000), on consid�ere uniquement des
sondages avec remise (en particulier une personne peut être interrog�ee plusieurs
fois). Le but de cet exercice est l'�etude des m�ethodes de strati�cation.

I Mod�ele de r�ef�erence

La r�eponse de la k-i�eme personne interrog�ee est mod�elis�ee par une variable
al�eatoire Zk : Zk = 1 (resp. Zk = 0) si la personne interrog�ee vote pour le candidat
A (resp. B ). Les variables al�eatoires (Zk ; k � 1) sont ind�ependantes de loi de
Bernoulli de param�etre p. On estime p �a l'aide de la moyenne empirique, �Zn =
1
n

P n
k=1 Zk . Rappelons que �Zn est un estimateur sans biais dep convergent et

asymptotiquement normal.

1. Calculer le risque quadratiqueR( �Zn ; p) = Ep[( �Zn � p)2] pour l'estimation de p
par �Zn .

2. V�eri�er que la vraisemblance du mod�ele est pn (z; p) = pn �zn (1 � p)n� n �zn , avec

z = ( z1; : : : ; zn ) 2 f 0; 1gn et �zn =
1
n

nX

k=1

zk . En d�eduire que �Zn est l'estimateur

du maximum de vraisemblance dep.

3. Calculer l'information de Fisher du mod�ele. Montrer que �Zn est un estimateur
e�cace de p (dans la classe des estimateurs sans biais dep).
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II M�ethode de strati�cation

L'objectif des m�ethodes de strati�cation est d'am�eliore r la pr�ecision de l'esti-
mation de p, tout en conservant le même nombre,n, de personnes interrog�ees.
Pour cela on consid�ereH strates (ou groupes) �x�ees. La strate h comporte Nh � 1
individus (Nh est connu), et on noteph la proportion inconnue de personnes de
cette strate qui votent pour A, nh le nombre de personnes interrog�ees dans cette
strate. Le nombre total de personnes interrog�ees estn =

P H
h=1 nh . On suppose

que ph 2]0; 1[ pour tout 1 � h � H . On consid�ere la proportion des personnes
interrog�ees dans la strate h qui votent pour A :

Yh =
1

nh

nhX

i =1

X (h)
i ;

o�u la variable al�eatoire X (h)
i mod�elise la r�eponse de la i -�eme personne interrog�ee

dans la strate h : X (h)
i = 1 (resp. X (h)

i = 0) si la personne interrog�ee vote pour

le candidat A (resp. B ). La variable al�eatoire X (h)
i suit une loi de Bernoulli de

param�etre ph. On suppose que les variables al�eatoires (X (h)
i ; 1 � i; 1 � h � H )

sont ind�ependantes.
L'estimateur de Horvitz-Thompson 15 (initialement construit pour des sondages

sans remise) dep est d�e�ni par :

Y =
HX

h=1

Nh

N
Yh :

II.1 �Etude �a horizon �ni

1. On choisit un individu au hasard. Quelle est la probabilit�e qu'il soit dans la

strate h ? En d�eduire que
HX

h=1

Nh

N
ph = p.

2. V�eri�er que l'estimateur de Horvitz-Thompson est sans biais : Ep[Y ] = p.

3. Calculer le risque quadratique deY : R(Y; p) = Ep[(Y � p)2] en fonction des
variances� 2

h = ph(1 � ph).

4. Pourquoi dit-on que la strati�cation est mauvaise si n Varp(Y ) > p (1 � p) ?

5. Donner un exemple de mauvaise strati�cation.

15. D. G. Horvitz and D.J. Thompson. A generalization of samp ling without replacement from
a �nite universe. Journal of the American Statistical Association , vol. 47, pp.663-685 (1952).
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On r�epondra aux trois questions suivantes en admettant quenh peut prendre
toutes les valeurs r�eelles positives et pas seulement des valeurs enti�eres. On rappelle
l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz. Soit ai ; bi 2 R pour i 2 I et I �ni, on a :

 
X

i 2 I

ai bi

! 2

�

 
X

i 2 I

a2
i

!  
X

i 2 I

b2
i

!

;

avec �egalit�e si et seulement si il existe (�; � ) 2 R2nf (0; 0)g tel que �a i = �b i pour
tout i 2 I .

6. Montrer que pour l'allocation proportionnelle, nh = n
Nh

N
, on a n Varp(Y ) �

p(1 � p). Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour quen Varp(Y ) <
p(1 � p).

7. Montrer que l'allocation optimale ( i.e. celle pour laquelle Varp(Y ) est minimal)
correspond �a l'allocation de Neyman o�u nh est proportionnel �a l'�ecart-type de
la strate h : Nh � h . Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour que l'al-
location de Neyman soit strictement meilleure que l'allocation proportionnelle.

8. D�eduire de ce qui pr�ec�ede que sous des conditions assezg�en�erales, on peut
construire un estimateur de p sans biais qui est strictement pr�ef�erable �a l'es-
timateur e�cace (dans la classe des estimateurs sans biais)�Zn . En quoi cela
n'est-il pas contradictoire ?

II.2 �Etude asymptotique

1. Montrer que (Yh ; nh � 1) converge p.s. versph et que (
p

nh(Yh � ph); nh � 1)
converge en loi vers une loi gaussienne dont on pr�ecisera les param�etres.

2. Montrer que p.s. Y converge versp quand min1� h� H nh tend vers l'in�ni.

On rappelle le r�esultat suivant sur la convergence uniforme locale des fonctions
caract�eristiques. Soit (Vk ; k � 1) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes,
de même loi et de carr�e int�egrable, avecE[Vk ] = � et Var(Vk ) = � 2. Alors, on a :

 p
k( �Vk � � ) (u) = e � � 2 u2=2 + Rk(u); o�u �Vk =

1
k

kX

i =1

Vi ;

et pour tout K � 0, lim
k!1

sup
juj� K

jRk (u)j = 0.

3. Montrer que, si min1� h� H nh tend vers l'in�ni, alors ( Y � p)=
p

Varp(Y )
converge en loi vers une loi gaussienne centr�ee r�eduiteN (0; 1).
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4. Montrer que :

1
Varp(Y )

HX

h=1

�
Nh

N

� 2 Yh(1 � Yh)
nh

converge p.s. vers 1, quand min1� h� H nh tend vers l'in�ni. On pourra, apr�es
l'avoir justi��e, utiliser que pour tout " > 0 on a jYh(1 � Yh) � � 2

h j � "� 2
h pour

min
1� h� H

nh su�samment grand.

5. D�eduire de la question pr�ec�edente que :

I =

2

4Y � � 1� �= 2

vu
u
t

HX

h=1

�
Nh

N

� 2 Yh(1 � Yh)
nh

3

5 ;

o�u � r est le quantile d'ordre r de la loi gaussienne centr�ee r�eduiteN (0; 1), est
un intervalle de con�ance sur p de niveau asymptotique 1� � (� 2 ]0; 1[) quand
min1� h� H nh tend vers l'in�ni.

4

XII.9 Loi de Yule (II)

Exercice XII.9 (Disques d'or et loi de Yule).
On suppose que les ventes des disques d'un artiste d�ependent de sa r�eputation
seulement (i.e. du nombre de disques d�ej�a vendus) et donc pas de son talent16.
Dans ce cas, il est naturel de mod�eliser le nombre de ventes pour un artiste par
la loi de Yule 17 , voir l'exercice (XI.11). On mesure la notori�et�e d'un art iste par
le nombre de disques d'or qu'il a obtenus. Le tableau XII.12 donne le nombre
d'artistes ayant eu un nombre de disques d'or �x�e pendant la p�eriode de 1959 �a
1989. Pour information, le tableau XII.13 indique les artistes ayant eu au moins
14 disques d'or. On compten = 1377 artistes ayant eu un ou des disques d'or.

Si on estime que la probabilit�e d'acheter un disque d'un artiste inconnu est
tr�es faible, alors on peut mod�eliser le nombre de disques d'or d'un artiste par une
variable al�eatoire Y de loi de Yule de param�etre � > 0. On rappelle que siY suit
une loi de Yule de param�etre � 2 ]0; 1 [, alors on a :

P� (Y = k) = �B (k; � + 1) ; k 2 N� ;

16. K. H. Chung and R. A. K. Cox. A Stochastic Model of Supersta rdom : an application of
the Yule distribution. The Review of Economics and Statistics, vol. 76, pp. 771{775 (1994).

17. L. Spierdijk and M. Voorneveld. Superstars without tale nt ? The Yule distribution contro-
versy. SSE/EFI Working Paper Series in Economics and Finance . http://swopec.hhs.se/
hastef/abs/hastef0658.htm (2007).
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o�u pour a; b2]0; + 1 [ :

B (a; b) =
� (a)� (b)
� (a + b)

=
Z

]0;1[
xa� 1(1 � x)b� 1 dx:

1. D�eterminer la loi de Yule de param�etre � = 1. Comparer les donn�ees observ�ees
du tableau XII.12 avec les donn�ees th�eoriques attendues si le nombre de disques
d'or pour un artiste pris au hasard suit la loi de Yule de param�etre � = 1.

2. Apr�es avoir pr�ecis�e le mod�ele, indiquer en d�etail un e m�ethode pour tester si
les donn�ees observ�ees correspondent �a la r�ealisation d'un �echantillon de taille
n de loi min(Y; m), o�u m = 17 et Y suit une loi de Yule de param�etre � = 1.

3. Justi�er le fait que, pour r�epondre �a la question 2, on ai t regroup�e dans le
tableau XII.12 les artistes ayant eu plus de 17 disques d'or.

On suppose que les donn�ees observ�ees correspondent �a la r�ealisation d'un �echan-
tillon de taille n de loi de Yule de param�etre � inconnu. On note Nk le nombre
d'artistes ayant eu au moinsk disques d'or ; ainsiN1 correspond au nombre d'ar-
tistes ayant eu au moins un disque d'or.

4. Exprimer la log-vraisemblance du mod�ele en fonction de (Nk ; k 2 N� ).

5. Trouver la plus grande constantec > 0 telle quex2 � (x + c)(x + c � 1) pour
tout x > 1. En d�eduire que :

1X

k=1

1
(� + k)2 �

1
� + 1

2

�

Montrer que la log-vraisemblance de la question pr�ec�edente poss�ede un seul
maximum local sur ]0; (1 +

p
3)=2] et, si N2 � 1, alors elle poss�ede au moins

un maximum sur ]0; 1 [.

Pour les donn�ees du tableau XII.12, on obtient la valeur approch�ee suivante pour
l'estimateur du maximum de vraisemblance de� : 1.137.

6. Apr�es avoir pr�ecis�e le mod�ele, indiquer en d�etail un e m�ethode pour v�eri�er si
les donn�ees observ�ees correspondent �a la r�ealisation d'un �echantillon de taille
n de loi min(Y; m), o�u m = 17 et Y suit une loi de Yule.

7. Les p-valeurs pour les questions 2 et 6 sont plus petites que 10� 5. Quelle est
votre conclusion concernant le talent des artistes ?

8. Les auteurs de l'�etude proposent de ne pas tenir compte des artistes ayant plus
de 18 disques d'or et de consid�erer la loi de Yule conditionn�ee �a prendre des
valeurs inf�erieures �a 18. Il obtiennent alors une p-valeur de l'ordre de 17%.
Quelle est leur conclusion, concernant le talent des artistes ?

4

132



XII.10 Sexe des anges

Nombre de Nombre Nombre de Nombre
disques d'or d'artistes disques d'or d'artistes
1 668 10 14
2 244 11 16
3 119 12 13
4 78 13 11
5 55 14 5
6 40 15 4
7 24 16 4
8 32 17 et + 26
9 24

Table XII.12. Nombres d'artistes par nombre de disques d'or.

Artiste Nombre de Artiste Nombre de
disques d'or disques d'or

Beatles 46 John Denver 18
Elvis Presley 45 Kiss 18
Elton John 37 Kool and the Gang 18
Rolling Stones 36 Rod Stewart 18
Barbra Streisand 34 Andy Williams 17
Neil Diamond 29 Frank Sinatra 17
Aretha Franklin 24 Billy Joel 16
Chicago 23 Hank Williams, Jr. 16
Donna Summer 22 Linda Ronstadt 16
Kenny Rogers 22 Willie Nelson 16
Olivia Newton-John 22 Doors 15
Beach Boys 21 Glen Campbell 15
Bob Dylan 20 Queen 15
Earth, Wind and Fire 20 REO Speedwagon 15
Hall and Oates 20 Anne Murray 14
Barry Manilow 19 Doobie Brothers 14
Three Dog Night 19 Jethro Tull 14
Bee Gees 18 Johnny Mathis 14
Carpenters 18 O'Jays 14
Creedence Clearwater Revival 18

Table XII.13. Artistes ayant eu au moins 14 disques d'or entre 1958 et 1989.

XII.10 Sexe des anges

Exercice XII.10 (Sexe des anges).
Soit p0 la probabilit�e (inconnue) d'avoir un gar�con �a la naissan ce (p0 est de l'ordre
de 0:51 environ). On remarque, �a l'aide d'un test du � 2 sur les donn�ees18 du ta-
bleau XII.14 (p-valeurs asymptotiques de l'ordre de 5%), que le nombre de gar�cons

18. M.-P. Sch•utzenberger. R�esultats d'une enquête sur la distributio n du sexe dans les familles
nombreuses.Semaine des Hôpitaux de Paris, vol. 25(61), pp. 2579{2582 (1949).
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d'une famille �a n � 2 enfants ne suit pas une loi binomiale de param�etre (n; p0)
(voir l'exercice IX.18). Une des raisons possibles est que la probabilit�e d'avoir un
gar�con d�epende de la famille consid�er�ee, et qu'elle soit donc al�eatoire. Le mod�ele
que nous �etudions est un mod�ele classique de la statistique bayesienne19.

On note P la probabilit�e (al�eatoire) d'avoir un gar�con pour une fa mille choisie
au hasard. On mod�elise P par une variable al�eatoire de loi b�eta de param�etre
� = ( a; b) 2 ]0; 1 [2, dont la densit�e est :

1
B (a; b)

xa� 1(1 � x)b� 11]0;1[(x):

On note X n le nombre de gar�cons parmi lesn premiers enfants d'une famille choisie
au hasard (parmi les familles ayant au moinsn enfants).

I Pr�eliminaires

1. Calculer E� [P ] et E� [P v(1 � P)w ] pour v; w 2 [0; 1 [.

2. Justi�er l'�egalit�e p0 = a=(a + b).

3. Quelle est la loi conditionnelle deX n sachant P ? D�eterminer la fonction  
telle que E[g(X n ) j P ] =  (P) en fonction de g.

4. Montrer que E� [X n ] = nE� [P ] et Var � (X n ) = nE� [P(1 � P)] + n2 Var � (P).

5. En d�eduire que :

E� [X n ] = n
a

a + b
et Var � (X n ) =

1
n

E� [X n ] (n � E� [X n ])
�

1 +
n � 1

a + b+ 1

�
:

(XII.8)

II Estimation des param�etres

On consid�ere les familles �a n enfants. On note X (k)
n le nombre de gar�cons de

la k-�eme famille �a n enfants. On suppose que les variables al�eatoires (X (k)
n ; k � 1)

sont ind�ependantes et de même loi queX n .

1. Montrer que si n = 1, alors la loi de X n ne d�epend que dep0. En d�eduire que
le mod�ele n'est pas identi�able.

On supposen � 2.

2. Construire, en utilisant (XII.8), un estimateur �̂ K de � �a partir de :

M K =
1
K

KX

k=1

X (k)
n et VK =

1
K

KX

k=1

�
X (k)

n

� 2
� M 2

K :

19. C. Robert. Le choix bay�esien : Principes et pratique . Springer (2006).
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3. Montrer que (�̂ K ; K � 1) est un estimateur convergent de� .

4. Montrer, sans calculer explicitement la matrice de covariance asymptotique,
que l'estimateur (�̂ K ; K � 1) de � est asymptotiquement normal.

5. On poseN r =
P K

k=1 1
f X ( k )

n = r g
. V�eri�er que :

KX

k=1

X (k)
n =

nX

r =0

rN r et
KX

k=1

�
X (k)

n

� 2
=

nX

r =0

r 2N r :

Donner une valeur num�erique pour l'estimation de � �a partir du tableau XII.14.
Pour des raisons de temps de calcul, on ne donnera pas d'intervalle de con�ance
asymptotique pour � .

Nombres de gar�cons et de �lles (5,0) (4,1) (3,2) (2,3) (1,4) (0,5) Total
Nombre de familles 204 841 1585 1544 810 144 5128

Table XII.14. Nombres de gar�cons et de �lles dans 5128 familles de cinq enfants.

III Estimation de la probabilit�e d'avoir un gar�con

On note Pn = E� [P j X n ].

1. Soit h une fonction born�ee mesurable etk 2 f 0; : : : ; ng. Calculer E� [h(P)jX n =
k] d�e�ni par :

E� [h(P) j X n = k] =
E� [h(P)1f X n = kg]

P� (X n = k)
:

2. Calculer et reconnâ�tre la loi conditionnelle deP sachant X n . V�eri�er que :

Pn =
a + X n

a + b+ n
�

3. Montrer que la suite (X n=n; n 2 N) converge p.s. versP.

4. En d�eduire que Pn est un estimateur convergent deP : p.s. limn!1 Pn = P.

5. Montrer que Pn est le meilleur estimateur deP au sens quadratique : pour
toute fonction h mesurable born�ee, on aE� [(P � h(X n ))2] � E� [(P � Pn )2].
(On pourra faire intervenir la quantit�e Pn � h(X n ) pour r�e�ecrire le membre de
droite de l'in�egalit�e ci-dessus.)

6. D�eduire de la question III.2 un intervalle de con�ance de niveau exact 90% de
la forme [c;1] sur P en fonction deX n .
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On consid�ere n� la valeur minimale de n, telle que pour une famille avecn enfants
qui sont tous des gar�cons, l'intervalle de con�ance �a 90% de P est [c;1] o�u c > 1=2.
En particulier, on peut a�rmer que dans cette famille le n� + 1-i�eme enfant (�a
venir) �a plus d'une chance sur deux d'̂etre un gar�con (avecune con�ance de 90%).

Pour les valeurs num�eriques de� de la question II.5, on trouve n� = 12 (c '
0:501 et Pn ' 0:56). Ce r�esultat est sensible aux erreurs d'estimation de� . Pour
� = (1 ; 0:97) et donc p0 ' 0:508, on obtient n� = 3 ( c ' 0:57 et Pn ' 0:80).

4

XII.11 Comparaison d'�echantillons appari�es

Exercice XII.11 (Test des signes et test de Wilcoxon).
On consid�ere le r�esultat d'une intervention chirurgical e sur des patients atteints
de troubles de la r�etine 20. Les donn�ees consistent en des mesures de la fonction
r�etinienne �a l'aide d'un �electro-r�etinogramme 3 mois a vant l'op�eration et 3 �a 5
mois apr�es l'op�eration pour n = 10 patients. Pour le patient k, on mod�elise par
X k le r�esultat de la mesure avant l'op�eration et par Yk celui de la mesure apr�es
l'op�eration. Les deux variables al�eatoires X k et Yk sont appari�ees et ne peuvent
être trait�ees s�epar�ement. Le tableau XII.15 donne les mesures e�ectu�ees sur 10
patients (oeil gauche).

X k Yk Vk = X k � Yk Sk = sgn( Vk ) Rn (k)
8.12 6.50 1.62 1 10
2.45 2.10 0.35 1 8
1.05 0.84 0.21 1 6
6.86 5.32 1.54 1 9
0.14 0.11 0.03 1 3
0.11 0.17 -0.06 -1 4
0.19 0.16 0.03 1 2
0.23 0.16 0.07 1 5
1.89 1.54 0.35 1 7
0.07 0.05 0.02 1 1

Table XII.15. Mesures en micro Volt avant ( X k ) et apr�es ( Yk ) l'op�eration de l'activit�e r�etinienne
de l'oeil gauche par �electro-r�etinogramme pour n = 10 patients. La variable Sk repr�esente le signe
de Vk = X k � Yk et Rn (k) le rang de jVk j (voir la d�e�nition dans la partie III).

On consid�ere le mod�ele suivant. Soit X une variable al�eatoire r�eelle de loi in-
connue. On suppose que ((X k ; Yk ); k 2 N� ) est une suite de vecteurs al�eatoires

20. B. Rosner, R. J. Glynn and M.-L. T. Lee. The Wilcoxon signe d rank test for paires compa-
risons of clustered data. Biometrics , vol. 62, pp. 185-192 (2006).
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ind�ependants de même loi, queX k et Yk sont ind�ependantes, queX k a même loi
que X et que Yk a même loi queX � � o�u � 2 R. Le param�etre de d�ecalage �
est a priori inconnu. On d�esire construire un test pour les hypoth�eses suivantes :
H0 = f � = 0g (l'op�eration ne diminue pas la mesure de l'�electro-r�eti nogramme)
et H1 = f � > 0g (l'op�eration diminue la mesure de l'�electro-r�etinogra mme). On
peut construire un test �a partir de la di��erence des moyenn es empiriques avant
l'op�eration et apr�es l'op�eration, mais le peu de donn�ee s et l'absence d'information
sur la loi de X rendent cette approche peu pertinente. On a alors recours soit au
test des signes soit au test de Wilcoxon21. Ces deux tests ne d�ependent pas de la
loi de X , on parle de tests non-param�etriques. Le test de Wilcoxon est en g�en�eral
pr�ef�er�e au test des signes, car plus puissant. Nous �etudions dans les parties II et
III les comportements asymptotiques de ces deux tests. En pratique, les tailles des
�echantillons �etant faibles, on utilise la loi exacte des statistiques de test obtenue
soit par calcul direct soit par simulation.

Les r�esultats de la partie pr�eliminaire I, peuvent être d irectement utilis�es dans
les parties II et III. Les parties II et III sont ind�ependant es. Dans les parties II et
III, on suppose que la fonction de r�epartition de X est continue .

Pour v 2 R, on note sgn(v) = 1f v> 0g� 1f v< 0g le signe dev. On poseVk = X k � Yk

et Sk = sgn(Vk ).

I Pr�eliminaires

Soit X 0 une variable al�eatoire ind�ependante de X et de même loi queX . On
poseV = X � X 0. On rappelle que la m�ediane deV est son quantile d'ordre 1/2
d�e�ni par inf f v 2 R; P(V � v) � 1=2g.

1. Montrer que V et � V ont même loi et que, pour tout x 2 R :

P(V � x) = 1 � P(V < � x): (XII.9)

2. D�eduire de (XII.9) que 2P(V � 0) = 1 + P(V = 0) et que, pour tout " > 0,
2P(V � � " ) = 1 � P(V 2] � "; " [).

3. Montrer que pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que pour tout a 2 R, P(V 2
] � "; " [) � P(X 2]a � �; a + � [; X 0 2]a � �; a + � [). En d�eduire que pour tout
" > 0 :

P(V 2] � "; " [) > 0: (XII.10)

4. D�eduire des questions pr�ec�edentes que la m�ediane deV est nulle.

21. F. Wilcoxon. Individual comparisons by ranking methods . Biometrics Bulletin , vol. 1(6),
pp. 80-83 (1945).
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On admet que si� est une fonction born�ee mesurable d�e�nie sur R2 alors, si Z et
Z 0 sont deux variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes,on a :

E[� (Z; Z 0)] = E[' (Z )]; avec, pourz 2 R, ' (z) = E[� (z; Z0)]: (XII.11)

On suppose quela fonction de r�epartition de X est continue : 8x 2 R,
P(X = x) = 0.

5. Montrer en utilisant (XII.11) que la fonction de r�eparti tion de V est continue.

6. Montrer que sgn(V ) est de loi uniforme sur f� 1; 1g.

7. En �etudiant E[g(sgn(V )) f (jV j)], pour des fonctionsf et g mesurables born�ees,
montrer que les variables al�eatoires sgn(V ) et jV j sont ind�ependantes.

II Test des signes

On rappelle queSk = sgn(Vk ). On consid�ere la statistique de test sur l'�echan-
tillon de taille n d�e�nie par :

� n =
1

p
n

nX

k=1

Sk :

1. D�eduire de la question I.6 que, sousH0, la suite (� n ; n 2 N� ) converge en loi
vers une variable al�eatoire gaussienne de loiN (0; 1).

2. D�eduire de (XII.10), que sous H1, E[Sk ] > 0. En d�eduire que, sousH1, la suite
(� n ; n 2 N� ) converge p.s. vers +1 .

3. D�eterminer la r�egion critique Wn du test pur, construit �a partir de la statistique
de test � n , de niveau asymptotique� 2 ]0; 1[.

4. V�eri�er que le test pur de r�egion critique Wn est convergent.

5. Calculer, �a partir des observations, la p-valeur asymptotique du test pur de
r�egion critique W10. Rejetez vousH0 ?

6. Calculer, �a partir des observations, la p-valeur exacte du test pur de r�egion
critique W10. Commenter alors le r�esultat de la question II.5.

III Test de Wilcoxon

On note Sn l'ensemble des permutations def 1; : : : ; ng. On rappelle :

nX

k=1

k =
n(n + 1)

2
et

nX

k=1

k2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6
�
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1. Montrer en utilisant la question I.5 que pour k 6= `, P(jVk j = jV` j) = 0. En
d�eduire qu'il existe une unique permutation al�eatoire � n 2 Sn telle que p.s. :

jV� n (1) j < � � � < jV� n (n) j: (XII.12)

Pour les questions III.2 �a III.7, on se place sous H0.
2. V�eri�er en utilisant la question I.7 que � n et (S1; : : : ; Sn ) sont ind�ependants.
3. Montrer que (S� n (1) ; : : : ; S� n (n) ) a même loi que (S1; : : : ; Sn ).

On note Rn l'inverse de � n : Rn (i ) = j , � n(j ) = i . On remarque queRn (k) est le
rang dejVk j parmi ( jV1j; : : : ; jVn j). En particulier Rn (k) = 1 si jVk j est le minimum
et Rn (k) = n si jVk j est le maximum. On d�e�nit :

Tn =
nX

k=1

Rn (k)1f Sk > 0g

et la statistique de test de Wilcoxon :

� n =
Tn � n(n+1)

4

� n
; avec � n � 0 et � 2

n =
n(n + 1)(2 n + 1)

24
�

4. Montrer, �a l'aide de la question III.3 et I.6 que Tn a même loi que :

T0
n =

nX

k=1

kZk ;

o�u les variables al�eatoires (Zn ; n 2 N� ) sont ind�ependantes de loi de Bernoulli
de param�etre 1=2.

5. Calculer E[T0
n ] et Var(T0

n ).
6. Montrer que la fonction caract�eristique  n de � n est :

 n (u) =
nY

k=1

E
h
eiuk (Zk � 1

2 )=� n
i

= exp

 
nX

k=1

log(cos(
uk
2� n

))

!

:

7. Montrer que, sousH0, la suite (� n ; n 2 N� ) converge en loi vers une variable
al�eatoire gaussienne de loiN (0; 1).

On admet que sousH1 la suite (� n ; n 2 N� ) converge en probabilit�e 22 vers +1 :
pour tout a 2 R, limn!1 P(� n � a) = 1.
8. D�eterminer la r�egion critique W 0

n du test pur, construit �a partir de la statistique
de test � n , de niveau asymptotique� . V�eri�er que le test est convergent.

9. Calculer la p-valeur asymptotique du test pur de r�egion critique W 0
n . Rejetez-

vous H0 ? Comparer avec la question II.5.
4

22. P. Cap�era�a et B. Van Custen. M�ethodes et mod�eles en statistique non param�etrique . Dunod
(1988).
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XII.12 Mod�ele auto-r�egressif pour la temp�erature

Exercice XII.12 (Mod�ele de temp�erature) .
On d�esire �etudier un mod�ele de s�erie temporelle 23 24 pour les temp�eratures jour-
nali�eres o�u la temp�erature du jour d�epend de mani�ere li n�eaire de la temp�erature
de la veille. Plus pr�ecis�ement, on mod�elise par X n la temp�erature du jour n 2 N �a
la station de mesure et on suppose que pourn 2 N :

X n+1 = �X n + � + "n+1 ; (XII.13)

o�u �; � 2 R, X 0 est une constante connue et ("n ; n 2 N� ) est une suite de variables
al�eatoires ind�ependantes de même loi gaussienneN (0; � 2) avec � > 0. On suppose
les param�etres � , � et � inconnus. Le mod�ele consid�er�e est appel�e mod�ele auto-
r�egressif avec bruits gaussiens.

On note G une variable al�eatoire gaussienne de loiN (0; 1).

I Pr�eliminaires

1. Montrer que pour tout v < 1, on a :

E
h
exp

� v
2

G2
�i

=
1

p
1 � v

�

On pose"0 = 0 et pour n 2 N� :

Vn =
nX

k=1

"2
k et Tn =

nX

k=1

"k� 1"k :

On souhaite �etudier la convergence de la suite (Tn ; n 2 N� ) convenablement renor-
malis�ee.

Pour x � 0, on note bxc l'entier m tel que m � x < m + 1 et dxe l'entier m0 tel
que m0� 1 < x � m0.

2. En �ecrivant Tn =
� P dn=2e

k=1 "2k� 2"2k� 1

�
+

� P bn=2c
k=1 "2k� 1"2k

�
, montrer que la

suite (Tn=n; n 2 N� ) converge p.s. vers une limite que l'on pr�ecisera.

Soit u 2 R. On pose :

Nn (u) = exp
�

u2� 2

2
Vn� 1

n

�
et M n (u) = Nn (u) exp

�
iu

Tnp
n

�
�

On suppose queu2 < n= 2� 4.

23. G. Box and G. Jenkins. Time series analysis : Forecasting and control. Holden-Day (1970).
24. P. Brockwell and R. Davis. Time Series : Theory and Methods. Springer-Verlag (1987).
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XII.12 Mod�ele auto-r�egressif pour la temp�erature

3. Calculer E[Nn (u)] et E[Nn (u)2], puis montrer que :

lim
n! + 1

Var(Nn (u)) = 0 :

4. Pour n � 2, calculer E[M n (u)j"1; : : : ; "n� 1].

5. Montrer, en utilisant la question pr�ec�edente, que E[M n (u)] = 1.

On note  n la fonction caract�eristique de Tn=
p

n.

6. Montrer, en utilisant deux fois l'in�egalit�e de Jensen, que :
�
�
� n (u)E[Nn (u)] � E[M n (u)]

�
�
� �

p
Var(Nn (u)) :

7. D�eduire de ce qui pr�ec�ede que la suite (Tn=
p

n; n 2 N� ) converge en loi vers
� 2G.

II Estimation des param�etres

1. Justi�er que la vraisemblance du mod�ele associ�e aux variables al�eatoires
("1; : : : ; "n ) s'�ecrit :

pn(� 1; : : : ; � n ; �; �; � ) = (2 �� 2)� n=2 exp

 

�
nX

k=1

(xk � �x k� 1 � � )2=2� 2

!

;

o�u ( x0; : : : ; xn ) correspond �a une r�ealisation de (X 0; : : : ; X n ).

On pose� n =
1
n

(X n � X 0) et :

�"n =
1
n

nX

k=1

"k ; �X n� 1 =
1
n

n� 1X

k=0

X k ; X 2
n� 1 =

1
n

n� 1X

k=0

X 2
k ; et � n =

1
n

nX

k=1

X k� 1X k :

2. Montrer que les estimateurs du maximum de vraisemblance de � et � sont :

�̂ n =
� n � ( �X n� 1 + � n ) �X n� 1

X 2
n� 1 � �X 2

n� 1

et �̂ n = �X n� 1 + � n � �̂ n �X n� 1:

3. Montrer en utilisant (XII.13) que :

�X n� 1(1 � � ) = � + �"n � � n :

On suppose que� 2 ] � 1; 1[ et on admet alors que p.s. limn! + 1 X n=
p

n = 0 et
que p.s. limn! + 1 I n = 0, o�u :

I n =
1
n

nX

k=1

X k� 1"k :
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4. Montrer que ( �X n ; n 2 N� ) converge p.s. versa = �= (1 � � ).

5. On rappelle la notation : Vn =
P n

k=1 "2
k . Montrer que :

X 2
n� 1(1 � � 2) = � 2 +

Vn

n
+ 2 �� �X n� 1 +

�
X 2

0

n
�

X 2
n

n

�
+ 2 � �"n + 2 �I n :

6. Montrer que (X 2
n ; n 2 N� ) converge p.s. vers une limiteb que l'on calculera.

7. En s'inspirant des questions pr�ec�edentes, montrer que(� n ; n 2 N� ) converge
p.s. vers�b + �a .

8. Montrer que les estimateurs ^� n et �̂ n sont convergents.

9. Calculer �̂ 2
n l'estimateur du maximum de vraisemblance de� 2.

10. Montrer que �̂ 2
n est un estimateur convergent de� 2.

On peut �egalement d�emontrer que l'estimateur ( �̂ n ; �̂ n ; �̂ 2
n ) de (�; �; � 2) est asymp-

totiquement normal.

III Test d'utilit�e du coe�cient d'auto-r�egression

On utilise les notations des paragraphes pr�ec�edents. On consid�ere l'hypoth�ese
nulle H0 = f � = 0g et son alternative H1 =

n
� 2 ] � 1; 0[[ ]0; 1[

o
. On introduit la

statistique de test :
� n =

p
n�̂ n :

1. V�eri�er que sous H0, on a :

� n =
Tn=

p
n + R0

n

Vn� 1=n + Rn
;

o�u les suites (R0
n ; n 2 N� ) et (Rn ; n 2 N� ) convergent en loi vers 0.

2. Montrer en utilisant la question I.7 que la suite (� n ; n 2 N� ) converge en loi
sousH0 vers G de loi gaussienneN (0; 1).

3. Donner, en utilisant la question II.8, le comportement asymptotique de � n sous
H1. Puis d�eterminer la r�egion critique pour un test de niveau asymptotique
� 2 ]0; 1[.

4. Donner la formule de lap-valeur asymptotique.

5. On observe les temp�eratures journali�eres moyennes de la station M�et�eo France
de Lille du 31/12/2001 au 31/12/2002 (n = 365), et on obtient :

�X n� 1 ' 11:349521; � n = 0 :0102397; X 2
n� 1 ' 158:79738; � n ' 156:86773:

Faire l'application num�erique (avec par exemple � = 5%) et conclure.
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XII.12 Mod�ele auto-r�egressif pour la temp�erature

Les �gures XII.4 et XII.3 donnent respectivement pour la p�e riode du 2/01/1994
au 31/12/2002 (n = 32 285) et du 01/01/2002 au 31/12/2002 (n = 365) :

{ �A gauche : les valeurs des temp�eratures journali�eres moyennes (X k ; k 2
f 1; : : : ; ng) relev�ees �a la station de M�et�eo France de Lille, ainsi qu e les valeurs
des r�esidus correspondants (^"k ; k 2 f 1; : : : ; ng), o�u "̂k = X k � �̂ nX k� 1 � �̂ n .

{ �A droite : l'histogramme des r�esidus et la densit�e de la loi gaussienneN (0; �̂ 2
n ).

Un mod�ele plus r�ealiste pour l'�evolution journali�ere d es temp�eratures devrait tenir
compte de la saisonalit�e (cf la p�eriodicit�e du signal dans la �gure XII.4 �a gauche).
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Figure XII.3. �A gauche : temp�eratures journali�eres moyennes en 2002, et valeurs des r�esidus
correspondants. �A droite : histogramme des r�esidus et densit�e gaussienne associ�ee.
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Figure XII.4. �A gauche : temp�eratures journali�eres moyenne de 1994 �a 20 02, et valeurs des
r�esidus correspondants. �A droite : histogramme des r�esidus et densit�e gaussienne associ�ee.
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XII.13 Mutation de l'ADN mitochondrial

Exercice XII.13 (Mutation de l'ADN mitochondrial) .
L'ADN mitochondrial (ADNmt) humain est une mol�ecule circu laire double brin
d'environ 16 500 paires de bases. L'ADNmt est dans la cellulemais hors du noyau
contrairement �a l'ADN chromosomique ; il est de plus transmis uniquement par la
m�ere. Pour l'�etude du taux de mutation de l'ADNmt, on s'int �eresse donc unique-
ment �a la population f�eminine. On suppose que la population f�eminine comporte
�a chaque g�en�eration N individus et que l'unit�e de temps est choisie �egale �a N
g�en�erations. Si N est grand, alors l'arbre g�en�ealogique de l'ADNmt de n individus
vivant �a l'instant t = 0 peut être mod�elis�e par l'approximation suivante due �a
Kingman 25 :

{ L'arbre g�en�ealogique est binaire. Autrement dit, au plu s 2 soeurs dans le
pass�e ont des descendants aujourd'hui.

{ La dur�ee pendant laquelle les n individus consid�er�es ont k 2 f 2; : : : ; ng an-
cêtres est mod�elis�ee par Tk , o�u les variables al�eatoires (Tk ; k � 2) sont
ind�ependantes et Tk est de loi exponentielle de param�etre k(k � 1)=2.

La profondeur de l'arbre g�en�ealogique :

T �
n =

nX

k=2

Tk

repr�esente, au signe pr�es, la date de naissance du dernierancêtre commun desn
individus vivant �a l'instant t = 0. La sous-population des n individus vivant �a
l'instant t = 0 poss�ede, sur l'intervalle de temps I k =] �

P n
r = k Tr ; �

P n
r = k+1 Tr ]

de longueurTk , exactementk ancêtres. (On utilise la convention
P n

r = n+1 Tr = 0.)
On d�e�nit �egalement la longueur totale de l'arbre g�en�ea logique :

L n =
nX

k=2

k Tk :

On suppose que les mutations de l'ADN sont rares : la probabilit�e d'observer
une mutation lors d'une reproduction est �=2N , avec � > 0. Pour une branche
de l'arbre g�en�ealogique, on observe sur 1 unit�e de temps (soit N g�en�erations) en
moyenne �=2 mutations. Le param�etre �=2 s'interpr�ete comme un taux de mu-
tation. On suppose de plus que les mutations sont ind�ependantes et a�ectent des
nucl�eotides ou sites di��erents de l'ADN. Ceci revient �a m od�eliser le nombre de mu-
tations survenues durant l'intervalle de temps I k et sur la branche j 2 f 1; : : : ; kg
de l'arbre g�en�ealogique par une variable al�eatoire Yj;k o�u les variables al�eatoires
((Tk ; Y1;k ; : : : ; Yk;k ); k � 2) sont ind�ependantes et, conditionnellement �a Tk ,

25. J. F. C. Kingman. The coalescent. Stoch. Process. Appl., vol. 13(3), pp. 235{248 (1982).
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XII.13 Mutation de l'ADN mitochondrial

les variables al�eatoires (Y1;k ; : : : ; Yk;k ) sont ind�ependantes de loi de Pois-
son de param�etre �T k=2. Le nombre total de mutations observ�ees est donc :

Sn =
nX

k=2

Yk ; o�u Yk =
kX

j =1

Yj;k

repr�esente le nombre de mutations observ�ees sur l'arbre g�en�ealogique durant l'in-
tervalle de temps I k . Une simulation de l'arbre g�en�ealogique et des mutations est
repr�esent�ee dans la �gure XII.5.

T2 T3 T4 T5

T �
5

0I 3ancêtre commun temps

Figure XII.5. Simulation d'un arbre g�en�ealogique (trait plein) pour n = 5 et des mutations
(repr�esent�ees par des croix). On observe Y5 = 1, Y4 = 0, Y3 = 4 (4 mutations dans l'intervalle de
temps I 3), Y2 = 2 et donc Sn = 7.

Le but du probl�eme est d'�etudier les propri�et�es de l'est imateur de Watterson 26

du param�etre � :

�̂ n =
Sn

hn� 1
; o�u hn� 1 =

n� 1X

k=1

1
k

�

On rappelle quehn� 1 = log( n) + O(1).

26. Y.-X. Fu and W.-H. Li. Maximum likelihood estimation of p opulation parameters. Genetics,
vol. 134(4), pp. 1261{1270 (1993).
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I Pr�eliminaires

1. Calculer limn! + 1 E[T �
n ]. Pour la population humaine, on consid�ere queN '

10 000 (et on n�eglige l'e�et des mill�enaires les plus r�ecents) et une g�en�eration est
d'environ 20 ans. En d�eduire une estimation moyenne de la date de naissance
du dernier ancêtre commun de toute la population humaine.

2. Calculer E[L n ] et Var(L n ). En d�eduire que la suite (L n=hn� 1; n � 2) converge
en probabilit�e vers 2.

3. Montrer que E� [Yk ] = �= (k � 1) pour k � 2.

4. Calculer la fonction caract�eristique de (Yj;k ; Tk ).

5. D�eduire de la question pr�ec�edente la fonction caract�eristique de (Yk ; Tk ) :

 (Yk ;Tk ) (u; v) =
(k � 1)

(k � 1) + � (1 � eiu ) � 2i v
k

�

6. Montrer que 1 + Yk est de loi g�eom�etrique et d�eterminer son param�etre.

7. Calculer E� [Sn ] et montrer que :

Var � (Sn ) = �h n� 1 + � 2
n� 1X

k=1

1
k2 �

II Propri�et�es de l'estimateur de Watterson

1. D�eduire de la question I.7 que l'estimateur de Wattersonest sans biais.

2. D�eduire de la question I.7 que l'estimateur de Wattersonconverge en probabi-
lit�e vers � .

3. On rappelle que pour tout M > 0, il existe c tel que pour tout z 2 C tel que
jzj � M , on a j ez � 1 � zj � cz2 et j ez � 1 � z � z2=2j � cz3. Montrer que :

E�

"

exp

 

i
u

p
�h n� 1

�
Yk �

�
k � 1

� !#

= exp
�

�
u2

2(k � 1)hn� 1

�
+ r 0

k;n ;

o�u jr 0
k;n j � c=[(k � 1)h3=2

n� 1 + ( k � 1)2hn� 1] et c est une constante qui d�epend de
u et � mais pas dek ni de n.

On pose pourn � 2 :

Zn (� ) =
Sn � �h n� 1p

�h n� 1
�
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4. On rappelle que si (ak ; k 2 N� ) et (bk ; k 2 N� ) sont des suites de nombres
complexes de modules inf�erieurs �a 1 (jak j � 1 et jbk j � 1 pour tout k 2 N� ),
alors on a j

Q n
k=1 ak �

Q n
k=1 bk j �

P n
k=1 jak � bk j. D�eduire de la question II.3

que :
E�

h
eiuZ n (� )

i
= e � u2=2 + O(log(n)� 1=2):

5. Montrer, �a l'aide de la question II.4, que la suite
�
(Sn � �h n� 1)=

p
Sn ; n � 2

�

converge en loi versG, de loi gaussienne centr�ee r�eduiteN (0; 1).

6. Construire un intervalle de con�ance pour � de niveau asymptotique 1� � =
95%.

7. Donner une estimation et un intervalle de con�ance pour letaux de mutation
par nucl�eotide, �=K , avec les donn�ees suivantes concernant le s�equen�cage de
K = 360 nucl�eotides de l'ADNmt 27 : n = 63, Sobs

n = 26. On donne �egalement
hn� 1 ' 4:7124.

III Comparaison d'estimateurs

Soit x = (( tk ; y1;k ; : : : ; yk;k ); k 2 f 2; : : : ; ng), �el�ement de
Q n

k=2 ( ]0; + 1 [ � Nk)
une r�ealisation de l'arbre g�en�ealogique avec mutations ((Tk ; Y1;k ; : : : ; Yk;k ); k 2
f 2; : : : ; ng).

1. Justi�er que la vraisemblance du mod�ele pn (x; � ) est �egale �a :

nY

k=2

k(k � 1)
2

exp

 

�
k
2

(k � 1 + � )tk + log( �t k=2)

 
kX

i =1

yi;k

!

�
kX

i =1

log(yi;k !)

!

:

2. Donner une statistique �a valeurs dansR2 qui soit exhaustive.

3. Calculer ~� n l'estimateur du maximum de vraisemblance de� en utilisant la
log-vraisemblanceL n (x; � ) = log( pn (x; � )). �A l'aide des questions I.2 et II.2,
v�eri�er que ( ~� n ; n � 2) converge en probabilit�e vers � .

4. Apr�es avoir calcul�e l'information de Fisher : I n (� ) = � E� [@2
� L n(X ; � )], dire si

l'estimateur de Watterson �̂ n est e�cace. Peut-il être am�elior�e ?

5. V�eri�er que l'estimateur de Watterson est asymptotique ment normal : la suite�
sn(�̂ n � � ); n � 2

�
converge en loi vers une variable al�eatoire gaussienne de

loi N (0; � (� )). D�eterminer la vitesse de convergencesn et la variance asymp-
totique � (� ). V�eri�er que l'estimateur de Watterson est asymptotique ment
e�cace : s2

n=In (� ) � � (� ) quand n tend vers l'in�ni.

27. R. H. Ward, B. L. Frazier, K. Dew-Jager and S. P •a•abo. Extensive mitochondrial diversity
within a single Amerindian tribe. Proc. Natl. Acad. Sci. USA . vol. 88, pp. 8720{8724 (1991).
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En pratique il est impossible d'observer l'arbre g�en�ealogique et donc d'observer la
valeur deL n . En revanche, comme on suppose que les mutations a�ectent dessites
di��erents, on observe la valeur de Sn .

6. Justi�er en peu de mots que, bien que l'on n'observe pasL n et donc ~� n , l'esti-
mateur de Watterson donne une bonne estimation de� .

IV Comparaison du taux de mutation

On souhaite v�eri�er que le taux de mutation � de l'ADNmt est sup�erieur au taux
de mutation de l'ADN chromosomique, � 0 suppos�e connu. Pour cela on consid�ere
la statistique de test :

� n = Zn (� 0)

et l'hypoth�ese nulle H0 = f � = � 0g.

1. Donner l'hypoth�ese alternative H1 et justi�er pourquoi elle est unilat�erale.

2. En utilisant les r�esultats de la partie II, donner le comportement asymptotique
de la statistique de test sousH0 et sousH1.

3. Donner la r�egion critique de niveau asymptotique � .

4. D�eterminer la p-valeur asymptotique. Faire l'application num�erique avec les
donn�ees de la question II.6 et un taux de mutation de l'ADN par nucl�eotide 28

de 10� 4 soit � 0 = 360 � 10� 4. Conclusion.

4

28. Le taux de mutation par nucl�eotide varie entre 10 � 4 et 10� 8
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Corrections

XIII.1 Espaces probabilis�es

Exercice I.1. 1)
1
17

; 2)
13
17

; 3)
13
52

13
51

=
13
204

; 4)
13
102

; 5)
2
52

+ 2
12
52

3
51

=
29

26� 17
. N

Exercice I.2. L'espace d'�etat est 
 = f (i; j; k ); 1 � i; j � 6; 1 � k � 12g, o�u i
repr�esente le r�esultat du premier d�e �a 6 faces, j celui du second �a 6 faces etk
celui du d�e �a 12 faces. On munit (
; P(
 )) de la probabilit�e uniforme P (d�es
�equilibr�es ind�ependants). Pour calculer P(A gagne), on compte le nombre de cas
favorables divis�e par le nombre de cas possibles (Card
 = 6 :6:12). Le nombre de
cas favorables est :

Card f (i; j; k ) 2 
 ; i + j > k g =
X

1� i;j � 6

12X

k=1

1f i + j>k g =
X

1� i;j � 6

(i + j � 1)

= 2 � 6
6X

i =1

i � 36 = 36 � 7 � 36 = 36 � 6:

Donc on a P(A gagne) = 6=12 = 1=2.

P(match nul) = Card f (i; j; k ) 2 
 ; i + j = kg=6 � 6 � 12

=
1

6 � 6 � 12

X

1� i;j � 6

12X

k=1

1f k= i + j g = 1=12:

Le jeu n'est pas �equilibr�e car P(A gagne) = 1
2 > P(A perd) = 1

2 � 1
12. N

Exercice I.3. Pour r�epondre �a la premi�ere question on d�e�nit d'abord l'espace de
probabilit�es : 
 = f 1; : : : ; 365gn avec! = ( ! 1; : : : ; ! n) o�u ! i est la date d'anniver-
saire de l'�el�eve i . On choisit la probabilit�e uniforme sur 
 . On a alors :
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pn = P(au moins 2 �el�eves ont la même date d'anniversaire)

= 1 � P(tous les �el�eves ont des dates d'anniversaires di��erentes)

= 1 � P(f ! ; ! i 6= ! j ; 8i 6= j g)

= 1 �
Card f ! ; ! i 6= ! j ; 8i 6= j g

365n

= 1 �
Card f injections de f 1; : : : ; ng dans f 1; : : : ; 365gg

365n

=

8
<

:
1 �

365!
(365 � n)!365n si n � 365,

1 si n � 366.

On obtient les valeurs num�eriques suivantes :

p22 ' 0:476; p23 ' 0:507; p366 = 1 :

(Pour les petites valeurs den, on a l'approximation suivante :

365!
(365 � n)!365n =

n� 1Y

k=1

�
1 �

k
365

�
= e

P n � 1
k =1 log(1� k

365 )

' e�
P n � 1

k =1
k

365 = e � n(n� 1)=730 ' e� n2=730 :

On obtient pn ' 1=2 pour e� n2=730 ' 1=2 soit n '
p

730 log(2). Comme log(2)'
0:7, il vient n '

p
511 soit n 2 f 22; 23g.)

En fait, les naissances ne sont pas uniform�ement r�eparties sur l'ann�ee. Les
valeurs statistiques depn sont donc plus �elev�ees.

Pour la deuxi�eme question, on a, en notantx la date d'anniversaire de Socrate :

qn = P(au moins un �el�eve a son anniversaire le jourx)

= 1 � P(tous les �el�eves ont leur date d'anniversaire di��erente de x)

= 1 � P(f ! ; ! i 6= x; 8i 2 f 1; : : : ; ngg)

= 1 �
Card f ! ; ! i 6= x; 8i 2 f 1; : : : ; ngg

365n

= 1 �
�

364
365

� n

:

On obtient les valeurs num�eriques suivantes :

q23 ' 0:061; q366 ' 0:634:

N
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Exercice I.4. On jette une pi�ece n fois. NotonsEn l'�ev�enement \on observe au moins
trois piles ou trois faces cons�ecutifs" etpn sa probabilit�e. Il est facile de calculer
les premi�eres valeurs de la suite (pn ; n � 1) : p1 = p2 = 0 et p3 = 1=4. Notons A
l'�ev�enement \les deux premiers jets donnent deux r�esult ats di��erents", B l'�ev�ene-
ment \les deux premiers jets donnent deux r�esultats identiques mais di��erents du
r�esultat du troisi�eme jet" et en�n C l'�ev�enement \les trois premiers jets donnent
trois r�esultats identiques", de sorte que f A; B; C g forme une partition de l'ensemble
fondamental 
 . Pour n � 3, on a donc

pn = P(A)P(En jA) + P(B )P(En jB ) + P(C)P(En jC)

=
1
2

pn� 1 +
1
4

pn� 2 +
1
4

:

Par cons�equent, il vient p4 = 3=8 et p5 = 1=2. Eug�ene s'est donc r�ejoui un peu
vite...

On peut v�eri�er par r�ecurrence que pour n � 1,

pn = 1 �
1

2
p

5

2

4(3 +
p

5)

 
1 +

p
5

4

! n� 1

� (3 �
p

5)

 
1 �

p
5

4

! n� 1
3

5 :

On obtient bien sûr que limn!1 pn = 1. Par exemple on ap10 ' 0:826. N

Exercice I.5. 1. On a P((pr ; pb)) =
�

pr + pb

pr

� �
r

r + b

� pr
�

b
r + b

� pb

.

2. On a

P((pr ; pb)) =

� r
pr

�� b
pb

�

� r + b
pr + pb

� =

� p
pr

�� r + b� p
r � pr

�

� r + b
r

�

=
�

pr + pb

pr

� prY

k=1

r � k + 1
r + b� k + 1

pbY

`=1

r � ` + 1
r + b� ` + 1

:

Pour la premi�ere �egalit�e, on consid�ere qu'il faut chois ir pr boules rouges parmi
r et pb boules bleues parmib. Pour la deuxi�eme �egalit�e, on consid�ere qu'il faut
qu'il y ait pr boules rouges parmi lesp premi�eres boules et r � pr dans les
r + b� p autres.

3. Dans les deux cas, on obtient :

lim
r;b! + 1 ; r

r + b ! �
P((pr ; pb)) =

�
pr + pb

pr

�
� pr (1 � � )pb :

N
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Exercice I.6. 1. La correction est �el�ementaire.

2. On a v�eri��e (I.1) pour n = 2. On suppose (I.1) vraie pour n, et on la d�emontre
pour n + 1. On a

P

 
n+1[

i =1

A i

!

= P

 
n[

i =1

A i

!

+ P(An+1 ) � P

 
n[

i =1

(A i \ An+1 )

!

=
nX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n

P(A i 1 \ � � � \ A i p ) + P(An+1 )

�
nX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n

P(A i 1 \ � � � \ A i p \ An+1 )

=
n+1X

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n+1

P(A i 1 \ � � � \ A i p );

o�u l'on a utilis�e (I.1) avec n = 2 pour la premi�ere �egalit�e et (I.1) avec n deux
fois pour la deuxi�eme �egalit�e. L'�egalit�e (I.1) est don c vraie au rangn + 1. Elle
est donc v�eri��ee par r�ecurrence.

3. On pose I m;n =
P m

p=1 (� 1)p+1 P
1� i 1< ���<i p � n P(A i 1 \ � � � \ A i p ). On a pour

n = 2 :

I 2;2 = P(A1) + P(A2) � P(A1 \ A2) � P(A1 [ A2) � P(A1) + P(A2) = I 1;2:

Soit n � 2. On suppose la relation de r�ecurrence vraie au rangn : pour tout
1 � m � n, on a I m;n � P(

S n
i =1 A i ) si m est pair et P(

S n
i =1 A i ) � I m;n si m

est impair. Soit 2 � m � n impair. On a

P

 
n+1[

i =1

A i

!

= P

 
n[

i =1

A i

!

+ P(An+1 ) � P

 
n[

i =1

(A i \ An+1 )

!

�
mX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n

P(A i 1 \ � � � \ A i p ) + P(An+1 )

�
m� 1X

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n

P(A i 1 \ � � � \ A i p \ An+1 )

=
mX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1< ���<i p � n+1

P(A i 1 \ � � � \ A i p );

o�u l'on a utilis�e (I.1) avec n = 2 pour la premi�ere �egalit�e et l'hypoth�ese de
r�ecurrence sur n avec m et m � 1 pour l'in�egalit�e. Un raisonnement similaire
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assure queI m;n � P(
S n

i =1 A i ) pour m pair avec 2 � m � n. L'in�egalit�e pour
m = 1 est imm�ediate. L'in�egalit�e pour m = n +1 est en fait une �egalit�e d'apr�es
(I.1). La relation de r�ecurrence est vraie au rang n + 1. Elle est donc v�eri��ee
par r�ecurrence.

N

Exercice I.7. Le nombre de combinaisons dek exercices estN =
� m

k

�
.

1. p1 = N � n .

2. p2 = N � n+1 .

3. p3 = (1 � N � 1)n .

4. Par la formule du crible, on a

p4 = P

0

@
[

i 2f 1;:::;N g

f combinaison i non choisieg

1

A =
NX

p=1

(� 1)p+1
�

N
p

� �
N � p

N

� n

:

5. N = 6 et p1 ' 2:7 10� 16 ; p2 ' 1:6 10� 15 ; p3 ' 2:6% ; p4 ' 15:2%.
Si les �el�eves choisissent au hasard, il est quasiment impossible qu'ils choisissent
tous la même combinaison. S'ils ont tous choisi la même combinaison, alors le
choix n'�etait pas fait au hasard (travail en groupe, exercices de di�cult�e ou
d'int�erêt di��erent, ...).

N

Exercice I.8. 1. Soit F l'ensemble des fonctions def 1; : : : ; ng dans f 1; : : : ; kg. On
poseA i = f f 2 E; f � 1(f ig) = ;g . Le nombre de surjection,N , est donc �egal �a
Card (F ) � Card ([ k

i =1 A i ). On a Card (F ) = kn . D'apr�es la formule du crible,
on a

Card ([ k
i =1 A i ) =

kX

j =1

(� 1)j +1
X

1� i 1 ����� i j

Card (A i 1 \ � � � \ A i j )

=
kX

j =1

(� 1)j +1
�

k
j

�
(k � j )n :

On obtient N =
kX

j =0

(� 1)j
�

k
j

�
(k � j )n .

2. Comme k! surjections distinctes de f 1; : : : ; ng dans f 1; : : : ; kg d�e�nissent la
même partition de f 1; : : : ; ng en k sous-ensembles non vides, il vient

�
n
k

�
=

N
k!

=
1
k!

kX

j =0

(� 1)j
�

k
j

�
(k � j )n :
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3. Il est clair que
�

n
1

�
= 1 et

�
n
k

�
= 0 si k > n . Quand on dispose den > k > 1

�el�ements �a r�epartir en k sous-ensembles non vides, alors :
{ Soit le dernier �el�ement forme un sous-ensemble �a lui tout seul et les n �

1 premiers �el�ements sont r�epartis en k � 1 sous-ensembles non vides. Ceci

repr�esente
�

n � 1
k � 1

�
cas possibles.

{ Soit les n� 1 premiers �el�ements sont r�epartis en k sous-ensembles non vides, et
le dernier �el�ement appartient �a l'un de ces k sous-ensembles. Ceci repr�esente

k
�

n � 1
k

�
cas possibles.

On en d�eduit donc la formule de r�ecurrence.
N

Exercice I.9. L'espace d'�etat est l'ensemble des permutations def 1; : : : ; ng, la pro-
babilit�e sur cet espace est la probabilit�e uniforme.

1. On poseA i = f i a sa vesteg, on a par la formule du crible

P

0

@
[

1� i � n

A i

1

A =
nX

p=1

(� 1)p+1
X

1� i 1<:::<i p � n

P(A i 1 \ : : : \ A i p )

=
nX

p=1

(� 1)p+1
�

n
p

�
(n � p)!

n!
=

nX

p=1

(� 1)p+1 1
p!

:

2. On note  (n) le nombre de permutations def 1; : : : ; ng sans point �xe. On

a d'apr�es la question pr�ec�edente 1 �
 (n)
n!

=
nX

p=1

(� 1)p+1 1
p!

soit  (n) =

n!
nX

p=0

(� 1)p 1
p!

.

3. On remarque que

� n (k) =
Card f permutations de f 1; : : : ; ng ayant k points �xesg

Card f permutations de f 1; : : : ; ngg

Il existe
� n

k

�
possibilit�es pour les k points �xes. On en d�eduit

� n (k) =

� n
k

�
Card f permutations de f 1; : : : ; n � kg sans point �xeg

Card f permutations de f 1; : : : ; ngg

=

� n
k

�
 (n � k)

n!
=

1
k!

n� kX

p=0

(� 1)p 1
p!

:
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4. On a lim
n!1

� n (k) = � (k) =
1
k!

e� 1. On retrouve la loi de Poisson de param�etre 1.

En fait, on peut montrer le r�esultat 1 suivant sur la vitesse de convergence des
probabilit�es � n vers � : pour tout B � N, on a (avec la convention� n (k) = 0
si k > n ) �

�
�
�
�

X

k2 B

� n (k) �
X

k2 B

� (k)

�
�
�
�
�

�
2n

(n + 1)!
:

N

Exercice I.10. On d�ecrit une r�ealisation ! = ( ! 1; ! 2) o�u ! 1 est le sexe de l'â�n�e(e)
G ou F , et ! 2 le sexe du second. L'espace d'�etats est donc


 = f (G; G); (G; F ); (F; G); (F; F )g:

Les naissances �etant �equiprobables, on choisit la probabilit�e uniforme sur 
 .

1. P(9G) =
Card f (G; F ); (F; G); (G; G)g

Card f (F; F ); (G; F ); (F; G); (G; G)g
= 3=4.

2. P(cadet = Gjâ�n�ee = F ) =
P(cadet = G; â�n�ee = F )

P(â�n�ee = F )
=

1=4
1=2

= 1=2.

3. P(9Gj9F ) =
P(9G; 9F )

P(9F )
=

1=2
3=4

= 2=3.

4. On a P(9Gj9F; F d�ecroche) =
P(9G; 9F; F d�ecroche)

P(9F; F d�ecroche)
. On calcule d'abord le

num�erateur

P(9G; 9F; F d�ecroche)

= P(F d�ecroche j(G; F ) ou (F; G))P((G; F ) ou (F; G)) = p=2:

On remarque ensuite que

f9 F; F d�ecrocheg = f (F; F ); F d�ecrocheg
[

f9 G; 9F; F d�ecrocheg

= f (F; F )g
[

f9 G; 9F; F d�ecrocheg;

et les deux �ev�enements du dernier membre de droite sont disjoints. Ainsi on
obtient :

P(9Gj9F; F d�ecroche) =
1
2 p

P((F; F )) + P(9G; 9F; F d�ecroche)

=
2p

1 + 2p
2 [0; 2=3]:

1. A. D. Barbour, L. Holst and S. Janson. Poisson approximation, chap. 4. Oxford University
Press (1992).
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5. On a

P(9Gj9F; F ouvre la porte) =
P(9G; 9F; F ouvre la porte)

P(9F; F ouvre la porte)
:

Calculons P(9G; 9F; F ouvre la porte). On a par la formule de d�ecomposition
(suivant que l'â�n�e(e) ou le cadet(te) ouvre la porte) :

P(9G; 9F; F ouvre la porte) = P(â�n�ee ouvre la porte ; (F; G))

+ P(cadette ouvre la porte; (G; F )) :

Par ind�ependance def â�n�e(e) ouvre la porte g et f (F; G)g, on a :

P(â�n�ee ouvre la porte ; (F; G))

= P(â�n�e(e) ouvre la porte ) P((F; G)) = p
1
4

:

Comme

P(cadette ouvre la porte; (G; F ))

= P((G; F )) � P(â�n�e ouvre la porte ; (G; F )) ;

on a par ind�ependance def â�n�e(e) ouvre la porte g et f (G; F )g que

P(cadette ouvre la porte; (G; F ))

=
1
4

� P(â�n�e(e) ouvre la porte) P((G; F )) = (1 � p)
1
4

:

On en d�eduit donc que

P(9G; 9F; F ouvre la porte) = p
1
4

+(1 � p)
1
4

=
1
4

:

De mani�ere similaire, on obtient

P(9F; F ouvre la porte)

= P(â�n�e(e) ouvre la porte) P((F; G) ou (F; F ))

+ P(cadet(te) ouvre la porte)P((G; F ) ou (F; F ))

= p
1
2

+(1 � p)
1
2

=
1
2

:

Ainsi on trouve P(9Gj9F ouvre la porte) =
1
4

1
1
2

=
1
2

.
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N

Exercice I.11. On note les �ev�enements S = f je suis saing, M = f je suis maladeg,
+ = f mon test est positifg et � = f mon test est n�egatifg. On chercheP(Sj+) et
P(M j� ). On connâ�t les valeurs des probabilit�es suivantes :P(+ jM ) = � , P(�j S) =
� et P(M ) que l'on note � . On d�eduit de la formule de Bayes que :

P(Sj+) =
P(+ jS)P(S)

P(+ jM )P(M ) + P(+ jS)P(S)
=

(1 � � )(1 � � )
�� + (1 � � )(1 � � )

:

On d�eduit �egalement de la formule de Bayes que :

P(M j� ) =
P(�j M )P(M )

P(�j M )P(M ) + P(�j S)P(S)
=

(1 � � )�
(1 � � )� + � (1 � � )

:

A.N. P(Sj+) ' 30=31 (en fait P(Sj+) ' 96:8%) et P(M j� ) ' 2:10� 5. N

Exercice I.12. On note M le ph�enotype \yeux marron", et B \yeux bleus". Le ph�e-
notype M provient des g�enotypes mm et mb, alors que le ph�enotype B provient
du g�enotype bb. Le g�enotype des parents d'Adrien estmb.

1. P(Adrien = B ) =
1
4

.

2. P(1 = B j Adrien = M ) =
1
3

.

3. En d�ecomposant suivant le g�enotype d'Adrien, on a

P(1 = M; 2 = B ) = P(1 = M; 2 = B; Adrien = bb)

+ P(1 = M; 2 = B; Adrien = mb)

+ P(1 = M; 2 = B; Adrien = mm)

= P(1 = M; 2 = B j Adrien = mb) P(Adrien = mb)

=
1
2

1
2

1
2

=
1
8

;

et

P(1 = M ) = P(1 = M; Adrien = mm) + P(1 = M; Adrien = mb) =
1
2

:

On en d�eduit donc que P(2 = B j1 = M ) =
P(1 = M; 2 = B )

P(1 = M )
=

1
4

.

4. Si le premier enfant a les yeux marron, on sait d�ej�a qu'Adrien a les yeux marron.
On a donc plus d'information dans la question 3) que dans la question 2).

N
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Exercice I.13. La description de l'espace d'�etats doit être faite avec soin. On num�e-
rote les faces de la premi�ere cartea; b, de la deuxi�eme c; d et de la troisi�eme e; f .
Les couleurs des faces sont :

a = R; b = R; c = R; d = B; e = B; f = B:

Une carte c'est une face expos�ee et une face cach�ee : (E; C ). L'espace d'�etat est
donc


 = f (a; b); (b; a); (c; d); (d; c); (e; f ); (f; e )g:

On munit ( 
; P(
 )) de la probabilit�e uniforme. Il faut ici se convaincre que les faces
sont discernables et donc que (b; a) 6= ( a; b). On pourra raisonner en remarquant
que le r�esultat ne change pas si on num�erote e�ectivement les faces des cartes. On
a

P(C = B jE = R) =
P(E = R; C = B )

P(E = R)
=

Card f (c; d)g
Card f (a; b); (b; a); (c; d)g

=
1
3

:

N

Exercice I.14. On note rA la probabilit�e que vous choisissiez la porteA. La proba-
bilit�e, pB jA ;C , pour que le cadeau soit derri�ere la porteB (\cadeau en B ") sachant
que vous avez choisi la porteA (\choisir A") et que le pr�esentateur ouvre la porte
C (\ouvrir C") est �egale �a

P(choisir A, cadeau enB , ouvrir C)
P( choisir A, ouvrir C)

:

Si vous avez choisi la porteA, et que le cadeau est enB , alors le pr�esentateur ouvre
la porte C. Votre choix �etant ind�ependant de la position du cadeau, on en d�eduit
que le num�erateur est �egal �a rA =3. Pour calculer le d�enominateur, on d�ecompose
suivant les positions possibles du cadeau (la positionC est impossible quand le
pr�esentateur ouvre la porte C) : pour la position B , on a obtenu que la probabilit�e
est rA =3, pour la position A, il vient

P(choisir A, cadeau enA, ouvrir C)

= P(ouvrir Cj choisir A, cadeau enA)

P(choisir A, cadeau enA):

En notant qxjy, la probabilit�e que le pr�esentateur ouvre la porte x sachant que
vous avez choisi la portey et que le cadeau est eny, on obtient

pB jA ;C =
rA =3

rA qCjA =3 + rA =3
=

1
qCjA + 1

:
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1. On mod�elise \au hasard" par qCjA = 1=2. Il vient alors pB jA ;C = 2=3. On a
donc int�erêt �a changer de porte.

2. On a qCjA = 0. Il vient alors pB jA ;C = 1. Si le pr�esentateur ouvre la porte C,
on est certain que le cadeau est enB . On note pCjA ;B la probabilit�e pour que
le cadeau soit derri�ere la porte C sachant que vous avez choisi la porteA et
que le pr�esentateur ouvre la porteB . Des calculs similaires donnent

pCjA ;B =
1

qB jA + 1
:

On en d�eduit donc que pCjA ;B = 1=2. On ne perd rien �a changer de porte.

3. CommeqCjA et qB jA sont dans [0; 1], on en d�eduit donc que pB jA ;C et pCjA ;B
sont dans [1=2; 1]. Dans tous les cas, vous avez int�erêt �a changer de porte!

4. Supposons que vous ayez choisi la porteA et que le pr�esentateur ait ouvert

la porte C. Votre probabilit�e de gagner est p =
1
2

pB jA ;C +
1
2

pAjA ;C =
1
2

, o�u

pAjA ;C = 1 � pB jA ;C est la probabilit�e pour que le cadeau soit derri�ere la porte
A sachant que vous avez choisi la porteA et que le pr�esentateur ouvre la porte
C. Cette strat�egie est moins bonne que celle qui consiste �a changer de porte,
pour laquelle la probabilit�e de gagner est comprise entre 1=2 et 1.

N
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Exercice II.1 .

Loi E[X ] Var(X ) � X (z)

Bernoulli p 2 [0; 1] p p(1 � p) 1 � p + pz

binomiale (n; p) 2 N � [0; 1] np np(1 � p) (1 � p + pz)n

g�eom�etrique p 2]0; 1]
1
p

1 � p
p2

pz
1 � (1 � p)z

Poisson� 2 ]0; 1 [ � � e� � (1� z)

N

Exercice II.2 . 1. CommeX � 0 p.s., on en d�eduit que p.s.

�
�
�
�

1
1 + X

�
�
�
� =

1
1 + X

� 1.

Donc la v.a.
1

1 + X
est int�egrable. On a :
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E
�

1
1 + X

�
=

1X

k=0

1
1 + k

P(X = k) =
1X

k=0

1
1 + k

e� � � k

k!

=
e� �

�

1X

k=0

� k+1

(k + 1)!
=

1 � e� �

�
:

2. De même
1

(1 + X )(2 + X )
est int�egrable, et on a

E
�

1
(1 + X ) (2 + X )

�
=

1X

k=0

1
(1 + k) (2 + k)

P(X = k)

=
1X

k=0

1
(1 + k) (2 + k)

e� � � k

k!

=
e� �

� 2

1X

k=0

� k+2

(k + 2)!

=
1 � e� � � � e� �

� 2 :

Comme
1

1 + X
�

1
2 + X

=
1

(1 + X ) (2 + X )
, on d�eduit que

1
2 + X

est int�egrable

et que

E
�

1
2 + X

�
= E

�
1

1 + X

�
� E

�
1

(1 + X ) (2 + X )

�
=

� � 1 + e� �

� 2 :

N

Exercice II.3 . 1. La position de la bonne clef est au hasard sur les positions pos-
sibles. La loi deX est donc la loi uniforme surf 1; � � � ; ng. On a

E[X ] =
nX

k=1

kP(X = k) =
1
n

nX

k=1

k =
n + 1

2
;

E[X 2] =
nX

k=1

k2P(X = k) =
1
n

nX

k=1

k2 =
(n + 1)(2 n + 1)

6
;

Var(X ) = E[X 2] � E[X ]2 =
(n + 1)(2 n + 1)

6
�

�
n + 1

2

� 2

=
n2 � 1

12
:

2. Le gardien essaie les clefs �eventuellement plusieurs fois chacune. (Il s'agit d'un
tirage avec remise, alors que dans la question pr�ec�edenteil s'agissait d'un tirage
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sans remise). SoitAk l'�ev�enement : \le gardien choisit la bonne clef lors de la k-
i�eme tentative". Les �ev�enements ( Ak ; k � 1) sont ind�ependants et de probabilit�e
1=n. La loi de X est donc la loi g�eom�etrique de param�etre p = 1=n. On a X 2 N�

et pour k � 1,

P(X = k) =
�

1 �
1
n

� k� 1 1
n

:

On sait que si une variable al�eatoireX suit une loi g�eom�etrique de param�etre p
alors E[X ] = 1=p et Var(X ) = (1 � p)=p2. En rempla�cant p par 1=n, on trouve
E[X ] = n et Var(X ) = n(n � 1).

3. On note par I l'�ev�enement : \le gardien est ivre". Par la formule de Baye s, on
obtient

P(I jX = n) =
P(X = njI )P(I )

P(X = njI )P(I ) + P(X = njI c)P(I c)
=

1
1 + 2( n

n� 1)n� 1 :

On a lim
n!1

P(I jX = n) =
1

1 + 2 e
' 0:16.

N

Exercice II.4 . 1. Soit X i le nombre de jets n�ecessaires pour que lei �eme d�e am�ene
un six pour la premi�ere fois. Les variables al�eatoires (X i ; 1 � i � 5) sont in-
d�ependantes et suivent une loi g�eom�etrique de param�etr e 1=6. Comme X =
max1� i � 5 X i , on obtient pour k � 1

P(X � k) = P(X i � k; 81 � i � 5)

=
5Y

i =1

P(X i � k) par ind�ependance,

= ( P(X i � k))5 car les lois sont identiques,

= (1 � P(X i � k + 1)) 5

=

 

1 �
�

5
6

� k
! 5

:

Cette formule est valable pourk = 0 : P(X � 0) = 0.

2. On a
1X

k=1

1f Y � kg =
1X

k=1

1X

j = k

1f Y = j g =
1X

j =1

j 1f Y = j g:

En prenant l'esp�erance dans les �egalit�es ci-dessus, et en utilisant le th�eor�eme de
convergence monotone pour permuter les sommations et l'esp�erance, on obtient

1X

k=1

P(Y � k) =
1X

j =1

j P(Y = j ) = E[Y ]:
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3. On a E[X ] =
1X

k=1

(1 � P(X � k � 1)) =
1X

k=0

2

41 �

 

1 �
�

5
6

� k
! 5

3

5. Il vient

E[X ] ' 13:02.
N

Exercice II.5 . 1. On a � Y (z) =
az

1 � (1 � a)z
et � Z (z) = e � � (1� z) .

2. On a U = Y1f X =1 g, zU = 1f X =0 g + zY 1f X =1 g. Il vient

� U (z) = E[zU ] = E[1f X =0 g + zY 1f X =1 g] = 1 � p + p� Y (z):

On a

E[U] = � 0
U (1) = p� 0

Y (1) =
p
a

;

E[U2] = E[U(U � 1)] + E[U]

= �
00

U (1) + � 0
U (1) = p

h
�

00

Y (1) + � 0
Y (1)

i
=

p(2 � a)
a2 :

3. On a V = Y1f X =0 g + Z 1f X =1 g, zV = 1f X =0 gzY + 1f X =1 gzZ . Il vient

� V (z) = E[zV ] = E[1f X =0 gzY + 1f X =1 gzZ ] = (1 � p)� Y (z) + p� Z (z):

On a

E[V ] = � 0
V (1) = (1 � p)� 0

Y (1) + p� 0
Z (1) =

1 � p
a

+ p�;

E[V 2] = �
00

V (1) + � 0
V (1) =

(1 � p)(2 � a)
a2 + p� (1 + � ):

N

Exercice II.6 . 1. On note X i le r�esultat du candidat �a la question i . Les v.a.d.
(X i ; 1 � i � 20) sont des v.a.d. de Bernoulli ind�ependantes et de même
param�etre P(X i = 1) = 1 =k. Comme X =

P 20
i =1 X i , la loi de X est donc la loi

binomiale B(20; 1=k).

2. Si X i = 0, on note Yi le r�esultat du candidat �a la question i lors du second
choix. Si X i = 1, on pose Yi = 0. Ainsi Y =

P 20
i =1 Yi repr�esente le nombre de

bonnes r�eponses au deuxi�eme choix. Les v.a.d. (Yi ; 1 � i � 20) sont des v.a.d.
ind�ependantes et de même loi. Comme elles sont �a valeurs dansf 0; 1g, il
s'agit de v.a. de Bernoulli. On d�etermine leur param�etre :

P(Yi = 1) = P(Yi = 1 ; X i = 0) = P(Yi = 1 jX i = 0) P(X i = 0)

=
1

k � 1
k � 1

k
=

1
k

:
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Donc Y suit la loi binomiale B(20; 1=k). On remarquera que les v.a.d.X et Y
ne sont pas ind�ependantes.

3. Le nombre total de points estS = X + 1
2Y. Il vient E[S] = E[X ]+

1
2

E[Y ] =
30
k

:

Il faut prendre k = 6.
N

Exercice II.7 . 1. La probabilit�e pour que lors du i -�eme tirage, les deux boules

n'aient pas la même couleur estp =
2RB

(R + B )2 . On d�e�nit les variables al�ea-

toires X i par X i = 1 si lors du i -�eme tirage, les deux boules n'ont pas la même
couleur et X i = 0 sinon. Les variables al�eatoires (X i ; 1 � i � R + B ) suivent
la loi de Bernoulli de param�etre p. (Elles ne sont pas ind�ependantes.) On a
X =

P R+ B
i =1 X i . On en d�eduit par lin�earit�e que

E[X ] =
R+ BX

i =1

E[X i ] = ( R + B )p =
2RB

R + B
:

2. La variable al�eatoire X prend des valeurs paires. Les valeurs possibles deX
sont f 2d; 0 � d � min(R; B )g. Pour obtenir 2d tirages de couleurs di��erentes,
il faut choisir d boules parmi les rouges etd boules parmi les bleues. En-
�n, une fois les boules de couleurs di��erentes choisies, l'ordre du tirage de la

premi�ere urne (il y a
(R + B )!

R!B !
possibilit�es) n'a pas d'importance. On a donc

(R + B )!
R!B !

R!B !
(R � d)!d!(B � d)!d!

cas favorables parmi
�

(R + B )!
R!B !

� 2

cas possibles.

Donc, pour 0 � d � min(R; B ), on a

P(X = 2d) =
R!2 B !2

(R + B )!(R � d)!(B � d)!d!2
:

N

Exercice II.8 . On note par X 1; X 2; � � � ; et X n les r�esultats des n boules. Ces va-
riables al�eatoires sont ind�ependantes de loi uniforme sur f 1; : : : ; N g.

1. Soit x 2 f 1; � � � ; N g. On a f X � xg = \ n
k=1 f X k � xg. Comme les variables

al�eatoires X 1; � � � ; X n sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees, il vient

P(X � x) = P(X 1 � x; : : : ; X n � x) = P(X 1 � x)n =
(N � x + 1) n

N n :

On en d�eduit que pour x 2 f 1; � � � ; N � 1g,

P(X = x) = P(X � x) � P(X � x + 1) =
(N � x + 1) n � (N � x)n

N n :
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Cette formule est encore valable pourx = N , car P(X = N ) =
1

N n .

2. Par sym�etrie, Y a même loi queN � X + 1. Pour y 2 f 1; � � � ; N g, on a P(Y =

y) =
yn � (y � 1)n

N n .

3. Soit (x; y) 2 f 0; � � � ; N g2. Si x � y, on a

P(X > x; Y � y) = P(x < X � Y � y) = 0 :

Si x < y , on a

P(X > x; Y � y) = P(x < X � Y � y)

= P(x < X i � y; 8i 2 f 1; � � � ; ng)

= P(x < X 1 � y)n =
(y � x)n

N n :

Cette formule est encore valable pourx = y. Pour la loi du couple (X; Y ), on
a pour (x; y) 2 f 1; : : : ; N g2,
{ si x > y , P(X = x; Y = y) = 0 car on a toujours X � Y .

{ si x = y, P(X = x; Y = y) = P(X i = x; 8i 2 f 1; � � � ; ng) =
1

N n .

{ si x < y ,

P(X = x; Y = y) = P(X > x � 1; Y = y) � P(X > x; Y = y)

= P(X > x � 1; Y � y) � P(X > x � 1; Y � y � 1)

� P(X > x; Y � y) + P(X > x; Y � y � 1)

=
(y � x + 1) n � 2(y � x)n + ( y � x � 1)n

N n :

N

Exercice II.9 . 1. La fonction g�en�eratrice associ�ee au r�esultat d'un l ancer du d�e �a
onze faces est :

� (z) =
1
11

12X

k=2

zk =
1
11

z2 1 � z11

1 � z
:

Toutes les racines du polynôme 1� z11 sont complexes sauf la racine 1 qui est
r�eelle. Le polynôme � admet donc deux racines r�eelles : 0 (de multiplicit�e 2) et
1.

2. La fonction g�en�eratrice associ�ee �a la somme d'un lancer de deux d�es �a six faces
est, par ind�ependance, de la forme

� 2(z) = (
6X

k=1

pkzk )(
6X

k=1

qkzk ) = z2(
6X

k=1

pkzk� 1)(
6X

k=1

qkzk� 1);
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o�u pk (resp. qk) est la probabilit�e d'obtenir k avec le premier (resp. deuxi�eme)
d�e. Si � = � 2, alors le polynôme

P 6
k=1 pkzk� 1 est de degr�e 5. Comme il est �a

coe�cients r�eels, il admet au moins une racine r�eelle. Il en est de même pour le
polynôme

P 6
k=1 qkzk� 1. Le polynôme � 2 admet donc au moins quatre racines

r�eelles. Il ne peut donc être �egal �a � qui n'admet que deux racines r�eelles dont
une de multiplicit�e 2.
On ne peut donc pas reproduire le r�esultat d'un lancer d'un d�e �equilibr�e �a onze
faces, num�erot�ees de 2 �a 12, comme la somme d'un lancer de deux d�es �a six
faces, num�erot�ees de 1 �a 6, �eventuellement di��eremmen t biais�es.

N

Exercice II.10 . Soit X et Y les variables al�eatoires discr�etes qui repr�esentent le
nombre de piles obtenus par chacun des joueurs au cours desn lancers. Les variables
X et Y sont ind�ependantes et suivent des lois binomialesB(n; 1=2). On a, en
utilisant la formule de d�ecomposition puis l'ind�ependan ce deX et Y ,

P(X = Y) =
nX

k=0

P(X = k; Y = k) =
nX

k=0

P(X = k)P(Y = k)

=
1

22n

nX

k=0

�
n
k

� 2

=

� 2n
n

�

22n :

Pour d�emontrer l'�egalit�e
nX

k=0

�
n
k

� 2

=
�

2n
n

�
, on peut calculer de deux mani�eres

di��erentes le coe�cient de xn dans le polynôme (1 +x)2n = (1 + x)n (1 + x)n . N

Exercice II.11 . On suppose que la phrase \il choisit au hasard une de ses deuxpo-
ches" signi�e que le choix de la poche est une r�ealisation d'une variable al�eatoire de
Bernoulli de param�etre p (on code par exemple 0 pour la poche de gauche et 1 pour
la poche de droite) et que chaque choix est ind�ependant des choix pr�ec�edents. En
absence d'information suppl�ementaire, il sera naturel dechoisir p = 1=2. On note
(X n ; n � 1) une suite de v.a. de Bernoulli de param�etrep 2]0; 1[ ind�ependantes.
La variable X n repr�esente le choix de la poche lors dun-i�eme tirage (i.e. de la
n-i�eme cigarette).

1. Lorsque le fumeur s'aper�coit que la bô�te qu'il a choisie est vide, s'il restek
allumettes dans l'autre bô�te, c'est qu'il a d�ej�a fum�e 2 N � k cigarettes, et donc
il a cherch�e 2N + 1 � k fois une allumette. En particulier l'�ev�enement \quand
le fumeur ne trouve plus d'allumette dans une bô�te, il reste k allumettes dans
l'autre bô�te", de probabilit�e pk , est donc �egal �a la r�eunion des deux �ev�enements
exclusifs suivants : \�a la 2N � k + 1-i�eme cigarette, le fumeur a choisi la poche
de droite pour la N + 1-i�eme fois" et \�a la 2 N � k + 1-i�eme cigarette, le fumeur
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a choisi la poche de gauche pour laN +1-i�eme fois", c'est-�a-dire �a la r�eunion de
f
P 2N +1 � k

i =1 X i = N +1 ; X 2N +1 � k = 1g et de f
P 2N +1 � k

i =1 X i = N � k; X 2N +1 � k =
0g. On en d�eduit donc

pk = P

 
2N +1 � kX

i =1

X i = N + 1 ; X 2N +1 � k = 1

!

+ P

 
2N +1 � kX

i =1

X i = N � k; X 2N +1 � k = 0

!

= P

 
2N � kX

i =1

X i = N

!

P(X 2N +1 � k = 1)

+ P

 
2N � kX

i =1

X i = N � k

!

P(X 2N +1 � k = 0)

=
�

2N � k
N

�
[pN +1 (1 � p)N � k + (1 � p)N +1 pN � k ]:

2. La probabilit�e cherch�ee est p0 =
� 2N

N

�
pN (1 � p)N . Si on suppose quep = 1=2,

alors p0 =
� 2N

N

�
=22N . Il vient p0 ' 12:5% pour N = 20 et p0 ' 8:9% pour

N = 40.

Comme
NX

k=0

pk = 1, on en d�eduit, en prenant p = 1=2, la relation suivante non

triviale sur les coe�cients binomiaux :
NX

k=0

2k
�

2N � k
N

�
= 2 2N .

N

Exercice II.12 . 1. Soit m; n � 1. L'�ev�enement f T1 = m; T2 � T1 = ng est �egal �a
f X 1 = 0 ; : : : ; X m� 1 = 0 ; X m = 1 ; X m+1 = 0 ; : : : ; X m+ n� 1 = 0 ; X m+ n = 1g.
Par ind�ependance des variables al�eatoiresX i , on a donc

P(T1 = m; T2 � T1 = n)

= P(X 1 = 0) � � � P(X m� 1 = 0) P(X m = 1) P(X m+1 = 0) � � �

� � � P(X m+ n� 1 = 0) P(X m+ n = 1)

= p2(1 � p)m+ n� 2:

En utilisant la formule des lois marginales, il vient
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P(T1 = m) =
X

n� 1

P(T1 = m; T2 � T1 = n) =
X

n� 1

p2(1 � p)m+ n� 2

= p2(1 � p)m� 1
X

n� 1

(1 � p)n� 1 = p(1 � p)m� 1:

De même,P(T2 � T1 = n) = p(1 � p)n� 1. Par cons�equent, pour tous m; n � 1,
P(T1 = m; T2 � T1 = n) = P(T1 = m)P(T2 � T1 = n), ce qui prouve que les
variables al�eatoires T1 et T2 � T1 sont ind�ependantes. Noter qu'elles suivent
toutes les deux la loi g�eom�etrique de param�etre p.

2. Plus g�en�eralement, si n1; n2; : : : ; nk+1 � 1, notons I = f n1; n1 + n2; : : : ; n1 +
� � � + nk+1 g et J = f 1; : : : ; n1 + � � � + nk+1 gnI . L'�ev�enement f T1 � T0 = n1; T2 �
T1 = n2; : : : ; Tk+1 � Tk = nk+1 g est alors �egal �a

\

i 2 I

f X i = 1g \
\

i 2 J

f X i = 0g:

Par ind�ependance des variables al�eatoiresX i , on a donc

P(T1 � T0 = n1; T2 � T1 = n2; : : : ; Tk+1 � Tk = nk+1 )

=
Y

i 2 I

P(X i = 1)
Y

i 2 J

P(X i = 0)

= pk+1 (1 � p)n1+ ���+ nk +1 � k� 1:

Comme ci-dessus, la formule des lois marginales implique que pour tous j 2
f 0; : : : ; kg et n j +1 � 1,

P(Tj +1 � Tj = n j +1 ) = p(1 � p)n j +1 � 1: (XIII.1)

Par cons�equent, il vient

P(T1 � T0 = n1; : : : ; Tk+1 � Tk = nk+1 ) =
kY

j =0

P(Tj +1 � Tj = n j +1 );

ce qui prouve que les variables al�eatoiresT1 � T0; T2 � T1; : : : ; Tk+1 � Tk sont
ind�ependantes. De plus, d'apr�es (XIII.1), elles suivent toutes la loi g�eom�etrique
de param�etre p.

3. Noter que Tk =
P k� 1

j =0 (Tj +1 � Tj ). Par lin�earit�e de l'esp�erance, on a

E[Tk ] = E

2

4
k� 1X

j =0

(Tj +1 � Tj )

3

5 =
k� 1X

j =0

E[Tj +1 � Tj ] =
k� 1X

j =0

1
p

=
k
p

:
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Par ind�ependance des variables al�eatoiresTj +1 � Tj , il vient

Var(Tk ) = Var

0

@
k� 1X

j =0

(Tj +1 � Tj )

1

A

=
k� 1X

j =0

Var(Tj +1 � Tj ) =
k� 1X

j =0

1 � p
p2 =

k(1 � p)
p2 :

4. Soit n � k � 1. On supposen � 2. L'�ev�enement f Tk = ng est �egal �a
f
P n� 1

i =1 X i = k � 1g \ f X n = 1g. De plus la loi de
P n� 1

i =1 X i est la loi bino-
miale de param�etre (n � 1; p). Par ind�ependance des variables al�eatoiresX i , on
a donc

P(Tk = n) = P(
n� 1X

i =1

X i = k � 1)P(X n = 1) =
�

n � 1
k � 1

�
pk (1 � p)n� k :

Pour n = k = 1, on obtient P(T1 = 1) = p.
Par ind�ependance des variables al�eatoiresTj +1 � Tj , la fonction g�en�eratrice
� Tk de Tk est le produit des fonctions g�en�eratrices des variables al�eatoires
Tj +1 � Tj (j 2 f 0; : : : ; k � 1g). Comme ces derni�eres suivent la loi g�eom�etrique
de param�etre p, on a donc

� Tk (z) =
k� 1Y

j =0

pz
1 � (1 � p)z

=
�

pz
1 � (1 � p)z

� k

:

5. On d�ecompose sur les �ev�enementsf � = ng et on utilise le fait que � est ind�e-
pendant de (Tn ; n � 1) :

� T� (z) = E[zT� ] =
X

n� 1

E[zT� j� = n]P(� = n) =
X

n� 1

� Tn (z)P(� = n):

PuisqueP(� = n) = � (1 � � )n� 1, on a donc d'apr�es la question pr�ec�edente

� T� (z) =
X

n� 1

� (1 � � )n� 1
�

pz
1 � (1 � p)z

� n

=
�pz

1 � (1 � �p )z
;

ce qui prouve queT� suit la loi g�eom�etrique de param�etre �p .

6. Consid�erons l'exp�erience suivante. On jette la premi�ere pi�ece et chaque fois que
l'on obtient 1 (pile) on jette la seconde pi�ece. On noteT0 le premier instant o�u
la seconde pi�ece montre pile. D'une partT0et T� ont même loi. D'autre part, T0

est l'instant de premier succ�es dans une suite d'exp�eriences ind�ependantes o�u
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la probabilit�e de succ�es vaut p� . En e�et, les deux jets �etant ind�ependants, la
probabilit�e que la premi�ere pi�ece montre pile puis que la seconde montre aussi
pile est le produit p� . On retrouve queT� suit la loi g�eom�etrique de param�etre
p� .

N

Exercice II.13 . 1. On a

P(T = + 1 ) = P(
[

n� 0

f X k = 0 ; 1 � k � ng \ f X k = 1 ; k > n g)

=
1X

n=0

P(f X k = 0 ; 1 � k � ng \ f X k = 1 ; k > n g):

Par ailleurs, on a

P(f X k = 0 ; 1 � k � ng \ f X k = 1 ; k > n g)

= lim
N !1

P(f X k = 0 ; 1 � k � ng \ f X k = 1 ; N � k > n g)

= lim
N !1

(1 � p)n pN � n = 0 :

On en d�eduit donc que P(T = + 1 ) = 0.
On propose une deuxi�eme m�ethode de port�ee plus g�en�erale : on cherche �a
majorer T par une variable al�eatoire g�eom�etrique. On a T � 2T0 avec T0 =
inf f n 2 N� ; X 2n� 1 = 1 ; X 2n = 0g. La variable al�eatoire T0est le premier instant
o�u Yn = ( X 2n� 1; X 2n ) est �egal �a (1 ; 0). Les variables al�eatoires discr�etes (Yn ; n 2
N� ) sont ind�ependantes et de même loi.T0 est un premier instant de succ�es. La
loi de T0 est donc la loi g�eom�etrique de param�etre P(Yn = (1 ; 0)) = p(1 � p).
En particulier T0 est �ni p.s. On en d�eduit que T est �ni p.s.

2. On calcule P(T = k) en d�ecomposant suivant les valeurs deT1 = inf f n 2
N� ; X n = 1g :

P(T = k) =
k� 1X

i =1

P(T = k; T1 = i ) =
k� 1X

i =1

(1 � p) i � 1pk� i (1 � p):

Soit U et V deux variables al�eatoires ind�ependantes de loi g�eom�etrique de
param�etres respectifsp et 1 � p. La loi de U + V est :

P(U + V = k) =
k� 1X

i =1

P(U = i; V = k � i ) =
k� 1X

i =1

(1 � p) i � 1pk� i (1 � p):

Donc T a même loi queU+ V. (En fait U est le premier temps d'occurrence de 1,
et �a partir de cet instant on attend la premi�ere occurrence de 0, qui correspond
�a V . Le temps total d'attente de l'occurrence 10 est doncT = U + V.)
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3. On a � U (z) =
zp

1 � (1 � p)z
, � V (z) =

z(1 � p)
1 � pz

. On en d�eduit, par ind�ependance

de U et V , que � T (z) = � U+ V (z) = � U (z)� V (z).

4. On a E[T] = E[U] + E[V ] =
1

p(1 � p)
. On a �egalement par ind�ependance

Var(T) = Var( U) + Var( V ) =
1 � 3p(1 � p)

p2(1 � p)2 .

N

Exercice II.14 . 1. On calcule la fonction g�en�eratrice du couple (S; N � S). Pour
v; z 2 [� 1; 1], on a par ind�ependance

� (S;N � S)(v; z) = E[vSzN � S] = P(N = 0) +
1X

n=1

P(N = n)znE[(v=z)
P n

k =1 X k ]

= P(N = 0) +
1X

n=1

P(N = n)(pv + (1 � p)z)n

= � (pv + (1 � p)z) = e � �p (1� v) e� � (1� p)(1 � z) :

On remarque que� (S;N � S)(v; z) = � V (v)� Z (z), o�u V et Z suivent des lois de
Poisson de param�etre respectif�p et � (1 � p). En particulier, cela implique que
S et N � S sont ind�ependants.

2. Soit z 2 [� 1; 1]. On a, par ind�ependance entreN et N � S, � (z) = E[zSzN � S] =
E[zS]E[zN � S]. Par ind�ependance entreN et (X n ; n � 1), on a

E[zS] = P(N = 0) +
1X

n=1

P(N = n)E[z
P n

k =1 X k ]

= P(N = 0) +
1X

n=1

P(N = n)((1 � p) + pz)n = � ((1 � p) + pz);

et par sym�etrie E[zN � S] = � (p + (1 � p)z). On en d�eduit donc que � (z) =
� ((1 � p) + pz)� (p + (1 � p)z). On remarque queh est bien d�e�nie sur ]0; 1[,
car � est strictement positif pour z > 0 et � 0 est d�e�nie a priori sur ] � 1; 1[.
La relation h(z) = ph((1 � p) + pz) + (1 � p)h(p + (1 � p)z) est imm�ediate.

3. Rappelons que� est continue en 1, non nulle en 1 (en fait �egale �a 1 en 1), et
que � 0 est croissante et admet une limite �a gauche en 1, �eventuellement �egale �a
l'in�ni. En particulier, h admet une limite �a gauche en 1, �eventuellement �egale
�a l'in�ni.
Pour a 2 [0; 1[, on posef a(z) = 1 � a + az pour z 2 R. L'application f a est
contractante (avec constante de Lipschitza) et admet 1 comme seul point �xe.
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La suite (f n
a (z); n � 1) converge en croissant vers 1 pourz 2 [0; 1[, o�u f n

a
d�esigne l'it�er�e n-i�eme de f a.
Comme h = h � f 1=2, on en d�eduit que h = h � f n

1=2 et par continuit�e h(z) =
lim

r ! 1�
h(r ) pour tout z 2 [0; 1[. Ceci implique que h est constante sur [0; 1[.

Comme h est positive et �nie sur [0; 1[, on en d�eduit qu'il existe c � 0 tel que
� 0 = c� sur [0; 1[ et donc sur [0; 1] par continuit�e. Si c = 0, on a � constant
et donc, comme� (1) = 1, on a � = 1 c'est-�a-dire p.s. N = 0. Si c > 0, la
solution de l'�equation di��erentielle ordinaire � 0 = c� sur [0; 1] avec condition
� (1) = 1 donne � (z) = e � c(1� z) . Donc, si c > 0, alors N suit la loi de Poisson
de param�etre c.

4. Commep < 1=2, on a p+ (1 � p)z � 1 � p+ pz pour z 2 [0; 1[. On d�eduit donc
de h(z) � min(h((1 � p) + pz); (1 � p)h(p+ (1 � p)z)) que h(z) � inf f h(u); u �
p + (1 � p)zg. Comme h(z) � inf f h(u); u � f 1� p(z)g, on en d�eduit que h(z) �
inf f h(u); u � f n

1� p(z)g, et donc h(z) � lim inf
r ! 1�

h(r ) pour tout z 2 [0; 1[.

Un raisonnement similaire �a ce qui pr�ec�ede assure queh(z) � max(h((1 �
p) + pz); (1 � p)h(p + (1 � p)z)), puis h(z) � supf h(u); u � f p(z)g et h(z) �
supf h(u); u � f n

p (z)g, et donc h(z) � lim sup
r ! 1�

h(r ) pour tout z 2 [0; 1[.

Comme h admet une limite �a gauche en 1, �eventuellement �egale �a l' in�ni (cf
le d�ebut de la d�emonstration de la question pr�ec�edente) , on en d�eduit que
h(z) = lim

r ! 1�
h(r ), et donc h est constant sur [0; 1[. La �n de la d�emonstration

de la question pr�ec�edente permet de conclure.
N

Exercice II.15 . 1. On a P(X 1 = k1; : : : ; X n = kn j Sn = k) = 0 si
nX

i =1

ki 6= k et

sinon

P(X 1 = k1; : : : ; X n = kn j Sn = k) =

Q
i ;k i =1 p

Q
j ;k j =0 (1 � p)

� n
k

�
pk(1 � p)n� k

=
1

� n
k

� :

On en d�eduit que la loi conditionnelle de (X 1; : : : ; X n ) sachant Sn est la loi
uniforme sur f (k1; : : : ; kn ) 2 f 0; 1gn ;

P n
i =1 ki = kg.

2. La variable X i prend les valeurs 0 ou 1. Il en est de même quand on conditionne
par rapport �a Sn . La loi de X i conditionnellement �a Sn est donc une loi de
Bernoulli de param�etre ~p. Comme P(X i = 1 jSn = k) =

� n� 1
k� 1

�
=
� n

k

�
= k=n pour

k � 1, et P(X i = 1 jSn = 0) = 0, on en d�eduit que ~p = Sn=n.

3. On a P(X 1 = 1 ; X 2 = 1 jSn ) = Sn (Sn � 1)=(n(n � 1)). En particulier P(X 1 =
1; X 2 = 1 jSn ) 6= P(X 1 = 1 jSn )P(X 2 = 1 jSn ). Conditionnellement �a Sn , les
variables X 1 et X 2 ne sont pas ind�ependantes.

N
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Exercice II.16 . 1. On utilise les fonctions g�en�eratrices. Par ind�ependance, on a
pour z 2 [� 1; 1] :

� X 1+ X 2 (z) = � X 1 (z)� X 2 (z) = e � � 1 (1� z)� � 2 (1� z) = e � (� 1+ � 2 )(1 � z) :

On reconnâ�t la fonction g�en�eratrice de la loi de Poissonde param�etre � 1 + � 2.
La loi de X 1 + X 2 est donc la loi de Poisson de param�etre� 1 + � 2.

2. En utilisant l'ind�ependance, on calcule, pour 0 � k � n :

P(X 1 = kjX 1 + X 2 = n) =
P(X 1 = k; X 2 = n � k)

P(X 1 + X 2 = n)

=
P(X 1 = k)P(X 2 = n � k)

P(X 1 + X 2 = n)

= e � � 1
� k

1

k!
e� � 2

� n� k
2

(n � k)!
e(� 1+ � 2) n!

(� 1 + � 2)n

= Ck
n

�
� 1

� 1 + � 2

� k �
� 2

� 1 + � 2

� n� k

:

La loi de X 1 sachant f X 1 + X 2 = ng est une loi binomiale B(n; p), o�u p =
� 1

� 1 + � 2
. On en d�eduit donc que la loi conditionnelle de X 1 sachant X 1 + X 2

est la loi binomiale B
�

X 1 + X 2; � 1
� 1+ � 2

�
.

3. Soit Z de loi B(n; p), on a E[Z ] = np. On d�eduit de la question pr�ec�edente
que :

E[X 1jX 1 + X 2] = ( X 1 + X 2)
� 1

� 1 + � 2
�

N

Exercice II.17 . 1. On note � X ; � Y et � S les fonctions g�en�eratrices de X , Y et
S. On a � X (z) = � Y (z) =

pz
1 � (1 � p)z

. Par ind�ependance, on a � S(z) =

� X (z)� Y (z) =
p2z2

(1 � (1 � p)z)2 . En utilisant le d�eveloppement
1

(1 � x)2 =
1X

k=0

(k + 1) xk , on d�eduit que

� S(z) =
1X

k=0

p2(k + 1)(1 � p)kzk+2 =
1X

k=2

p2(k � 1)(1 � p)k� 2zk :

Ainsi on a pour n � 2; P(S = n) = p2(n � 1)(1 � p)n� 2.
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2. Si k 62 f1; � � � ; n � 1g on a P(X = kjS = n) = 0 et pour k 2 f 1; � � � ; n � 1g.

P(X = kjS = n) =
P(X = k; S = n)

P(S = n)
=

P(X = k; Y = n � k)
P(S = n)

=
p(1 � p)k� 1p(1 � p)n� k� 1

p2(n � 1)(1 � p)n� 2 =
1

n � 1
:

Ainsi, conditionnellement �a S, X suit la loi uniforme sur f 1; ::; S � 1g. On note

par h(n) = E[X jS = n]. On a h(n) =
n� 1X

k=1

kP(X = kjS = n) =
n� 1X

k=1

k
n � 1

=
n
2

.

On en d�eduit que E[X jS] = S
2 .

3. On a bien E [E[X jS]] =
E[S]

2
=

E[X + Y ]
2

= E[X ]:
N

Exercice II.18 . Le coût de la premi�ere strat�egie est c1 = cN. On note Cn le coût du
test sur un groupe den personnes en m�elangeant les pr�el�evements. On aP(Cn =
c) = (1 � p)n et P(Cn = c+ nc) = 1 � (1 � p)n . On suppose queN=n est entier et
on regroupe lesN personnes enN=n groupes den personnes. Le coût moyen total
du test, en utilisant la deuxi�eme strat�egie, est c2 = N

n E[Cn ] soit :

c2 =
N
n

[c(1 � p)n + ( c + nc)(1 � (1 � p)n )] = cN
�
1 � (1 � p)n +

1
n

�
:

En supposant quenp � 1, il vient en faisant un d�eveloppement limit�e :

c2 = cN
�
np +

1
n

�
+ o(np):

Cette quantit�e est minimale pour n ' 1=
p

p. La condition np � 1 est alors �equiva-
lente �a p � 1. On obtient donc c2 ' 2cN

p
p. On choisit donc la deuxi�eme strat�egie.

On peut v�eri�er que pour p � 1, en prenant n =
�
1=

p
p
�
, on a c2 � 2c + 2cN

p
p.

Exemple num�erique : si p = 1%, alors il est optimal de r�ealiser des tests sur des
groupes den = 10 personnes. L'�economie r�ealis�ee est alors de :

c1 � c2

c1
' 1 � 2

p
p = 80% :

N

Exercice II.19 . 1. Soit X une variable al�eatoire g�eom�etrique de param�etre p 2]0; 1[.
On a pour n 2 N,

P(X > n ) =
X

k� n+1

P(X = k) =
X

k� n+1

p(1 � p)k� 1 = (1 � p)n :
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On en d�eduit que

P(X > k + njX > n ) = P(X > k + n)=P(X > n ) = (1 � p)k = P(X > k ):

2. On poseq = P(X > 1) 2 [0; 1]. CommeP(X > 1 + njX > n ) est ind�ependant
de n, on a

P(X > 1 + njX > n ) = P(X > 1jX > 0) = P(X > 1) = q;

car p.s.X 2 N� . Si q = 0, alors P(X > n ) = 0, et les probabilit�es conditionnelles
ne sont pas d�e�nies. On a donc q > 0. Comme P(X > 1 + njX > n ) =
P(X > 1 + n)

P(X > n )
, il vient P(X > n + 1) = qP(X > n ) i.e P(X > n + 1) =

qn+1 P(X > 0), et donc P(X > n ) = qn car P(X > 0) = 1. Cela implique que
pour n 2 N� ,

P(X = n) = P(X > n � 1) � P(X > n ) = (1 � q)qn� 1 = p(1 � p)n� 1;

o�u p = 1 � q. Comme P(X 2 N� ) = 1, on en d�eduit que
P

n2 N� P(X = n) = 1
i.e. p > 0. On reconnâ�t, pour X , la loi g�eom�etrique de param�etre p 2]0; 1[.

3. On note � = P(X > 0). La question pr�ec�edente traite le cas � = 1. On suppose
� 2 ]0; 1[. (Le cas � = 0 implique P(X > n ) = 0, et donc le caract�ere sans
m�emoire n'a pas de sens.) On poseq = P(X > 1jX > 0) 2 [0; 1]. L'absence de
m�emoire implique que P(X > 1+ njX > n ) = q soit P(X > 1+ n) = qP(X > n )
et donc en it�erant P(X > 1+ n) = qn+1 P(X > 0) = qn+1 � . Donc, il vient P(X =
0) = 1 � � et pour n � 1, P(X = n) = P(X > n � 1)� P(X > n ) = �p (1� p)n� 1,
o�u p = 1 � q = P(X = 1 jX > 0) et p 2]0; 1[. On peut remarquer queX a même
loi que Y Z, o�u Y est une variable al�eatoire de Bernoulli de param�etre � , et Z
est une variable al�eatoire ind�ependante deY de loi g�eom�etrique de param�etre
p. En ce qui concerne les temps de panne de machines, soit la machine est
en panne (probabilit�e 1 � � ), soit la machine est en �etat de marche. Dans ce
dernier cas, la loi du temps de panne est une g�eom�etrique.

N

Exercice II.20 . Si les sportifs de haut niveau sont uniform�ement r�eparti s dans la
population, les m�edailles le sont aussi. Chaque individu adonc, environ, une proba-
bilit�e pm ' 928=6 109 d'avoir une m�edaille et po ' 301=6 109 d'avoir une m�edaille
d'or. Le nombre de m�edailles fran�caises suit donc une loi binomiale de param�etre
(n; pm ), avecn ' 60 106. On peut approcher cette loi par la loi de Poisson de para-
m�etre � m = npm ' 9. De même, on peut approcher la loi du nombre de m�edailles
d'or par une loi de Poisson de param�etre� o = npo ' 3. La probabilit�e d'avoir plus
de 20 m�edailles est de 4 pour 10 000, et la probabilit�e d'avoir plus de 10 m�edailles
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d'or est de 3 pour 10 000. Ceci est invraisemblable. L'hypoth�ese selon laquelle les
sportifs de haut niveau sont uniform�ement r�epartis dans l a population n'est donc
pas r�ealiste.

N

Exercice II.21 . 1. On consid�ere des variables al�eatoires (X n ; n 2 N� ) ind�epen-
dantes de loi de Bernoulli de param�etre p. On pose �X n = 1

n

P n
k=1 X k . On

a :

P(Cc
n ) = P(j �X n � pj > � n ) �

E[( �X n � p)2]
� 2

n
=

Var( �X n )
� 2

n
=

p(1 � p)
n� 2

n
;

o�u l'on a utilis�e l'in�egalit�e de Tchebychev pour l'in�e galit�e et l'ind�ependance
pour la derni�ere �egalit�e. On en d�eduit le r�esultat.

2. Un calcul �el�ementaire assure que l'entropieHp est maximale pour p = 1=2.

3. On a P(f ! g) = e n( 1
n

P n
i =1 ! i log(p)+(1 � 1

n

P n
i =1 ! i ) log(1 � p)) . Pour ! 2 Cn , il vient :

n(p log(p) + (1 � p) log(1 � p) + � n log(p(1 � p)))

� log(P(f ! g)) � n(p log(p) + (1 � p) log(1 � p) � � n log(p(1 � p))) :

On a donc :
e� n(H p + � n ) � P(f ! g) � e� n(H p � � n =2) ;

o�u 0 � � n = � 2� n log(p(1 � p)).

4. En sommant l'in�egalit�e pr�ec�edente sur ! 2 Cn , on obtient :

Card (Cn ) e� n(H p + � n ) � P(Cn ) � 1 et P(Cn ) � e� n(H p � � n =2) Card (Cn ):

CommeP(Cn ) � 1� � pour n grand et que limn! + 1 n� n = + 1 , on en d�eduit
que pour n su�samment grand on a P(Cn ) � e� n� n =2. Pour n su�samment
grand, il vient :

en(H p � � n ) � Card (Cn ) � en(H p + � n ) :

5. Pour p = 1=2, l'entropie est maximale et vaut Hp = log(2). On en d�eduit que
le cardinal de l'ensemble des suites typiques est de l'ordrede 2n = Card ( 
 ).
Pour p ' 1, on obtient que le cardinal de l'ensemble des suites typiques est
de l'ordre de en(H p � � n ) qui est beaucoup plus petit que le cardinal de
 . (Le
r�esultat est similaire pour p ' 0).

N

Exercice II.22 . 1. Comme 0� un ; vn � 1, on en d�eduit que les s�eriesU et V sont
absolument convergentes sur ]� 1; 1[.
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2. On note Hn = f le ph�enom�ene se produit �a l'instant ng. On a

vn = P(Hn ) =
nX

`=0

P(Hn jX 1 = `)P(X 1 = `)

=
nX

`=0

P(X 1 +
kX

i =2

X i = n; pour un k � 2jX 1 = `)P(X 1 = `)

=
nX

`=0

P(
kX

i =2

X i = n � `; pour un k � 2)P(X 1 = `):

La derni�ere �egalit�e est obtenue grâce �a l'ind�ependan ce de X 1 et de la suite
(X k ; k � 2). Comme les variables al�eatoires (X k ; k � 2) sont �a valeurs dansN� ,
on en d�eduit que

P(
kX

i =2

X i = n � `; pour un k � 2)

= P(
kX

i =2

X i = n � `; pour un k 2 f 2; : : : ; n � ` + 1g) = un� ` :

On a d�emontr�e que ( vn ; n � 0) est la convolution des suites (bn ; n � 0) avec
(un ; n � 0). On a donc V = BU .

3. La preuve de la premi�ere �egalit�e se traite comme dans la question 1. Pour
d�emontrer la relation entre U(s) et F (s) on multiplie par sn et on somme sur
n: On obtient

1X

n=1

snun =
1X

n=1

n� 1X

k=0

snuk f n� k :

Il vient U(s) � 1 = F (s)U(s) et donc V = B=(1 � F ).

4. On a V(s) = p=(1 � s). En �evaluant (II.1) en s = 0, on obtient b0 = p.

On a F (s) = 1 �
1
p

(1 � s)B (s). En d�erivant n � 1 fois, il vient F (n) (s) =

1
p

(nB (n� 1)(s) � (1 � s)B (n) (s)). En �evaluant en s = 0, on obtient f n = ( bn� 1 �

bn )=p pour tout n � 1.

5. CommeP(X 1 = njX 1 > 0) = P(X 2 = n) = f n pour n � 1, il vient pour n � 1,

bn = P(X 1 = n) = P(X 1 = njX 1 > 0)P(X 1 > 0) = f n(1 � p):

On en d�eduit donc que bn = (1 � p)bn� 1, puis bn = (1 � p)n b0 = (1 � p)n p pour
n � 0 et f n = (1 � p)n� 1p pour n � 1. La loi de X 2 est la loi g�eom�etrique de
param�etre p, et X 1 a même loi queX 2 � 1.

N
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XIII.3 Variables al�eatoires continues

Exercice III.1 . 1. La fonction f d�e�nie sur R est positive, mesurable (car continue)
et Z + 1

�1
f (x) dx =

Z + 1

0
x e� x2=2 dx = 1 :

Donc f est une densit�e de probabilit�e.

2. Soit g une fonction mesurable born�ee. On a

E[g(Y )] = E[g(X 2)] =
Z + 1

0
g(x2) x e� x2=2 dx =

Z + 1

0
g(y)

1
2

e� y=2 dy;

o�u l'on a fait le changement de variable y = x2 sur R+ . Donc Y suit une loi
exponentielle de param�etre 1=2.

3. Pour une loi exponentielle de param�etre� , l'esp�erance est 1=� et la variance
1=� 2, donc on aE[Y ] = 2 et Var( Y ) = 4.

N

Exercice III.2 . La probabilit�e, p, de toucher la f�eve correspond �a la probabilit�e que
le centre de la f�eve, qui est uniform�ement r�eparti sur le d isque de rayonR � r (et de
surface� (R � r )2) soit �a une distance inf�erieure �a r d'un rayon donn�e. On trouve

p =
1

� (R � r )2

�
�r 2

2
+ r

p
(R � r )2 � r 2 + ( R � r )2 arcsin(

r
R � r

)
�

;

et pour r petit, on obtient p �
2r
�R

.
N

Exercice III.3 . On note � 1 et � 2 les angles form�es par les deux rayons et le rayon qui
passe par la cerise. L'�enonc�e du probl�eme indique que� 1 et � 2 sont ind�ependants
et suivent la loi uniforme sur [0; 2� ]. La longueur angulaire de la part contenant la
cerise est 2� � j � 1 � � 2j.

1. La probabilit�e pour que la part contenant la cerise soit la plus petite estP(2� �
j� 1 � � 2j < j� 1 � � 2j). Comme les angles sont ind�ependants, la loi du couple
est la loi produit. On calcule :

P(2� � j � 1 � � 2j < j� 1 � � 2j) =
1

(2� )2

ZZ

[0;2� ]2
1fj � 1 � � 2 j>� gd� 1d� 2

=
1

(2� )2 2
Z

[0;2� ]
d� 1

Z

[0;� 1 ]
1f � 1 � � 2>� g d� 2

=
1
4

:

La probabilit�e pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est 1=4.
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2. La longueur moyenne de la part contenant la cerise est �egale �a 2� � E[j� 1 � � 2j].
On calcule :

E[j� 1 � � 2j] =
1

(2� )2

ZZ

[0;2� ]2
j� 1 � � 2j d� 1d� 2

=
1

(2� )2 2
Z

[0;2� ]
d� 1

Z

[0;� 1 ]
(� 1 � � 2) d� 2

=
2�
3

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 4�= 3.

La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et elle est �egalement
plus grande dans 75% des cas. Pour voir que ces r�esultats ne contredisent pas
l'intuition il faut inverser les op�erations. On d�ecoupe d 'abord au hasard deux
rayons dans le gâteau, puis on jette au hasard la cerise sur le bord. Celle-ci a
intuitivement plus de chance de tomber sur la part la plus grosse ! Il reste �a se
convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le gâteau au hasard, ou
couper le gâteau au hasard puis jeter la cerise sur le bord donne bien le même
r�esultat.

N

Exercice III.4 . On suppose que la longueur du bâton est de une unit�e. On note
X et Y les emplacements des deux marques. Par hypoth�eseX et Y sont des
variables al�eatoires ind�ependantes de loi uniforme sur [0; 1]. On fait un triangle
si et seulement si aucune des longueurs des morceaux n'est plus grande que la
somme des deux autres, ou ce qui revient au même, si et seulement si la longueur
de chaque morceau est plus petite que 1=2. Cela est �equivalent aux trois conditions
suivantes :

1 � max(X; Y ) � 1=2; min(X; Y ) � 1=2 et max(X; Y ) � min(X; Y ) � 1=2:

On obtient :

P(triangle)

= P(max(X; Y ) � 1=2; min(X; Y ) � 1=2; max(X; Y ) � min(X; Y ) � 1=2)

= E[1f max( X;Y )� 1=2;min( X;Y )� 1=2;max( X;Y )� min( X;Y )� 1=2g]

=
Z

1f max( x;y )� 1=2;min( x;y )� 1=2;max( x;y )� min( x;y )� 1=2g1[0;1](x)1[0;1](y) dxdy

= 2
Z 1

1=2
dx

Z 1=2

x� 1=2
dy =

1
4

:

N
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Exercice III.5 . On a par lin�earit�e E[
P

n� 1 X n ] =
P

n� 1 � � 1
n . Donc on a 1, 2.

On montre ensuite que 2) 3. Si on a E[
P

n� 1 X n ] < 1 , alors la variable
al�eatoire (positive)

P
n� 1 X n est �nie p.s., et donc P(

P
n� 1 X n < 1 ) = 1.

On montre maintenant que 3) 1. Si P(
P

n� 1 X n < 1 ) > 0, alors on a

E
h
e�

P
n � 1 X n

i
= E

h
e�

P
n � 1 X n 1f

P
n � 1 X n < 1g

i
> 0:

D'autre part, par ind�ependance, on a

E
h
e�

P
n � 1 X n

i
=

Y

n� 1

E
�
e� X n

�
=

Y

n� 1

� n

1 + � n
= e �

P
n � 1 log(1+ � � 1

n ) :

On en d�eduit que
P

n� 1 log(1 + � � 1
n ) < 1 . Cela implique lim

n!1
� n = 1 ainsi que

P
n� 1 � � 1

n < 1 . On a donc montr�e que 3 ) 1. N

Exercice III.6 . Soit g une fonction mesurable born�ee. En utilisant " = 1f " =1 g �
1f " = � 1g p.s., puis l'ind�ependance, on a

E[g(Z )] = E[g(Y )1f " =1 g] + E[g(� Y )1f " = � 1g]

= E[g(Y )]P(" = 1) + E[g(� Y )]P(" = � 1)

=
1
2

Z + 1

0
� e� �y g(y)dy +

1
2

Z + 1

0
� e� �y g(� y)dy

=
1
2

Z

R
� e� � jzj g(z) dz:

Donc Z est une variable al�eatoire continue dont la loi a pour densit�e f (z) =
1
2

� e� � jzj , z 2 R. N

Exercice III.7 . 1. Soit S = X + Y et T =
X

X + Y
. Comme X + Y > 0 p.s., T

est une variable al�eatoire r�eelle bien d�e�nie. Soit h une fonction deR2 dans R,
mesurable et born�ee. On a

E[h(S; T)] = E
�
h

�
X + Y;

X
X + Y

��

=
Z

D
h

�
x + y;

x
x + y

�
� a+ b

� (a)� (b)
e� � (x+ y)xa� 1yb� 1 dx dy ;

o�u D = f (x; y) 2 R2; x > 0; y > 0g. On consid�ere la fonction ' d�e�nie sur D :

'
�

x
y

�
=

�
s
t

�
o�u s = x + y; t =

x
x + y

:
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La fonction ' est une bijection deD dans � =
�

(s; t) 2 R2; s > 0; 0 < t < 1
	

.
De plus la fonction ' est de classeC1 ainsi que son inverse :

' � 1
�

s
t

�
=

�
st

s(1 � t)

�
=

�
x
y

�
:

La matrice jacobienne de ce changement de variable est :
 

1 1
y

(x+ y)2
� x

(x+ y)2

!

:

La valeur absolue du d�eterminant de la matrice jacobienne est jJac[' ](x; y)j =
1

x+ y . On en d�eduit que dtds = jJac[' ](x; y)j dxdy i.e. s dsdt = dxdy. On obtient

E [h(S; T)] =
Z

�
h(s; t)

� a+ b

� (a)� (b)
e� �s sa+ b� 1ta� 1(1 � t)b� 1 ds dt:

Donc, la densit�e du couple (S; T), f , est d�e�nie par

f (s; t) =
� a+ b

� (a)� (b)
e� �s sa+ b� 1ta� 1(1 � t)b� 11]0;+ 1 [(s)1]0;1[(t) :

2. La fonction f est le produit d'une fonction de s et d'une fonction de t. Les
variables al�eatoires S et T sont donc ind�ependantes. On obtient la densit�e de
T et de S par la formule des lois marginales. La densit�e deT est la fonction
f T d�e�nie par

f T (t) =
Z

f (s; t) ds =
� (a + b)
� (a)� (b)

ta� 1(1 � t)b� 11]0;1[(t) :

On reconnâ�t la densit�e de la loi b�eta de param�etres a et b. La densit�e de S est
la fonction f S d�e�nie par

f S(s) =
Z

f (s; t) dt =
� a+ b

� (a + b)
e� �s sa+ b� 11]0;+ 1 [(s) :

On reconnâ�t la densit�e de la loi gamma de param�etres� et a + b.
N

Exercice III.8 . 1. On remarque que p.s.X 6= 0. La variable al�eatoire 1 =X est donc
bien d�e�nie. Soit g une fonction mesurable born�ee. On a :

E[g(1=X )] =
Z

R�
g(1=x)

1
�

1
1 + x2 dx

=
Z

R�
g(y)

1
�

1
1 + (1=y)2

dy
y2

=
Z + 1

�1
g(y)

1
�

1
1 + y2 dy;
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o�u l'on a fait le changement de variable y = 1=x (C1 di��eomorphisme de R�

dans lui-même). On obtient donc que 1=X est de loi de Cauchy.

2. CommeZ 6= 0 p.s., la variable al�eatoire Y=Z est bien d�e�nie. Soit g une fonction
mesurable born�ee. On a :

E[g(Y=Z)] =
Z + 1

�1
dz

1
p

2�
e� z2=2

Z + 1

�1
dy

1
p

2�
e� y2=2 g(y=z)

= 2
Z + 1

0
dz

1
p

2�
e� z2=2

Z + 1

�1
dy

1
p

2�
e� y2=2 g(y=z)

=
1
�

Z + 1

0
dz e� z2=2

Z + 1

�1
du ze� u2z2=2 g(u)

=
1
�

Z + 1

0
dz ze� (1+ u2 )z2=2

Z + 1

�1
du g(u)

=
Z + 1

�1

1
�

1
1 + u2 g(u) du;

o�u l'on a fait le changement de variable u(y) = y=z pour y 2 R. Donc Y=Z suit
une loi de Cauchy.

3. Si X est de loi de Cauchy, alorsX a même loi queY=Z. Donc 1=X a même loi
que Z=Y. Comme (Z; Y ) a même loi que (Y; Z) on en d�eduit que Y=Z a même
loi que Z=Y. On retrouve bien que 1=X a même loi queX .

N

Exercice III.9 . Soit g une fonction mesurable born�ee.

1. On a :

E[g(X 2
1 )] =

Z + 1

�1
g(x2)

1
p

2�
e� x2=2 dx = 2

Z + 1

0
g(x2)

1
p

2�
e� x2=2 dx

=
Z + 1

0
g(y)

1
p

2�

1
p

y
e� y=2 dy;

o�u l'on a fait le changement de variable y = x2 sur ]0; + 1 [. Donc X 2
1 suit la

loi � 2(1).

2. On a :

E[g(X 2
1 + X 2

2 )] =
Z

R2
dx1dx2

1
2�

e� (x2
1+ x2

2)=2 g(x2
1 + x2

2)

=
1

2�

Z 2�

0
d�

Z + 1

0
r drg (r 2) e� r 2=2

=
Z + 1

0
g(y)

1
2

e� y=2 dy;

183



XIII Corrections

o�u l'on a utilis�e l'ind�ependance de X 1 et X 2 pour �ecrire la densit�e du couple
comme produit des densit�es dans la premi�ere �egalit�e, le changement de variable
en coordonn�ees polaires dans la deuxi�eme puis le changement de variable y = r 2

sur ]0; 1 [ dans la derni�ere. On en d�eduit que X 2
1 + X 2

2 suit la loi � 2(2).

N

Exercice III.10 . 1. Soit D = f (x1; : : : ; xn ) 2 ]0; 1[n ; x i 6= x j pour tout i 6= j g.
Les ensembles� � = f (x1; : : : ; xn ) 2 ]0; 1[n ; x � (1) < � � � < x � (n)g, pour � 2 Sn ,
o�u Sn est l'ensemble des permutations def 1; : : : ; ng, forment une partition de
D.
Soit g une fonction mesurable born�ee. On a :

E[g(Y; Z)] = E[g( min
1� i � n

X i ; max
1� i � n

X i )]

=
Z

g( min
1� i � n

x i ; max
1� i � n

x i )1[0;1]n (x1; : : : ; xn ) dx1 : : : dxn

=
Z

g( min
1� i � n

x i ; max
1� i � n

x i )1D (x1; : : : ; xn ) dx1 : : : dxn

=
X

� 2S n

Z
g(x � (1) ; x � (n) )1� � (x1; : : : ; xn ) dx1 : : : dxn

= n!
Z

g(x1; xn )1� � 0
(x1; : : : ; xn ) dx1 : : : dxn ;

o�u � 0 est l'identit�e. La derni�ere �egalit�e s'obtient par un ar gument de sym�etrie.
On en d�eduit donc que :

E[g(Y; Z)] =
Z

g(y; z)n!1f y<x 2 <:::<x n � 1<z g dx2 : : : dxn� 1 1f 0<y<z< 1g dydz

=
Z

g(y; z) n(n � 1)(z � y)n� 21f 0<y<z< 1g dydz:

Donc (Y; Z) est une variable al�eatoire continue de densit�e f (Y;Z )(y; z) = n(n �
1)(z � y)n� 21f 0<y<z< 1g.

2. Par la formule des lois marginales, on en d�eduit queY est une variable al�eatoire
continue de densit�e f Y (y) = n(1� y)n� 11f 0<y< 1g. Il s'agit de la loi b�eta � (1; n).
Par sym�etrie, on v�eri�e que la loi de Z est la loi � (n; 1) de densit�e f Z (z) =
nzn� 11f 0<z< 1g.

3. La variable al�eatoire Y �etant int�egrable, l'esp�erance conditionnelle E[Y jZ ] a un
sens. On a, pourz 2]0; 1[ :
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E[Y jZ = z] =
Z

y
f (Y;Z )(y; z)

f Z (z)
dy

=
Z z

0
(n � 1)y(z � y)n� 2z1� n dy

=
�
� z1� n (z � y)n� 1y

� z
0 +

Z z

0
z1� n (z � y)n� 1 dy

=
z
n

:

On en d�eduit donc E[Y jZ ] = Z=n.

4. Soit g une fonction mesurable born�ee. On a, pourz 2]0; 1[ :

E[g(Y=Z)jZ = z] =
Z

g(y=z)
f (Y;Z ) (y; z)

f Z (z)
dy

=
Z

g(y=z)(n � 1)(z � y)n� 2z1� n1f 0<y<z g dy

=
Z

g(� )(n � 1)(1 � � )n� 21f 0<�< 1g d�;

o�u l'on a e�ectu�e le changement de variable � = y=z (�a z �x�e). On en d�eduit
donc que pour toute fonction g mesurable born�ee,

E[g(Y=Z)jZ ] =
Z

g(� )(n � 1)(1 � � )n� 21f 0<�< 1g d�:

Donc la densit�e de la loi conditionnelle de Y=Z sachant Z est (n � 1)(1 �
� )n� 21f 0<�< 1g. On reconnâ�t une loi � (1; n � 1). Elle est ind�ependante de Z .
Cela signi�e donc queY=Z est ind�ependante deZ . On retrouve alors :

E[Y jZ ] = E
�
Z

Y
Z

jZ
�

= Z E
�

Y
Z

�
=

Z
n

:

5. Le r�esultat s'obtient par sym�etrie. En e�et X i a même loi que 1� X i . Donc (1�
X 1; : : : ; 1� X n ) a même loi que (X 1; : : : ; X n ). Comme 1� Z = min 1� i � n (1� X i )
et 1 � Y = max 1� i � n (1 � X i ), on en d�eduit donc que (1 � Z; 1 � Y ) a même
loi que (Y; Z).

6. On d�eduit de la question pr�ec�edente que
1 � Z
1 � Y

est ind�ependant de 1� Y donc

de Y .
N

Exercice III.11 . 1. La densit�e conditionnelle est f X jY (xjy) = f X;Y (x; y)=f Y (y).
Donc la densit�e de la loi de (X; Y ) est :

f X;Y (x; y) = f Y (y)f X jY (xjy) =
1
�

e� y(1+ x2 ) 1f y> 0g:
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2. Par la formule des lois marginales, on af X (x) =
R

R f X;Y (x; y) dy = 1
�

1
1+ x2 .

On peut remarquer queX est de loi de Cauchy. Par d�e�nition, on a :

f Y jX (yjx) = f X;Y (x; y)=f X (x) = (1 + x2) e� y(1+ x2 ) 1f y> 0g:

La loi de Y sachant X est la loi exponentielle de param�etre 1 +X 2.

3. L'esp�erance d'une variable al�eatoire de loi exponentielle de param�etre � est
1=� . On en d�eduit donc que :

E[Y jX ] =
1

1 + X 2 :

N

Exercice III.12 . 1. La densit�e de probabilit�e f est f (t) = t exp
�

�
1
2

t2

�
1f t> 0g.

L'esp�erance vaut :

E[T] =
Z + 1

0
t2 exp

�
�

1
2

t2
�

dt =
�
� t exp

�
�

1
2

t2
�� + 1

0
+

Z + 1

0
exp

�
�

1
2

t2
�

dt

=
1
2

Z + 1

�1
exp

�
�

1
2

t2
�

dt

=

p
2�
2

:

2. La probabilit�e s'�ecrit :

P(T � 3 jT � 1) =
P(T � 3; T � 1)

P(T � 1)
=

P(T � 3)
P(T � 1)

=
e� 9

2

e� 1
2

= e � 4 :

Comme P(T � 3jT � 1) 6= e � 2 = P(T � 2) la loi n'est pas sans m�emoire.

3. Les variables al�eatoiresX 1; : : : ; X 10 sont ind�ependantes et suivent une loi de
Bernoulli de param�etre :

P(T � 1) = F (1) = 1 � e� 1
2 :

On en d�eduit que la loi de N est la loi binomiale de param�etre (10; 1 � e� 1
2 ).

4. La probabilit�e que l'�equipement en s�erie soit d�efail lant avant 1 an vaut :

P(N � 1) = 1 � P(N = 0) = 1 � e� 10
2 ' 9:9 10� 1 = 99%:

5. La probabilit�e que l'�equipement en parall�ele soit d�e faillant avant 1 an vaut :

P(N = 10) =
�

1 � e� 1
2

� 10
' 8:9 10� 5:

N
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Exercice III.13 . 1. On note Zk la variable al�eatoire r�eelle donnant la hauteur de
la k-i�eme perforation. Les variables al�eatoires (Zk ; k � 1) sont ind�ependantes
de même loi uniforme sur [0; h], et on a Z = min 1� k� N Zk . On en d�eduit, en
utilisant l'ind�ependance entre ( Zk ; k � 1) et N , que pour z 2 [0; h] et n > 0 :

P(Z > z jN = n) = P(Z1 > z; : : : ; Z n > z jN = n)

= P(Z1 > z; : : : ; Z n > z ) =
nY

k=1

P(Zk > z ) =
�

1 �
z
h

� n
:

Donc on aP(Z < z jN = n) = 1 �
�

1 �
z
h

� n
. Comme la fonction de r�epartition

de Z sachant N est de classeC1 (en z), on en d�eduit que conditionnellement
�a N , Z est une variable al�eatoire continue de densit�e

f Z jN (zjn) =
n
h

�
1 �

z
h

� n� 1
:

2. Le pourcentage� N de liquide qu'on peut esp�erer conserver sachant le nombre
de perforationsN , correspond �a l'esp�erance deE[Z jN ] rapport�ee �a la hauteur
h du fût. On a � N = E[Z jN ]=h. Il vient pour n � 1 :

1
h

E[Z jN = n] =
1
h

Z h

0
zf Z jN (zjn) dz =

1
h

Z h

0
z

n
h

�
1 �

z
h

� n� 1
dz =

1
1 + n

:

On constate que cette formule couvre aussi le cas o�un = 0. En e�et, dans
ce cas on conserve la totalit�e du liquide (le fût n'est pas perfor�e). On a donc
� N = 1=(N + 1).

3. Soit Z (1) ; : : : ; Z (n) les hauteurs des perforations les plus basses des fûts de 1 �a

n. Le pourcentage de la cargaison que l'on sauve est
1
n

nX

i =1

Z (i ) . Si on suppose

les variables al�eatoiresZ (1) ; : : : ; Z (n) ind�ependantes et de même loi queZ , ce
pourcentage est, pourn grand, �a peu pr�es �egal �a E[Z ]=h d'apr�es la loi faible
(ou forte) des grands nombres. Le pourcentage moyen� que l'on peut esp�erer
conserver est donc

� =
E[Z ]

h
=

1
h

E[E[Z jN ]] = E
�

1
N + 1

�
=

+ 1X

k=0

1
1 + k

e� � � k

k!
=

1 � e� �

�
:

Pour � = 5, on obtient � ' 19:8%.
N

Exercice III.14 . Soit f une fonction mesurable born�ee.
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1. On noteH la distance deJ �a O. Par une application du th�eor�eme de Pythagore,
on trouve L = 2

p
r 2 � H 2. Pour calculer sa loi, on utilise la m�ethode de la

fonction muette. Comme H est uniforme sur [0; r ], on a :

E [f (L )] =
1
r

Z r

0
f

�
2
p

r 2 � h2
�

dh =
Z 2r

0
f (u)

udu

4r
q

r 2 � u2

4

;

o�u l'on a e�ectu�e le changement de variable u = 2
p

r 2 � h2. La variable al�ea-
toire L est continue de densit�e

u

4r
p

r 2 � u2=4
1]0;2r [(u). L'esp�erance de L est :

E [L ] =
Z 2r

0

u2du

4r
q

r 2 � u2

4

=
Z �= 2

0
2r sin2(t)dt =

Z �= 2

0
r (1 � cos(2t))dt =

r�
2

;

o�u l'on a e�ectu�e le changement de variable u = 2r sin(t). En utilisant le même
changement de variable, on calcule :

E[L 2] =
Z 2r

0

u3du

4r
q

r 2 � u2

4

= 4r 2
Z �= 2

0
sin(t)(1 � cos2(t))dt =

8r 2

3
:

La variance est donc Var(L ) =
8r 2

3
�

r 2� 2

4
.

La probabilit�e que la corde soit plus grande qu'un côt�e du triangle �equilat�eral
inscrit est la probabilit�e que sa distance au centre soit plus grande quer=2.
Comme la loi deH est uniforme sur [0; r ], il vient p = P(H � r=2) = 1=2.

2. Si A et B sont choisis uniform�ement sur le cercle, leurs angles au centre ( � A

et � B ) par rapport �a l'axe des abscisses sont uniformes sur ]� �; � [. On note
� = \AOB . On a � = ( � A � � B ) modulo 2� . La longueur de la corde est alors
L = 2r jsin (�= 2)j. On utilise la m�ethode de la fonction muette pour calculer la
loi de � . On a :

E[f (� )] = E[f (� A � � B )1]0;2� [(� A � � B ) + f (2� + � A � � B )1]� 2�; 0[(� A � � B )]

=
1

4� 2

Z

]0;2� [2
dqA dqB

�
f (qA � qB )1]0;2� [(qA � qB )

+ f (2� + qA � qB )1]� 2�; 0[(qA � qB )
�

=
1

4� 2

Z

]0;2� [2
dqA dqB (f (qA � qB ) + f (2� � qA + qB ))1]0;2� [(qA � qB )

=
1

4� 2

Z

]0;2� [
dqB

Z 2� � qB

0
dt (f (t) + f (2� � t))

=
1

4� 2

Z

]0;2� [
dt (2� � t)( f (t) + f (2� � t)) =

1
2�

Z

]0;2� [
dt f (t);
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XIII.3 Variables al�eatoires continues

o�u l'on a e�ectu�e le changement de variable t = qA � qB �a qB �x�e. La loi de �
est donc la loi uniforme sur ]0; 2� [.
On utilise, encore la m�ethode de la fonction muette pour d�eterminer la loi de L :

E [f (L )] =
1

2�

Z 2�

0
dt f (2r jsin(t=2)j) =

2
�

Z �= 2

0
f (2r sin(t))dt

=
Z 2r

0
f (u)

2du

�
p

4r 2 � u2
; (XIII.2)

o�u l'on a e�ectu�e le changement de variable u = 2r sin(t). La variable al�eatoire

L est donc continue de densit�e
2

�
p

4r 2 � u2
1]0;2r [(u).

Pour calculer l'esp�erance et la variance deL , on utilise (XIII.2) :

E [L ] =
2
�

Z �= 2

0
dt 2r sin(t) =

4r
�

;

et pour la variance :

Var(L ) = E[L 2] � (E[L ])2 =
8r 2

�

Z �= 2

0
sin2(t)dt �

16r 2

� 2 = 2r 2 �
16r 2

� 2 :

On a p = P(� � 2�= 3) = 1=3.

3. On calcule la longueur de la corde comme �a la question 1, �apartir de la distance
de I au centre du cercle :L = 2

p
r 2 � x2 � y2. La loi de L est calcul�ee par la

m�ethode de la fonction muette :

E [f (L )] =
1

�r 2

Z r

� r
dx

Z r

� r
dy f

�
2
p

r 2 � x2 � y2
�

1f x2+ y2 � r 2g

=
1

�r 2

Z r

0
�d�

Z �

� �
d� f

�
2
p

r 2 � � 2
�

=
1

2r 2

Z 2r

0
f (u)udu:

o�u on a e�ectu�e un changement de coordonn�ees polaires dansR2, puis le chan-
gement de variable u = 2

p
r 2 � � 2. La variable L est continue de densit�e

u
2r 2 1[0;2r ](u).

La moyenne et la variance de cette loi se calculent imm�ediatement :

E[L ] =
1

2r 2

Z 2r

0
u2du =

4r
3

;
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Var(L ) =
1

2r 2

Z 2r

0
u3du �

16r 2

9
= 2r 2 �

16r 2

9
=

2r 2

9
:

En�n, la probabilit�e que la corde soit de longueur plus grande que
p

3r est :

p =
1

2r 2

Z 2r

p
3r

udu =
1

2r 2

4r 2 � 3r 2

2
=

1
4

:

On r�esume dans le tableau ci-dessous, les valeurs num�eriques (avecr = 1) des
di��erentes moyennes et variances et des valeurs dep. On voit bien que la notion
de \choisir au hasard" dans un �enonc�e doit être pr�ecis�e e.

Cas moyenne variance p
1 1.57 0.20 1/2
2 1.27 0.38 1/3
3 1.33 0.22 1/4

N

Exercice III.15 . 1. Les variables X et Y �etant ind�ependantes, la loi du couple
(X; Y ) a pour densit�e :

f X;Y (x; y) = f X (x)f Y (y) =
1

2�� 2 exp
�

�
x2 + y2

2� 2

�
:

2. On consid�ere le changement de variables en coordonn�eespolaires. V�eri�ons
qu'il s'agit d'un C1-di��eomorphisme. On consid�ere la fonction ' d�e�nie sur
� = f (r; � ) 2 R2; r > 0; � � < � < � g :

'
�

r
�

�
=

�
x
y

�
o�u x = r cos�; y = r sin �:

Il est imm�ediat de v�eri�er que ' est une bijection de� dansD = R2n(R� �f 0g),
dont l'inverse a pour expression :

' � 1
�

x
y

�
=

�
r
�

�
o�u r =

p
x2 + y2; � = sgn(y) arccos

�
x=

p
x2 + y2

�
;

avec la convention que sgn(0) = 1. La matrice jacobienne de' existe pour tout
(r; � ) 2 � et ses �el�ements sont des fonctionsC1 de (r; � ) :

r ' (r; � ) =
�

cos� � r sin �
sin � r cos�

�
:

On a �egalement que' � 1 est C1 sur Dn(]0; 1 [�f 0g) de matrice jacobienne
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XIII.3 Variables al�eatoires continues

r ' � 1(x; y) =
�

x=
p

x2 + y2 y=
p

x2 + y2

�j yj=(x2 + y2) x=(x2 + y2)

�
:

La v�eri�cation du caract�ere C1 de ' � 1 sur ]0; 1 [�f 0g se fait par une �etude
directe. Pour x > 0, on a ' � 1(x; 0) = ( x; sgn(0) arccos(1)) = (x; 0) et :

' � 1(x + hx ; 0 + hy) � ' � 1(x; 0)

= (
q

(x + hx )2 + h2
y � x; sgn(hy) arccos

�
(x + hx )=

q
(x + hx )2 + h2

y

�
)

= ( hx ; hy=x) + o(h2
x ; h2

y ):

Ceci implique �a la fois la continuit�e, la di��erentiabili t�e et la continuit�e des
d�eriv�ees partielles de ' � 1 en (x; 0). On a donc v�eri��e que le changement de
variables en coordonn�ees polaires est unC1-di��eomorphisme de D dans � .
Soit g une fonction de R2 dans R, mesurable et born�ee. On remarque que
(X; Y ) 2 D p.s, donc (R; � ) = ' � 1(X; Y ) est bien d�e�ni. On a :

E[g(R; � )] = E[g(
p

X 2 + Y 2; sgn(Y ) arccos(X=
p

X 2 + Y 2)]

=
Z

D
g
� p

x2 + y2; sgn(y) arccos(x=
p

x2 + y2)
�

1
2�� 2 exp

�
�

x2 + y2

2� 2

�
dxdy:

Comme dxdy = jJac[' ](r; � )jdrd� = rdrd� , il vient :

E[g(R; � )] =
Z

�
g(r; � )

1
2�� 2 exp

�
�

r 2

2� 2

�
rdrd�

=
Z

R2
g(r; � )

r
2�� 2 exp

�
�

r 2

2� 2

�
1]0;1 [(r )1]� �;� [(� )drd�:

On en d�eduit que (R; � ) est une v.a.c. de densit�e :

f R;� (r; � ) =
r

2�� 2 exp
�

�
r 2

2� 2

�
1]0;1 [(r )1]� �;� [:

3. Comme f R;� (r; � ) = f R(r )f � (� ) avec f R(r ) =
r

� 2 exp
�

�
r 2

2� 2

�
1]0;1 [(r ) et

f � (� ) =
1

2�
1]� �;� [(� ), on en d�eduit que R et � sont ind�ependants. La loi de �

est la loi uniforme sur [� �; � ] et la loi de R a pour densit�e f R .
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4. L'esp�erance deR vaut :

E[R] =
Z + 1

0
r

r
� 2 exp

�
�

r 2

2� 2

�
dr

=
�
� r exp

�
�

r 2

2� 2

�� + 1

0
+

Z + 1

0
exp

�
�

r 2

2� 2

�
dr = �

r
�
2

:

On a E[R2] = E[X 2 + Y 2] = 2 � 2. La variance de R vaut donc Var(R) =
(2 � �= 2)� 2.

N

Exercice III.16 . 1. La direction � est �a valeurs dans [� �= 2; �= 2[. En supposant
que la rainure de gauche a pour abscisse� d=2 et celle de droited=2, l'aiguille

coupe une rainure sous la conditionjX j >
d
2

�
`
2

cos(� ).

2. Au vu des hypoth�eses, il est naturel de supposer queX et � sont ind�ependantes
et de loi uniforme respectivement sur [� d=2; d=2] et [� �= 2; �= 2]. La probabilit�e
cherch�ee vaut :

P(jX j >
d
2

cos(� ) �
`
2

) =
Z

1fj x j> d
2 � `

2 cos(� )g
1

�d
1[� d=2;d=2]� [� �= 2;�= 2](x; � ) dxd�

= 2
Z �= 2

� �= 2

 Z d
2

d
2 � `

2 cos(� )

1
�d

dx

!

d�

=
2

�d

Z �= 2

� �= 2

`
2

cos� d�

=
2`
�d

:

3. On note Yi le r�esultat du i -�eme lancer : Yi = 1 si l'aiguille coupe la rainure
et 0 sinon. La suite (Yi ; i 2 N� ) forme un sch�ema de Bernoulli de param�etre
p = 2`=�d . D'apr�es la loi faible des grands nombres, la moyenne empirique Nn

n
converge en probabilit�e vers l'esp�erance deY1, c'est-�a-dire vers 2`=�d . En fait
la loi forte des grands nombres assure que cette convergenceest presque sûre.
On a ainsi un moyen exp�erimental de calculer une approximation de 1=� et
donc de� .

4. On veut trouver n tel que P(
�
� Nn

n � 1
�

�
� > 10� 2) � 5%. On d�eduit de l'in�egalit�e

de Tchebychev que

P
� �

�
�
�
Nn

n
�

1
�

�
�
�
� > a

�
�

E
h� Nn

n � 1
�

� 2
i

a2 �
1
� (1 � 1

� )
na2 :

On trouve n = 43 398. Mais la pr�ecision �a 10� 2 sur 1=� correspond �a une
pr�ecision de l'ordre de 10� 1 sur � .
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XIII.3 Variables al�eatoires continues

5. Il n'y a pas de contradiction avec le r�esultat pr�ec�eden t qui quanti�ait le nombre
de lancersn �a e�ectuer pour que dans 95% des r�ealisations de ces lancerson
obtienne une approximation �a 10� 2 de 1=� . Cela n'impose pas que l'approxima-
tion soit syst�ematiquement de l'ordre de 10� 2 ! Avec 355 lancers, la meilleure
approximation de 1=� que l'on puisse obtenir est pr�ecis�ement 113=355, et cette
approximation est de tr�es bonne qualit�e (113=355 est une fraction de la suite
des approximations de 1=� en fractions continues). Le caract�ere arti�ciel de ce
r�esultat apparâ�t si l'on e�ectue un lancer suppl�ementai re : on obtient 113=356
ou 114=356 comme approximation de 1=� , qui sont des approximations �a 10� 3

et 2:10� 3 respectivement. Cette brutale perte de pr�ecision sugg�ere que le choix
de 355 lancers et peut-être même du nombre \al�eatoire" de113 lancers avec
intersection est intentionnel.

N

Exercice III.17 . On note s < t les deux nombres choisis par votre ami etX la
variable al�eatoire de Bernoulli de param�etre 1/2 qui mod�elise le lancer de sa pi�ece :
X = 0 s'il a obtenu face et X = 1 sinon. Le nombre donn�e par votre ami est

Y = s1f X =0 g + t1f X =1 g:

On note G l'�ev�enement f gagner le parig.

1. On mod�elise le lancer de votre pi�ece par une variable ind�ependante de X de
loi de Bernoulli de param�etre p 2 [0; 1], U : U = 0 si vous avez obtenu face et
U = 1 sinon. On a

G = f U = 0 ; Y = sg [ f U = 1 ; Y = tg = f U = 0 ; X = 0g [ f U = 1 ; X = 1g:

En utilisant l'ind�ependance entre X et U, on en d�eduit que la probabilit�e de
gagner estP(G) = (1 � p)=2 + p=2 = 1=2.

2. Par construction X et Z sont ind�ependants. On a

G = f Z � Y; Y = sg [ f Z � Y; Y = tg = f Z � s; X = 0g [ f Z � t; X = 1g:

Il vient, en utilisant l'ind�ependance entre X et Z , et t > s

P(G) =
1
2

[P(Z � s) + P(Z � t)] =
1
2

+
1
2

P(Z 2 [s; t]):

Comme P(Z 2 [s; t]) > 0, on a P(G) > 1=2.

3. On suppose ques et t sont les r�ealisations de variables al�eatoiresS et T ind�e-
pendantes et de même loi de fonction de r�epartitionF . Comme on a suppos�e
que s < t , cela impose ques est la r�ealisation de min(S; T) et t la r�ealisation
de max(S; T). Dans ce cas, le nombre fourni par votre ami est donc
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