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Préface

Ce livre d’exercices et de problemes corrigés s’appuie sur le texte de cours
Introduction aux probabilités et o la statistique. 1l reprend, avec leur correction
détaillée, les exercices et les problemes proposés aux éleves de premiere année a
I’'Ecole Nationale Supérieure des Techniques Avancées depuis 1999. L’accent est
mis sur la modélisation et les applications.

Gardant la structure du texte de cours, les exercices sont regroupés en cha-
pitres, avec en probabilités : les espaces probabilisés I (probabilités discretes, dé-
nombrement, probabilités conditionnelles et indépendance), les variables aléatoires
discretes 1T (loi, loi conditionnelle, espérance), les variables aléatoires continues I11
(loi, loi conditionnelle, espérance, fonction de répartition), les fonctions caracté-
ristiques IV (ou transformée de Fourier), les théoremes limites V (les différentes
convergences, loi forte des grands nombres, théoréme central limite), les vecteurs
gaussiens VI, la simulation VII (qui correspond & un paragraphe dans le livre de
cours) ; et avec en statistique : les estimateurs VIII (estimation paramétrique, esti-
mateur du maximum de vraisemblance, propriétés des estimateurs a horizon fini et
asymptotique, comparaison d’estimateurs, amélioration d’estimateurs par condi-
tionnement par rapport a une statistique exhaustive), les tests IX (tests asympto-
tiques, tests du x? empiriques, tests d’adéquation de loi et tests non paramétriques)
et les intervalles et régions de confiance X. Dans chaque chapitre d’exercices, nous
nous sommes efforcés de présenter des exercices de manipulation qui permettent
d’appréhender les concepts du cours, puis parfois des exercices spécifiques (comme
sur les lois ou probabilités conditionnelles, sur le jeu de pile ou face ou sur le
test du x2), et surtout des exercices de modélisation avec des applications di-
verses dans plusieurs domaines scientifiques (mathématiques, physique, sciences
de 'ingénieur, sciences du vivant, économie...). Citons par exemple : le calcul du
nombre de points fixes d’une permutation 1.9, les notions de sensibilité et de spé-
cificité des tests de dépistage 1.11, I’analyse du jeu “Let’s Make a Deal” 1.14, une



méthode d’optimisation de cout de dépistage I1.18, un calcul (peu efficace) de 7
avec 'aiguille de Buffon II1.16, le calcul de la loi de Maxwell pour la distribution
des vitesses des molécules d’un gaz I11.18, des calculs de limites déterministes par
des méthodes stochastiques V.11 et V.12, le paradoxe de Saint-Petersbourg V.13,
I'analyse des sondages V.14 (voir aussi les problemes XI.10 et XIIL.8), le théoreme
de Weierstrass V.17, un modele de contamination au mercure V.18, la détection
de la contamination dans I’agro-alimentaire VIII.10, la détection d’un vaccin défi-
cient IX.7, 'analyse du nombre de gargons dans les familles & 5 enfants IX.18 (voir
aussi le probleme XII.10), les dés (non-équilibrés) de Weldon I1X.19, I'analyse des
intervalles de confiance d’une fréquence X.3...

Viennent enfin deux chapitres de problemes qui utilisent ’ensemble des concepts
du cours de probabilités (chapitre XI) et du cours de probabilités et de statistique
(chapitre XII). Les problemes ont une forte composante de modélisation et d’ana-
lyse des modeles correspondant & des phénomenes réels. Ils sont révélateurs de la
diversité de l'utilisation actuelle des probabilités et des statistiques. Citons par
exemple : 'analyse des populations biologiques (leur dynamique avec le processus
de Galton-Watson XI.8 et l'estimation de leur taille XII.2), I'analyse génétique
(modele de Hardy-Weinberg XII.1 et modele de mutation de ’ADN XII.13), I’ana-
lyse des temps d’attente (problemes du collectionneur XI.3 et XI.4, paradoxe du
bus XI.5), les modeles en économie (mathématiques financieres XI.12, stratégie op-
timale dans le probleme du mariage XI.14, vente de disques XI.11 et XII.9, taille
des villes XI1.6), la théorie de I'information XI.13, analyse des séries temporelles
XII.12, la théorie des sondages XI.10 et XII.8, des modeles de physique (loi de
Bose-Einstein XI1.9, résistance de céramiques XII.7, chaleur latente XII.5), les mé-
thodes statistiques de comparaison d’échantillons XII.11, XII1.6, XII.3, XII.4... Le
dernier chapitre comprend les corrections détaillées des exercices et des problemes.

Grace a la participation active des éléves et surtout des enseignants, ce fut
un plaisir de rédiger ces exercices et problemes. Je souhaite ainsi remercier : Mo-
hamed Ben Alaya, Hermine Biermé, Antoine Chambaz, Jean-Stéphane Dhersin,
Roland Donat, Anne Dutfoy, Xavier Epiard, Marie-Pierre Etienne, Josselin Gar-
nier, Julien Guyon, Far Hadda, Olivier Hénard, Patrick Hoscheit, Lauris Joubert,
Régis Lebrun, Vincent Lefieux, Jérome Lelong, Eulalia Nualart, Christian Pa-
roissin, Bénédicte Puig, Victor Rivero, Raphaél Roux, Mohamed Sbai, Simone
Scotti, Michel Sortais, Emmanuel Temam et Mathias Winkel. Je souhaite égale-
ment remercier Romain Abraham, Didier Chauveau, Benjamin Jourdain et Ber-
nard Lapeyre pour les nombreuses discussions ainsi que Jean-Philippe Chance-
lier pour son aide précieuse concernant 1'utilisation des logiciels Latex et Scilab
(http://www.scilab.org/). Enfin je remercie les personnels du Cermics, labo-

VIII



ratoire de I'Ecole des Ponts et Chaussées, pour 'ambiance de travail agréable et
stimulante qu’ils ont su créer et développer.

Avec pour la fin, les remerciements & ceux qui m’ont entouré et soutenu tout
au long de la rédaction de cet ouvrage.

Champs-sur-Marne,
Octobre 2011. Jean-Francois Delmas
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Premiere partie

Enoncés






I

Espaces probabilisés

I.1 Dénombrement

Exercice 1.1 (Jeu de cartes).
On tire au hasard deux cartes dans un jeu de 52 cartes.

1. Quelle est la probabilité pour que la couleur des deux cartes soit pique ?

2. Quelle est la probabilité pour que les deux cartes ne soient pas de la méme
couleur (pique, coeur, carreau, trefle) ?

3. Quelle est la probabilité pour que la premiere carte soit un pique et la seconde
un ceeur ?

4. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un coeur ?

5. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un as?

Exercice 1.2 (Jeu de dés).
Le joueur A possede deux dés a six faces, et le joueur B possede un dé a douze
faces. Le joueur qui fait le plus grand score remporte la mise (match nul si égalité).
Calculer la probabilité que A gagne et la probabilité d’avoir un match nul. Le jeu
est-il équilibré ?

A

Exercice 1.3 (Anniversaires simultanés).
On considere une classe de n éleves. On suppose qu’il n’y a pas d’année bissextile.

1. Quelle est la probabilité, p,, pour que deux éleves au moins aient la méme date
d’anniversaire ? Trouver le plus petit entier n; tel que p,, > 0.5. Calculer p3g6.

2. Quelle est la probabilité, ¢,, pour qu’au moins un éleve ait la méme date
d’anniversaire que Socrate ? Calculer g, et g366.



I Espaces probabilisés

Exercice 1.4 (Jeu de pile ou face).

FEugene et Diogene ont I’habitude de se retrouver chaque semaine autour d’un verre
et de décider a pile ou face qui regle 'addition. Eugene se lamente d’avoir payé
les quatre dernieres additions et Diogene, pour faire plaisir & son ami, propose de
modifier exceptionnellement la régle : “Eugéne, tu vas lancer la piece cinq fois et
tu ne paieras que si on observe une suite d’au moins trois piles consécutifs ou d’au
moins trois faces consécutives”. Eugene se félicite d’avoir un si bon ami. A tort ou
a raison ?

A

Exercice 1.5 (Tirage avec remise et sans remise).
Une urne contient r boules rouges et b boules bleues.

1. On tire avec remise p € N* boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait p,
boules rouges et py boules bleues (p, + py = p).

2. On tire sans remise p < r 4+ b boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait
pr boules rouges et p, boules bleues (p, <7, pp < bet p, + pp = p).

3. Calculer, dans les deux cas, les probabilités limites quand r — oo, b — oo et
r/(b+r)— 0 €]0,1].
A

1.2 Formule du crible et applications

Exercice 1.6 (Formule du crible).
Soit Aq,---, A, des évenements.

1. Montrer que P(A; U A2) = P(A1) + P(A2) — P(A; N Ag).

2. Montrer la formule du crible par récurrence.
P (U Ai> => (=Pt YT P4, NN 4. (1.1)
i=1 p=1 1<ip<-<ip<n

3. Inégalités de Bonferroni. Montrer, par récurrence sur n, que pour 1 < m < n,

Z(—l)pﬂ Z P(A;, N---N Ajp)
p=1 1<i1<-<ip<n

est une majoration (resp. minoration) de P(|J;_; A;) lorsque m est impair (resp.
pair).



1.2 Formule du crible et applications

A

Exercice 1.7 (Entente).

Afin de savoir si les éleves travaillent indépendamment ou en groupe, un enseignant
donne m exercices a une classe de n éleves et demande a chaque éleve de choisir k&
exercices parmi les m.

1.

Calculer la probabilité pour que les éleéves aient tous choisi une combinaison
fixée de k exercices.

. Calculer la probabilité pour que tous les éleves aient choisi les kK mémes exer-

cices.

. Calculer la probabilité pour qu’'une combinaison fixée a ’avance, n’ait pas été

choisie.

Calculer la probabilité pour qu’il existe au moins une combinaison de k exer-
cices qui n’ait pas été choisie. (On utilisera la formule du crible (I.1), cf. exercice
1.6)

. AN. Donner les résultats pour n = 20, m = 4, k = 2. Comparer les valeurs

pour les questions 1 et 2 puis 3 et 4. Que peut dire I’enseignant si tous les
éleves ont choisi la méme combinaison de 2 exercices 7

A

Exercice 1.8 (Nombre de Stirling).
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice 1.6). Soit 1 < k <

n.

1. Calculer a I'aide de la formule du crible le nombre de surjections de {1,--- ,n}

2. En déduire {n

dans {1,--- ,k}.

}, le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en k sous-

k

ensembles non vides. Les nombres {Z} sont appelés les nombres de Stirling de

deuxieme espece.

3. Montrer que

-t e oo

Exercice 1.9 (Points fixes d’'une permutation).
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice 1.6).



I

Espaces probabilisés

Pour féter leur réussite a un concours, n étudiants se donnent rendez-vous dans
un chalet. En entrant chaque personne dépose sa veste dans un vestiaire. Au
petit matin, quand les esprits ne sont plus clairs, chacun prend au hasard une
veste. Quelle est la probabilité pour qu’une personne au moins ait sa propre
veste ?

. En déduire le nombre de permutations de {1,...,n} sans point fixe (probleme

formulé par P. R. de Montmort en 1708) !

En s’inspirant de la question 1, calculer la probabilité 7, (k) pour que k per-
sonnes exactement aient leur propre veste.

Calculer la limite 7(k) de m,(k) quand n tend vers 'infini. Vérifier que la
famille (7(k), k € N) détermine une probabilité sur N. Il s’agit en fait de la loi
de Poisson.

A

1.3 Probabilités conditionnelles

Exercice 1.10 (Famille a deux enfants).
On suppose que 'on a autant de chance d’avoir une fille ou un garcon a la naissance
(et qu’il n’y a pas de jumeau). Votre voisin de palier vous dit qu’il a deux enfants.

1.

Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un gargon ?

2. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant que ’ainée est une fille 7
3.
4

. Vous téléphonez & votre voisin. Une fille décroche le téléphone. Vous savez que

Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant qu’il a au moins une fille ?

dans les familles avec un garcon et une fille, la fille décroche le téléphone avec
probabilité p, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

. Vous sonnez & la porte de votre voisin. Une fille ouvre la porte. Sachant que

’ainé(e) ouvre la porte avec probabilité p, et ce indépendamment de la répar-
tition de la famille, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

La question 3 a une variante? (laissée a la sagacité du lecteur) : Quelle est la
probabilité que votre voisin qui a deux enfants, ait un garcon, sachant qu’il a une
fille qui est née un mardi?

A

1. L. Takacs. The problem of coincidences. Arch. Hist. Exact Sci., vol. 21(3), pp. 229-244
(1980).

2. T. Khovanova. Martin Gardner’s Mistake. http://arxiv.org/pdf/1102.0173v1 (2011).



1.3 Probabilités conditionnelles

Exercice 1.11 (Test médical).

Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque test sa sensibilité «, qui
est la probabilité que le test soit positif si le sujet est malade, et sa spécificité 5, qui
est la probabilité que le test soit négatif si le sujet est sain. Sachant qu’en moyenne
il y a un malade sur 1000 personnes, calculer la probabilité pour que vous soyez
un sujet sain alors que votre test est positif, avec o« = 98% et 8 = 97%. Calculer

la probabilité d’étre malade alors que le test est négatif. Commentaire.
A

Exercice 1.12 (Couleur des yeux).

Le gene qui détermine la couleur bleue des yeux est récessif. Pour avoir les yeux
bleus, il faut donc avoir le génotype bb. Les génotypes mm et brm donnent des yeux
marron. On suppose que les parents transmettent indifféremment un de leurs genes
a leurs enfants. La sceur et la femme d’Adrien ont les yeux bleus, mais ses parents
ont les yeux marron.

1. Quelle est la probabilité pour qu’Adrien ait les yeux bleus ?

2. Quelle est la probabilité que le premier enfant d’Adrien ait les yeux bleus
sachant qu’Adrien a les yeux marron ?

3. Quelle est la probabilité pour que le deuxieme enfant d’Adrien ait les yeux
bleus sachant que le premier a les yeux marron ?

4. Comment expliquez-vous la différence des résultats entre les deux dernieres
questions ?

A

Exercice 1.13 (Paradoxe de Bertrand (1889)).
On considere trois cartes : une avec les deux faces rouges, une avec les deux faces
blanches, et une avec une face rouge et une face blanche. On tire une carte au
hasard. On expose une face au hasard. Elle est rouge. Parieriez-vous que la face
cachée est blanche ? Pour vous aider dans votre choix :
1. Déterminer ’espace de probabilité.
2. Calculer la probabilité que la face cachée soit blanche sachant que la face visible
est rouge.
A

Exercice 1.14 (Let’s Make a Deal).
Le probleme qui suit est inspiré du jeu télévisé américain “Let’s Make a Deal”
(1963-1977) présenté par Monty Hall3. On considere trois portes : A, B et C.

3. Wikipedia : http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.



I Espaces probabilisés

Derriere I'une d’entre elles se trouve un cadeau et rien derriere les deux autres.
Vous choisissez au hasard une des trois portes sans 'ouvrir, par exemple la porte A.
A ce moment-la, le présentateur, qui sait derriere quelle porte se trouve le cadeau,
ouvre une porte parmi les deux B et C, derriere laquelle il n’y a évidemment rien.
On vous propose alors de changer ou non de porte, le but étant d’ouvrir la porte
qui cache le cadeau afin de gagner. L’objectif de cet exercice est de déterminer
votre meilleure stratégie.

1. On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
au hasard entre les deux autres portes. Calculer la probabilité pour que le
cadeau soit derriere la porte B sachant que le présentateur ouvre la porte C.
Que faites-vous ?

2. On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
systématiquement la porte B. Que faites-vous si le présentateur ouvre la porte
B (respectivement C)?

3. Montrer que quelle que soit la valeur de la probabilité pour que le présentateur
ouvre la porte B (respectivement C') sachant que le cadeau est derriere la porte
A, vous avez intérét a changer de porte. En déduire que la meilleure stratégie
consiste a changer systématiquement de porte.

4. Une fois que le présentateur a ouvert une porte, et quel que soit le mécanisme
de son choix, vous tirez a pile ou face pour choisir si vous changez ou non
de porte. Quelle est votre probabilité de gagner le cadeau? Vérifier que cette
stratégie est moins bonne que la précédente.

A



I1

Variables aléatoires discretes

I1.1 Exercices de manipulation

Exercice I1.1 (Lois discretes usuelles).
Calculer les fonctions génératrices des lois usuelles : Bernoulli, binomiale, géomé-
trique et Poisson. En déduire leur moyenne et leur variance.

A

Exercice I1.2 (Loi de Poisson).
Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre § > 0 : P(X = k) =

k
o9 ke N.

€ H,

1
1. Vérifier que est une variable aléatoire intégrable. Calculer E [—]

1+X 1+ X
1

1+X)2+X)

2. Calculer E [ } et en déduire E [ 1 ]

24+ X

Exercice I1.3 (Ivresse).
Un gardien de nuit doit ouvrir une porte dans le noir, avec n clefs dont une seule
est la bonne. On note X le nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef.

1. On suppose que le gardien essaie les clefs une a une sans utiliser deux fois la
meéme. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Lorsque le gardien est ivre, il mélange toutes les clefs a chaque tentative. Donner
la loi de X, son espérance et sa variance.

3. Le gardien est ivre un jour sur trois. Sachant qu’un jour n tentatives ont été

nécessaires pour ouvrir la porte, quelle est la probabilité que le gardien ait été
ivre ce jour la? Calculer la limite quand n tend vers I'infini.



II Variables aléatoires discretes

Exercice I1.4 (Jeu de dés).

On jette 5 dés. Apres le premier lancer, on reprend et on lance les dés qui n’ont
pas donné de six, jusqu’a ce qu’on obtienne 5 six. Soit X le nombre de lancers
nécessaires.

1.
2.

3.

Calculer P(X < k) pour k € N.

Soit Y une variable & valeurs dans N. Montrer que

E[Y] = ip(y > k).
k=1

Combien de lancers sont nécessaires en moyenne pour obtenir les 5 six 7

Exercice I1.5 (Mélange de lois discretes).

Soit des variables aléatoires indépendantes X, de loi de Bernoulli de parametre
p €]0,1[, Y de loi géométrique de parametre a €]0,1[ et Z de loi de Poisson de
parametre 6 > 0.

1.
2.

Donner les fonctions génératrices de Y et Z.

Soit U la variable aléatoire égale a 0 si X = 0, égale a Y si X = 1. Calculer la
fonction génératrice de U, en déduire E[U] et E[U?].
Soit V' la variable aléatoire égale a Y si X = 0, égale a Z si X = 1. Calculer la
fonction génératrice de V, en déduire E[V] et E[V?].

AN

Exercice I1.6 (Questionnaire a choix multiples).

On pose 20 questions & un candidat. Pour chaque question k réponses sont propo-
sées dont une seule est la bonne. Le candidat choisit au hasard une des réponses
proposées.

1.

10

On lui attribue un point par bonne réponse. Soit X le nombre de points obtenus.
Quelle est 1la loi de X 7

. Lorsque le candidat donne une mauvaise réponse, il peut choisir a nouveau une

des autres réponses proposées. On lui attribue alors % point par bonne réponse.
Soit Y le nombre de % points obtenus lors de ces seconds choix. Quelle est la
loi de Y7

Soit S le nombre total de points obtenus. Déterminer k£ pour que le candidat
obtienne en moyenne une note de 5 sur 20.



11.2 Jeu de pile ou face

A

Exercice I1.7 (Deux urnes).

On considere deux urnes contenant chacune R boules rouges et B boules bleues.

On note X le nombre de fois ou en retirant une boule de chacune des deux urnes,

elles n’ont pas la méme couleur. Les tirages sont sans remise.

1. Calculer la probabilité pour que lors du i-eme tirage, les deux boules n’aient
pas la méme couleur. En déduire E[X].

2. Calculer la loi de X. Est-il facile de calculer E[X] & partir de la loi de X 7

A

Exercice I1.8 (Urne).
Une urne contient IV boules numérotées de 1 & N. On tire n boules une a une avec
remise. Soit X et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus.

1. Calculer P(X > x) pour tout « € {1,--- , N}. En déduire la loi de X.
2. Donner la loi de Y.
3. Calculer P (X > z,Y < y) pour tout (z,y) € {0,--- , N}2. En déduire la loi du
couple (X,Y).
A

Exercice I1.9 (Dé a 11 faces).

On désire répondre a la question suivante : Peut-on reproduire le résultat d’un

lancer d’'un dé équilibré & onze faces, numérotées de 2 a 12, comme la somme d’un

lancer de deux dés a six faces, numérotées de 1 a 6, éventuellement différemment

biaisés ?

1. Soit X de loi uniforme sur {2,...,12}. Vérifier que la fonction génératrice de
X est un polynome. Quelles sont ses racines réelles ?

2. Etudier les racines de la fonction génératrice associée a la somme d’un lancer
de deux dés a six faces. Conclure.

A

11.2 Jeu de pile ou face

Exercice I1.10 (Egalité de pile).
Deux joueurs lancent une piece de monnaie parfaitement équilibrée n fois chacun.

Calculer la probabilité qu’ils obtiennent le méme nombre de fois pile.
A

11



II Variables aléatoires discretes

Exercice I1.11 (Les boites d’allumettes de Banach).
Ce probleme . est di & H. Steinhaus (1887-1972) qui le dédia & S. Banach (1892-
1945), lui aussi grand fumeur.

Un fumeur a dans chacune de ses deux poches une boite d’allumettes qui
contient initialement N allumettes. A chaque fois qu’il veut fumer une cigarette,
il choisit au hasard une de ses deux poches et prend une allumette dans la boite
qui s’y trouve.

1. Lorsqu’il ne trouve plus d’allumette dans la boite qu’il a choisie, quelle est la
probabilité pour qu’il reste k£ allumettes dans I’autre boite ?

2. Le fumeur cherche alors une allumette dans son autre poche. Quelle est la
probabilité pour que I'autre boite soit vide, ce qui suffit & gacher la journée?
Application numérique : N = 20 (la boite plate), N = 40 (la petite boite).

A

Exercice I1.12 (Loi binomiale négative).

On considere un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,n € N*) sont
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[: P(X,, =1) =p
et P(X, = 0) = 1 —p. On note T} linstant du k-ieme succes : 71 = inf{n >
1; X, =1} et pour k > 2,

T, =inf{n>Tp 1+ 1; X, =1}.

1. Montrer que 17 et T5 — 17 sont indépendants.

2. On pose Ty = 0. Montrer que 71 —T1g, To—T1, - - -, Tip+1— T}, sont indépendantes
et de méme loi.

3. Calculer E[T}] et Var(T}).

4. Déterminer P(T}, = n) directement. Donner la fonction génératrice de T. La
loi de T}, est appelée loi binomiale négative de parametre (k,p).

On posséde une seconde piece de parametre p €]0,1[. On note 7 linstant du
premier succes de la seconde piece. On décide de jouer avec la premiere piece
jusqu’au 7-ieme succes (c’est-a-dire T7).

5. Déterminer la loi de T a I'aide des fonctions génératrices. Reconnaitre la loi
de T,.

6. Retrouver ce résultat a ’aide d’un raisonnement probabiliste sur les premiers
temps de succes.

A

1. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications, vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).

12



I1.3 Lois conditionnelles

Exercice I1.13 (Temps d’apparition d’une séquence).

On considére un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont

indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ : P(X,, =1) =p

et P(X,, =0) =1 — p. On considere le premier temps d’apparition de la séquence

10 : T =inf{n > 2; X,,_1 = 1, X,, = 0}, avec la convention inf () = 4o0.

1. Montrer que P(T' < +00) = 1.

2. Calculer la loi de T, et montrer que 1" a méme loi que U +V ou U et V sont des
variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre respectif p
et 1 —p.

3. Trouver la fonction génératrice de T

4. Calculer la moyenne et la variance de T

Exercice I1.14 (Loi de Poisson).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1[, P(X,, = 1) = p et P(X,, =0) = 1 — p, et N une variable
aléatoire a valeurs dans N indépendante de (X,,n > 1). On pose S =0si N =0
et § = Zivzl X}, sinon. On désire déterminer les lois de N telles que les variables
S et N — S soient indépendantes. On note ¢ la fonction génératrice de .

1. On suppose que la loi de N est la loi de Poisson de parametre § > 0 : P(N =
n

n)=— e~% pour n € N. Déterminer la loi de (S, N — S). Reconnaitre la loi de
n

S. Vérifier que S et N — S sont indépendants.

On suppose que S et N — S sont indépendants.

2. Montrer que pour tout z € [—1,1], ¢(z) = ¢((1 — p) + pz)dp(p+ (1 — p)z). On
pose h(z) = ¢/'(2)/é(z), pour z €]0, 1[. Montrer que h(z) = ph((1 — p) + pz) +
(1=p)h(p+ (1 —p)2).

3. On suppose p = 1/2. Vérifier que h(z) = h((1 + 2)/2). En déduire que h(z) =

lim A(r), puis que soit N = 0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.
r—1-

4. On suppose p €]0,1/2[. Montrer, en s’inspirant de la question précédente, que
soit N = 0 p.s., soit IV suit une loi de Poisson.

A

I1.3 Lois conditionnelles

Exercice I1.15 (Loi de Bernoulli).
Soit (X1, ..., X, ) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €0, 1[. On note S, = > | X;.

13



II Variables aléatoires discretes

1. Calculer la loi de (X1,...,X,) conditionnellement a S,,.
2. Calculer la loi de X; conditionnellement & S,, (pour n > 7).
3. Les variables X et X5 sont-elles indépendantes conditionnellement a S, (pour
n>2)7
A

Exercice I1.16 (Loi de Poisson).
Soit X1, X5 des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametres
respectifs 01 > 0 et 65 > 0.

1. Calculer la loi de X7 + X5.
2. Calculer la loi de X7 sachant X7 + X5. Reconnaitre cette loi.
3. Calculer E[X;|X; + Xa].

Exercice I1.17 (Somme de variables aléatoires géométriques).

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de méme

parametre p €0, 1].

1. Calculer les fonctions génératrices de X et de Y, en déduire celle de S = X +Y.
Calculer P(S = n) pour n € N.

2. Déterminer la loi de X sachant S. En déduire E[X|S].
3. Vérifier la formule E [E[X|S]] = E[X].

I1.4 Modélisation

Exercice I1.18 (Optimisation de coits).

Le cotit de dépistage de la maladie M a ’aide d’un test sanguin est c. La probabilité
qu’une personne soit atteinte de la maladie M est p. Chaque personne est malade
indépendamment des autres. Pour effectuer un dépistage parmi N personnes, on
propose les deux stratégies suivantes :

Stratégie 1 : Un test par personne.

Stratégie 2 : On suppose que N/n est entier et on regroupe les N personnes
en N/n groupes de n personnes. Par groupe, on mélange les prélevements
sanguins des n personnes et on effectue le test. Si on détecte la maladie M
dans le mélange, alors on refait un test sanguin pour chacune des n personnes.

14



1I.4 Modélisation

Calculer le coit de la stratégie 1, puis le colit moyen de la stratégie 2. On
supposera np < 1, et on montrera que n =~ p_l/ 2 est une taille qui minimise
correctement le cout moyen de la stratégie 2. Quelle stratégie choisissez-vous ?
Illustrer vos conclusions pour le cas ou p = 1%.

Cette démarche a été utilisée initialement par R. Dorfman 2, durant la Seconde
Guerre mondiale, dans un programme commun avec I’United States Public Health
Service et le Selective Service System, afin de réformer les futurs appelés du contin-
gent ayant la syphilis (taux de syphilis en Amérique du nord : de lordre de 1%
a 2% dans les années 1940 et de l'ordre de 5 & 20 pour 100 000 en 1990). De
nombreuses généralisations ont ensuite été étudiées.

A

Exercice I1.19 (Temps de panne).

On désire modéliser la loi du temps d’attente d’une panne de machine a 'aide
d’une loi sans mémoire : la probabilité pour que la machine tombe en panne aprées
la date k 4+ n sachant qu’elle fonctionne a I'instant n est indépendante de n. Plus
précisément, on dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N est de loi sans
mémoire si P(X > k + n|X > n) est indépendant de n € N pour tout k£ € N.

1. Montrer que la loi géométrique de parametre p est sans mémoire.

2. Caractériser toutes les lois sans mémoire des variables aléatoires X & valeurs
dans N*. On pourra calculer P(X > 1+ n) en fonction de P(X > 1).

3. Caractériser toutes les lois sans mémoire des variables aléatoires X a valeurs
dans N.

A

Exercice I1.20 (Médailles).

La France a eu 38 médailles dont 13 d’or aux jeux olympiques de Sydney en 2000,
sur 928 médailles dont 301 d’or. On estime la population & 6 milliards dont 60
millions en France. Peut-on dire que les sportifs de haut niveau sont uniformément

répartis dans la population mondiale ?
A

Exercice I1.21 (Suites typiques).

On ¢’intéresse aux nombres de suites typiques contenant des 0 ou des 1. Plus
précisément, on considere {2, 'ensemble des suites w = (wy,...,w,) € {0,1}"
muni de la probabilité P({w}) = p>i=1¥ig"~2i=1“ On définit le sous-ensemble

2. R. Dorfman. The detection of defective numbers of large populations. Ann. Math. Statist.
vol. 14, pp. 436-440 (1943).
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II Variables aléatoires discretes

de {2 des suites typiques de longueur n par :

%iz:;wz‘—p‘ §5n},

ou lim;, ;00 0, = 0 et limy, o /16, = +00. Le but de I'exercice est de montrer que
I’ensemble C), est de probabilité proche de 1 et d’estimer son cardinal (qui peut
étre significativement plus petit que celui de (2, qui vaut 2™).

C, = {we 2n;

1. Soit « €]0,1[. Montrer, a I'aide de I'inégalité de Tchebychev que pour n assez
grand, on a P(C),) > 1 — a.

On définit 'entropie de la loi de Bernoulli de parametre p par H, = —plog(p) —
(1 —p)log(l—p).
2. Pour quelle valeur de p I’entropie est-elle maximale ?

3. Montrer que pour n assez grand, on a pour tout w € C,, :

T Hptn) < P({w}) < e WHr=Fn/2) < omn(Hp=Fn)

avec 0 < 3, = ¢,0y, la constante ¢, dépendant seulement de p.

4. Montrer que pour tout n assez grand, on a :

" Hr=bn) < Card (Cy,) < eUHrthn),

5. Quel résultat obtenez-vous sip=1/2,sip~0oup~17

Certaines techniques de compression consistent & trouver les suites typiques pour
une longueur n fixée, et a les coder par des séquences courtes (d’ot la compression).
La contrepartie est que les suites non-typiques sont codées par des séquences plus
longues. Comme les suites non-typiques sont tres rares, elles apparaissent peu
souvent et donc la compression est peu dégradée par les suites non-typiques. La
compression est d’autant plus importante que ’ensemble des suites typiques est
petit. Dans le cas de séquences aléatoires traitées dans cet exercice, cela correspond

aux cas p~0oup~1.
A

Exercice I1.22 (Renouvellement).

On souhaite modéliser des phénomeénes qui se répetent a des intervalles de temps
aléatoires indépendants et identiquement distribués (théorie des processus de re-
nouvellement). On ne peut pas prédire la date ou ces phénomenes vont se produire
mais on peut estimer la probabilité que ces phénomenes se produisent & un instant
n donné, pour n € N,

16



1I.4 Modélisation

P(le phénomene se produit a 'instant n) = vy,

L’objectif de cet exercice est d’utiliser les fonctions génératrices pour calculer ces
probabilités en fonction des lois des intervalles de temps aléatoires, puis, d’en
déduire les lois des intervalles de temps quand les probabilités v,, sont stationnaires,
i.e. indépendantes de n.

On note T,, 'instant de n-ieme occurrence du phénomene considéré. On pose
X1 =11, et pourn > 2, X,, =T, —T,_1, l'intervalle de temps ou le temps écoulé
entre la n-ieme et la (n — 1)-iéme occurrence du phénomene. On suppose que les
variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes, que X est a valeurs dans N
et que les variables aléatoires (X,,,n > 2) sont identiquement distribuées a valeurs
dans N*. La loi de X7 est a priori différente de celle de X5 car le choix du temps
a partir duquel on commence a compter les occurrences est arbitraire.

Pour k € N, on pose by = P(X; = k) et pour s € [-1,1], B(s) = 372, bs* la
fonction génératrice de X;. Pour k € N, on pose fi, = P(X2 = k) (avec fo =0) et
pour s € [—1,1], F(s) =3 72, fs* la fonction génératrice de Xo.

On définit ug = 1 et, pour j > 1,

k
uj:IP’<ZXi:jp0urunk‘6{2,...,j+1}>.

i=2
Pour s €] — 1,1], on pose U(s) = > o7, s"uy, ainsi que V(s) =Y 7 v,s".
1. Vérifier que les fonctions U et V' sont bien définies pour s €] — 1,1].
2. Montrer que v, = byug + bp—1u1 + bp—2u2 + - -+ + bouy,. En déduire que pour
s€]—1,1[, on a V(s) = B(s)U(s).
3. Montrer que u, = fiun—1 + foup—2 + -+ + frug. En déduire que

B(s)

V) = T

pour s €] — 1,1]. (IL.1)
On suppose que les probabilités v, sont stationnaires et non triviales, i.e. il existe
p €]0,1[ et v, = p pour tout n > 0.

4. Calculer V. Calculer by. Montrer, en calculant les dérivées successives de F' en

bp—1—b

fonction de celles de B, que f, = " pour tout n > 1.

5. On suppose de plus que le choix arbitraire du temps & partir duquel on com-
mence a compter les occurrences ne change pas le processus des occurrences :
plus précisément s’il n’y a pas d’occurrence a l'instant initial, alors le temps
de la premiere occurrence a méme loi que Xs. Autrement dit, on suppose que
la loi de X sachant {X; > 0} est la loi de X5. Montrer alors que X» suit la
loi géométrique de parametre p, i.e. f, = p(1 —p)" ! pour n > 1, et que X; a
méme loi que Xo — 1.

17



II Variables aléatoires discretes

Ce modele simple permet, par exemple, de rendre compte des temps d’arrivées
des particules a & un compteur Geiger : les probabilités d’observer ’arrivée d’une
particule o au compteur Geiger ne varie pas avec le temps d’observation (régime
stationnaire), et le choix du début des mesures ne change pas la loi d’attente de la
premiere mesure. Avec une discrétisation réguliere du temps, on peut modéliser les
intervalles de temps entre deux arrivées de particules a par des variables aléatoires

indépendantes de loi géométrique.
A

18



II1

Variables aléatoires continues

II1.1 Calculs de probabilités ou d’espérance

Exercice III.1 (Loi de Rayleigh).
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = re /2 103

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire continue dont la loi a pour densité f. Montrer
que Y = X? est une variable aléatoire continue, dont on précisera la densité.
Reconnaitre la loi de Y.

3. Calculer I'espérance et la variance de Y

La densité f correspond a la loi de Rayleigh.

Exercice I11.2 (Galette des rois).

On considere une galette des rois circulaire de rayon R, une féve de rayon r cachée
dans la galette (R > 2r > 0). Calculer la probabilité de toucher la feve quand
on donne le premier coup de couteau dans la galette. (On suppose que le coup
de couteau correspond a un rayon de la galette.) Donner un équivalent de cette

probabilité pour r petit.
A

Exercice I11.3 (La cerise sur le gateau).
On considere un géteau circulaire avec une cerise sur le bord. On découpe le gateau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

1. Avec quelle probabilité la part contenant la cerise est-elle plus petite que la
part ne contenant pas la cerise 7

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise ?



III Variables aléatoires continues

Exercice I11.4 (Couper un baton).

On considere un baton sur lequel on trace au hasard deux marques. On découpe
le baton suivant les deux marques. Quelle est la probabilité pour que 'on puisse
faire un triangle avec les trois morceaux ainsi obtenus? A

Exercice II1.5 (Somme de variables aléatoires exponentielles).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
de parametre respectif A, > 0. Montrer que les trois conditions suivantes sont
équivalentes.

LY s A< oo
2. | [ZHZIXH] < o0.
3. P (Sa1 Xn < oo) > 0.

Pour 3 = 1, on pourra considérer E[e™ 2inz1 Xn],

IT11.2 Calculs de loi

Exercice II1.6 (Loi exponentielle symétrique).

Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle A > 0 et € une variable aléatoire
discrete indépendante de Y et telle que P(e = 1) = P(¢ = —1) = 1/2. Montrer que
la loi de la variable aléatoire Z = €Y posseéde une densité et la calculer. Cette loi
est appelée loi exponentielle symétrique. A

Exercice I11.7 (Lois gamma).
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respective I'(\,a) et
I'(\,b) avec a,b, A €]0, c0].

X
1. Calculer la loi du couple (X +Y,

’X+Y)'

X
2. Montrer que X +Y et X1V sont indépendantes et identifier leur loi.

Exercice II1.8 (Loi de Cauchy).
Soit X une variable aléatoire de Cauchy.
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II1.2 Calculs de loi

1. Déterminer la loi de 1/X.

2. Montrer que si Y et Z sont deux variables gaussiennes centrées réduites indé-
pendantes, alors Y/Z suit une loi de Cauchy.

3. Retrouver ainsi le résultat de la question 1.

A
Exercice IIL.9 (Loi du x?).
Soit X1, Xy des variables aléatoires indépendantes de loi N (0, 1).
1. Montrer que X7 suit la loi x2(1).
2. Montrer que X7 + X3 suit la loi x?(2).
A

Exercice I11.10 (Loi du min et du max).

Soit n > 2 et Xq,...,X,, une suite de n variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. On note Y = minj<;<, X; et Z = maxj<;<p Xj.

1. Calculer la loi de (Y, Z).

En déduire la loi de Y et la loi de Z. Reconnaitre ces deux lois.

Calculer E[Y'|Z].

Calculer E[g(Y/Z)|Z], pour une fonction g mesurable bornée. En déduire puis
reconnaitre la loi de Y/Z conditionnellement a Z. Retrouver le résultat de la
question 3.

5. Montrer que (1 — Z,1 —Y) a méme loi que (Y, Z).

6. En déduire que (1 — Z)/(1 —Y) est indépendant de Y.

Ll S

Exercice I11.11 (Lois conditionnelles).
Soit Y une variable aléatoire de loi I'(1,1/2) de densité :

1 _
fy(y) = \/—w—ye Y Liy>0}-

On suppose que la loi conditionnelle de X sachant Y est une loi gaussienne
1
N0, — ).
(037
1. Calculer la loi du couple (X,Y).
2. Calculer et reconnaitre la loi conditionnelle de Y sachant X.

3. Calculer E[Y]X].
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III Variables aléatoires continues

IT1.3 Modélisation

Exercice I11.12 (Durée de vie).

La durée de vie, exprimée en années, d’un circuit électronique est une variable aléa-
. . ) . e 2

toire T dont la fonction de répartition F' est définie par : F(t) = (1—e™* /2)1{1&20}-

1. Donner la densité de probabilité f de T'. Calculer E[T7.

2. Sachant que le circuit a déja fonctionné durant 1 an, quelle est la probabilité
qu’il continue a fonctionner encore durant au moins 2 ans ? La loi est-elle sans
mémoire ?

Un équipement électronique E est composé de 10 circuits identiques et indépen-
dants. Au circuit ¢ (1 <14 < 10) est associée la variable aléatoire X;, avec X; = 1
si la durée de vie du circuit ¢ est inférieure & un an et X; = 0 sinon.

3. Quelle est la loi du nombre, IV, de circuits de E dont la durée de vie est inférieure
alan?

4. L’équipement E est dit en série si la défaillance de 'un de ses circuits entraine
sa défaillance. Quelle est alors la probabilité qu’il soit défaillant avant 1 an?

5. L’équipement E est dit en parallele si sa défaillance ne peut se produire que
si tous ses circuits sont défaillants. Quelle est alors la probabilité qu’il soit
défaillant avant 1 an?

A

Exercice I11.13 (Stockage).

On utilise des futs pour stocker un déchet toxique liquide. On suppose que sur la
tres longue période de stockage les futs se dégradent. En particulier, par corrosion
des perforations aléatoires apparaissent sur les fits. Le liquide toxique s’écoule
alors par ces perforations.

On considére n fats de hauteur h et on suppose que le nombre de perfora-
tions par fut suit une loi de Poisson de parametre 6 et que ces perforations sont
uniformément réparties sur la hauteur du fut.

On s’intéresse a un seul fit.

1. On note Z la variable aléatoire correspondant a la hauteur de la perforation la
plus basse sur le coté du fat et N la variable aléatoire donnant le nombre de
perforations sur ce fut. Donner la loi de Z conditionnellement a V.

2. Quel pourcentage de liquide peut-on espérer conserver connaissant le nombre
de perforations du fut ?

On considere 'ensemble des n fits, avec n grand.
3. Quel pourcentage du liquide toxique peut-on espérer conserver ?
Application numérique : § = 5.
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II1.3 Modélisation

A

Exercice I11.14 (Le paradoxe de Bertrand).
Le paradoxe de Bertrand ! est un exemple classique ? qui met en évidence la diffi-
culté d’étendre la formule classique des probabilités uniformes :

nombre de résultats favorables

Probabilité d’un évéenement = . -
nombre de résultats possibles

aux espaces d’états non dénombrables.

On choisit au hasard une corde sur un cercle de rayon r et de centre O. On
note L sa longueur. Pour les trois choix ci-dessous de la corde, donner la loi de L,
son espérance, sa variance et p = P(L > \/gr) la probabilité pour que la corde soit
plus longue que le coté du triangle équilatéral inscrit (i.e. la distance de la corde
au centre du cercle est inférieure a r/2).

1. On se donne un rayon au hasard et un point J uniformément sur le rayon. La
corde choisie est perpendiculaire au rayon et passe par J.

2. On choisit la corde AB ou A et B sont choisis indépendamment et uniformé-
ment sur le cercle. On pourra faire intervenir ’angle au centre AOB et montrer
qu’il est de loi uniforme sur [0, 27].

3. On choisit le milieu de la corde, I, uniformément dans le disque : les coordonnées

(X,Y) de I suivent la loi uniforme sur le disque de densité ml{xzﬂ/z <r2}-

Quelle est votre conclusion ?

A

Exercice I11.15 (GPS et loi de Rayleigh).

Les véhicules spatiaux désirant s’arrimer & la Station Spatiale Internationale (ISS)
s’appuient sur le systeme de guidage GPS (Global Positioning system) pour la
phase d’approche de la station. Cependant, a faible distance de I'ISS, les signaux
émis par la constellation de satellites qui constituent le systeme GPS sont fortement
perturbés par les phénomenes de réflexions multiples sur la structure métallique
de la station. L’onde électromagnétique recue par le récepteur GPS du véhicule
spatial se présente donc comme la superposition de deux ondes en quadrature
dont les amplitudes X et Y sont des variables aléatoires de loi gaussienne N(0, 0?)
supposées indépendantes (pour des raisons d’isotropie). L’étude de l’amplitude

1. Joseph Bertrand, mathématicien francais (1822-1900).
2. H. Poincaré. Calcul des probabilités. Gauthier-Villars (1912).
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III Variables aléatoires continues

R = v/ X2 4+ Y?2 del’onde recue est de premiere importance pour assurer un guidage
fiable du vaisseau lors de la manceuvre d’arrimage 3.

1. Quelle est la loi du couple (X,Y)?

2. En faisant le changement de variable X = Rcos®,Y = Rsin©, donner la loi
du couple (R, O).

3. Montrer que R et © sont indépendants. Reconnaitre la loi de ©. Donner la
densité de la loi de R. Cette loi est appelée loi de Rayleigh.

4. Calculer 'espérance et la variance de R.

Exercice I11.16 (L’aiguille de Buffon (1777)).

On lance des aiguilles de longueur ¢ sur un parquet dont les lames sont paralleles,
toutes identiques et de largeur d > £. Les lancers sont indépendants et s’effectuent
tous dans les mémes conditions. On parametre la position d’une aiguille par rapport
aux lames de parquet par ’abscisse de son milieu, X, et sa direction, donnée par
I’angle 8, qu’elle fait par rapport a une droite orthogonale a la direction des lames.

1. Traduire le fait qu’une aiguille coupe une rainure du parquet a ’aide des va-
riables X et 6.

2. Proposer un modele pour la loi de (X, #). Calculer la probabilité pour quune
aiguille coupe une rainure du parquet.

3. On effectue n lancers et on note N, le nombre d’aiguilles coupant une rainure

N,
du parquet. Que vaut lim —~?
n—oo mn

4. On suppose que 2¢ = d. Trouver n pour que la précision sur 1/7 soit de 1072
avec une probabilité d’au moins 95%.

5. On effectue 355 lancers avec 2¢ = d, et on obtient 113 intersections. On a ainsi
une approximation de 1/ & 3.10~7. Ce résultat est-il en contradiction avec le
résultat de la question précédente ? Que devient la précision de 'approximation
avec un lancer de plus?

A

Exercice I11.17 (Devinette).
Votre ami choisit deux nombres positifs sans vous faire part de la maniére dont il
les choisit. Apres avoir lancé une piece équilibrée, il vous donne le plus petit s’il

3. D. E. Gaylor, R. Glenn Lightsey and K. W. Key. Effects of Multipath and Signal Blockage
on GPS Navigation in the Vicinity of the International Space Station (ISS). ION GPS/GNSS
Portland, OR (2003).
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II1.3 Modélisation

a obtenu face et le plus grand sinon. Vous devez parier s’il vous a donné le plus
petit ou le plus grand. Votre objectif est de maximiser votre probabilité de gagner
votre pari.

1. Vous lancez une piece équilibrée ou non. Si vous obtenez face, vous pariez qu’il
vous a donné le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand.
Quelle est la probabilité de gagner votre pari?

2. Vous simulez une variable aléatoire positive continue Z ayant pour support
R* (i.e. P(Z € O) > 0 pour tout ouvert O non vide de RT). Si le nombre
donné par votre ami est plus petit que Z, alors vous pariez qu’il vous a donné
le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand. Quelle est la
probabilité de gagner votre pari?

3. On suppose que les deux nombres de votre ami, ont été obtenus par simulation
suivant une loi (continue de densité strictement positive sur ]0, co[) donnée et
connue de vous. Déterminer votre stratégie optimale (i.e. la loi de Z que l'on
ne suppose plus continue). Quelle est alors la probabilité de gagner votre pari?

A

Exercice I11.18 (loi de Maxwell).
On désire déterminer la distribution des vitesses des molécules d’un gaz monoato-
mique parfait a 'équilibre (loi de Maxwell (1859)).

1. Soit (X,Y,Z), un vecteur aléatoire continu & valeurs dans R? dont la loi est
invariante par rotation autour de l'origine et dont les composantes X, Y, Z
sont indépendantes. Caractériser 4 les lois marginales de X, Y et Z dans le cas
ott les densités des lois marginales sont des fonctions de classe C'*.

2. On représente la vitesse d’une molécule d’un gaz monoatomique parfait a I’équi-
libre dans un repere orthonormal par un vecteur aléatoire V = (Vi, Vo, V3). Le
choix du repéere étant arbitraire, il est naturel de supposer que la loi de V est
invariante par rotation. Il est de plus naturel de supposer que les coordonnées
de V sont indépendantes. Si on suppose de plus que la loi de V' possede une
densité dérivable, on en déduit que le vecteur V vérifie les propriétés de la
question 1. Déterminer la densité de probabilité de la vitesse d’une molécule,
sachant que ’énergie cinétique moyenne d’un atome du gaz de masse m est
%kT ou k est la constante de Boltzmann et 7' la température du gaz. (Pour des
molécules & plusieurs atomes, 1’énergie cinétique moyenne tient compte d’effets
complexes comme la rotation, les oscillations... La loi de Maxwell n’est plus
vérifiée dans ces cas.)

4. En fait, on peut, en utilisant les fonctions caractéristiques, caractériser toutes les lois des
vecteurs aléatoires qui sont invariantes par rotation autour de ’origine et dont les coordonnées
sont indépendantes, voir ’exercice IV.6. Hormis la variable nulle, on ne trouve pas d’autres lois
que celles obtenues sous les hypotheses de cet exercice.
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III Variables aléatoires continues

3. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi
respective I'(\,a) et I'(\,b), alors la loi de X + Y est une loi gamma dont on
précisera les parametres.

4. Calculer laloi de V2. En déduire laloi de |V|* et laloi de [V | = /VZ + V2 + V2
dite loi de Maxwell.
A

Exercice I11.19 (Formule de duplication de la fonction I7).
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respective I'(\, a) et
'\ a+ %) avec a > 0 et A > 0. On rappelle que la densité de la loi I'(\,a) est

x Azl A Lizsop ot I'(a) = [Ca% e ™ du.

I'(a)
1. Déterminer la loi de (vVXY,VY).
2. Calculer la loi de v/ XY. On pourra utiliser I’égalité suivante :

X y2au? T
/ R \/_e—2Au'
0

2V A

3. Reconnaitre la loi de v XY (identité en loi due & S. Wilks®). En déduire, en

utilisant 1'(1/2) = /7, la formule de duplication de la fonction I" : I'(2a) =
sat1 D@+ 1)
ra/z2

5. S. Wilks. Certain generalizations in the analysis of variance. Biometrika, vol. 24, pp.471-494
(1932).
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IV

Fonctions caractéristiques

IV.1 Calculs de loi

Exercice IV.1 (Stabilité de la loi gamma par addition).
Propriétés des lois gamma.

1. Soit X7, X5 deux variables aléatoires indépendantes et de loi gamma de pa-
rametres respectifs (A, a1) et (A, ag). (Le parametre A est identique.) Montrer
que la loi de X + X7 est une loi gamma de parametre (A, a; + ).

2. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi ex-
ponentielle de parametre A > 0. Donner la loi de la moyenne empirique
Xn = % >im Xi-

A

Exercice IV.2 (Loi exponentielle symétrique et loi de Cauchy).
Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0 et £ une
variable aléatoire indépendante de Y et telle que P(e = 1) =P(e = —1) = 1/2.

1. Calculer la densité et la fonction caractéristique de Z = €Y. La loi de Z est
appelée loi exponentielle symétrique.

2. En déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy.

Exercice IV.3 (Matrice aléatoire).
Le but de cet exercice est le calcul de la loi du déterminant d’une matrice aléatoire
gaussienne.

1. Soit V' et W deux variables aléatoires réelles ou vectorielles continues indé-
pendantes. Montrer que si ¢ est une fonction bornée, alors E[p(V, W) | W] =
h(W), ou la fonction h est définie par h(w) = E[p(V, w)].



IV Fonctions caractéristiques

2. Soit (X1, X9, X3, X4) des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne
X1 Xo
X3 Xy
Y = det(A) le déterminant de A. Calculer E [e™Y | X7, X,], puis en déduire la
fonction caractéristique de Y.

centrée N(0,1). On considere la matrice aléatoire A = ( > et on note

A

Exercice IV.4 (Formule de Wald).

Soit N une variable aléatoire de carré intégrable et a valeurs dans N. Soit
(X, k € N) une suite de variables aléatoires réelles, de méme loi, de carré in-
tégrable, indépendantes et indépendantes de N. On pose Sy = 0, et pour n > 1,
Sn=> p1 Xk

1. Calculer E[Sy] et Var(Sy) (formule de Wald).

2. Calculer la fonction caractéristique de Sy et retrouver les résultats précédents.

A

Exercice IV.5 (Loi symétrique).
Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction caractéristique est ¥ x (u).

1. Montrer que X est symétrique (i.e. X et —X ont méme loi) si et seulement si
Yx(u) € R pour tout u € R.

| est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire

|2 comme le produit de deux fonctions.

2. Montrer que |1x(u)
réelle. On pourra écrire |1 x (u)

3. Que peut-on dire a propos des fonctions caractéristiques des variables aléatoires
réelles dont la loi est symétrique par rapport a a # 0 (i.e. X et 2a — X ont
méme loi) 7

A
Exercice IV.6 (Loi invariante par rotation).
Soit X = (X1,...,Xg) un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. On suppose que la
loi de X est invariante par rotation et que les variables aléatoires X1, ..., X4 sont

indépendantes. Le but de cet exercice est de déterminer la loi de X. On note ¢ x,
la fonction caractéristique de Xj.

1. On pose g(x) = ¢x, (v/x) pour z > 0. Vérifier que g est réelle et solution de :
d d

H g(vg) = g(ka), pour tout vy, ...,vg € [0,00]. (IV.1)
k=1 k=1
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IV.2 Modélisation

—o2u?/2

2. En déduire que ¢x, (u1) = e , pour o > 0. Montrer que soit X = 0 p.s.
soit X1,..., Xy sont de méme loi gaussienne centrée.

A

IV.2 Modélisation

Exercice IV.7 (Loi de défaut de forme).

La loi de défaut de forme est utilisée pour la malitrise statistique des procédés
(MSP). Cette loi est décrite dans les normes AFNOR (E60-181) et CNOMO
(E 41 32 120 N) et sert a quantifier les défauts géométriques de type planéité, pa-
rallélisme, circularité. Il s’agit de la loi de | X — Y| ou X et Y sont deux variables
aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois gaussiennes N (., 02) et

N (ty, Ug).

1. Calculer la loi de X — Y.

2. En déduire la loi de Z = | X - Y|
3. Calculer E[Z] et Var(Z).
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vV

Théoremes limites

V.1 Quelques convergences

Exercice V.1 (Loi exponentielle).
Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre
An. Etudier la convergence en loi dans les trois cas suivants :

1. lim A, = A €]0, o0,
n—oo

2. lim A\, = 400,

n—oo

3. lim A, =0.

n—oo

Exercice V.2 (Convergence de lois géométriques).
Soit (T, n > ng) une suite de variables aléatoires de loi géométrique de parametre

0 T,
pp, = — avec ng > 0 > 0. Montrer que la suite (—",n > n0> converge en loi et
n n

déterminer sa limite.

A

Exercice V.3 (Maximum de variables uniformes).
Soit (Up,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
lintervalle [0, 6], ou # > 0. On pose pour n > 1, M,, = maxj<;<p U;.

1. Montrer que (M,,n > 1) converge p.s. et déterminer sa limite. On pourra cal-
culer P(|M,, — 0| > €) pour € > 0.

2. Etudier la convergence en loi de la suite (n(f — M,),n > 1).



V Théorémes limites

Exercice V.4 (Moyenne empirique de variables de Cauchy).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy
de parametre a > 0. On note S, = > ;_; Xp. Etudier les convergences en loi et en
probabilité des suites suivantes.

L (Senz).

Sy

. LS S A
3. <—", n > 1]. On pourra déterminer la loi de 2 — et en déduire que la
n 2n n
S
suite <ﬂ -2 n> 1> ne converge pas en probabilité vers 0. On montrera
n n

alors que ’on ne peut avoir la convergence en probabilité de la suite (%, n > 1).
A

Exercice V.5 (Le TCL n’est pas une convergence en probabilité).
Soit (Xp,n € N*) une suite de variables aléatoires réelles de méme loi, indé-
pendantes de carré intégrable. On note u = E[Xi], 02 = Var(Xj) et Z, =

1 n
— ) (Xk — ).
\/ﬁ k=1
1. Rappeler la convergence en loi de la suite (Z,,n € N*).

2. Etablir la convergence de la suite (Za, — Z,,n € N*) et donner sa limite.

3. En déduire que la suite (Z,,,n € N*) ne converge pas en probabilité si o2 > 0.

A

Exercice V.6 (Approximations pour une jeu de pile ou face).
On effectue n séries de 400 tirages de pile ou face avec une piéce équilibrée. On
observe les fréquences empiriques de pile Fi, ..., F, dans ces séries.

1. Quelle est (approximativement) la loi de probabilité du nombre N de ces fré-
quences (F;,1 < i < n) qui ne vérifient pas la condition 0.45 < F; < 0.55,
lorsque n =207

2. Est-il plus probable que N =0, que N =1ouque N > 27

A

Exercice V.7 (Produit de variables aléatoires).
Soit (Ug, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Soit a > 0.
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V.1 Quelques convergences

1. Pour n € N*, on pose X,, = (U; - - Uy,)*/™. Montrer que la suite (X,,,n € N*)
converge presque strement et donner sa limite. On pourra considérer dans un
premier temps la suite (log(X,),n € N¥).

2. Montrer que la suite (Y,,,n € N*), définie par Y,, = (X, ea)‘/ﬁ, converge en
loi et déterminer la loi limite. On calculera la densité de la loi limite s’il s’agit
d’une variable aléatoire continue.

A

Exercice V.8 (Loi hypergéométrique).

Soit X une variable aléatoire de loi hypergéométrique de parametre (N, m,n).
On rappelle que Xy représente le nombre de boules blanches obtenues lors d’un
tirage sans remise de n boules hors d’une urne contenant m boules blanches et

N — m boules noires.
m\ (N—m n\ (N—n
1. Vérifier que P(Xy = k) = () Caic) = () (s pourn—N+m<k<m

(m)
etn>k>0.

2. On suppose que le nombre de boules blanches, m, est fixé, n et N tendent vers
+oo avec limy_,100on/N = p € [0,1] (p est la proportion limite du nombre de
boules obtenues lors du tirage). Montrer que la suite (Xy, N € N*) converge
en loi vers la loi binomiale de parametre (m, p).

3. On suppose que le tirage est de taille n fixé et que m et N tendent vers 4oo
avec limy_40om/N = 6 € [0,1] (0 est la proportion limite du nombre de
boules blanches dans I'urne). Montrer que la suite (Xy, N € N*) converge en
loi vers la loi binomiale de parametre (n, 6).

A

Exercice V.9 (Majoration du théoreme des grandes déviations).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que
X. On suppose que X est une variable aléatoire bornée non constante de moyenne
u = E[X]. Le but de cet exercice est de trouver une majoration exponentielle de

I’événement rare {|Xn — u‘ > E)} avece > 0,ou X,, = — Z X;. Cette majoration
n
=1
est un exemple particulier des résultats de la théorie des grandes déviations .

On note @ la transformée de Laplace de X définie par #(f) = E[e?*] pour
0 €R.

1. Les théoréemes des grandes déviations étudient les équivalents logarithmiques des probabi-
lités d’évenements rares. L'exemple typique d’événement considéré est {| X, — E[X1]| > e}, dont
Pétude est due a Cramer (1938). D’autre part, la théorie des grandes déviations est un sujet
d’étude qui connailt un essor important depuis les années 1980.
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V Théorémes limites

1. Montrer que @ est de classe C'°°. Calculer ses dérivées.

2. Montrer que (¢')? < #¢”. En déduire que la fonction A\ = log(®) est convexe.
Vérifier que A(0) = 0.

On considere la transformée de Legendre de A, I, définie pour z € R par :

I(x) =sup {0z — \(0)}.

0eR

3. Montrer que I est convexe, positive et nulle en p.

4. Montrer que P(X,, > u+¢) < e 0lte)+nAO/n) hour § > 0. En déduire que :

P(Xn > u+ 6) < e—nl(,u—i-z-:) _ e—ninf{](m);x2“+€} ‘

5. Montrer que : ‘
]P’(|X'n _ N‘ > ¢) < 2 inHI@)le—pl=e} (V.1)

6. Calculer explicitement la majoration exponentielle quand X suit la loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1[.
La majoration exponentielle (V.1) est en fait vraie pour des variables aléatoires
non bornées. La théorie des grandes déviations permet également d’obtenir un
équivalent logarithmique de P(X,, < u — ¢).
A

V.2 Calcul de limites

Exercice V.10 (Convergence du maximum).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

“+o00
1. Montrer que Z]P’(X > k) = E[X].

k=1
On suppose que X est intégrable. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires
de méme loi que X.

+oo

2. Soit m € N*. Montrer que la variable aléatoire Y,,, = Z 1 (Xn>1y est p.s. finie.

n=1

X
3. En déduire que —= converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

1
4. Montrer que — max(Xy, ..., X,,) converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n
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V.3 Modélisation

5. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable et (X,,n > 1) une suite de va-
riables aléatoires de méme loi que X. Montrer que — max(Xy, ..., X, ) converge
n

p.s. vers 0 quand n tend vers ’infini.
A

Exercice V.11 (Calcul de limites d’intégrales).
Soit f une application continue bornée de R dans R.

1. En considérant une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1], calculer a 'aide de la loi (faible) des grands nombres :

. pEt ot

e e n

) dxy - - dxy,.

2. Soit (Yg, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de parametre a > 0. Déterminer la loi de Z,, =Y Y.

3. Montrer que la suite des moyennes empiriques (Yn = Zy/n,n > 1) converge
vers une limite que 'on déterminera. Calculer, en s’inspirant de la question 1 :

| Con (o) R
Jim D em e =),
k>0

ou a > 0 et f est une application continue bornée de R dans R.

Exercice V.12 (Un équivalent de e").
Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de parametre 1. On note S, = > p_; Xj.

Spn— N enloi N(O, 1)

\/ﬁ n—o00

2. Déterminer la loi de S,,, puis montrer que li_>m e "(14+n+
n o

1. Montrer que

2 nn

n —_—
§+...+H)_

|> M.I}—t

V.3 Modélisation

Exercice V.13 (Paradoxe de Saint-Petersbourg).
Le paradoxe de Saint-Petersbourg est d’abord un probleme imaginé par Nicolas
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V Théorémes limites

Bernoulli, qui obtint une solution partielle donnée par Daniel Bernoulli (1738)
dans les Commentaires de I’Académie des sciences de Saint-Petersbourg (d’ott son
nom). Aujourd’hui encore, ce probleme attire I'attention de certaines personnes en
mathématiques et en économie 2.

Un casino propose le jeu suivant qui consiste a lancer plusieurs fois de suite une
pitce équilibrée jusqu’a obtenir pile. Le joueur gagne 2F curos si le premier pile
a lieu au k-ieme jet. La question est de savoir quel doit étre le prix a payer pour
participer a ce jeu.

Soit X,, le gain réalisé lors du n-ieme jeu et S, = X1 + - -- + X, le gain obtenu
lors de n jeux successifs.

1. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour donner un prix équi-
table ?

Les fonctions d’utilité qui quantifient ’aversion au risque permettent de proposer

des prix pour ce jeu. La suite de ’exercice est consacrée a I’étude de la convergence

de la suite (S,,n > 1) convenablement renormalisée 3.

2. Onpose S}, = p_; X, o pour k € {1,...,n}:
Xl? = Xk’]-{XkSn logy n}s

oi1 log, 2 est le logarithme en base 2 de z > 0 : 219827 = . Apres avoir vérifié
que pour tout € > 0 :

Pl 1))

n logyn
S]P’( >€/2> +]P’<
/

. S ce
montrer que la suite <7”, n > 1) converge en probabilité vers 1.
n loggn

Sy, — E[S))]

n logyn

E[S,]

n logyn

— 1‘ > a/2>, (V.2)

3. Calculer P(S,, # S)), et en déduire sa limite quand n tend vers 'infini.
Sn,

,n > 1) converge en probabilité vers 1.
n loggn

4. En déduire que la suite (
A

Exercice V.14 (Sondage).
Précision des sondages.

2. G. Székely and D. Richards. The St. Petersburg paradox and the crash of high-tech stocks
in 2000. Amer. Statist. vol. 58, pp. 225-231 (2004).

3. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications, vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).
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V.3 Modélisation

1. A quelle précision peut prétendre un sondage sur deux candidats effectué sur
un échantillon de 1 000 personnes? Est-ce que ce résultat dépend de la taille
de la population ?

2. En Floride, pour I’élection présidentielle américaine en 2000, on compte 6 mil-
lions de votants. Sachant qu’il y a eu environ 4 000 voix d’écart, quel est le
nombre de personnes qu’il aurait fallu interroger dans un sondage pour savoir
avec 95% de chance qui allait étre le vainqueur ?

A

Exercice V.15 (Points de chute).
On considere la répartition des points de chute des bombes sur Londres lors de la
Seconde Guerre Mondiale .

1. Soit (Y;,,m € N) une suite de variables aléatoires de loi binomiale de para-
metres (m, pp,). On suppose que m tend vers l'infini et que lim,, oo mpy, =
6 €]0,00[. Montrer que la suite (Y,,,m € N) converge en loi vers la loi de
Poisson de parametre 6.

Cette approximation est utile quand m est grand car le calcul numérique des
coefficients binomiaux (:1) est peu efficace.

2. Les données suivantes représentent le nombre de bombes qui sont tombées dans
le sud de Londres pendant la Seconde Guerre Mondiale ®. Le sud de Londres a
été divisé en N = 576 domaines de taille 0.25 km? chacun. On a recensé dans
la table V.1 le nombre N de domaines qui ont été touchés exactement k fois.

kK| 0| 1 ]2]|3/[4]|5+
Ni|[229 (211193357 | 1 |

Table V.1. Nombre N de domaines du sud de Londres qui ont été touchés par exactement k
bombes.

Faire un modele simple qui représente cette expérience. Le nombre total d’im-
pacts dans le sud de Londres est T'= ), kN}, = 537. Calculer les probabili-
tés théoriques pour qu’un domaine contienne exactement k impacts. Comparer
avec les fréquences empiriques Ny /N ci-dessus.

A

4. W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Applications, vol. 1, pp. 160-161. Wiley,
third ed. (1968).

5. R. D. Clarke. An application of the Poisson distribution. J. of Institute of Actuaries, vol.
72, p. 481 (1946).
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V Théorémes limites

Exercice V.16 (Nombres asbolument normaux).
L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoreme suivant di & Borel (1909) :
“Tout nombre réel choisi au hasard et uniformément dans [0, 1] est presque siire-
ment absolument normal”.

Soit x € [0, 1], et considérons son écriture en base b > 2 :

=35

avec x, € {0,...,b— 1}. Cette écriture est unique, sauf pour les fractions ration-
nelles de la forme z = a/b™ et a € {1,...,b" — 1}. En effet, dans ce cas, deux
représentations sont possibles : I'une telle que x; = 0 pour £ > n + 1 et lautre
telle que xp = b — 1 pour k£ > n + 1. On dit que = est simplement normal en base

1
b si et seulement si pour tout ¢ € {0,...,b— 1}, hm — Card {1 <k<njz, =1}

existe et vaut 1/b. Cela revient a dire que les frequences d’apparition de ¢ dans le
développement de x en base b sont uniformes.

On dit que x est normal en base b si et seulement si il est simplement normal
en base b" pour tout r € N*. Ainsi, un nombre est normal en base b si et seulement
si pour tout r € N*  la fréquence d’apparition d’une séquence donnée de longueur
r, dans le développement de = est uniforme (et vaut donc 1/b") i.e. pour tout
i€{0,...,b—1}":

nh_)n;OECard {0 <k <n5(Trkst1s - Tr(egr) )—z}——

Le nombre de Champernowne® dont la partie décimale est la suite consécutive des
entiers (0.12345678910111213...) est normal en base 10. Les fractions rationnelles
ne sont pas normales, quelle que soit leur représentation.
On dit que x est absolument normal si et seulement si il est normal en toute
base b > 2.
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
1. Quelle est la loi de (X7,...,X,), des n premiers chiffres du développement de
X en base b?
2. Calculer la loi de X,,. Montrer que les variables aléatoires (X,,n > 1) sont
indépendantes et de méme loi.

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer que X est p.s. simplement
normal en base b.

4. Montrer que X est p.s. normal en base b, puis qu’il est p.s. absolument normal.

6. D. G. Champernowne. The construction of decimals normal in the scale of ten. J. London
Maih. Soc., vol. 8, pp. 254-260 (1933).
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V.3 Modélisation

Bien que presque tous les réels soient absolument normaux, il est tres difficile de
montrer qu'un réel donné est absolument normal 7. On ne sait toujours pas si des
nombres tels que 7, e, v/2 ou log(2) sont absolument normaux, ni méme normaux

en base 10.
AN

Exercice V.17 (Théoreme de Weierstrass).

Cet exercice s’inspire de la démonstration de Bernstein du théoréme de Weierstrass
(1885) : “Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est limite uniforme
d’une suite de polynoémes”.

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Ber-
noulli de parametre z € [0,1]. Pour n > 1, on considére la moyenne empirique
X, =130 | Xj. Soit h : [0,1] — R une fonction continue. Soit § > 0. On pose
An ={| X, — x| > 6}

1. Montrer que P(4,,) < 62E[(X,, — z)?]. Majorer P(4,,) indépendamment de

x € [0,1].

2. Déterminer lim sup |h(z)— E[h(X,)]

n—=90 ze[0,1]

, en écrivant :

(@) — h(X)| = [he) — h(Xa)| La, + [Ae) — h(X,)| Lag.

3. Quelle est la loi de nX,, ?
4. En déduire que :

n

h(z) =) <Z> h(k/n)z* (1 — z)"F

k=0

lim sup = 0.

=00 2¢0,1]

5. Soit f : RT — R continue bornée. Montrer, en s’inspirant des questions précé-
dentes, que pour tout x € RT :

(na)®

k!

e—TLSC

F(k/n)| = 0.

NE

fx) =

lim
n—o0

e
i

0

Si ’'on suppose f uniformément continue, la convergence ci-dessus est-elle uni-
forme en z 7 (Prendre par exemple f(z) = cos(x) pour z, = mn.)

A

7. J.-P. Delahaye. Champernowne et quelques autres. Pour la Science, pp. 102-106 (décembre
1998).
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V Théorémes limites

Exercice V.18 (Contamination au mercure).
Cet exercice présente un modele pour la contamination au mercure.

1.

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.
On suppose qu’il existe deux réels a > 0, A > 0 tels qu’au voisinage de I'infini :

«Q

Montrer que la suite (Z,,n > 1) définie par :
Dy = n=x max(Xq,...,X,)

converge en loi vers la loi de Fréchet. On rappelle que la fonction de répartition
de la loi de Fréchet de parametre (o, \) €]0,00[? est y — exp(—ay_)‘)l{y>0}.

. Le mercure, métal lourd, est présent dans peu d’aliments. On le trouve essen-

tiellement dans les produits de la mer. L’Organisation Mondiale de la Santé
fixe la dose journaliere admissible en mercure a 0.71 pg par jour et par kilo de
poids corporel. Des études statistiques ® donnent la forme de la queue de distri-
bution empirique de la contamination globale annuelle en gramme de mercure
pour un individu de 70 kg :

Q@
P(X >z) = oY pour z assez grand,

avec a = 3.54 1079 et \ = 2.58.

Seriez-vous étonné(e) qu’au moins une personne soit exposée a ce risque sani-
taire en France ? Dans le 15¢me arrondissement de Paris ? ? Dans une promotion
de cent étudiants? A partir de quelle valeur de n pouvez-vous affirmer, avec
seulement 5% de chances de vous tromper : “Parmi ces n personnes, au moins
une a un niveau de mercure trop élevé”?

A

8. P. Bertail. Evaluation des risques d’exposition a un contaminant alimentaire : quelques
outils statistiques. www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf (2002).
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9. Population du 15éme arrondissement de Paris, Recensement 1999 : 225 362 personnes.



VI

Vecteurs gaussiens

V1.1 Exemples

Exercice VI.1 (Exemple numérique).
Soit X = (X1, X3, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance :

2101
1101
0010
1102

Que peut-on dire de X3 et de (X7, X2, X4) 7
Donner la loi marginale de (X7, X2) et calculer E[X;|X3].
Méme question pour (Xs, Xy).

Ll

En déduire deux variables indépendantes de X5, fonctions respectivement de
X1, X et de X9, Xy4.

5. Vérifier que X7 — X5 et X4 — X5 sont indépendants et écrire X comme la somme
de quatre vecteurs gaussiens indépendants.

A

Exercice V1.2 (Couple de variables gaussiennes).

Soit X et Z deux variables aléatoires réelles indépendantes, X étant de loi gaus-
sienne centrée réduite N'(0, 1) et Z de loi définie par P(Z = 1) =P(Z = —1) = 1/2.
On pose Y = ZX.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Calculer Cov(X,Y).

3. Le vecteur (X,Y’) est-il gaussien? Les variables X et Y sont-elles indépen-
dantes ?



VI Vecteurs gaussiens

Exercice VI.3 (Somme et produit de variables gaussiennes).
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes.

1.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X +Y et X — Y soient
indépendantes.

. On suppose de plus que X et Y sont des gaussiennes centrées réduites. Calculer

la fonction caractéristique de Z; = X2/2 puis celle de Z = (X% —Y?)/2.

Montrer que Zs peut s’écrire comme le produit de deux variables aléatoires
normales indépendantes.

A

V1.2 Propriétés et applications

Exercice VI.4 (Théoréeme de Cochran).
Le but de cet exercice est la démonstration du théoreme de Cochran. Soit n > 2, et

Xy,..

., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne centrée

réduite N'(0,1). Soit e = {e1,...,e,} la base canonique de R” et X = Y7 | Xje;
le vecteur aléatoire de R".

1.

42

Soit f = {f1,..., fn} une base orthonormée de R™ et Y = (¥1,...,Y,) les
coordonnées de X dans la base f. Montrer que les variables Yi,...,Y) sont
indépendantes de loi N'(0,1). On rappelle qu’il existe une matrice U de taille
n x n telle que si x = (z1,...,z,) sont les coordonnées d'un vecteur dans la
base e, alors ses coordonnées dans la base f sont données par y = Ux. De plus
on a UlU = UU! = I, ou I,, est la matrice identité.

. Soit Ej,...,E, une famille de p > 2 sous-espaces vectoriels de R™ orthogo-

naux deux a deux tels que By @ --- @ E, = R" : si f@ = {fl(z), e ,f,g?}, oll
n; = dim(F;), est une base orthonormée de Ej, alors f = Ui<i<pf () est une
base orthonormée de R"™. On note X, la projection orthogonale de X sur E;.
Montrer que les variables aléatoires Xg,,..., Xg, sont indépendantes et que
la loi de || Xg,||* est une loi du x2 dont on déterminera le nombre de degré de
liberté.

On note A la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire f; =
n=1/2 S ei et H le sous-espace vectoriel orthogonal (en particulier A@ H =
R"). Calculer X4 et | Xz|> = ||X — Xa|/>. Retrouver ainsi que la moyenne
empirique X, = 23" | X; est indépendante de T, = 1", | Xi — an, et
donner la loi de T,,.

A



VI.2 Propriétés et applications

Exercice V1.5 (Moyenne et variance empirique de variables gaussiennes).
Soit X1,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, d’espé-
rance m, de variance o2 finie. On pose

n

1< , 1 ) 1 .
:E;Xi, En:EZ(XZ-—m) etVn:n_lz(Xi—X).

=1 i=1

On suppose que, pour tout i, la loi de X; est la loi gaussienne N (m,o?).
1. Quelle est la loi de X, ?
2. Quelle est la loi de nX? /o2 ?
3. Montrer que X,, et V,, sont indépendantes.
4. Montrer que (n — 1)V,,/o? suit la loi x%(n — 1).
A

Exercice VI.6 (Moyenne et variance empirique indépendantes).
Soit Xi,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, de
carré intégrable, d espérance m et de variance o2. On suppose que la moyenne

empirique X,, = ZX et la variance empirique V,, = —— Z X, — X ) sont

=1
des variables aleat01res indépendantes. Le but de cet exercice est de démontrer que

la loi de X; est alors la loi gaussienne N'(m, o?).
On note 7 la fonction caractéristique de X;. On suppose m = 0.

1. Calculer E[(n — 1)V,] en fonction de 0. Montrer que pour tout réel ¢ :
E[(n — 1)V, ¢"Xn] = (n — 1)(t)"0>.
2. En développant V,, dans I’égalité précédente, vérifier que :
E{(n — 1)Va 6] = —(n — D9 (066" + (n — 1! (0) (6"

3. En déduire que, sur un voisinage ouvert de 0, @ est solution de I’équation
différentielle :

)

2 /\ 2
ﬁ_(ﬂ):_g
(4 (8

$(0) =1, ¥'(0) =0.
4. En déduire que la loi des variables X; est la loi gaussienne N'(0,02).

5. Que peut-on dire si 'on ne suppose plus m =07
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VI Vecteurs gaussiens

Exercice V1.7 (Estimation optimisée).

Soit (X,,n > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi gaussienne
N(6,0), avec 6 > 0. L’objectif de cet exercice est de présenter une méthode pour
estimer 6, et de donner un (bon) intervalle de confiance pour cette estimation. On

note : L . "
7 & \2
X, = ﬁ];Xk et V= mkZ:l(Xk—Xn) :

1. Donner la loi de X,,, son espérance et sa variance. Déterminer la limite de
(Xn,n>1).

2. Donner la loi de V,,, son espérance et sa variance. Déterminer la limite de
(Va,n > 2).

3. Donner la loi du couple (X, V},). Déterminer la limite de ((X,,, V;,),n > 2).

4. On considere la classe des variables aléatoires T de la forme :

T} =X, + (1 =A\)V,, AeR.
Calculer leur espérance, leur variance, et montrer la convergence presque sure
de (T}, n > 2).

5. Etudier la convergence en loi de (vn(X, —6),n > 1).

6. Etudier la convergence en loi de (v/n(V, — 0),n > 2).

7. Etudier la convergence en loi de (vn(X, —0,V, —6),n > 2).

8. Etudier la convergence en loi de (y/n(T) — 0),n > 2).

9. On pose o = 1/A20 + 2(1 — X\)262. Construire, & partir de 7, o et n, un in-
tervalle de confiance de 6 de niveau asymptotique 95%. Autrement dit trouver
un intervalle aléatoire I,,, fonction de Tg‘, o et n, qui contient le parametre 6,
avec une probabilité asymptotique de 95%.

10. Comme o est inconnu on l'estime par o, = /A2T} +2(1 — A\)2(T))2 et on le
remplace dans ’expression de I,. Montrer que l'intervalle obtenu est encore
un intervalle de confiance de 6 de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour la réalisation A = 0.5, n = 100, z,, = 4.18 et v, = 3.84.

11. Vérifier qu’il existe un unique réel \* € [0, 1], fonction de 6, qui minimise la
longueur de l'intervalle de confiance, I,,. On considere maintenant les variables
aléatoires A\, = % Montrer que la suite (Af,n > 2) converge presque
stirement vers A\*.

12. Etudier la convergence en loi de la suite (\/H(Tri‘ " 0),n > 2). En déduire
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un intervalle de confiance de € de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour les valeurs numériques présentées a la question 10.

A



VII

Simulation

Exercice VII.1 (Loi exponentielle et loi géométrique).
Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Soit A > 0.

1. Montrer que T'= —log(U)/\ est une variable aléatoire exponentielle de para-
metre \.

2. Montrer que X = [T]+1, ou [x] représente la partie entiere de x est une variable
aléatoire géométrique dont on déterminera le coefficient.

A

Exercice VII.2 (Loi de Poisson).
Soit (Up,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Soit 6 > 0.

1. Donner la loi de X}, = —log(Uy)/6.
2. Donner la loi de > }_; Xj.

3. Calculer la loi de N défini par N = inf {n eN; HZLI Up < e_e}.

4. En déduire une méthode pour simuler des variables aléatoires de Poisson.
A

Exercice VII.3 (Loi gaussienne).

Soit X,Y des variables indépendantes de loi N'(0,1).

1. Onpose R = VX2 +Y?et O € [0,2r], définis par Rcos(©) = X et Rsin(O) =
Y. Calculer la loi de (R, ©). En déduire que R et © sont indépendants.

2. Reconnaitre la loi o122,

3. Soit Uy,Usy des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
Déduire des questions précédentes la loi du couple (X’,Y”) défini par :



VII Simulation

X" = cos(2nUy)\/2|logUs| et Y’ =sin(2nU;)/2|log Us|.

Cette transformation dite de Box-Muller permet de simuler simultanément deux
variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes.

A

Exercice VII.4 (Méthode du rejet).
Le but de cet exercice est de présenter la méthode du rejet pour la simulation
d’une variable aléatoire de densité h donnée.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R? et soit A C R? un ensemble
mesurable tel que P(X € A) > 0. Soit (X,,n € N*) des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. On pose T' = inf{n € N*; X,, € A}, avec la
convention inf() = +o0, et Y = X7 siT < +ooet Y =0si T = +oo.

1. Montrer que les variables aléatoires Y et T' sont indépendantes.

2. Montrer que la loi de T est la loi géométrique de parametre P(X € A).

3. Montrer que la loi de Y est la loi conditionnelle de X sachant {X € A} : pour
tout borélien B C RY, P(Y € B) = P(X € B|X € A).

Soit h la densité d’une variable aléatoire a valeurs dans R. On suppose qu’il
existe une densité g et une constante ¢ > 0 telles que ch < g (et que l'on sait
simuler des variables aléatoires indépendantes de densité g).

Soit (Z,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
de densité g. Soit (U,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi uniforme
sur [0, 1], indépendantes et indépendantes de (Z,,n € N*). On pose T" = inf{n €
N Un < ch(Zn)/9(Zn)} et A" ={(z,u);9(2) > 0 et u < ch(z)/g(2)}.

4. Calculer P((Z1,U;) € A').

5. Montrer que la variable aléatoire Zp (que l'on peut donc simuler) a pour
densité h.

A
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VIII

Estimateurs

VIII.1 Modeles paramétriques usuels

Exercice VIII.1 (Estimation linéaire de la moyenne).

Soit X1,...,X, n variables aléatoires indépendantes de méme loi et de carré in-

tégrable. Trouver estimateur de la moyenne, # = E[X;], qui soit de variance

minimale dans la classe des estimateurs linéaires, én = ZZ=1 ar Xy, et sans biais.
A

Exercice VIII.2 (Loi exponentielle).
On consideére le modele d’échantillonnage X7, ..., X, de taille n associé a la famille
de lois exponentielles P = {£(\), A > 0}. On veut estimer A.

1. A partir de la méthode des moments, construire un estimateur convergent 5\n

de .
2. Vérifier qu’il s’agit de I'estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Déterminer la loi de Y1 ; X;. Calculer Ey[\,]. L’estimateur est-il sans biais ?

4. Déterminer un estimateur A} sans biais et un estimateur A} qui minimise le
risque quadratique parmi les estimateurs :

2O = L, ou ¢>0.
" Z?:l X

5. Calculer le score, I'information de Fisher et la borne FDCR.

n
6. Les estimateurs étudiés font intervenir la statistique S,, = Z X;. Est-elle ex-
i=1
haustive et totale ?

7. Résumé : quelles propriétés 5\; a-t-il parmi les suivantes ?

a) Sans biais.
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b) Optimal.
c) Efficace.
d) Préférable a \y,.
e) Inadmissible.
f) Régulier.
)

¢) Asymptotiquement normal.

Exercice VIII.3 (Loi de Poisson).
On consideére le modele d’échantillonnage X1, ..., X, de taille n associé a la famille
de lois de Poisson P = {P(#),8 > 0}. On cherche a estimer Pyp(X; = 0).

1. Montrer que le modele est exponentiel. Déterminer la statistique canonique S,,.
Est-elle exhaustive et totale 7 Donner sa loi.

2. Calculer Py(X; = 0) et montrer que 1yx,_gy en est un estimateur sans biais.

3. Montrer que la loi conditionnelle de X; sachant S,, est une loi binomiale de
parametres (Sn, %)

4. En déduire que 65, = (1 — %)S" est l'estimateur optimal de Py(X; = 0). Est-il
convergent ?

5. Calculer le score et 'information de Fisher.

6. En déduire la borne FDCR pour l'estimation de Py(X; = 0). Est-elle atteinte
par dg ?

A

Exercice VIII.4 (Loi béta).
On observe la réalisation d’un échantillon Xi,...,X,, de taille n de loi béta
B(1,1/0), 6 > 0, de densité :

1 1_
p(z;0) = 5(1 —2)8 104 ((2).
1. Donner une statistique exhaustive. Est-elle totale ?
2. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance T,, de 6.

3. Montrer que — log(1 — X;) suit une loi exponentielle dont on précisera le para-
metre.

4. Calculer le biais et le risque quadratique de T;,. Cet estimateur est-il convergent,
optimal, efficace ?
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VIIIL.2 Modélisation

5. Etudier la limite en loi de v/n(T;, — #) quand n tend vers Iinfini.

Exercice VIIL.5 (Loi exponentielle et censure).

Soit Z et Y deux variables indépendantes suivant des lois exponentielles de pa-
rametres respectifs A > 0 et 4 > 0. On dispose d’'un échantillon de n variables
aléatoires indépendantes (Z1,Y1),...,(Zy,Y,) de méme loi que (Z,Y).

1. S’agit-il d’'un modeéle exponentiel 7 Si oui, peut-on exhiber une statistique ex-
haustive ?

2. Calculer lestimateur du maximum de vraisemblance (A, fi,) de (A, p).

3. Montrer qu’il est asymptotiquement normal et déterminer sa matrice de cova-
riance asymptotique.

On suppose dorénavant que les observations sont censurées et que l’on observe
seulement X; = min(Z;,Y;) pour i € {1,...,n}.

4. Calculer la fonction de répartition de la variable X;.

5. Ecrire le modéle statistique correspondant. Le modele est-il identifiable 7 Quelle
fonction de (A, u) est identifiable ?

6. Donner les estimateurs du maximum de vraisemblance de v = A+ u fondés sur
les observations :

a) de Xq,...,X,;
b) de (Z1,Y1),...,(Zn, Yy).
Est-il naturel que ces estimateurs soient différents?

7. Comparer les propriétés asymptotiques de ces estimateurs.

VIII.2 Modélisation

Exercice VIII.6 (Estimation de la qualité).

Une machine produit N micro-chips par jour, N connu. Chacun d’entre eux a un
défaut avec la méme probabilité # inconnue. On cherche a estimer la probabilité
d’avoir au plus k défauts sur un jour. A ce propos, on teste tous les micro-chips
pendant une période de n jours et on retient chaque jour le nombre de défauts.

1. Choisir un modele. Est-ce un modeéle exponentiel 7

2. Déterminer une statistique S exhaustive et totale. Calculer sa loi.
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3. Construire un estimateur § sans biais qui ne fait intervenir que les données du
premier jour.

4. En déduire un estimateur optimal dg. Vérifier que dg est la fonction de répar-
tition de la loi hypergéométrique! de parametre (Nn, S, N) évaluée en k.

A

Exercice VIIL.7 (Loi géométrique).
On considere la famille paramétrique des lois géométriques. Soit X une variable
aléatoire a valeurs dans N* de loi géométrique de parametre 6 €]0, 1.

1. Vérifier que le modele est exponentiel. Donner une statistique exhaustive.
2. Déterminer (), 'information de Fisher sur # d’un échantillon de taille 1.

Soit X1, ..., X, un échantillon de taille n de variables aléatoires indépendantes de
méme loi que X.

3. Déterminer én, Pestimateur du maximum de vraisemblance de 6 construit a
partir de ’échantillon de taille n.

4. Montrer directement que lestimateur du maximum de vraisemblance est
asymptotiquement normal.

5. Donner un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — .

Une société de transport en commun par bus veut estimer le nombre de passagers
ne validant pas leur titre de transport sur une ligne de bus déterminée. Elle dispose
pour cela, pour un jour de semaine moyen, du nombre ng de tickets compostés sur
la ligne et des résultats de ’enquéte suivante : a chacun des arréts de bus de la
ligne, des controleurs comptent le nombre de passagers sortant des bus et ayant
validé leur ticket jusqu’a la sortie du premier fraudeur inclus. Le tableau VIII.1
regroupe les données (simulées).

44|09 |11]|59|81| 44 (19|89(10| 24
07] 21 {90|38]01| 15 (22]29(19| 37
26(219(02|57(11| 34 (69]12(21| 28
34| 05 |07|15|06(129{14|18|02(156

Table VIIIL.1. Nombres (simulés) de passagers jusqu’au premier fraudeur inclus

1. On peut décrire la loi hypergéométrique dans un modele d’urne. Soit une urne qui contient
m boules dont b blanches et m — b noires. Soit Y le nombre de boules blanches obtenues lors
de n tirages sans remise. La loi de Y est la loi hypergéométrique de parametres (m,b,n). Pour
k € {max(0,n +b—m),...,min(n,b)}, on a :
n\ /m—n b\ (m—b
by - WG G

(%) ()
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6. Estimer la probabilité de fraude et donner un intervalle de confiance de niveau
asymptotique 95%. Estimer le nombre de fraudeurs ny si ng = 20 000.

A

Exercice VIII.8 (Estimation d’événements rares).
La hauteur maximale H de la crue annuelle d’un fleuve est modélisée par une
variable aléatoire de Rayleigh, H, qui a pour densité :

o) = 12,0 Lo ().

ou a > 0 est un parametre inconnu. Le tableau VIII.2 donne les hauteurs maximales
annuelles de crue (simulées) sur 8 ans.

[2.5]1.8]2.9]0.9]2.1]1.7]2.2]2.8]

Table VIIIL.2. Hauteurs maximales annuelles de crue (simulées)

1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance, a,, de a.
2. Quelles propriétés a,, possede-t-il parmi les suivantes ?
a) Sans biais.
b) Optimal.
c) Efficace.
d) Asymptotiquement normal et donner la variance asymptotique.

3. Une compagnie d’assurance estime qu’une catastrophe, qui correspond a une
crue de plus de 6m, n’arrive qu’au plus une fois tous les mille ans. Ceci peut-il
étre justifié par les observations? (En général les modeles paramétriques ne
sont pas adaptés pour estimer des probabilités d’évenements rares. La théorie
des valeurs extrémes? a été développée pour répondre & ce type de question.)

A

Exercice VIII.9 (Modele additif et modele multiplicatif).

Le total des ventes mensuelles d'un produit dans un magasin i € {1,...,n} peut
étre modélisé par une variable aléatoire de loi normale N (mi,az). On suppose
les constantes m; > 0 et ¢ > 0 connus. Une campagne publicitaire est menée

2. L. de Haan. Fighting the arch-enemy with mathematics. Stat. Neerl., vol. 44(2), pp. 45-68
(1990).
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afin de permettre 'augmentation des ventes. On note X; la vente mensuelle du
magasin ¢ apres la campagne publicitaire. On suppose que les variables X; sont
indépendantes.

1. On suppose que 'augmentation des ventes se traduit par une augmentation
de chacune des moyennes m; d’une quantité «. Déterminer 'estimateur du
maximum de vraisemblance de «. Donner sa loi et ses propriétés.

2. On suppose que 'augmentation des ventes se traduit par une multiplication de
chacune des moyennes m; par une quantité 5. On considére I'estimateur de 3 :

n
X
Bo=—3 "0
n “ m;

=1

Donner sa loi et ses propriétés a horizon fini.

3. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance de 8. Donner sa loi et
ses propriétés a horizon fini.

4. Application numérique aux données simulées du tableau VIII.3, avec n = 15
et o =12

m;|1023| 981|1034|1007| 988|1021|1005| 995
x; (1109(1075|1129|1123]1092|1087(1129(1122
m;|1020({1013{1030|1046 (1003|1039 968
x; (1105{1124|1103|1072]1065|1069 {1098

Table VIIIL.3. Effet (simulé) d’'une campagne publicitaire

Exercice VIII.10 (Contamination).

Dans I'industrie agro-alimentaire, on s’intéresse a la détection de la contamination
du lait par un micro-organisme : les spores de clostridia. Cette bactérie, naturelle-
ment présente dans les organismes humains et animaux, peut causer des maladies
chez les individus fragiles, qui peuvent méme étre mortelles. Le lait ne figure pas
parmi les premiers aliments a risque mais il est tres important de controler une
éventuelle contamination.

Deux problemes importants se posent :

3

3. La méthode présentée, MPN (“most probable number”), est une méthode largement utili-
sée pour détecter des contaminations dans ’agro-alimentaire, mais également en environnement
(riviere, ...).
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— On ne dispose pas de 'observation du nombre de micro-organismes présents

mais seulement de l'indication présence-absence.

— Sans connaissance a priori de 'ordre de grandeur du taux de contamination,

I’estimation du taux risque de ne donner aucun résultat exploitable.

L’expérience menée consiste & observer la présence-absence de ces spores dans
un tube de 1ml de lait, le but étant au final d’estimer la densité en spores : A
(nombre de spores par unité de volume).

Soit Zy la variable aléatoire (non observée) désignant le nombre de spores pré-
sents dans le tube k et X}, = 1;5 _gy la variable aléatoire (observée) valant 1 s'il
n’y a pas de spore dans le tube k et 0 sinon. On suppose que Zj, suit une loi de
Poisson de parametre .

On effectue une analyse sur n tubes indépendants et Y = »"}'_; X}, donne le
nombre de tubes stériles (négatifs).

1. Donner les lois de X}, et Y. On notera 7 = P (X} = 1).

2. Donner lestimateur du maximum de vraisemblance de 7. En déduire 'estima-
teur du maximum de vraisemblance de \.

3. Donner les intervalles de confiance de 7 et \.

4. Donner les résultats numériques des deux questions précédentes lorsqu’on ob-
serve 6 tubes stériles sur 10 au total. Pour les intervalles de confiance, on se
placera au niveau o = 5%.

5. Indiquer quels sont les problemes lorsque la densité A est trés faible ou treés
forte.

Des densités extrémes induisant des problemes d’estimation, on va utiliser le

principe de la dilution :

— Si on craint de n’observer que des tubes négatifs, on effectue ’analyse sur de
plus grands volumes. Dans un volume d fois (d > 1) plus grand, le nombre
de spores suit une loi de Poisson de parametre \d.

— Si on craint de n’observer que des tubes positifs, on ajoute des expériences
sur des tubes dilués. Dans un tube dilué 1/d fois (d < 1), la densité en spores
est égale a A\d, et le nombre de spores suit une loi de Poisson de parametre
Ad.

Pour utiliser cette méthode on doit avoir une idée a priori de ’ordre de grandeur

de la densité.

Considérons N échantillons contenant chacun n; tubes avec une dilution égale a

d;, avec i € {1,..., N}. On note Y; le nombre de tubes négatifs du i-eme échantillon.

6. Donner la loi de Y;.

7. Donner I’équation qui détermine 'estimateur du maximum de vraisemblance
de .

53



VIII Estimateurs

8.
9.

54

Donner un équivalent de la variance asymptotique de cet estimateur.

On étudie le cas particulier d’un petit nombre de dilutions. Donner le résultat
littéral pour N = 2, d; = 1, dy = % Donner les résultats numériques, esti-
mation et intervalle de confiance de A, si on observe y; = 3 et yo = 6 pour
ny = ng = 10.

A



IX

Tests

IX.1 Mise en ceuvre

Exercice IX.1 (Test de Neyman).
On distingue deux types de plantes a graines : les plantes qui disséminent leurs
graines localement (type 1) et les plantes qui disséminent leurs graines tres loca-
lement avec une grande probabilité et loin avec une faible probabilité (type 2). La
loi de la position relative (X,Y) d’une graine par rapport a la plante est :

— pour le type 1, la loi uniforme sur [—2,2]? de densité :

1
pi(z,y) = El[_z;mz(m,y);

— pour le type 2, la loi gaussienne centrée réduite de densité :

1 e

p2\T,y) =
(2, 9) =

La graine d’une plante est observée a la position relative (z,y) par rapport a la
plante. On souhaite savoir s’il s’agit d’une plante de type 2.

1. Décrire le test de Neyman de niveau o = 5% et sa région critique.

2. Décrire le test de Neyman de niveau o = 1% et sa région critique.

Exercice IX.2 (Loi exponentielle et modele exponentiel).
Soit X = (Xy,...,X,) un échantillon de taille n de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi exponentielle de parametre 1/6 > 0. Soit 6y > 0 et o €]0, 1].

1. Construire le test UPP de niveau a pour 'hypothese nulle Hy = {6 = 60y}
contre I'hypothese alternative Hy = {6 > 60y}.
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2. Construire le test UPPS de niveau a pour 'hypothese nulle Hy = {6 = 6y}
contre I'hypothese alternative Hy = {0 # 60y}.

A
Exercice IX.3 (Test d’égalité des moyennes dans un modele gaussien).
On considére un échantillon gaussien (X1,Y1),...,(X,,Y,) de variables aléatoires
2
indépendantes de loi N <<,u 1> , (Jl 02>>, ou o1 et o9 sont inconnus.
M2 0 o3

1. Décrire le test de Wald pour tester I'hypothese nulle Hy = {1 = po} contre
Ihypothese alternative Hy = {1 # pa}.

2. On suppose 01 = oy. Donner une région critique de niveau exact « €]0, 1],
construite a l'aide de la méme statistique de test que celle utilisée dans la
question précédente. Faire I'application numérique pour n = 15 et a = 5%.

A

Exercice IX.4 (Tests asymptotiques dans un modele gaussien).

Soit (X,,n > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi gaussienne
N(6,0), avec 6 > 0. (La loi gaussienne N (6, 6) apparait comme approximation de
la loi de Poisson de parametre 6 pour 6 grand.) Soit 8y > 0 fixé. L’objectif de cet
exercice est de présenter deux tests pour ’hypothese nulle Hy = {6 = 6y} contre
I’hypothese alternative Hy = {6 > 6p}. On note :

_ 1 & 1 < o \2 1S g2 " %2

1. Déterminer én, Iestimateur du maximum de vraisemblance de 8. Montrer di-
rectement qu’il est convergent, asymptotiquement normal et donner sa variance
asymptotique. Est-il asymptotiquement efficace ?

2. Construire un test asymptotique convergent a l’aide de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance.

On considere la classe des estimateurs 7 de la forme : T) = AX,, +(1-\)V,, A€
R.

3. Montrer que la suite d’estimateurs (7,),n > 2) est convergente, sans biais.
Donner la variance de 7).

n
4. Etudier la convergence en loi de (Z,, n > 1), avec Z, = v/n(X,—0,n"" Z X2

k=1
0 — 6).
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5. Etudier la convergence en loi de la suite (v/n(T) — 6),n > 2). En déduire que
la suite d’estimateurs (T,f‘,n > 2) est asymptotiquement normale. Calculer la
variance asymptotique.

6. On considere pour n > 2, la statistique de test :

V(T — bo)

A prg .
n V200 4 2(1 — 1)267

Construire un test asymptotique convergent a partir de cette statistique de
test.

7. On considére maintenant la valeur A* qui minimise A20p+2(1—\)263. Comparer
les variances asymptotiques de T, ,;\* et én Reprendre la question précédente avec
A = A*. Comparer asymptotiquement le test construit a partir de Tg‘* et celui
construit a partir de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

8. On donne les valeurs numériques suivantes : g = 3.8, n = 100, z,, = 4.18 et
v, = 3.84. Calculer la p-valeur des deux tests. Quelle est votre décision ?

A
Exercice IX.5 (Test UPPS).
Soit un échantillon de taille n, X = (X1,...,X,,), de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi gaussienne de moyenne # € R (inconnu) et de variance o2
connue. On note p,(z,0), pour z = (x1,...,2z,) € R" la densité du vecteur aléa-

toire X. On considere ’hypothese nulle Hy = {0 = 0y} et 'hypothese alternative
Hy = {6 =061} avec 6y < 0; fixés. Soit a € ]0,1][.
1. Donner un test UPP de niveau a.

2. Quelle est la plus petite valeur de n permettant de construire un test UPP de
niveau « € |0, 1] et d’erreur de deuxiéme espece inférieure ou égale a 3 €]0,1[ 7

On considere 'hypothese alternative bilatere suivante Hf = {6 # 6y}.
3. Peut-on construire un test UPP de Hy contre Hj ?

On se propose de trouver un test de niveau « uniformément plus puissant sans
biais parmi les tests purs pour tester ’hypotheése Hy contre ’hypothese Hj.

4. Soit 01 € R distinct de #y. Montrer qu’il existe deux constantes ¢(6;) et ¢*(61)
telles que I'ensemble défini par :

Opn
W5 = {5 ol 01) 2 0. 00) + (00 B .00 .

est indépendant de 07 et vérifie :

0
=7 Po(Wy)jo=0, = 0.

PQO(WA) =Py, (X € W/)=a et 20
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5. Montrer que le test pur de région critique W, est UPP dans la classe des tests
purs sans biais, i.e. vérifiant Py, (W)) = a et Pp(W)) > a pour tout 6 € R.

A

IX.2 Modélisation

Exercice IX.6 (Impartialité).

En 1986, a Boston, le docteur Spock, militant contre la guerre du Vietnam, fut jugé
pour incitation publique & la désertion. Le juge chargé de ’affaire était soupgonné
de ne pas étre équitable dans la sélection des jurés!. En effet, il y avait 15% de
femmes parmi les 700 jurés qu’il avait nommés dans ses proces précédents, alors
qu’il y avait 29% de femmes éligibles sur ’ensemble de la ville.

1. Tester si le juge est impartial dans la sélection des jurés. Quelle est la p-valeur
de ce test ?

2. Que conclure si étant plus jeune, le juge n’a pas nommé 700, mais seulement
40 jurés?

A

Exercice IX.7 (Vaccin).

Des plaignants? ont poursuivi en justice le Ministere israélien de la Santé suite &
une campagne de vaccination menée sur des enfants et ayant entrainé des dom-
mages fonctionnels irréversibles pour certains d’entre eux. Ce vaccin était connu
pour entrainer ce type de dommages en de tres rares circonstances. Des études
antérieures menées dans d’autres pays ont montré que ce risque était en moyenne
d’un cas sur 310 000 vaccinations. Les plaignants avaient été informés de ce risque
et I’avaient accepté. Les doses de vaccin ayant provoqué les dommages objet de la
plainte provenaient d’un lot ayant servi & vacciner un groupe de 300 533 enfants.
Dans ce groupe, quatre cas de dommages ont été détectés.

1. On modélise I’événement “le vaccin provoque des dommages fonctionnels irré-
versibles sur I’enfant ¢” par une variable aléatoire de Bernoulli, X;, de parametre
p. Calculer la valeur pg correspondant aux résultats des études antérieures.

2. Justifier qu’on peut modéliser la loi du nombre N de cas de dommages par une
loi de Poisson de parametre 6. Calculer la valeur 8y attendue si le vaccin est
conforme aux études antérieures.

1. M. O. Finkelstein and B. Levin. Statistics for lawyers. Springer, 2nd edition (2010).
2. M. Aitkin. Evidence and the Posterior Bayes Factor. Math. Scientist, vol. 17, pp. 15-25
(1992).
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3. L’hypotheése nulle Hy = {p = po} correspond au risque que les plaignants
avaient accepté, I'hypothese alternative étant Hy = {p > po}. Construire un
test & partir de la variable V. Donner la p-valeur de ce test. Accepte-t-on Hy
au seuil de 5% 7

AN
Exercice IX.8 (Sondage).
L’objectif de cet exercice est d’étudier la variabilité des sondages.
1. Soient X7,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées de loi de Bernoulli p € [0,1]. On pose p, = %Z?:l X;. Montrer
I'inégalité Varp(p,) < 1/(4n).

2. Un institut de sondage souhaite estimer avec une précision de 3 points (a
droite et a gauche) la probabilité quun individu vote pour le maire actuel
a la prochaine élection municipale. Combien de personnes est-il nécessaire de
sonder ?

3. Sur un échantillon représentatif de 1000 personnes, on rapporte les avis favo-
rables pour un homme politique. En novembre, il y avait 38% d’avis favorables,
et 36% en décembre. Un éditorialiste dans son journal prend tres au sérieux
cette chute de 2 points. Confirmer ou infirmer la position du journaliste.

A

Exercice IX.9 (Une question de point de vue).

Dans les conditions usuelles d’emploi, la durée de vie des pieces produites par une
machine sont modélisées par une loi gaussienne N(ug,0?), avec g = 120 heures
et 0 = 19.4 heures.

Le représentant d’un fournisseur propose un nouveau modele de machine, en
promettant un gain sur la durée de vie des picces produites de 5% en moyenne,
pour un écart-type identique o.

On décide de tester le nouveau modele de machine sur un échantillon de n =
64 pieces produites. On note (X;,i € {1,...,n}) les durées de vie des n pieces
produites par le nouveau modele de machine.

1. Quelle est la loi de (X;,i € {1,...,n})?

2. Soit p la durée de vie moyenne des pieces produites par le nouveau modele
de machine. Donner un estimateur sans biais de pu. Identifier la loi de cet
estimateur.

3. On ne souhaite pas changer de modele si le nouveau n’est pas plus performant
que ’ancien. Plus précisément, on souhaite que la probabilité d’adopter a tort
le nouveau modele ne dépasse pas le seuil de a = 0.05. Quelle est alors la
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procédure de décision construite a partir de 'estimateur de 7 Les 64 pieces
testées ont eu une durée de vie moyenne égale a 123.5 heures. Conclusion.

4. Evaluez le risque que cette procédure vous fasse rejeter le nouveau modele si
I’annonce du représentant est exacte.

Le représentant conteste cette procédure, prétextant qu’il vaut mieux partir de
I'hypothese HY), selon laquelle le gain de performance moyen est réellement de 5%,
tout en conservant le méme seuil o pour ce test.

5. Quelle est alors la procédure de décision 7 Quel est le risque de I'acheteur 7 Quel
est le résultat de cette procédure au vu des observations faites. Conclusion.

6. Quelle procédure peut-on proposer pour égaliser les risques de ’acheteur et du
vendeur ? Quel est alors ce risque ?

A

Exercice IX.10 (Concurrence).

On reprend la problématique de ’exercice IX.9. Un représentant d’une autre société
se présente et déclare avoir un produit moins cher et équivalent a celui des questions
précédentes (de moyenne v et de variance o). L’acheteur le teste sur un échantillon
de m pieces. Le résultat obtenu est une moyenne de 124.8 avec m = 64. On veut
tester si les deux modeles sont de performances équivalentes i.e. si u = v.

1. Expliciter i, et 7, les estimateurs du maximum de vraisemblance de p et v.

2. Construire un test pur a ’aide de la statistique de test fi,, — D,. Que peut-on
dire des performances relatives des deux machines ?

A

Exercice IX.11 (Production d’ailettes).

Une machine outil fabrique des ailettes de réacteur avec les caractéristiques sui-
vantes : la longueur d'une ailette suit une loi gaussienne N (fy,03) avec o =
785 mm et o9 = 2mm. Une trop grande dispersion dans les caractéristiques de
la machine peut induire une production d’ailettes trop longues, qui ne sont pas
utilisables, ou d’ailettes trop courtes, qui nuisent aux performances du réacteur.
On a donc calibré la machine afin de maitriser au mieux le parametre og, qui est
donc considéré comme connu et invariable. En revanche, la longueur moyenne a
tendance a varier au fil de la production. On désire vérifier que les caractéristiques
de la machine n’ont pas trop dérivé, a savoir que la longueur moyenne £ reste dans
I'intervalle de tolérance [¢y & 0¢g] avec d¢p = 1.5 mm. On procede a Panalyse de

_ 1 &
n = 200 ailettes, ce qui conduit & une moyenne empirique L,, = — Z L; observée
n

=1
Lobs = 788.3 mm.
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1. Vérifier que le modele est exponentiel. Construire un estimateur de £.

2. On souhaite tester 'hypothese Hy = {¢ € [ly £ §4y|} contre Hy = {{ ¢ [¢y =
d0p]}. Construire un test bilatéral UPPS au seuil « pour tester Hy contre Hj.

3. Faire I'application numérique pour a = 5% et conclure.

4. Calculer un intervalle de confiance de niveau 95% pour £ et le comparer &
[lo £ 64p).

A

IX.3 Tests du x?2

Exercice IX.12 (Générateur de nombres aléatoires).
On souhaite vérifier la qualité du générateur de nombres aléatoires d’une calcula-

trice scientifique. Pour cela, on procede a 250 simulations & valeurs dans {0, ..., 9},
voir les résultats du tableau IX.1. A Daide du test du x?, vérifier si le générateur
donne des réalisations uniformément réparties sur {1,...,9}.

x 0{112]|3[4|5|6][7|8]9
N(x) |28/32]|23|26|23|31|18|19|19|31

Table IX.1. Résultats de 250 simulations d’un générateur de nombres aléatoires : N (z) représente
le nombre d’occurrences de x.

Exercice IX.13 (Césarienne).

On désire étudier la répartition des naissances suivant le type du jour de semaine
(jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d’accouchement (naturel ou par
césarienne). Les données du tableau IX.2 proviennent du “National Vital Statis-
tics Report”3 et concernent les naissances aux USA en 1997. (On a omis 35 240
naissances pour lesquelles le mode d’accouchement n’a pas été retranscrit.)

Naissances|Naturelles| César. Total Naissances|Naturelles| César.|| Total
J.O. 2 331 536(663 540(|2 995 076 J.O. 60.6 %|17.3 %|| 77.9%
W.E. 715 085(135 493|| 850 578 W.E. 18.6 %| 3.5 %|| 22.1%

[ Total [3 046 621]799 033][3 845 654] [ Total [ 79.2 %]20.8 %[[100.0%)]

Table IX.2. Naissances aux U.S.A en 1997.

3. http://www.cdc.gov/nchs/products/nvsr.htm
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On note psn la probabilité quun bébé naisse un jour ouvrable et sans cé-
sarienne, py,n la probabilité qu'un bébé naisse un week-end et sans césarienne,
pJ,c la probabilité quun bébé naisse un jour ouvrable et par césarienne, py,c la
probabilité qu’un bébé naisse un week-end et par césarienne.

1. Rappeler l'estimateur du maximum de vraisemblance des probabilités p =
(PN, PW.NsDIC,PW,C)-

2. A laide d’un test du X2, peut-on accepter ou rejeter I’hypotheése d’indépendance
entre le type du jour de naissance (jour ouvrable ou week-end) et le mode
d’accouchement (naturel ou césarienne) ?

3. On désire savoir s’il existe une évolution significative dans la répartition des
naissances par rapport a 1996. A Taide d’un test du x?2, peut-on accepter ou
rejeter I’hypothese p = pg, ou pg correspond aux données de 1996, voir le
tableau I1X.37

Naissances |Naturelles| Césariennes
J.O. 60.5 % 17.0 %
W.E. 189 % 3.6 %

Table IX.3. Naissances aux U.S.A en 1996.

Exercice IX.14 (Old Faithful).

On considere les données? sur le geyser “Old Faithful” du parc national de Yel-
lowstone aux Etats Unis d’Amérique. Elles sont constituées de 299 couples corres-
pondant a la durée d’une éruption, et au temps d’attente correspondant au temps
écoulé entre le début de cette éruption et la suivante. Les données sont collectées
continiiment du ler au 15 aotit 1985.

Le temps d’attente (en minutes) moyen est de 72.3, 'écart-type de 13.9, et la
médiane de 76. Un temps d’attente est dit court (C') s’il est inférieur a 76, et long
(L) s'il est supérieur ou égal a 76. (On constate qu'un temps d’attente inférieur
a 72 minutes est toujours suivi par une longue éruption et qu'un temps d’attente
supérieur a 72 minutes est suivi en égale proportion par une éruption soit longue
soit courte. La durée d’une éruption varie entre 2 et 5 minutes.)

On note wy, € {C, L} la durée qualitative du temps d’attente entre le début de
la k-iéme éruption et la suivante. On considere les couples (X, Vi) = (wok_1, wo)
pour 1 < k < K = 149, qui représentent les durées qualitatives de deux temps

4. A. Azzalini and A. W. Bownman. A look at some data on Old Faithful. Applied Statistics,
vol. 39, pp. 357-365 (1990).
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d’attente successifs. On note N;; pour ¢,j € {C,L} le nombre d’occurrences de
(i,7) pour la suite ((Xg, Yx),1 < k < K). On observe les valeurs suivantes :

Ncc=9, Ncr=70, Npc=255 et Npp=15.

On suppose que les variables aléatoires ((Xg,Y%),1 < k < K) sont indépen-
dantes et de méme loi.

1. Tester si deux temps d’attente successifs sont indépendants (i.e. X est indépen-
dant de Y} ). Pourquoi n’utilise-t-on pas les occurrences des couples (wg, wgy1)
pour ce test ?

2. Tester si deux temps d’attente successifs sont indépendants et de méme loi (i.e.
X}, est indépendant de Yy, et X a méme loi que Y%). Etes-vous étonnés de votre
conclusion vu la réponse a la question précédente ?

A

Exercice IX.15 (Test de McNemar ou d’égalité des lois marginales).

On consideére deux juges qui évaluent les mémes situations et répondent chaque
fois par l'affirmative (4) ou la négative (—). On note pgi) la probabilité que le juge
1 réponde par Daffirmative et p@ la probabilité qu’il réponde par la négative. On
désire savoir si les lois des réponses des deux juges sont les mémes, hypothese nulle
Hy = {p(j) = pf)}, ou non, hypothese alternative H; = {p(j) # pf)}. On suppose
que toutes les réponses possibles pour les deux juges (soit quatre cas possibles) ont
une probabilité strictement positive.

1. Vérifier que, sous Hy, la loi du couple de réponses ne dépend que de deux

parametres a et Stelsque 0 < a < g <1l—qa, 8 = pgf) et le tableau IX.4
donne les probabilités des réponses possibles.

rép. juge 2 = +|rép. juge 2 = —
rép. juge 1 = + B—a «
rép. juge 1 = — «@ l—a—-p

Table IX.4. Probabilité d’observer les réponses des juges 1 et 2.

2. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de (v, 3).
3. On désire réaliser un test sur un échantillon de taille n. Donner la statistique
de test ¢, du x? et vérifier que :

(N = N_y)?

Cn = N+_ —I—N_+ ;
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ou N, _ est le nombre de fois ou le juge 1 a répondu + et le juge 2 a répondu
—, et N_ est le nombre de fois ou le juge 1 a répondu — et le juge 2 a répondu
+. Donner la région critique de niveau asymptotique 5%.

4. Pour n = 200, on observe Ny_ =15 et N_; = 5, calculer la p—valeur asymp-
totique du test et conclure.

A

Exercice IX.16 (Réactions a des vaccins).

On se propose de comparer les réactions produites par deux vaccins B.C.G. concus
par A et B®. Un groupe de 348 enfants a été divisé par tirage au sort en deux
séries qui ont été vaccinées, I'une par le vaccin de A, I'autre par le vaccin de B. La
réaction a été ensuite lue par une personne ignorant le vaccin utilisé. Les résultats
figurent dans le tableau IX.5. En ce qui concerne les réactions, peut-on dire que
les vaccins de A et de B sont identiques ?

Vaccin|Réaction légere|Réaction moyenne|Ulcération|Abces|| Total
A 12 156 8 1 177
B 29 135 6 1 171

| Total | 41 | 291 | 14 [ 2 [[348]

Table IX.5. Réactions & deux vaccins de B.C.G..

Exercice IX.17 (Accidents de cavalerie).

Le tableau IX.6 donne, sur une période de vingt ans (1875-1894), le nombre de
déces par an et par régiment dans la cavalerie prussienne causés par un coup de
sabot de cheval%. On dispose de 280 observations. Appliquer le test du y? pour
vérifier si les données suivent une loi de Poisson (dont on estimera le parametre).

Nombre de déces par an et par régiment| 0 | 1|2 |3 |4
Nombre d’observations 144(91(32|11|2

Table IX.6. Déces par an et par régiment.

A

5. D. Schwartz et P. Lazar. Eléments de statistique médicale et biologique. Flammarion (1964).
6. A. Gulberg. Les fonctions de fréquence discontinues et les séries statistiques. Annales de [’I.
H. P., vol. 3, pp.229-278 (1933).
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Exercice IX.18 (Familles & garcons ou familles a filles 7).

La répartition du nombre de garcons et de filles dans 5128 familles 7 de cinq enfants
est donnée dans le tableau IX.7. On veut savoir si ce résultat est compatible avec
I’hypothese d’équiprobabilité de la naissance d’'un garcon et de la naissance d’une
fille. On note 7 la probabilité d’avoir un gargon.

Nombres de gargons et de filles|(5,0)((4,1){(3,2)|(2,3)[(1,4)|(0,5)|| Total
Nombre de familles 204 | 841 |1585(1544| 810 | 144 || 5128

Table IX.7. Nombres de garcons et de filles dans 5128 familles de cinq enfants.

1. Calculer la proportion de garcons. Utiliser le test du x? de niveau asymptotique
a = 0.01, basé sur cette proportion, pour déterminer si » = 1/2. Donner la p-
valeur asymptotique de ce test.

2. Donner un intervalle de confiance pour r de niveau asymptotique «.. Remarquer
que le test du x? est équivalent & lintervalle de confiance.

3. Utiliser le test du x? de niveau asymptotique o = 0.01, directement & partir des
données du tableau IX.7. Donner approximativement la p-valeur asymptotique
de ce test. Conclusion ? (En général, on obtient un test plus précis en gardant
la répartition par famille, c’est-a-dire en tenant compte de toute I'information
contenue dans les données. La répartition des données en sous-ensembles est
appelée méthode de stratification.)

4. Utiliser le test du x? pour vérifier si les données du tableau IX.7 suivent une
loi binomiale de parametre (5,7), avec r inconnu. Donner approximativement
la p-valeur asymptotique de ce test. Conclusion ?

A

Exercice IX.19 (Les dés de Weldon).

Weldon a effectué n = 26 306 lancers de douze dés & six faces®. On note X;
le nombre de faces indiquant cing ou six lors du i-iéme lancer. Les fréquences
empiriques observées sont notées p; = N;/n, ou N; est le nombre de fois ot I'on a

n
observé j faces indiquant cing ou six, sur les douze lancers N; = Z 1ix,—j)- Les
i=1
observations sont données dans les tableaux IX.8 et 1X.9.

7. M.-P. Schiitzenberger. Résultats d’une enquéte sur la distribution du sexe dans les familles
nombreuses. Semaine des Hopitaux de Paris, vol. 25(61), pp. 25792582 (1949).

8. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications, vol. 1, p. 148. Wiley,
third ed. (1968).
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No = 185 | N7 = 1149| N> = 3265| N3 = 5475

Ny = 6114| N5 = 5194|Ng = 3067| N7 = 1331

Ng =403 | Ng =105 | N1p =14 | N11 =4

Ni2 =0
Table IX.8. Observations.

po = 0.007033 |p1 = 0.043678| p2 = 0.124116 | p3 = 0.208127
pa = 0.232418 |ps = 0.197445| pe = 0.116589 | p7 = 0.050597
ps = 0.015320 |po = 0.003991 |p10 = 0.000532|p11 = 0.000152
P12 = 0.000000

Table IX.9. Fréquences empiriques observées.

Si les dés sont non biaisés, la probabilité d’observer les faces cinq ou six dans
un lancer de dés est de 1/3. Les variables aléatoires (X;,1 < i < n) suivent donc
la loi binomiale de parametres 12 et 1/3. Les fréquences théoriques sont données
dans le tableau IX.10.

Po = 0.007707 [p1 = 0.046244] pz = 0.127171 | p3 = 0.211952
pa = 0.238446 |ps = 0.190757| ps = 0.111275 | p7 = 0.047689
ps = 0.014903 [py = 0.003312]p10 = 0.000497 [p11 = 0.000045
p12 = 0.000002

Table IX.10. Fréquences théoriques.

1. Donner la statistique du test du x? et la p-valeur. En déduire que I'on rejette
I’hypothese des dés non biaisés.

2. Rejette-t-on également I’hypothese selon laquelle les variables sont distribuées
suivant une loi binomiale de méme parametre (12,r), r étant inconnu ?

A
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X

Intervalles et régions de confiance

Exercice X.1 (Loi exponentielle symétrique décalée).
Soit X une variable aléatoire exponentielle symétrique décalée de densité :

1
flx) = 3 el vz eR,

ou 0 € R est un parametre de décalage inconnu.

1.

Calculer Eg[X] et Varg(X). Construire un estimateur 7, de 6 a partir d’un
échantillon, Xi,...,X,, de n variables aléatoires indépendantes et de méme
loi que X.

. Construire un intervalle de confiance de niveau asymptotique 95% de 6 pour

n = 200.
A

Exercice X.2 (Loi uniforme).

Soit X1,..., X, un échantillon de n variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0,6] ou # > 0 est un parametre inconnu. Soit 6y > 0. On veut tester
I'hypothese nulle Hy = {0 < 6y} contre 'hypothese alternative Hy = {0 > 6y} au
seuil a.

1.
2.
3.

Donner le test pur de Neyman correspondant et la région critique W,, associée.
Calculer la puissance du test p(6).

On choisit 0y = % Calculer z, en fonction de n pour que le test soit de niveau

5%.
1

Avec 0y = 5 et o = 5%, calculer n pour que la puissance du test soit d’au

moins 98% en 0 = %. Que vaut la puissance du test en 6 = % sin=27

. On considere les hypotheses H) = {0 = 60y} et Hf = {0 > 0p}. Quel test

proposer ?



X Intervalles et régions de confiance

6. Soit &/ > 0 donné. Calculer k,, > 1 tel que Py(0 < k,, maxj<i<, X;) soit égal a
1 — /. En déduire un intervalle de confiance pour 6 au niveau 1 — o’.

7. Montrer que la suite (n(f — maxj<ij<p, X;),n € N*) converge en loi vers une loi
exponentielle. En déduire un intervalle de confiance pour 6 de niveau asympto-
tique 1—¢’. Le comparer avec I'intervalle de confiance de la question précédente.

A

Exercice X.3 (Intervalle de confiance d’une fréquence).

On considere des variables aléatoires (X,,n € N*) indépendantes de loi de Ber-

noulli de méme parametre p €]0, 1] inconnu. Soit a €]0, 1[. On désire donner plu-

sieurs intervalles de confiance pour p de niveau exact ou approché 1 — «, construits

A partir de la moyenne empirique X,, = % >, X; de Iéchantillon de taille n.

1. Vérifier que Var,(X,,) < 1/4n. Déduire de 'inégalité de Tchebychev, un inter-
valle de confiance (symétrique) de niveau par exces 1 — « pour p.

2. Montrer que X,,(1 — X,,) est un estimateur convergent de o = Var,(X;). Dé-
duire du théoreme central limite un intervalle de confiance de niveau asymp-
totique 1 — « pour p.

M. Montrer que la suite (g, (X,, p),

p(1—p)
n € N*) converge en loi vers une loi indépendante du parametre p (la suite de
fonction (gn,n € N*) est asymptotiquement pivotale). En considérant I'inverse
de p — gn(x,p), donner un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 —«
pour p.

4. En utilisant la majoration z(1 — z) < 1/4, déduire du théoreme central limite
un intervalle de confiance de niveau asymptotique par exces 1 — « pour p.

3. On considere la fonction g, (x,p) =

5. Trouver une fonction g telle que ¢'(E,[X1])? Var,(X1) soit constant pour tout
p €]0,1[. Montrer que la suite (v/n(g(X,) — g(p)),n € N*) converge en loi et
déterminer la limite. En déduire un intervalle de confiance de niveau asympto-
tique 1 — a pour p (méthode de stabilisation de la variance).

6. Soit 1 > a > p. Montrer, en utilisant 'inégalité de Markov, que P,(X,, > a) <
E, [e)‘X”_M} pour tout A > 0. En déduire que :

Py(X, > a) < exp—n(alog(a/p) + (1 - a)log((1 - a)/(1 ~ p))).

Déduire de cette majoration une majoration de P,(X,, < a) pour 0 < a < p.
Construire un intervalle de confiance de niveau par exces 1 — « pour p.

7. Donner les intervalles de confiance lorsque 'on observe X,, = 0 pour n grand.
Conclure.

A
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XI

Problemes (probabilités)

XI.1 Loi uniforme sur la sphere

Exercice XI.1 (Loi gaussienne et loi uniforme sur la sphere).

Le but de I'exercice est de démontrer le résultat suivant, attribué (a tort!) a H.
Poincaré : en dimension n, la premiere coordonnée d’une variable aléatoire de
loi uniforme sur la spheére de rayon /n, est approximativement de loi gaussienne
N(0,1).

Pour n > 2 et y, = (z1,...,2,) € R", on note |y,| = /> r_; 77 la norme
de yn, et 0,1 = yn/|yn| la direction du vecteur y,, avec #,_1 un élément de
Sn—1 = {zn € R™;|z,| = 1} la sphere de rayon 1 de R™.

Soit (X,,,n € N*) des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne cen-
trée réduite N (0,1). On consideére V,, = (X1, ..., X,,) le vecteur aléatoire dans R"
et on pose :

n Y%
Ry = Yol =) X? et On1 = 2*
k=1 m

1. Apres avoir étudié la convergence de (% S X ,f, n > 2), montrer que la suite
(Ry/\/n,n > 2) converge p.s. vers 1. Autrement dit, en grande dimension, Y,
se concentre p.s. sur la spheére de rayon /n.

On note o,—1(df,—1), avec 0,,_1 € S,,—1, la mesure de Lebesgue sur S,,—1. On dit
qu’une variable aléatoire Z,, a valeurs dans R" est de loi uniforme sur S,,_1 si pour
toute fonction bornée g définie sur S,,_1, on a :

Elg(Z,)] = — /5 G r(dB1) g(Bn_r),

Cn—1

1. P. Diaconis and D. Freedman. A dozen de Finetti-style results in search of a theory. Ann.
Inst. H. Poincaré Probab. Statist., vol. 23(2) : pp. 397-423, (1987).
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ol Cp—1 = 0,—1(Sp, ) est la surface de la sphere S,,—.

On rappelle la formule de changement de variable suivante, obtenue en posant

Tn = |yn| €t On—1 = yn /Ty, pour toute fonction h mesurable intégrale sur R™ :

2.

/h(yr) dy = / L dr, / o1 (A1) Bl ).
" }0 Snfl

7+w[

Donner la densité de Y,,, puis montrer que ©,,_1 = Y,,/|Y,| est de loi uniforme
sur Sp,_1.

Pour n > 2, soit U™ = (Uln), ey T(L")) une variable aléatoire de loi uniforme
sur la sphére de R” de rayon /n, autrement dit U™ /v/n est de loi uniforme
sur S,_1. Remarquer que U™ a méme loi que vn'Y,/|Y,|. Puis, montrer que

(Ul(n), n > 2) converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite N (0, 1).

A

XI.2 Le collectionneur

Exercice XI.2 (Le collectionneur).

Votre petit frere collectionne les images des joueurs de la coupe du monde que
I'on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu’il existe n > 1 images
différentes et qu’elles sont équitablement réparties, a raison d’une par tablette. On
note T), le plus petit nombre de tablettes qu’il faut acheter pour obtenir une image
en double.

1.

Donner un modele probabiliste élémentaire qui permette d’étudier 7;,. Montrer
que pour k € {1,...,n},on a:

k

]P’(Tn>k):H<1—i;1>.

i=1

. Montrer en utilisant les fonctions de répartition que (7, /y/n,n > 1) converge

en loi vers une variable aléatoire X. (On rappelle que log(1 + z) = x + O(2?)
au voisinage de 0.)

Montrer que la loi de X possede une densité et la calculer.

4. Déterminer et reconnaitre la loi de X2.

5. On considere un groupe de k personnes. On suppose qu’il n’y a pas d’année

70

bissextile. Donner une approximation de la probabilité, pi, pour que deux per-
sonnes du groupe au moins aient la méme date d’anniversaire. On traitera les
valeurs suivantes de k : k = 20, k = 40 et k = 366.



XI.2 Le collectionneur

A

Exercice XI.3 (Le collectionneur).

Votre petit frere collectionne les images des joueurs de la coupe du monde que
I'on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu’il existe n images dif-
férentes et qu’elles sont équitablement réparties, a raison de une par tablette.
On note X; € {1,--- ,n} le numéro de l'image contenue dans la i-¢me tablette.
On note N le nombre de tablettes achetées pour obtenir k£ images différentes :
N, = inf {j > 1;Card {X;,i < j} =k}. Enfin, Ty = Ny — Nx_1, avec la conven-
tion T = 1, représente le nombre de tablettes achetées pour obtenir une nouvelle
image alors que 'on en possede déja k — 1. Le but de cet exercice est I’étude du
nombre de tablettes, IV,,, & acheter pour avoir la collection complete. Ce probleme
est connu sous le nom du probleme du collectionneur de coupons?? ou “coupon
collector” en anglais.

1. Quelle loi proposez-vous pour la suite de variables aléatoires (X;,i € N*)?

2. Calculer P(Ty = ¢) pour ¢ € N*. En déduire que T, suit une loi géométrique
dont on précisera le parametre.

3. Montrer que pour fo, /3 € N* :

P(T5 = 05, T3 = {3)
= Y PXy=j1, Xe, = 1, Xep1 = jo,

1,j2,J3 distincts,
J1,j2,93€{1,...,n}

e 7X£2+£3 S {j17j2}7X£2+23+1 = j3)

4. En déduire que T3 suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.

5. Vérifier que T5 et T3 sont indépendants.

6. Décrire T} comme premier instant de succes et en déduire sa loi.

On admet dorénavant que les variables aléatoires 11,75, --- ,T, sont indépen-
dantes.

7. Calculer E[N,,] et vérifier que E[N,] = n (log(n) + O(1)) on O(1) désigne une
fonction g telle que sup,,> [g(n)| < M < oo.

8. Calculer Var(NV,,) et en donner un équivalent quand n tend vers I'infini.

><).

2. P. Flajolet and R. Sedgewick. Analytic combinatorics, Symbolic Combinatorics. Cambridge
University Press, http://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.pdf (2009).
3. D. Aldous. Probability approzimations via the Poisson clumping heuristic. Springer (1989).

Ny,
9. Soit € > 0. Majorer P <‘m -1
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n

nlogn

10. Montrer que la suite < ,n € N*> converge en probabilité vers 1.

Exercice XI.4 (Le collectionneur).

Soit (Xg, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponen-
tielle £(\) de parametre A > 0. La variable aléatoire X; représente le temps de
panne de la machine 7. On suppose qu’une fois en panne les machines ne sont pas
réparées. Soit n > 2. On note X(l) < - < X(n) le réordonnement croissant de
X1,...,Xp, appelé aussi statistique d’ordre. Ainsi X(;) représente le temps de la
i-eme panne quand on considére ’ensemble des n machines. On pose

Yi=Xq = 1§¢i£nXi’

le temps de la premiere panne, Y2 = X9y — X(q) le temps entre la premiere et la
deuxieme panne, et plus généralement pour k € {2,...,n},

Y, = X(k) — X(k—l)'

Le but de ce probleme est dans un premier temps d’étudier le comportement de
I'instant ou la dernicre machine tombe en panne, X(,) = Yo, Y;, quand n tend
vers l'infini. Dans un deuxiéme temps nous étudierons la loi du vecteur (Y7,...,Y,).
Enfin nous donnerons une application de ces deux résultats au probleme du col-
lectionneur dans une troisieme partie.

I Comportement asymptotique de X,y = > i, Yi.

1. Calculer la fonction de répartition de X(n) = maxi<i<n Xi-

2. Montrer que la suite (X, — A~tlogn,n € N*) converge en loi vers une variable
aléatoire Z dont on déterminera la fonction de répartition.

3. Pour A = 1, en déduire la densité f de la loi de Z. Déterminer, a la premiere
décimale pres, a et b tels que [*_ f(z)dz = 2.5% et b+oo f(z)dz = 2.5%.

IT Loi du vecteur (Y1,...,Yy,).

1. Soit i # j. Calculer P(X; = Xj).

2. En déduire que P(3i # j; X; = X;) = 0. Remarquer que presque siirement le
réordonnement croissant est unique, c’est-a-dire X1y < --- < X(,). Ainsi p.s.
aucune machine ne tombe en panne au méme instant.
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3. On suppose dans cette question et la suivante seulement que n = 2.
Soit g1 et go des fonctions bornées mesurables. En distinguant {X; < Xo} et
{X2 < X1}, montrer que :

Elg1(Y1)g2(Y2)] = / g1 (y1)ga(ya) 202 e W2 1 o oy dyrdys.

En déduire une expression de E[g;(Y7)] puis la loi de Y7.

4. Déduire la loi de Y5 et vérifier que Y7 et Y5 sont indépendants. Donner la loi
du vecteur (Y1, Y5?).

5. En décomposant suivant les évenements {Xo(l) < < Xo(n)}, oll o parcourt
Pensemble S,, des permutations de {1,...,n}, montrer que pour n > 3 :

Elgi(Y1) -+ gn (V)| =n!Elg1(X1)g2(X2 — X1) -+ 9 (Xn — Xn—1)Lx << X035

ou les fonctions g1, ... g, sont mesurables bornées. On pourra utiliser, sans le
justifier, le fait que les vecteurs (X, .., Xo@m)) et (X1,...,Xp,) ont méme

loi.
6. Calculer la loi de Y;, ¢ € {1,...,n}. Montrer que les variables aléatoires
Y1,...,Y, sont indépendantes. Donner la loi du vecteur (Y7,...,Y,).

7. En déduire la fonction caractéristique de X ;).

ITI Application

Votre petit frere collectionne les images de Pokémons que l'on trouve dans les
plaquettes de chocolat. On suppose qu’il existe n images différentes et qu’elles sont
réparties au hasard dans les plaquettes. On note T}, ,, le nombre de plaquettes qu’il
faut acheter pour avoir une nouvelle image, alors que 1’on en possede déja k — 1.
On a donc T, = 1. Pour avoir toutes les images, il faut donc acheter 17, +--- +

Ty.n = Ny, plaquettes. On admet (voir l'exercice XI.3) que les variables aléatoires
Ty ..., Ty sont indépendantes et que la loi de T}, est la loi géométrique de
k—1 N,
parametre 1 — ——. On admet de plus que E[N,,] ~ nlogn et que " converge
n nlogn

en probabilité vers 1 quand n — +o00o. Le but de cette partie est de déterminer a
quelle vitesse a lieu cette convergence ? et d’en déduire un intervalle aléatoire pour
le nombre de plaquettes de chocolat que votre petit frere doit acheter pour avoir
sa collection complete.

Soit vy, la fonction caractéristique de l Tr—kt1m, ot k € {1,...,n} et ¢y la
fonction caractéristique de la loi exponentie?le de parametre k.

4. P. Erdos and A. Rényi. On a classical problem of probability theory. Publ. Math. Inst. Hung.
Acad. Sci., Ser. A, vol. 6, pp. 215-220 (1961).
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1
1. Montrer que la suite (— Ty—kt1,psm > k) converge en loi vers la loi exponen-
n

tielle de parametre k.

On admet que pour tout u € R, il existe n(u) et C, tels que pour tout n > n(u)
et ke{l,...,n},ona:

1
[Yhn () = Pr(uw)] < = C. (XL1)
n
On rappelle que si ag, b, k € {1,...,n} sont des complexes de modules inférieurs

al (Jag] <1et|bg| <1)alorsona:

n n
[[ a1
k=1 k=1

<> lak — byl . (XL.2)
k=1

2. Montrer que :
logn
‘rl[)Nn/n(u) - rl[)X(n) (’LL)‘ g C n )

ou X () est définie au paragraphe I, avec A = 1.

De maniere formelle, on a pour n grand et des variables aléatoires indépendantes :

1 1 n—1 1 1. loi
— Géom(1) + — Géom(—— <4+ —Géom(—) = & En—-1)+---+&(1).
nGeo ()+nGe0 ( n )+ +nGeo (n) (n)+&(n )+ +£(1)

3. Montrer que la suite (n~ (N, —nlogn),n € N*) converge en loi vers la variable
aléatoire Z définie au paragraphe I.

4. Donner un intervalle aléatoire, I,,, de niveau asymptotique o = 95% pour N, :
P(N,, € I,,) ~ 95%) pour n grand.

5. Quel est le nombre moyen de plaquettes de chocolat que votre petit frere doit
acheter pour avoir la collection de n = 151 Pokémons compléete. Donner un
intervalle aléatoire qui contienne avec une probabilité de 95% le nombre de
plaquettes que votre petit frere risque d’acheter pour avoir une collection com-
plete.

Refaire Iapplication numérique pour n = 250, qui correspond au nombre de
Pokémons de la deuxieme édition.

A

XI.3 Le paradoxe du bus

Exercice XI.5 (Paradoxe du bus).
A Tarrét de bus, il est indiqué que le temps moyen entre les passages de bus est
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d’environ 10 minutes. Or, lorsqu’un client arrive & l'instant ¢ & Parrét de bus, il
attend en moyenne une dizaine de minutes. On en déduit naivement, par symétrie,
que le temps moyen entre deux passages de bus est de 20 minutes. Le but de cet
exercice est de déterminer a ’aide d’un modele simple qui, de la société de bus ou
du client, a raison. Le paradoxe du bus est aussi connu dans la littérature sous les
noms de “inspection paradox”, “Feller’s paradox”® ou “waiting time paradox” 6.

On note T; le temps de passage du premier bus et T;11 le temps entre le
passage du i-éme et du i + 1-eme bus. En particulier V,, = > | T; est le temps
de passage du n®™® bus, avec la convention que Vp = Z?Zl T; = 0. A cause des
conditions aléatoires du trafic, on suppose que les variables aléatoires (7,7 € N*¥)
sont indépendantes et de loi exponentielle de parametre A > 0.

I Préliminaires
1. Quel est, d’apres ce modele, le temps moyen entre les passages des bus annoncé

par la société de bus?

2. Déterminer et reconnaitre la loi de V,, pour n > 1.

On note V¢ le nombre de bus qui sont passés avant l'instant ¢ :

N; =sup{n > 0; > T; < t}.
i=1
3. Quelle est la valeur de P(IV; = 0) ?
4. Ecrire 'évenement {N; = n} en fonction de V,, et T),41.

5. Pour n > 1, calculer P(N; = n), et vérifier que la loi de N; est une loi de
Poisson dont on précisera le parametre.

IT Les temps moyens

On note Ry =t — Ef\zl T;, le temps écoulé entre le passage du dernier bus avant
t et t, avec la convention que R; =t si N; = 0. Et on note S; = ZZNZTI T, —tle
temps d’attente du prochain bus lorsqu’on arrive a l'instant ¢. Soit r, s € [0, co].

1. Que vaut P(R; <t)? Calculer P(R; <r,S; <s,N; =0).

2. On note z; = max(z,0). Vérifier que, pour n > 1 :

P(R, <7,8 <s,Ny=n)=eM1- e—*S)%[t" —(t—7)"].

5. W. Feller. An introduction to probability and its applications, vol. 2. Wiley (1966).
6. L. Takdcs. Introduction to the theory of queues. Oxford University Press (1962).
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3. Calculer P(R; < r,S; < s) la fonction de répartition du couple (R, S;). On
distinguera les cas r <t et r > t.

4. Déterminer et reconnaitre la loi de S;.
5. Montrer que R; a méme loi que min(71,t).

6. En déduire le temps moyen d’attente d’'un bus lorsqu’on arrive a 'instant ¢ ainsi
que I’écart moyen entre le dernier bus juste avant I'instant ¢ et le premier bus
juste apres 'instant t. Pouvez-vous répondre & la question initiale du probléme ?
Quel est le paradoxe ?

IIT Loi du temps entre deux passages de bus

On désire maintenant étudier la loi du temps entre le dernier bus juste avant
I'instant ¢ et le premier bus juste aprés 'instant ¢ : Uy = Ry + S;.

1. Vérifier que les variables R; et S; sont indépendantes, autrement dit que les
évenements {R; < r} et {S; < s} sont indépendants pour tout (r,s) € R2.

2. Vérifier que (U, t > 0) converge en loi vers une variable aléatoire U. Déterminer
et reconnaitre la loi limite.

3. Calculer la loi de U; = R + S;.

Exercice XI.6 (Paradoxe du bus).
Les parties I et II sont indépendantes.
Soit T" une variable aléatoire p.s. strictement positive, i.e. P(T" > 0) = 1.

I Le temps d’attente a ’arrét de bus

Soit (T,,» > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi que T'. Soit n > 2 fixé. A linstant ¢ = 0 un premier bus (bus 1) passe devant
larrét de bus. Le temps écoulé entre le passage des k-ieme et (k + 1)-ieme bus est
modélisé par la variable aléatoire Tj. L’expérience est terminée lors du passage du
(n 4+ 1)-itme bus. On pose, pour k € N*, S = Zle T; le temps de passage du
(k + 1)-ieme bus, et Sy = 0.

On suppose qu'un client arrive au hasard apres le premier bus (¢t = 0) et avant le
dernier bus (¢ = S,,). On note N;} le numéro du dernier bus passé avant son arrivée,
et T,y = T le temps écoulé¢ entre le passage du bus juste avant son arrivée et le
passage du bus juste apres son arrivée. Le but de cette partie est de déterminer la
loi de T}, et de donner son comportement asymptotique quand n tend vers I'infini.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et indépendante de
(Th,,m > 1). On modélise le temps d’arrivée du client par US,.
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. Expliquer brievement pourquoi on modélise le temps d’arrivée du client par

US,.

. Montrer que les variables aléatoires Tj/S,, ont méme loi.

’I’LTl

. En déduire E[X,,] =1, ou X,, = —.

Sn

. Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans R™ de densité h, indépendante de

U. Montrer que pour toute fonction ¢ bornée mesurable, on a :

Elp(U,2)]=E [/01 du ¢(u, Z)} . (XL.3)

On admettra que (XI.3) est vraie pour toute variable aléatoire Z vec-
torielle indépendante de U.

D.

Remarquer que pour 1 < k < n, on a {N;) =k} = {U €|Sk_1/Sn, Sk/Sn]}
Soit g une fonction bornée mesurable. Montrer, en décomposant suivant les
valeurs de N;' et en utilisant (XI.3), que :

nT1

Elg(T)] = E [s—nﬂﬂ] . (XT4)

On suppose que T est intégrable et on pose u = E[T].

6.

10.

Montrer que la suite (X,,n > 1) converge p.s. vers une limite X. Calculer
E[X].
On définit la fonction ¢4 (x) = max(z,0). Vérifier que la fonction ¢4 est

continue et que ¢4(zr —y) < x pour tout x > 0,y > 0. Montrer que
limy, 00 Elp4 (X — X,,)] = 0.

. Vérifier que |z| = —z + 2¢4(z) pour tout x € R. En déduire alors que

limp_e0 E[| X — X, = 0.

. Soit g une fonction bornée mesurable. Déduire de la question précédente que

la limite lim,, o E[g(7})] existe et la déterminer.

En utilisant (XI.4) pour un choix judicieux de fonctions g, montrer que la suite
(T¥,m > 1) converge en loi vers une limite 7 quand n tend vers l'infini. La loi
de T™ est appelée loi de T biaisée par la taille.

IT Loi biaisée par la taille

On suppose que T est intégrable, et on pose p = E[T]. Soit T™* une variable

aléatoire suivant la loi de T biaisée par la taille : pour toute fonction ¢ positive
mesurable :

Elg(T")] = %E Ty(T)].
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. On suppose que T est de carré intégrable. On note o2 sa variance. Calculer

E[T*] et comparer avec E[T].

. On suppose que la loi de T" possede une densité f. Montrer que la loi de T*

possede une densité, notée f*, et I'identifier.

Si T est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A, montrer que
T* a méme loi que T+ T" ou T’ est une variable aléatoire indépendante de T'
et de méme loi que T'. (La loi exponentielle est la seule loi de variable aléatoire
strictement positive a posséder cette propriété.) En déduire en particulier que
E[T*] = 2E[T].

On pose G(a) = E[(T — p1)1{7<q}] pour a > 0. Montrer que G est décroissante
sur [0, u] et croissante sur [u,o0o[. En déduire que pour tout a > 0, G(a) < 0
puis que P(T* < a) <P(T < a).

. Soit Z une variable aléatoire réelle de fonction de répartition Fz. On note F, !

linverse généralisé de F : pour p €]0, 1], FZ_I(p) = inf{z € R, F(z) > p}, ou
par convention inf () = 4o00. (Si Fz est continue strictement croissante, alors
F ! correspond & l'inverse de Fz.) On admet que

Fz(z) 2 p <=2 > F; ' (p).
Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Montrer en utilisant les fonc-

tions de répartition que F, Y(U) a méme loi que Z.

Déduire des deux questions précédentes, qu’il existe des variables aléatoires T,
de méme loi que T', et T, de méme loi que T, telles que p.s. T* > T'. (On dit
que T* domine stochastiquement 7'.)

Conclusion

On déduit des deux parties que si les temps écoulés entre les passages de deux

bus consécutifs peuvent étre modélisés par des variables aléatoires indépendantes
de méme loi et de moyenne u, alors quand le client arrive au hasard a l'arrét de
bus, le temps moyen écoulé entre le passage du bus précédent et le passage du
prochain bus est plus grand que p (et égal & 2u dans le cas de la loi exponentielle).
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XI.4 La statistique de Mann et Whitney

Exercice XI.7 (Statistique de Mann et Whitney).
L’objectif est d’étudier le comportement asymptotique des statistiques de Mann
et Whitney 7 8.

I Calculs préliminaires

Soit X, Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densité respective
f et g. On introduit les fonctions de répartitions :

Y

Flz)=P(X <z)= /_x f(u) du et Gly) =PY <y) = / g(u) du.

— 00

On suppose que p = P(Y < X)) €]0,1].
1. Quelle est la loi de 1;y<x} 7 Donner Var(1yy<xy) en fonction de p.

2. Déterminer p comme une intégrale en fonction de G et f (ou en fonction de F'
et g). Vérifier que, si X et Y ont méme loi (i.e. f = g), alors p = 1/2.

3. Onpose S=E [1{y§X}\X] et T =E [1{Y§X}|Y]- Déterminer S et T. Donner
E[S] et E[T].

4. On pose a = Var(S) et = Var(T). Calculer a (respectivement 3) en fonction
de p,G et f (respectivement p, F' et g).

5. Montrer que, si X et Y ont méme loi, alors @ = 5. Donner alors leur valeur.

6. Calculer Cov(S,11y<x}) et Cov(T, 1y<xy)-

On admet que p €]0, 1] implique que (a, 8) # (0,0).

II Etude de la projection de Hajek de la statistique de Mann et
Withney

Soit (Xj;,i > 1) et (Y},j > 1) deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes. On suppose de plus que X; a méme loi que X pour tout 7 > 1, et
Y; a méme loi que Y pour tout j > 1. La statistique de Mann et Whitney est la
variable définie pour m > 1, n > 1, par :

i=1 j=1

7. H. B. Mann and D.R. Whitney. On a Test of whether one of two random variables is
stochastically larger than the other. Ann. Math. Stat., vol. 18(1), pp. 50-60 (1947).

8. P. Capéraa et B. van Custem. Méthodes et modéles en statistique mon paramétrique. Dunod
(1988).
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m n

On pose Uy, ,, = Upn—E[Upn] = Z (1{3/]5)(2.} — p). La projection de Hajek
i=1 j=1

de Uy, ,, est définie par :

Hmm = ZE[U:I'L7H|XZ:| + ZE[U;,MYH
i=1 j=1

On pose S; = G(X;) et Tj =1 — F(Y)).
L. Vérifier que Hy,p =13 (S; —p) +m >0, (Tj — p).

2. Calculer Var(H,,) en fonction de « et (3.

3. Déterminer la limite en loi des suites :

1 & RS
<Vm:—§:(5i—p),m21> et an\/ﬁg (Tj —p)n=1
- j=1

Il est facile de vérifier, a partir de la démonstration du théoreme central limite,
la convergence uniforme locale des fonctions caractéristiques. Soit (Zx, k > 1) une
suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et de carré intégrable,
telles que E[Z;] = 0 et Var(Z;) = o2. Alors on a :

Vs gu)=e” P 4 Ry(w),

i= 1

et pour tout K >0, lim sup |Rg(u)| =0.

3. Ecrire Hyyn/+\/ Var(Hy, ,) comme une combinaison linéaire de V;,, et W,,. En
utilisant la propriété ci-dessus, montrer que, quand min(m, n) tend vers 'infini,
la suite | Hyn/v/Var(Hp,n),m > 1,n > 1| converge en loi vers la loi gaus-
sienne centrée réduite N'(0,1).

4. On admet la formule suivante (voir la partie IV pour une démonstration) :

Var(Uy, ) = mn?a +m?*nB +mn(p — p* — a — B). (XI.5)

Déterminer la limite en loi de la suite < Hpon/y/Var(Upp),m > 1,n > 1>
quand min(m,n) tend vers l'infini.

9. J. Héjek. Asymptotic normality of simple linear rank statistics under alternative. Ann.
Math. Stat., vol. 39, pp. 325-346 (1968).
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ITI Convergence de la statistique de Mann et Whitney

1. Montrer que Cov(Hpmn, U, ) = mn? Cov(S, 1y <xy)+nm? Cov(T, 1iy<xy).

2. En déduire Var(Hyn — Uy, ,)-

3. Calculer la limite de Var(Hy,», — Uy, )/ Var(Up,») quand min(m,n) tend vers
Pinfini.

Hm,n - U;Ln
Var(Up, n)

vers 0 quand min(m,n) tend vers 'infini.

4. En déduire que la suite < ,m>1n> 1> converge en probabilité

5. Montrer que la suite :

( Unn —mnp

,m>1n>1
Var(Up,n) )

converge en loi quand min(m,n) tend vers 'infini. Déterminer la loi limite.

IV Calcul de la variance de la statistique de Mann et Whitney

Soit X’ et Y’ des variables aléatoires de méme loi que X et Y. On suppose de
plus que les variables aléatoires X, X', Y et Y’ sont indépendantes.
1. On considere la partition de A = {(i,7,,5) € (N)*i <m,i’ <m,j <n,j <
n} en quatre sous-ensembles :

L
[

Calculer le cardinal des quatre sous-ensembles.
2. Vérifier que COV(l{YSX}v 1{Y/SX}) =«et COV(].{YS)(}, 1{Y§X’}) = ,B
3. Calculer la variance de U, ,, et vérifier ainsi la formule (XI.5).

4. Donner Var(U,, ) dans le cas ol les variables aléatoires X et Y ont méme loi.
A

81



XI Problemes (probabilités)

XI.5 Le processus de Galton Watson

Exercice XI.8 (Modele de population).

En 1873, Galton publie un probléme concernant le calcul de la probabilité d’ex-
tinction des noms de familles. N’obtenant pas de réponse satisfaisante, il contacte
Watson qui fournit une réponse partielle. Ce n’est qu’a partir de 1930 que ce
probléme attire & nouveau lattention et obtient alors une réponse détaillée 1°.

Le but du probleme qui suit est, a partir d’'un modele élémentaire d’évolution
de population, appelé modele de Galton-Watson, de déterminer cette probabilité
d’extinction.

On considére un individu masculin & I'instant 0, et on note Z,, le nombre de des-
cendants masculins de cet individu a la n-iéme génération (Zy = 1 par convention).
On suppose que les nombres de garcons de chaque individu sont indépendants et
de méme loi qu’'une variable aléatoire, &, a valeurs entieres. Plus précisément, soit
(&in,% > 1,n > 0) une suite doublement indicée de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi que £. Le nombre d’individus de la n 4 1-ieme génération est
la somme des garcons des individus de la n-ieme génération, pour n > 0 :

Zn,
Zn+1 = E gi,n,
=1

avec la convention que Z,.+1 = 0 si Z, = 0. On définit la probabilité d’extinction
de la population :

n = P(il existe n > 0 tel que Z,, = 0).

Pour k € N, on note pr = P(§ = k), et 'on suppose que (si pg = 0, alors
la probabilité d’extinction est nulle).

I Calcul de la probabilité d’extinction

1. Montrer que 7 est la limite croissante de la suite (P(Z,, = 0),n > 0).
On suppose que ¢ est intégrable, et on pose m = E[¢].

2. Calculer E[Z,,11|Z,). En déduire que E[Z,] = m".

3. Montrer que si m < 1, alors n =1, i.e. p.s. la population s’éteint.

On note ¢ la fonction génératrice de &, ¢o(z) = z pour z € [0, 1] et, pour n € N*,
¢n la fonction génératrice de Z,,.

10. D. Kendall. Branching processes since 1873. J. London Math. Soc., vol. 41, pp. 385-406
(1966).
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4. Calculer E[z%"+1|Z,] pour z € [—1,1]. En déduire que ¢, 11 = ¢p © ¢, puis que
Ont+1 = @O Pn.

5. Montrer que P(Z,,11 = 0) = ¢(P(Z,, = 0)). En déduire que 7 est solution de
I’équation :

o(z) ==x. (XI.6)

6. Calculer ¢/(1). Vérifier que si m > 1, alors ¢ est strictement convexe sur [0, 1].
Tracer le graphe z — ¢(z) pour z € [0, 1].

7. En déduire que si m = 1, alors n = 1.

On suppose dorénavant que m > 1.

8. Montrer que (XI.6) possede une unique solution xg €]0, 1.

9. Montrer que P(Z,, = 0) < xg pour tout n > 0. En déduire que n = x.

IT Comportement asymptotique sur un exemple

Les données concernant les U.S.A. en 1920 pour la population masculine (cf la
référence 10 en bas de page 82) sont telles que 'on peut modéliser la loi de & sous

la forme :
po=a, etpourk>1, p,=(1-a)l-p)p"", (XL.7)

avec 0 < o < 8 < 1. On suppose dorénavant que la loi de £ est donnée par (XI.7).

1. Calculer m = E[¢], vérifier que m > 1 et calculer 7, 'unique solution de (XI.6)
dans ]0, 1], ou ¢ est la fonction génératrice de £. Application numérique (cf la
note 10 en bas de page 82) : a = 0.4813 et 8 = 0.5586.

—1 —1
9(2) — mZ—". En déduire On(2).
P(z)—n z—n
3. Calculer la fonction caractéristique de XY, ou X et Y sont indépendants, X
est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre p € [0, 1], et Y une variable

aléatoire exponentielle de parametre A > 0.

2. Vérifier que

4. Montrer que la suite (m™"Z,,n > 1), ou Z, est une variable aléatoire de
fonction génératrice ¢,,, converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on
reconnaitra la loi.

A

XI.6 Loi de Bose-Einstein

Exercice XI.9 (Loi de Bose-Einstein).
L’énergie d’une particule est quantifiée, c’est-a-dire que les valeurs possibles de
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I’énergie forment un ensemble discret. Mais, pour un niveau d’énergie donné, une
particule peut étre dans différents sous-états, que ’on peut décrire a ’aide du mo-
ment cinétique (nombre quantique secondaire), du moment magnétique (nombre
quantique magnétique) et de la rotation propre des électrons de l'atome (spin). I
existe deux types de particules :

— Les fermions (électron, proton, neutron, etc.) ont un spin demi-entier et
obéissent a la statistique de Fermi-Dirac : au plus une particule par sous-
état.

— Les bosons (photon, phonon, etc.) ont un spin entier et obéissent a la statis-
tique de Bose-Einstein : plusieurs particules peuvent occuper le méme état,
et les particules sont indiscernables.

Le but de cet exercice est, apres avoir établi la loi de Bose-Einstein ' 12, d’éva-

luer plusieurs quantités naturelles associées a cette loi.

I Convergence en loi pour les variables aléatoires discretes

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires a valeurs dans N. On pose
pn(k) =P(X, = k) pour k € N, n > 1.
1. On suppose que, pour tout k € N, la suite (p,(k),n > 1) converge vers une
limite, notée p(k), et que Y p- , p(k) = 1. Soit g une fonction bornée mesurable.
Montrer que pour ng € N fixé, on a :

Bl = pk)g(h)] < gl [Z\pn = p(B)|+2 = 3 (palk) + p(k)
k=0 k=0

ou ||g|| = sup{|g(z)|;z € R}. En déduire que la suite (X,,n > 1) converge en
loi vers la loi d’une variable aléatoire discrete X a valeurs dans N, ou p(k) =
P(X = k) pour k € N.

2. Montrer que si la suite (X,,n > 1) converge en loi vers la loi d’une variable
aléatoire X, alors pour tout k € N, les suites (p,(k),n > 1) convergent vers
une limite. De plus, la variable aléatoire X est discrete a valeurs dans N, et si

on note p(k) = limy,_,o0 pn(k), alors on a p(k) = P(X = k) et > oo p(k) = 1.

IT La loi de Bose-Einstein

On suppose que 'on dispose de r particules indiscernables pouvant occuper n
sous-états (appelés aussi boites) du méme niveau d’énergie. Dire que les particules

11. 'W. Feller. An introduction to probability and its applications, vol. 1. Wiley, 3rd ed. (1968).
12. Y. Jjiri and H. A. Simon. Some distributions associated with Bose-Einstein statistics. Proc.
Nat. Acad. Sci., vol. 72(5), pp. 16541657 (1975).
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sont indiscernables revient a dire que toutes les configurations sont équiprobables.
Ainsi pour r = n = 2, on dispose des 3 configurations différentes

R S B T s I

ou les étoiles représentent les particules et les barres verticales les bords des boites.

Chaque configuration est donc de probabilité 1/3.

(n +7r—1)!
-

babilité d’une conﬁguratlon (loi de Bose-Einstein).

1. Montrer qu’il existe configurations différentes. En déduire la pro-

On suppose n > 2. L’état du systeme est décrit par X,,, = (X,(f?)n, . ,X,({:Q), ol
Xffzn est le nombre de particules dans la boite 3.

2. Remarquer que si k particules sont dans la premiere boite, alors il reste r — k
particules dans les n — 1 autres boites. En déduire la loi de Xr(Ll,)n

3. On suppose que rr — 0o, n — oo et r/n — 6 €]0,00[. Montrer que sous ces
hypotheses la suite (Xélz,n € N*,r € N) converge en loi vers la loi d'une
variable aléatoire entiere X. Donner la loi de X, vérifier que la loi de X + 1 est

la loi géométrique dont on précisera le parametre.

4. Donner la loi de X,(f;zn, pour i € {1,...,n}. Calculer ) " , Xffzn En déduire
E[X5).

5. Vérifier que si r — oo, n — oo et r/n — 0 €]0, o], alors E[XT(LIQ] converge vers

E[X], ou la variable X est définie & la question II.3.

6. On suppose r > 1. Donner une relation entre ]P’(Xr(LJZ1 1 =k)et P(Xr(}z = k).
En déduire E[r — X,(f?)n], puis retrouver E[X,glz]
1y

7. En s’inspirant de la question précédente calculer également E[(X,(w)z] pour
r > 2. Vérifier que si 7 — oo, n — oo et r/n — 6 €]0, 00, alors E[(X,g?)n)Q]
converge vers E[X?], ou la variable X est définie & la question II.3.

ITI Quand on augmente le nombre de particules

On suppose que l'on dispose de n boites et de r particules disposées dans ces
boites suivant la loi de Bose-Einstein. Conditionnellement a I’état du systeme, X, .,
quand on ajoute une particule, elle est mise dans la boite ¢ avec une probabilité
proportionnelle a X}ﬁ + 1. Ainsi la nouvelle particule a plus de chance d’étre
mise dans une boite contenant déja beaucoup de particules. On note X, .41 =

(stﬂ, e ,XS?H) le nouvel état du systeme.

1. Calculer la loi de X, ;41 sachant X, ,.
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2. En déduire la loi de X, .41, et reconnaitre cette loi.

XI.7 Sondages (II)

Exercice XI.10 (Sondages).

On consideére un sondage '® 14 pour le deuxieme tour de 1’élection présidentielle
francaise effectué sur n personnes parmi la population des NV électeurs, dont N4 > 2
(resp. Np > 2) votent pour le candidat A (resp. B), avec N = Ny + Np. Le but du
sondage est d’estimer la proportion, p = N4 /N, de personnes qui votent pour A.
On se propose de comparer ' les méthodes de sondage avec remise et de sondage
sans remise.

I Sondage avec remise

Dans le sondage avec remise, on suppose que la k-ieme personne interrogée
est choisie au hasard parmi les NV électeurs, indépendamment des personnes pré-
cédemment choisies. (En particulier, une personne peut étre interrogée plusieurs
fois.) La réponse de la k-ieme personne interrogée est modélisée par une variable
aléatoire Yy : Y = 1 (resp. Y = 0) si la personne interrogée vote pour le candidat
A (resp. B). On estime p & l'aide de la moyenne empirique, Y;, = % >opeq Y.

1. Donner la loi des Vz}riables aléatoires }/1, ..., Y,. En déduire la loi de nY,,. Cal-
culer E[Y},] et Var(Y;,). Montrer que (Y,,,n > 1) converge p.s. vers p. Montrer, &

I'aide du théoréme de Slutsky, que (v/7n(Y, —p)/v/Yn(1 —Y,),n > 1) converge
en loi vers une limite que I'on précisera.

2. Donner un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 — a. Pour
n = 1000 et « = 5%, quelle est la précision (i.e. la demi largeur maximale) de
I'intervalle de confiance 7

IT Sondage sans remise

Dans le sondage sans remise, on suppose que la k-ieme personne interrogée
est choisie au hasard parmi les N — k 4+ 1 personnes qui n’ont pas encore été
interrogées. La réponse de la k-ieme personne interrogée est modélisée par une

13. Y. Tillé. La théorie des sondages. Dunod (2001).

14. W. Cochran. Sampling techniques. Wiley, thrid ed. (1977).

15. S.N. Lahiri, A. Chatterjee and T. Maiti. Normal approximation to the hypergeometric
distribution in nonstandard cases and a sub-Gaussian Berry-Esséen theorem. J. Stat. Planning
and Inference, vol. 137, pp. 3570-3590 (2007).
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variable aléatoire X} : X = 1 (resp. X = 0) si la personne interrogée vote pour
le candidat A (resp. B). On suppose que 1 < n < N, et on estime p, a l'aide de la
moyenne empirique, X, = % o1 Xk

I1.1 Loi faible des grands nombres

1. Montrer que :

NAINGI(N —n)!
Ny —s)(Ng — (n—s))INV

P(X1,...,Xn) = (21,...,2p)) = (

ot s = > oy ket (z1,...,2,) € {0,1}". On précisera les valeurs possibles
pour s.

2. Vérifier que la loi de (X, (1), ..., X;(;)) ne dépend pas de la permutation 7 de
{1,...,n}.
3. Déduire de la question I1.1.2 que E[X}] = p pour tout 1 < k < N, puis E[X,,].

4. Calculer E[X?] et E[X;X3]. Montrer, avec la question I1.1.2, que Var(X,,) =
1 -1
Ep(l —p) <1 — ;_ 1>. Que se passe-t-il pour n = N ?

5. Montrer, en utilisant 1'inégalité de Tchebychev, que X,, — p converge en pro-
babilité vers 0 quand N et n tendent vers l'infini.

I1.2 Théoréme central limite

Soit (Vi,k > 1) des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de

N
parametre 6 ou 0 €]0, 1] est fixé. On rappelle que p = WA'

N
1. Montrer que, quand N tend vers l'infini avec A}im “A _ §et nreste fixe, pour
— 00

tout z € {0,1}", P((Xy,...,X,) = z) converge vers P((V,...,V,,) =) et en
déduire que (X,...,X,) converge en loi vers (V1,...,V},).
On admet qu'il existe C > 0 tels que pour tous 1 < n? < min(Na, Ng) et
(x1,...,2,) € {0,1}", on a, avec s = Y _p_; Tk,

(X1 Xa) = (@1, a) ) = (1= )"

n2

< Cmp (L—p)" . (XL8)

Soit (gn,m > 1) une suite de fonctions mesurables bornées par M, avec gy
définie sur R™.
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2. Soit (Z1,...,Zy,) des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p. Montrer que, pour tout 1 < n? < min(N4, Np) :

n2

[Elga(X1.-- . Xn)] = Elgn (21, .. Z0)]| < MO e -

3. En utilisant la majoration :

PP (L —p)" = 6°(1 - 0)""

n—s dx

< / se®(l —a)" % — + / (n—s)z"%(1 — :p)sd—x,
[p,@} x [1_p71_€] x

max(a,b)
avec la convention f(x)dx = / f(x)dz, montrer que :
[a,b] min(a,b)

|Elgn(Z1,. .., Zn)] — Elgn(V1,..., V)]| < 2Mnl|p — 6|

4. En déduire que quand N et n tendent vers l'infini, n?/N et n(p — 6) tendent
vers 0, alors |E[g,(X1,...,Xp)] — Elgn(V4, ..., V,)]| tend vers 0. (On rappelle
que 0 <6 < 1.

5. En déduire que quand N et n tendent vers I'infini, et n?/N et n(p — ) tendent

vers 0, alors \/n(X, —0)/1/X,(1 — X,,) converge en loi vers une variable aléa-
toire gaussienne centrée. (On rappelle que 0 < 6 < 1.)

6. Déduire de la question précédente un intervalle de confiance sur p de niveau
asymptotique 1 — a. Quelle est la différence entre un sondage avec remise et
un sondage sans remise quand N est grand et n2/N petit ? Que pensez-vous
de la précision d’un sondage sans remise pour le deuxieme tour de 1’élection
présidentielle frangaise en 2007 portant sur n = 1 000 personnes (avec N =
44 472 834 inscrits).

A

XI.8 Loi de Yule (I)

Exercice XI.11 (Loi de Yule).
La loi de Yule 16 permet de modéliser de nombreux phénomenes
ciologie, en biologie ou encore en physique. Par exemple elle permet de représenter

17 en économie, so-

16. U. Yule. A mathematical theory of evolution based on the conclusion of Dr. J. C. Willis.
Philosophical Transactions of the Royal Society (B), vol. 213, pp. 21-87 (1924).
17. H. Simon. On a class of skew distribution functions. Biometrika, vol. 42, pp. 425-440 (1955).
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la loi du nombre de consultations d’une page web, du nombre de personnes vivant
dans une ville, du nombre de publications d’un scientifique, du nombre d’occur-
rences d’un mot dans un texte, du salaire (comprendre nombre d’euros gagnés)
d’un individu, du nombre de disques vendus, ...
Pour illustrer la problématique, on considere le cas du nombre de disques ven-
dus. On fait ’hypothese suivante : le n-eme disque vendu est,
— avec probabilité « €]0, 1[, celui d’un nouvel album (pour lequel aucun disque
n’avait encore été vendu).
— avec probabilité proportionnelle & k, celui d’'un album pour lequel k(> 1)
disques ont déja été vendus;
Alors, le nombre de disques vendus pour un album, pris au hasard parmi les albums
ayant au moins un disque vendu, suit asymptotiquement quand le nombre de
disque vendus est grand la loi de Yule. La premiere partie de ’exercice permet
de démontrer ce résultat. La deuxieme partie de ’exercice étudie la loi de Yule.
Les deux parties sont indépendantes.

I Etude asymptotique

On considere le modele suivant. On dispose d’une infinité de boites vides. A
Iinstant n = 1, on met une boule dans une boite. A Dinstant n > 1, on met une
nouvelle boule dans une boite vide avec probabilité o €]0,1[. Sinon, on met la
nouvelle boule dans une boite non vide avec une probabilité proportionnelle au
nombre de boules dans cette boite. A I'instant n on dispose de n boules réparties
dans NNV,, boites non vides. On note Z,, = 1 si on met la boule dans une boite vide
a linstant n > 1 et Z, = 0 sinon. On a donc N,, = > }_; Z. Remarquer que
Zy = 1.

(Dans l'exemple précédent, une boite correspond a un album et le nombre de
boules dans la boite au nombre de disques vendus de cet album. Le nombre total
de disques vendus est n, et le nombre d’albums (différents) vendus est N, Z,, = 1
si la n-iéme vente est la premiere vente d’un album.)

1. Donner la loi de (Z,,n > 2).

2. En déduire que la suite (IV,,/n,n > 1) converge en un sens & préciser vers une
limite que 'on déterminera.

Pour k € N*, on note Fr(Lk) le nombre de boites contenant exactement k£ boules a
I'instant n.

3. Calculer Y ) _ lkF s> opey B ) et S E [F(k]

Pour n € N*, on note Y, le nombre de boules a I'instant n — 1 de la boite a laquelle
on rajoute la n-ieme boule. En particulier, on a Z,, = 1 si et seulement si Y,, = 0.

4. Pour k € N*, exprimer F(Jr)1 a l'aide de F( ) s Ly i=k—1y et de 1y oy
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E(F1")]
an
5. Montrer que, pour k > 2, P(Y,41 = k|Zp4+1 = 0) = akpy (k).

6. En déduire que a(n+1)p,+1(1) = anp, (1) +a— (1 —a)ap,(1). Et donner une
relation entre p,11(k), pn(k) et p(k — 1) pour k > 2.

Pour k£ € N*, on pose p, (k) =

On admet que pour tout k € N*, il existe p(k) € [0, oo[ tel que lim,,—,o0 P (k) = p(k)
ou p(k) est une solution stationnaire des équations de la question précédente. En
fait, on peut facilement montrer que pour tout k& > 1, (F,gk)/om,n > 1) converge
en probabilité (et donc en moyenne car Jolkd /n est borné) vers p(k). On pose
p=1/(1-a).
7. Déduire de ce qui précede que :

kE—1

p(1) = p/(1+p), et pour tout k> 2, p(k)= k‘——l—pp(k —1). (XI1.9)

IT Loi de Yule

On rappelle la définition et quelques propriétés de la fonction I' : pour tout
a>0,b6>0:

I'(a) :/R e dx, I'l)=1, I'(a+1)=al(a)

lim 11—1#) = 17 B(a7 b) — M — / IL’a_l 1— .T)b_l dr.
a—00 (4= 5 a—a /91 I‘(a + b) 10,1]

Soit (p(k), k € N*) défini par (X1.9), avec p €]0,00] .

1. Vérifier que pour k € N*, p(k) = pB(k,p + 1). Montrer que (p(k),k € N*)
définit la loi d’une variable aléatoire discrete a valeurs dans N*. Cette loi est
appelée loi de Yule.

2. Montrer que > .2, p(i) = pB(k,p). Donner un équivalent de p(k) et de
YL p(i) quand k tend vers linfini. On dit que la loi de Yule est une loi
en puissance sur N*.

3. Calculer la moyenne et la variance de la loi de Yule. (On pourra utiliser le
calcul de la moyenne et de la variance de la loi géométrique pour obtenir le
résultat.)

A
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XI.9 Mathématiques financieres

Exercice XI.12 (Mathématiques pour la finance).

On présente une application du modele de Cox-Ross-Rubinstein '® qui est une
version discrete du modele de Black-Sholes 12, modele fondateur en mathématiques
pour la finance. On considére un marché avec un actif sans risque (par exemple un
placement sur un livret) et un actif risqué (une action, une obligation, ...) a des
instants discrets n € N. On note :

Sp = (147)"Sp

le prix de l'actif sans risque a l'instant n, ou r représente le taux d’intérét fixe.
On note S, le prix de I'actif risqué a l'instant n, et on suppose que I’évolution de
lactif risqué est donné par :

Sn—i—l = Xn—l—lsn,

ou les variables aléatoires (X,,n € N*) sont a valeurs dans {1 4+ d,1 + m} avec
—-l<d<r<m.

Soit h une fonction positive. L’option h de maturité N promet le gain h(Sy) a
Pinstant N. On peut distinguer deux notions de prix pour cette option :

— Le prix du gain moyen espéré : E[h(Sy)]. Ce prix correspond & un point de
vue spéculatif. I1 dépend de la loi, dite historique, de (X1,...,XnN) a priori
non connue. Il ne sera pas considéré ici.

— Le prix de couverture qui correspond au cout d’une stratégie autofinancée de
couverture, que 1’on détaille dans ce qui suit.

Une stratégie est définie par ¢ = ((¢2, ¢,),n € {0,...,N}), oit ¢! représente

la quantité d’actif sans risque détenu a l'instant n et ¢, la quantité d’actif risqué
détenu a l'instant n. La valeur de la stratégie ¢ a 'instant n est :

Vi = ¢S + 6nSn. (XI.10)

La stratégie ¢ est une stratégie de couverture pour 'option h de maturité N si elle
donne la méme valeur que 'option a la maturité :

VN = h(SN). (XI.11)

La stratégie ¢ est dite autofinancée si les variations de la valeur de la stratégie sont
dues aux variations des actifs : on change a l'instant n la répartition (sans cout de

18. J. C. Cox, S. A. Ross and M. Rubinstein. Option pricing : a simplified approach. Journal
of Financial Economics, vol. 7, pp. 229-263 (1979).

19. F. Black and M. Scholes. The pricing of options and corporate liabilities. Journal of Political
Economy, vol. 81(3), pp. 637-654 (1973).
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transaction) entre actif sans risque et actif risqué en fonction des cours observés
jusque la, mais on ne rajoute ni ne préleve d’actifs : pour tout n € {0,..., N —1}:

Vg1 = ¢252+1 + ¢nSnt1- (XI.12)

Le prix de couverture est Vj : le colt a l'instant initial qui permet la mise en
ceuvre de la stratégie autofinancée de couverture. Quelle que soit I’évolution de
Pactif risqué, la stratégie autofinancée de couverture donne Vy = h(Sy) a la
maturité N.

Le but de l'exercice est de déterminer la stratégie autofinancée de couverture
et le prix de couverture d’une option h de maturité N.

On introduit la probabilité risque neutre P* (a priori différente de la probabilité
réelle P, dite probabilité historique), et E* 'espérance correspondante, sous laquelle
les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont indépendantes et de méme loi définie par :

P(Xi=14+m)=(r—d)/m—d) et P(Xi=1+d)=(m—r)/(m—d).

Soit une option h de maturité N. On pose v(N,s) = h(s) et pour n €
{0,...,N =1} :

N
v(n,s) = (1+r) Nt E* [h(s H Xk)]

k=n+1

et :

1 o(n, (1 +m)s) —v(n, (1 + d)s).

pln,5) = - o

Soit ¢ une stratégie autofinancée de couverture pour 'option i de maturité V.

I Le cas a une période : de N — 1 a N

1. Déduire de (XI.11) et (XI.12) les équations suivantes :

A (1 +7)S% ; + dn_1(1+m)Sn_1 = h((1+m)Sy_1),
P (1 +7)S% |+ dn_1(1+d)Sy_1 =h((1+d)Sy_1).

2. Vérifier que ¢n_1 = ¢(N,Sn_1).
3. Montrer que Vy_1 = v(N — 1, Sny_1).

IT Le cas général

1. Montrer que pour n € {1,...,N},ona:v(n—1,s) = (1 +7)"'E* [v(n, sX,)].
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2. Montrer que, pour n € {0,...,N — 1}, on a :
Vo =v(n,Sp) et ¢n=@n+1,5,). (XI.13)

3. En déduire qu’il existe une unique stratégie autofinancée de couverture pour
l'option h de maturité N. Montrer que le cout initial de cette stratégie, i.e. le
prix de couverture de 'option, est :

Vo= 1 +7)"VE[h(SN)]. (XI1.14)

4. Le prix de couverture de ’option donné par la stratégie autofinancée de couver-
ture semble sans risque. Qu’en pensez-vous ? (Répondre en moins de 5 lignes.)

III Call et Put

1. Calculer E*[HkN:nH Xi] pour 0 <n <N —1.

2. Déduire de (XI.14) le prix de couverture de l'option qui promet Sy a la ma-
turité V. Donner, & 'aide de (XI.13), la stratégie autofinancée de couverture
correspondante.

On note x4y = max(x,0) la partie positive de z. Soit K > 0. On considere deux
options trés répandues sur les marchés financiers : le Call de strike K et de maturité
N qui promet le gain (Sy — K)4 a Uinstant N, et le Put de strike K et de maturité
N qui promet le gain (K — Sy)+ a linstant N. On note C(s, K, N) le prix de
couverture de ce Call et P(s, K,N) le prix de couverture de ce Put quand la
valeur initiale de ’actif risqué est Sy = s.

3. Montrer, & I'aide de (XI.14), la relation de parité2 Call-Put :
C(So, K,N) — P(So, K,N) =Sy — (1 +7) VK.
4. Montrer la formule du prix du Call :
C(s,K,N)

_ _H,)—Ng: <N> (r = d)f(m —r)N "k ((1 +m)F(1 4 d)N ks — K)

= \k (m —d)N

o
A

20. Pour des raisons d’absence d’arbitrage sur les marchés, cette relation est toujours vérifiée.
Les modeles mathématiques sur I’évolution de I'actif risqué doivent donc permettre de la retrouver.
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XI.10 Transmission de message

Exercice XI.13 (Transmission de message).

On souhaite envoyer un message formé de 0 ou de 1 en utilisant un canal bruité.
Si on envoie un message z = (z1,...,2,) de longueur n par le canal, on regoit le
message y noté z+F,ou E = (Ey, ..., E,) représente les erreurs et y = (y1,. .., Ym)
avec, pour 1 << n:

Z si EZ' = 0,

) (XI.15)
1—2 si E;=1.

v = 2z + B modZ:{

Sion a E; = 0 alors le signal z; est correctement transmis.

On suppose que les erreurs dues au canal (E;,7 € N*) sont des variables aléa-
toires indépendantes, indépendantes du message envoyé et de méme loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1/2[. Le parametre p s’interprete comme la probabilité d’erreur
du canal.

Afin d’améliorer la qualité de la transmission, on utilise un schéma de codage :
on code le message initial de longueur m en un message de longueur n > m;
ce message de longueur n est envoyé par le canal puis décodé en un message de
longueur m.

Plus précisément un schéma de codage (ou code) est défini par une fonction de
codage f : {0,1}™ — {0,1}", et une fonction de décodage ¢ : {0,1}" — {0,1}™.
Un message x € {0,1}"™ de longueur m est codé par z = f(x), puis transmis par
le canal. On recoit le message bruité f(z) + F = z + E (défini par (XI.15)), ou
E = (Ey,...,E,) représente les erreurs dues au canal. Le message recu est décodé
a l'aide de la fonction g : le message regu est alors 2’ = g(y(z, E)). Le taux de
transmission du schéma de codage est défini par m/n et sa probabilité d’erreur
par :

Pfg = ]P’(g(f(X) +E) # X>,

ou X est de la loi uniforme sur {0,1}" et est indépendant de E. La probabilité
d’erreur du schéma de codage représente la probabilité d’obtenir un message ne
correspondant pas au message initial, pour un message initial pris au hasard.

L’objectif du probleme est de montrer que I'on peut trouver asymptotiquement
(pour m grand) des schémas de codage dont les probabilités d’erreur sont arbi-
trairement proches de 0 et dont le taux de transmission peut étre arbitrairement
proche d’une constante ¢, définie par (XI.19) non nulle. De plus on peut montrer
que cette constante est optimale. Ces résultats sont dus & Shannon 2! ; il s’agit du
théoreme fondamental de la théorie de I'information.

21. C. E. Shannon. A mathematical theory of communication. Bell System Technical Journal,
vol. 27, pp. 379-423 and 623-656, 1948.
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I Code a répétition

On suppose m = 1. On choisit le code a répétition suivant : n = 3, f(z) =
(z,z,x) pour x € {0,1} et la regle de la majorité pour le décodage :

0 st yr+y2+ys<1,

9(y1,y2,y3) = .
{1 si y1+y2+ys3>2.

1. Calculer la probabilité d’erreur du code a répétition.

2. Donner un code dont la probabilité d’erreur soit inférieure a € > 0 fixé. Que
devient le taux de transmission quand ¢ tend vers 07

II Probabilités d’événements rares

Soit (V,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[. On considere la moyenne empirique V,, =
L5 Vi Soit a €]p, 1.

1. Expliquer pourquoi intuitivement I’événement {V,, > a} est un événement rare
c’est-a-dire de faible probabilité.

v N A
2. Montrer que pour A > 0,on a P(V,, > a) <E [e 1] e 4,
On considere la transformée de Legendre de la log-Laplace de la loi de Bernoulli :

A3(v) = vlog (v/p) +(1—wv)log ((1 —0)/(1— p)), velo, 1. (XL16)

3. Montrer que la fonction /1; est strictement convexe sur ]0,1[, nulle en p et
atteint son minimum en p.

4. Montrer que :
P(V, > a) <P(V, > a) < e ™@ (XL.17)

5. Déduire de la question précédente que pour b €]0, p| :

P(V, <b) < e ™50 (XL.18)

II1 Codes presque optimaux

Soit m < n. On définit la distance de Hamming ¢ sur ensemble {0,1}" par :
n
Sy =D |yi—vi| pour y=(y1,.yn) ety = Wi, u) € {0,1}"
i=1

Soit (Zy,xz € {0,1}™) une famille de variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur {0,1}". Soit p < r < 1/2.
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1. Soit x € {0,1}™ et z € {0,1}". Déterminer la loi de §(Z,, z).
2. Soit z,2' € {0,1}™ distincts. Montrer que, pour z € {0,1}" :

P(5(2w7 Zm’) < 7’LT’|Z$ = z) < e_”AI/g(T) )

Pour z € {0,1}™, on pose h(z) = P(Il existe 2’ # = tel que 6(Z,, Zy) < nr).
3. Déduire de la question précédente que la fonction h est bornée par 2™ ¢ (M),

On considere le codage (aléatoire) suivant. La fonction de codage f est définie par
f(x) = Z, pour x € {0,1}™ et la fonction de décodage, pour y € {0,1}", par :

) {a: s’il existe un unique = € {0,1}" tel que 6(Z,,y) < nr,
g\y) =

0 sinon.

Soit un message aléatoire de longueur m, X, de loi uniforme sur {0,1}" et les
erreurs E = (Eq,...,E,), ou les variables aléatoires (Fj,..., F,) sont indépen-
dantes de loi Bernoulli de parameétre p, telles que X, E et (Z,,z € {0,1}") soient
indépendantes.

4. Montrer que ]P’(g(f(X) + E) # X) < E[h(X)] +P(6(0,E) > nr).
5. Déduire de (XL.17) que IP><g( F(X)+E) # X> < om o i) gy
On rappelle (XI.16) et on pose :

Aik/g (p)
cp =

. XI1.19
log 2 ( )

6. Montrer que pour tout € > 0, il existe m < n (grands) et un codage (déter-
ministe) f, g tels que ]P’(g(f(X) + E) # X) <eetc,—e<m/n<c, (On
choisira r proche de p.)

7. Conclure.

Il est toutefois difficile en pratique d’exhiber des codes optimaux simples a implé-
menter.
A

XI.11 Mariage d’un prince

Exercice XI.14 (Mariage d’un prince).
Le probleme du choix de la princesse pour un prince, appelé probleme du mariage
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et dans un autre contexte probleme du recrutement d’une secrétaire 22, date des
années 1960 et a donné lieu a de nombreuses analyses. Ce probleme s’inscrit dans
la théorie plus générale du controle optimal 2.

Le prince doit choisir une princesse pour son mariage. Il existe n > 3 candidates
qui lui sont présentées pour la premiere fois. Les candidates sont présentées au
hasard I'une apres l'autre. A Tissue de lentretien avec une princesse, le prince
lui donne une réponse ferme. Soit il I’épouse et il arréte les entretiens; soit il ne
I’épouse pas (et il ne revient plus sur cette décision) et il rencontre la princesse
suivante. On suppose que 'on peut classer les princesses de la meilleure & la pire
sans avoir d’égalité. Et on souhaite trouver une stratégie optimale qui maximise la
probabilité pour le prince d’épouser la meilleure princesse. (Si on modifie le critere
a optimiser, alors la stratégie optimale est modifiée.)

On considere le modele suivant. On note X; le rang (de la meilleure a la pire)
de la i-eme princesse rencontrée. Le prince souhaite recruter la princesse i telle
que X; = 1. Le vecteur des rangs X = (Xq,...,X),) est une variable aléatoire a
valeurs dans l'ensemble des permutations de {1,...,n}, noté S,,. Toutefois, lors
de la rencontre avec la princesse k, son rang est inconnu (sauf si k& = n). Mais le
prince observe R son rang partiel parmi les k premieres princesses rencontrées.
Le vecteur des rangs partiels associé a X, noté R = (Ry,...,R,), peut étre vu
comme une fonction, h, de X' : R = h(X). On admet que h est une bijection de S,
dans E, = [[;_,;{1,...,k}. On a en particulier R; =1 et R,, = X,,. Par exemple,
pour n = 5 et la permutation o = (2,5,3,1,4), les rangs partiels correspondants
sont h(o) = (1,2,2,1,4).

Le but du probleme est de montrer que la stratégie optimale (pour n grand)
consiste & rencontrer 37% des princesses, puis & choisir la prochaine meilleure. Ceci
assure d’épouser la meilleure princesse avec une probabilité d’environ 37%.

I Préliminaires

1. Justifier en quelques mots que la loi de X est la loi uniforme sur S,,.

2. Déterminer la loi de R. Puis, en déduire que Rj est de loi uniforme sur
{1,...,k}.

3. Vérifier que les variables aléatoires (R, ..., R,) sont indépendantes.

4. Vérifier que {¥,, =1} = {R,, =1} et que pour k € {1,...,n — 1} :

{Zy=1}={Rr=1,Rxy1 >1,...,R, > 1}.
22. T. Ferguson. Who solved the secretary problem. Stat. Sciences, vol. 4(3), pp. 282-296,

(1989).
23. D.P. Bertsekas and S.E. Shreve. Stochastic optimal control. Academic Press Inc. (1978).
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IT Les stratégies de seuil

Soit ¢ € {0,...,n — 1}. On considere la stratégie de seuil suivante : le prince
rencontre les ¢ premieres princesses, puis a partir de la ¢ + 1-eme rencontre, il
choisit d’épouser la premiere princesse meilleure que les ¢ premieres et s’il n’y en

a pas, il épouse la derniere princesse rencontrée. Il épouse donc la princesse :

e =inf{k € {c+1,...,n}; R = 1},

avec la convention 7. = n si {k € {c+1,...,n}; Rx = 1} = (. On cherche le seuil

¢ qui maximise P(X,., = 1).

1. Montrer, en décomposant suivant les valeurs de 7., que pour ¢ € {1,...,n—1}:

P(Yr. =1) =P(Ret1=1,Yc11 =1)

n
+ > P(Rey1 > 1., Rey > LRy =1, 5 = 1).

k=c+2

2. En utilisant la question 1.4, montrer que P(X,., = 1) = g(c), ou la fonction g

est définie par g(0) =1/n et pour c€ {1,...,n— 1} :

1
L

g(c) =

S0
ol
|
> =

C

3. Etudier le signe de f(¢) = n(g(c) — g(c — 1)) pour ¢ € {1,...,n — 1} et en

déduire que g(c) est maximal pour ¢ = ¢, défini par :

4. En déduire que 7., est la stratégie de seuil optimale.
5. On rappelle que S7-1 1/k = log(n/c) + o(1/c). Montrer que :

1 .
lim & =2 et lim P(Y,, =1)=

n—-+oo 1 e n——+o0o

1
e

IIT Les stratégies générales

Une stratégie 7 correspond a une famille d’ensembles A, C Ef, = Hle {1,...

pour k € {1,...,n — 1} et le fait d’épouser la princesse :

r=inf{k € {l,...,n—1,};(Ry,...,Rr) € A},
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avec la convention 7 = nsi {k € {1,...,n —1,};(Ry,...,Rg) € Ax} = 0. (Les
stratégies de seuil 7. sont un cas particulier de stratégies générales avec A; = ()
pour k < cet Ay = Ej_1 x {1} pour k > ¢.) La variable aléatoire >* 7 est & valeurs
dans {1,...,n} et on peut facilement vérifier que :

(r=k}={(Ri,....,R) € By} et {r>k}={(Ri,...,R) € Ch}

pour des ensembles By, C Ej et O} C E; que 'on ne cherchera pas & écrire.
On définit la probabilité de recruter la meilleure princesse a partir de 'instant k
et conditionnellement & {R; = r1,..., Ry = i}, pour (r1,...,7%) € E1 X -+ X F,
par :
Gr(riy...,m) =P(Xr =1,7 > k|Ry =r1,..., Ry = 1p).

Ainsi, la probabilité que le prince épouse la meilleure princesse avec la stratégie T
est Gi1(1) =P(X; =1).

1. Calculer Gy, (r1,...,70).
2. En utilisant la question 1.4, montrer que :

n

Gk(rly"'7rk’) :k'Z%P(RZ = 1,’7’:’i,R1 :Tl,...,Rk :Tk).
i=k

3. En déduire que pour k € {1,...,n— 1} :

k
Gr(ri,...,ry) = L= L))

+E[Gry1 (71,57 Ry )1y r)eCr}s

et donc :
k
Gk(rlw" 7rk)§max El{rk=1}7E[Gk+l(T17"' ,Tk,Rk+1)] 1{(T1,...,T’k)EBkUCk}‘

On consideére la fonction g* définie sur {1,...,n+ 1} par la récursion descendante
g*(n+1)=0et pour k€ {1,...,n}:

g (k) =E [max (%1{Rk=1}’9*(k * 1)>} '

On reprend les notations de la partie II.

4. Montrer que E[G(r1,...,rk—1, Rg)] < g*(k) pour k € {0,...,n — 1}, et donc
que G1(1) < g*(1).

24. On dit que 7 est un temps d’arrét associé aux variables aléatoires (R1,..., Rn).
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5. Montrer que pour k > ¢, on a g*(k) = g(k — 1) et que pour k < ¢, on a

g*(k) = g(cx).
6. En déduire que la stratégie 7., est la stratégie optimale.
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XII

Problemes (probabilités et statistique)

XII.1 Le modele de Hardy-Weinberg

Exercice XII.1 (Modele de Hardy-Weinberg pour la distribution d’un génotype).
Le but de cet exercice est 1’étude simplifiée du modele de Hardy-Weinberg ! pour
la répartition d’un génotype dans la population humaine 2.

On considere un gene possédant deux caracteres a et A. Le génotype d’un
individu est donc soit aa, Aa ou AA. On note 1 le génotype aa ; 2 le génotype Aa
et 3 le génotype AA. On s’intéresse a la proportion de la population possédant le

génotype j € {1,2,3}.

I Distribution du génotype : le modeéle de Hardy-Weinberg

Le but de cette partie est d’établir que la répartition du génotype de la popu-
lation est stable des la premiere génération.

On considere la génération 0 d’une population de grande taille dont les propor-
tions sont les suivantes :

proportion de aa : g,
proportion de aA :  uso,

proportion de AA : wusg.

On suppose les mariages aléatoires et la transmission du gene a ou A uniforme.

On note M le génotype de la mere, P le génotype du pere et E celui de 'enfant.

1. Montrer que P(E = aa|M = aA, P = aA) = 1, P(E = aa|M = aa, P = aA) =
5, P(E = aa|M = aA, P = aa) = §, et P(E = aa|M = aa, P = aa) = 1.

1. G. Hardy. Mendelian proportions in a mixed population. Science, vol. 28(706) pp. 49-50
(1908).

2. D. L. Hartl and E. W. Jones. Genetics : analysis of genes and genomes. Jones and Bartlett
Publishers, 5th ed. (2001).
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2.

3.

u
On pose donc 0 = uy + 2.

4.

5.

Montrer, en précisant les hypotheses, que :

1 U2\ 2
]P’(E:aa):u%—kulug—kzu%: <u1+72> .

Montrer sans calcul que P(E = AA) = (us + %)2

Montrer, sans calcul,2que la répartition du génotype a la premiere génération
est :
proportion de aa : ¢ = 62,
proportion de aA : ¢y = 20(1 —0), (XIL.1)
proportion de AA : ¢3 = (1—6)2.

Calculer la répartition du génotype a la seconde génération. En déduire que la
répartition (XII.1) est stationnaire au cours du temps.

IT Modele probabiliste

On suppose que la taille de la population est grande et que la répartition du

génotype suit le modele de Hardy-Weinberg (XII.1). On dispose d’un échantillon
de n personnes. On note X; € {1,2,3} le génotype de la i-¢me personne. On a donc
P(X; = j) = gj. On suppose de plus que les variables aléatoires (X;;i € {1,...,n})
sont indépendantes. On note :

Nj = Nj[n] =Y x5, (XI1.2)
=1

le nombre de personnes de ’échantillon possédant le génotype j.

1.
2.
3.
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Donner la loi 1;x,—;3. En déduire la loi de Nj.

Donner E[N;] et Var(XN;).

Déduire des questions précédentes un estimateur sans biais de g;. Est-il
convergent ?

. Montrer qu’il est asymptotiquement normal et donner sa variance asympto-

tique.

. On rappelle que ny + ns + ng = n. Montrer que :

n! n mn n
P(Ny = n1, Ny = ng, N3 = n3) = 'q11q22q33. (XIL.3)

7”L1!’I’L2!7”L3.

On pourra utiliser que le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en
. L n!

trois sous-ensembles de nq, no et ng éléments est ———.

n1!n2!n3!



XII.1 Le modele de Hardy-Weinberg

6. Calculer la matrice de covariance du vecteur (1{ Xi=1}s 14 X1:2}). En déduire
COV(Nl,NQ).
Ni[n] —ng1 Na[n] —nge
Voo n

7. Donner la limite en loi du couple < > quand n tend

vers 'infini.

ITII Estimation de 0 a ’aide du génotype

On note Py la loi de (N7, N2, N3) définie par I'équation (XII.3) de parametre
0 €]0,1[.

1. Vérifier que la log-vraisemblance L, (n1, n2, ns; ) de ’échantillon de loi Py est :
Ly(ny1,n2,n3;0) = c+ 2nq log 0 + nylog 6 + nylog(l — 0) + 2n3log(l — 6),

ou c¢ est une constante indépendante de 6.
2. Calculer le score de I’échantillon.

3. Calculer la dérivée du score en 0. En déduire que 'information de Fisher de
I’échantillon de taille n est :

2n

In(e) = 9(1 — 9)

4. On rappelle que Ny + No+ N3 = n. Montrer que 6, = & + & est 'estimateur
du maximum de vraisemblance de 6. nooan

5. L’estimateur de 6, én, est-il sans biais ?

6. Est-il efficace ?

7. Montrer que 'estimateur én est convergent. Montrer qu’il est asymptotique-
ment normal et donner sa variance asymptotique. On pourra soit utiliser di-
rectement (XII.2) soit utiliser le résultat de la question I1.7.

IV Tests asymptotiques sur le modele de Hardy-Weinberg

On désire savoir si le modele de Hardy-Weinberg est valide pour certaines ma-
ladies génétiques. On teste donc I’hypothese Hy : la proportion (qi,q2,q3) des
génotypes aa, aA, AA satisfait 'équation (XII.1).

1. Calculer (41, g2, G3) 'estimateur du maximum de vraisemblance de (g1, 2, q3)-

On considere la statistique de test :

~

q]9

E’qm

<.
Il
-
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2. Donner un test asymptotique a partir de la statistique de test (,.
3. En déduire un test asymptotique convergent.

4. La mucoviscidose est une maladie génétique. Le génotype aa correspond aux
cas pathologiques. Les génotypes aA et AA sont sains. Les valeurs numériques
suivantes sont inspirées de valeurs réelles : nombre de naissances aux USA en
1999 n ~ 3.8810°%, nombre de nouveau-nés atteints de la maladie n; = 1580,
nombre de nouveau-nés portant le géne a : nq + no = 152 480. Rejetez-vous le
modele au seuil de 5% ?

5. On dispose des données suivantes sur ’hémophilie. Nombre de nouveau-nés
atteints d’hémophilie : n; = 388, nombre de nouveau-nés portant le gene a :
ny + ny = 1164. Rejetez-vous le modele au seuil de 5% ? En fait on sait que
I’hémophilie concerne essentiellement la population masculine. Commentaire.

A

XII.2 Estimation de la taille d’une population

Exercice XII.2 (Capture et recapture).
On désire estimer le nombre inconnu N de chevreuils vivant dans une forét. Dans
une premiere étape, on capture a ’aide de pieges ng chevreuils que I'on marque a
I’aide de colliers, puis on les relache. Dans une deuxieme étape, des observateurs se
rendent en plusieurs points de la forét et comptent le nombre de chevreuils qu’ils
voient. Un chevreuil peut donc étre compté plusieurs fois. Parmi les n chevreuils
comptabilisés, s, portent un collier. On suppose qu’entre la premiere et la deuxieme
étape, la population de chevreuils n’a pas évolué, et que les chevreuils avec ou sans
collier ont autant de chance d’étre vus. Enfin, on suppose que les chevreuils ne
peuvent pas perdre les colliers. Le but de ce probleme est ’étude de ’estimateur
de Bailey ® de N défini par ng(n+1)/(s,+1). (On ne considerera pas l'estimateur
de Petersen ngn/s,, qui n’est pas défini si s, = 0.)

On pose p = ng/N €]0, 1[. Comme ng est connu, on remarque que donner une
estimation de 1/p permet de donner une estimation de N.

I Modélisation
On note X; = 1 si le i*™¢ chevreuil vu porte un collier et X; = 0 sinon. On
dispose donc de I’échantillon X1, ..., X,.

1. Au vu des hypotheses du modele, quelle est la loi des variables aléatoires
Xi,..., X7

3. G.A.F. Seber. The Estimation of Animal Abundance and Related Parameters. Caldwel
(1982).
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2. Vérifier que la densité de la loi de X; est p(z1;p) = p™ (1 — p)!=%1, avec
x1 € {0,1}. En déduire la densité de I’échantillon.
3. Montrer que S, = >_;" | X; est une statistique exhaustive. Quelle est sa loi?

4. Soit h une fonction définie sur {0,...,n} telle que h(S,) soit intégrable. Vé-
rifier que limy, 0 E,[h(Sy,)] = h(0). En déduire qu’il n’existe pas d’estimateur
intégrable de 1/p, fonction de S, qui soit sans biais.

5. Montrer alors qu’il n’existe pas d’estimateur intégrable de 1/p sans biais.

IT Estimation asymptotique

On souhaite étudier I'estimateur de Bailey de N défini par ngd,, ou :

n+1

1. Montrer que (d,,,n € N*) est une suite d’estimateurs convergente de 1/p.

2. Quel est le biais de ’estimateur §,, 7
S

3. Montrer que la suite <\/ﬁ <—n - p> ,n € N*> converge. Déterminer le mode
n

de convergence et la limite.

4. Vérifier que la suite <\/ﬁ (

S, +1
dédui
edulre que <n+1

asymptotiquement normale.

Sp+1 S
ntl _”> N E N*) converge p.s. vers 0. En
n+1 n

NORS N*> est une suite d’estimateurs convergente de p

5. En déduire que la suite d’estimateurs (0,,,n € N*) est asymptotiquement nor-
male de variance asymptotique 0'12, = (1—p)/p>.

6. Calculer le score et I'information de Fisher de I’échantillon de taille 1. La suite
d’estimateurs (6,,n € N*) est-elle asymptotiquement efficace ?

III Intervalle de confiance

1. Donner un estimateur convergent de 012). FEn déduire un intervalle de confiance
pour 1/p de niveau asymptotique 1 — «, olt @ €]0, 1[.

2. Les données numériques suivantes proviennent d’un site d’études au Dane-
mark? dans les années 1960 : ng = 74, n = 462 et s,, = 340. Donner une
estimation de 1/p puis de N.

3. Donner un intervalle de confiance pour 1/p puis pour N de niveau asymptotique
95%.

4. G.A.F. Seber. The Estimation of Animal Abundance and Related Parameters. Caldwel
(1982).
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IV Tests

On considere 'hypothese nulle Hy = {p = po}, ot pg = no/Noy, et 'hypothese
alternative Hy = {p = p1}, ot p1 = ng/N1. On suppose N1 > Ny.
1. Calculer le rapport de vraisemblance Z(z), ou x € {0,1}" et déterminer la
statistique de test correspondante.
2. Décrire le test UPP de niveau « a l'aide de S,,.
3. Ce test est-il UPP pour tester Hy = {N = Ny} contre Hy = {N > Ny} ?

4. On reprend les données numériques de la question II1.2. On considere I’hypo-
these nulle Hy = {N = 96} contre son alternative H; = {N > 97}. Rejetez-
vous Hy au niveau o = 5% ?

On utilisera les valeurs du tableau XII.1 de la fonction de répartition de S,,,
avec n = 462 et pg = 74/96 :

c 338 339 340 341 342
Ppo (Sn < ¢)]|0.0270918|0.0344991|0.0435125|0.0543594 |0.0672678

Table XII.1. Fonction de répartition de Sy, avec n = 462 et po = 74/96.

XII.3 Comparaison de traitements

Exercice XII.3 (Données censurées et comparaison de traitements).
On considére une population de souris en présence de produits toxiques. Le but
de cet exercice est d’étudier 1'effet d’un pré-traitement ® sur le temps d’apparition
des effets dus aux produits toxiques, tout en tenant compte du fait que certaines
observations sont censurées (i.e. certaines souris sont retirées de l’expérience avant
Papparition des effets).

Le temps d’apparition, en jour, des effets dus aux produits toxiques est modélisé
par une variable aléatoire T' qui suit une loi de type Weibull de parametres w > 0,
k>0 et 0 > 0. Plus précisément, en posant Fy(t) = Py(T > t), on a :

Fy(t) =

e—0(t—w)* pour t > w,
1 pour t < w.

5. M. Pike. A method of analysis of a certain class of experiments in carcinogenesis. Biometrics,
vol. 22, pp. 142-161 (1966).
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Le parametre w correspond & la période de latence des produits toxiques. Le pa-
rametre k est lié a I’évolution du taux de mortalité des souris en fonction de leur
age. Enfin le parametre 6 correspond plus directement a la sensibilité des souris
aux produits toxiques. En particulier, on souhaite vérifier si le parametre 6 peut
étre modifié par un pré-traitement. On consideére que les parameétres w et k sont
connus, et que seul le parametre 8 est inconnu.

I L’estimateur du maximum de vraisemblance de 0

1.
2.

4.

Calculer la densité fy de la loi de T'.

Soit T4, ..., Ty, un échantillon de n variables aléatoires indépendantes de méme
loi que T. Donner la densité pf(¢;0) de I'échantillon ou ¢t = (t1,...,t,) €
Jw, +oo[™.

. Calculer la log-vraisemblance de I’échantillon, puis é;, I’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance de 6.

Calculer I'information de Fisher I*(#) de ’échantillon de taille 1 associée a 6.

On rappelle que la fonction I" est définie, pour a > 0, par I'(a) = fooo 2@ le™® dx.
Et si a est entier, alors on a I'(a) = (a — 1)!.

D.
6.

Calculer Eg[(T — w)¥] et Eg[(T — w)?*].

En déduire que l'estimateur du maximum de vraisemblance est un estimateur
convergent et asymptotiquement normal de 6.

Calculer la variance asymptotique de é;; Et vérifier que 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est asymptotiquement efficace.

. On a n = 17 observations dont les valeurs sont présentées dans le tableau

XII.2. Pour ces observations, on admet que w = 100 et k = 3. On donne
S (t; —100)® = 33 175 533. Donner une estimation de 6 et un intervalle de
confiance de niveau asymptotique 95%.

143|164|188|188]190|192|206|209|213
216|220(227|230{234|246 (265|304

Table XII.2. Temps d’apparition des effets toxiques pour n = 17 souris.

IT Données censurées

Durant I'expérience, certaines souris sont retirées de la population observée pour

diverses raisons (maladie, blessure, analyse) qui ne sont pas liées a ’apparition des
effets dus aux produits toxiques. Pour une souris donnée, on n’observe donc pas le
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temps d’apparition des premiers effets, 7', mais R = min(7,S), ou S est le temps
aléatoire ou la souris est retirée de la population étudiée. On observe également
la variable X = 1¢7<qy, ou X = 0 si la souris est retirée de l'expérience avant
que les effets dus aux produits toxiques apparaissent et X = 1 si les effets dus
aux produits toxiques apparaissent avant que la souris soit retirée de ’expérience.
On suppose que les variables T et S sont indépendantes et que S est une variable
aléatoire positive continue de densité g, et g(x) > 0 si > 0. On considere la
fonction :

G(s)=P(S>s) = /Oog(u) du, seR.

Les fonctions G et g sont inconnues et on ne cherche pas a les estimer. En revanche
on désire toujours estimer le parameétre inconnu 6.
On note p = Py(X =1).

1. Quelle est la loi de X ?

La densité des données censurées p(r,x;0) est la densité de la loi de (R, X).
Elle est définie pour tous x € {0,1}, » € R par :

/ p(u,x;0) du =Pg(R > r, X = x).

2. Calculer Py(R > r, X = z),ouz € {0,1} et r € R. Puis, vérifier que p(r, x;0) =
f@ el—0(r—w)t] c(r,x), ou z; = max(z,0) désigne la partie positive de z et ou la
fonction c est indépendante de 6.

Soit (R1,X1),...,(Ry, X;,) un échantillon de n variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi que (R, X). Cet échantillon modélise les données censurées.
On note N, = > | X.

3. Que représente N, 7

4. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance 6,, de 6. Quelle est la
différence avec l'estimateur 6 défini précédemment ?

5. Montrer que p, = N,,/n est un estimateur sans biais convergent de p.

6. Déterminer pour les données censurées I'information de Fisher, I(6), de 6 pour
I’échantillon de taille 1.

On admet dorénavant que 'estimateur du maximum de vraisemblance est un es-
timateur convergent asymptotiquement efficace (voir la partie IV).
7. Déduire des questions précédentes un estimateur convergent de 1(9).

8. Dans la question 1.8, on a omis les données censurées correspondant a X; = 0,
c’est-a-dire & 'observation de S; et non de T;. Il s’agit des 2 valeurs supplé-
mentaires suivantes : 216 et 244. On suppose toujours w = 100 et £ = 3. On
donne la valeur de Z?Iiﬂ(si —100)3 = 4 546 880.
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Donner une estimation de 6 et un intervalle de confiance de niveau asympto-
tique 95%. Comparer cet intervalle de confiance avec celui obtenu & la ques-
tion I.8.

IIT Comparaison de traitements

On désire comparer 'influence de deux pré-traitements A et B effectués avant
I’exposition des souris aux produits toxiques. On note # la valeur du parameétre 6
correspondant au pré-traitement A et 67 celui correspondant au pré-traitement
B. On désire donc établir une procédure pour comparer 4 et 65. On note
(R, XY, .. (R ) les données censurées de la population de n? souris
ayant subi le pré- traltement Aet (RE, XP),. (R X B_) les données censurées
de la population de 7_1 souris ayant subl le pre—traltement B. On suppose de plus
que les variables (R!,X/), ol 1 < i < n’ et j € {A, B}, sont indépendantes. On
note :

pA — P(€A76'B)(X]I_4 = 1) et pB — ]P)(QA’@B)(X]_B — 1)

1. Donner la densité de ’échantillon de taille n + n®
(R, X1, (R X)), (RE,XP), . (REs, X %)),

2. Sous I'hypothese Hy = {64 = 0P} donner I'estimateur du maximum de vrai-
semblance 6,, de § = 64 = 5.

3. En utilisant la question I1.7, donner les deux tests asymptotiques convergents
de Hausman pour tester I’hypotheése nulle Hy contre 'hypothese alternative
Hy = {64 # 0P}

Les données de ’échantillon A correspondent & celles de la question I1.8. Les don-

nées de ’échantillon B sont les suivantes. La population comporte n” = 21 souris

dont :
— 19 souris pour lesquelles les effets des produits toxiques ont été observés
aux instants t,...,¢;98 donnés dans le tableau XII.3, Zgl(tf —100)3 =
64 024 591,
— 2 souris qui ont été retirées de I'expérience aux instants s? : 204 et 344, avec
S22 (sB —100)% = 15 651 648.

142|156|163|198|205|232|232|233|233|233
233|239|240|261|280|280|296|296|323

Table XII.3. Temps d’apparition des effets pour n = 19 souris avec le pré-traitement B.

4. Calculer 62, 85 et ,,. Les pré-traitements A et B sont-ils différents ?
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5. Donner des intervalles de confiance Jq‘;‘A pour 04 et J fB pour A8 tels que la
confiance asymptotique sur les deux intervalles soit d’au moins 95% (i.e. pour
n? et n® asymptotiquement grand, ]P)(eAﬂB)(eA c JA4 08 ¢ JB) > 95%).
Retrouvez-vous la conclusion de la question précédente ?

IV Propriétés asymptotiques de I’estimateur 6y,

Exprimer p comme une intégrale fonction de f; et G.

Calculer Pg(R > r) a l'aide de Fy et G. En déduire la densité de la loi de R.
Montrer a I'aide d'une intégration par partie que Eg[(R — w)%] = p/0.
Montrer directement que 0,, est un estimateur convergent de 6.

On pose 8 = Eg[1{x_1}(R — w)%]. Montrer que Eg[(R — w)3¥] = 23/6.

Donner la matrice de covariance du couple ((R — w)%, X).

NS gt W=

Montrer que 'estimateur én est asymptotiquement normal et donner sa va-
riance asymptotique.

8. Vérifier que 'estimateur én est asymptotiquement efficace.

XII.4 Ensemencement des nuages

Exercice XII.4 (Ensemencement des nuages).

Il existe deux types de nuages qui donnent lieu & des précipitations : les nuages
chauds et les nuages froids. Ces derniers possedent une température maximale de
Pordre de -10°C a -25°C. Ils sont composés de cristaux de glace et de gouttelettes
d’eau. Ces gouttelettes d’eau subsistent alors que la température ambiante est
inférieure & la température de fusion. On parle d’eau surfondue. Leur état est
instable. De fait, quand une particule de glace rencontre une gouttelette d’eau, elles
s’agregent pour ne former qu’une seule particule de glace. Les particules de glace,
plus lourdes que les gouttelettes, tombent sous 'action de la gravité. Enfin si les
températures des couches d’air inférieures sont suffisamment élevées, les particules
de glace fondent au cours de leur chute formant ainsi de la pluie.

En l'absence d’un nombre suffisant de cristaux de glace pour initier le phé-
nomene décrit ci-dessus, on peut injecter dans le nuage froid des particules qui
ont une structure cristalline proche de la glace, par exemple de I'iodure d’argent
(environ 100 & 1000 grammes par nuage). Autour de ces particules, on observe la
formation de cristaux de glace, ce qui permet, on I’espere, de déclencher ou d’aug-
menter les précipitations. Il s’agit de 'ensemencement des nuages. On signale que
cette méthode est également utilisée pour limiter le risque de gréle.
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Il est évident que la possibilité de modifier ainsi les précipitations présente
un grand intérét pour l'agriculture. De nombreuses études ont été et sont encore
consacrées a I’étude de efficacité de I’ensemencement des nuages dans divers pays.
L’étude de cette efficacité est cruciale et délicate. Le débat est encore d’actualité.

L’objectif du probléme qui suit est d’établir & 'aide des données concernant
I'ensemencement des nuages en Floride en 19759 si 'ensemencement par iodure
d’argent est efficace ou non.

On dispose des données des volumes de pluie déversée en 107 m3, voir les
tableaux XII.4 et XII.5, concernant 23 jours similaires dont m = 11 jours avec en-
semencement correspondant aux réalisations des variables aléatoires X1,...,X,,
et n = 12 jours sans ensemencement correspondant aux réalisations des va-
riables aléatoires Y7,...,Y,. On suppose que les variables aléatoires X1,..., X,
ont méme loi, que les variables aléatoires Y7,...,Y, ont méme loi, et que les va-
riables X1,..., X, Y1,...,Y, sont toutes indépendantes.

1 1 2 3, 4 5| 6 78 9| 10| 11
X;|7.45(4.70|7.30|4.05|4.46]|9.70|15.10(8.51|8.13|2.20|2.16

Table XII.4. Volume de pluie en 107 m® déversée avec ensemencement.

J 1 2 3| 4] 5| 6| 7| 8 9] 10| 11} 12
Y;115.53|10.39(4.50|3.44(5.70|8.24(6.73|6.21|7.58(4.17|1.09(3.50

Table XII.5. Volume de pluie en 107 m® déversée sans ensemencement.

On considérera divers modeles pour la quantité d’eau déversée par les nuages
afin de construire des tests pour ’hypothese nulle Hy = {l’ensemencement n’ac-
croit pas de maniére significative la quantité d’eau déversée} contre I'hypothese
alternative Hy = {l’ensemencement accroit de maniére significative la quantité
d’eau déversée}.

I Modele gaussien a variance connue

On suppose que Y; suit une loi gaussienne N (v, 03), ott v € R est inconnu et
o3 =13.
1. Calculer 7,, I'estimateur du maximum de vraisemblance de v. Est-il biaisé ?

6. W. L. Woodley, J. Simpson, R. Biondini and J. Berkeley. Rainfall results, 1970-1975 : Florida
Area Cumuls Experiment. Science, vol. 195, pp. 735-742 (1977).
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2. Donner la loi de #,,. En déduire un intervalle de confiance de v de niveau exact
1 — «. Faire I'application numérique avec o = 5%.

3. Montrer directement que 7, est un estimateur convergent de v.

On suppose que X; suit une loi gaussienne A (u1, 02), ot y est inconnu. L’hypothese
nulle s’écrit dans ce modele Hy = {p = v} et 'hypothese alternative H; = {u > v}.

On considere le modele complet formé des deux échantillons indépendants
Xl,...,Xm et Yl,...,Yn.

4. Ecrire la vraisemblance et la log-vraisemblance du modele complet.

5. Calculer f[i,,, estimateur du maximum de vraisemblance de p. Vérifier que
I'estimateur du maximum de vraisemblance de v est bien 7,.

6. Donner la loi de (fim,, 7n).

7. On considere la statistique de test

c) M fim = P
mn m+n o

Donner la loi de <7(771,7)n- En particulier, quelle est la loi de Q(nl)n sous Hy?

8. Montrer que pour tout y > v, on a p.s. :

lim C(l) = +00.

min(m,n)—oco mn

9. Déduire des questions précédentes un test convergent de niveau exact a. Dé-
terminer la région critique correspondante.

10. On choisit a = 5%. Rejetez-vous I'hypothese nulle ? Calculer p-val; la p-valeur
du modele.

IT Modele non paramétrique de décalage

On note F la fonction de répartition de X; et G la fonction de répartition de Y.
On suppose que F(x 4 p) = G(x), ol p est le parametre de décalage inconnu. En
particulier, X; a méme loi que Y; + p. On suppose de plus que la loi de X; possede
une densité notée f. On ne fait pas d’hypothése sur la forme de la densité; on
parle alors de modele non-paramétrique. L’hypotheése nulle dans ce modele est
donc Hy = {p = 0} et 'hypothese alternative H; = {p > 0}. On considere la
statistique de Mann et Whithney :

i=1 j=1
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On pose p = E[l{ngxi}], et il vient E[Uy, ,,] = mnp. On rappelle que :
Var(Up,n) = mn?a’ +m?*nf +mn(p—p? — o' — f'),

avec o > 0 et 8/ > 0. De plus si p & {0,1} (cas non dégénéré), alors au moins 1'un
des deux termes o/ ou ' est strictement positif. On suppose p €]0,1[. On pose :

Unmn —mnp

L = .
’ Var(Up,n)

On rappelle que si min(m,n) tend vers I'infini, alors la suite (Z,,,,,m > 1,n > 1)
converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite N (0, 1).
On rappelle que sous Hy (i.e. X; et Y; ont méme loi), on a :
mn(m+n+ 1)

P = 1/2 et Var(Umﬂ) = 12 .

On admet que la loi de U, , sous Hy ne dépend pas de F. On admet que sous H,
on ap > 1/2. Le cas p = 1 étant dégénéré, on supposera donc que sous Hi, on a
p €]1/2,1].

On considere la statistique de test :

(2) o Um,n_%

mn(m+n+1)
12

1. Montrer que :
{Cr(r%,)n > a} = {Zm,n > bm,n}7

ou 'on déterminera by, ,,. Vérifier que sous Hy, on a lim bpm,n = —00.
min(m,n)—o00

2. En déduire, que sous Hi, on a pour tout a > 0, lim ]P’((T(,%)n >a)=1.

min(m,n)—o0 R
3. Déduire des questions précédentes un test asymptotique convergent de niveau
a. Ce test est appelé test de Mann et Whithney.

4. On choisit a = 5%. Rejetez-vous ’hypothese nulle ? Calculer p-vals la p-valeur
pour ce modele.

III Modéle non paramétrique général

On note F' la fonction de répartition de X; et G la fonction de répartition de Y;.
On suppose que F' et G sont des fonctions continues. On désire tester 'hypothese
nulle Hy = {F = G} contre son alternative H; = {F # G}. On considere la
statistique de test :

m n
(3) — mn_u 1 1 _ ! 1
™ m+n zeIE m Zz:; Xisz} = ) JZ:; {v;<z3 -
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1. Donner un test asymptotique convergent de niveau « construit a partir de Q(?f)n

2. On observe la réalisation g,Si’?,fbs ~ (.5082. Rejetez-vous ’hypothese nulle au

niveau asymptotique de 5% ? Calculer p-vals la p-valeur de ce modele en utili-
sant les quelques valeurs, voir le tableau XII.6 de la fonction de répartition K
de la loi limite sous Hy de Cr(ri)n quand min(m,n) tend vers 'infini.

z |0.519(0.571{0.827]|1.223|1.358
K(x)| 0.05{0.10 | 0.50 | 0.90 | 0.95

Table XII.6. Quelques valeurs de la fonction de répartition K.

IV Conclusion

L’expérience d’ensemencement pratiquée en Floride est-elle concluante ?
A

XII.5 Chaleur latente de fusion

Exercice XII.5 (Chaleur latente de fusion).

On considére deux méthodes A et B de mesure de la chaleur latente de fusion
(ou enthalpie de changement d’état) de la glace en eau. Le tableau XII.7 donne
pour les deux méthodes de mesure, les valeurs’ de la chaleur latente de fusion de
la glace a -0.72°C en eau a 0°C en calories par gramme. On dispose de n = 13
mesures pour la méthode A et de m = 8 pour la méthode B. On souhaite savoir

si la méthode B n’a pas tendance a donner des valeurs inférieures a celle de la
méthode A.

Méthode A
Méthode B
79.98180.04|80.02|80.04{80.03
80.03[80.04|79.97(80.05|80.03 80.02(79.94(79.98(79.97|79.97
80.02{80.00(80.02 80.03[79.95|79.97

Table XII.7. Mesures de la chaleur latente de fusion de ’eau en calories par gramme par deux
méthodes différentes.

7. J. Rice. Mathematical statistics and data analysis. International Thomson Publishing, 2nd
ed. (1995).
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I Le modele

On modélise la i-eme mesure par la méthode A (resp. B) par la variable aléatoire

X; (resp. Y;) et on note z; (resp. y;) 'observation correspondante. On suppose que :
les variables aléatoires (Xj;,7 > 1) sont indépendantes de loi gaussienne de moyenne
p1 et de variance o7, les variables aléatoires (Yj,7 > 1) sont indépendantes de loi
gaussienne de moyenne jip et de variance o3, et les variables aléatoires (X;,i > 1)
et (Yj,7 > 1) sont indépendantes. On note n le nombre de mesures faites avec
la méthode A et m avec la méthode B. On note 0 = (ui,01,pu2,02) € @ =
R x R% xR x R% le parametre du modele.

On pose :

_ 1 & 1 & _

X,==) X;, Vo=— (X;—-X,)?= X?2 - X2
n; Y n_lz':1( ) n—l( Z )

Y, :izmjy- W :Li(y—f/)%L lzmjy?—ff?

mn m = a mn m—ljz1 J m m—1 m J m

On note Ty, Vn, Yn, Wy, les valeurs de X, V,,,Y,, W,, évaluées en les observations.
On donne les valeurs numériques & 102 pres correspondant aux observations :

n=13, I, ~80.02, v, ~5710% (XIL.4)
m=8, Um=~79.98, w,~98107% (XIL.5)
. Décrire simplement, pour ce modele, les hypotheses nulle et alternative corres-
pondant a la question posée.
. Donner la loi de (X1,...,X,,Y7,...,Yn).

— -1
. Rappeler la loi de <Xn, n—an>
o1

-1 -1
. Déduire des deux questions précédentes la loi du couple <n Vi, mn Wm>

et calculer la loi de : 1 )
n— m —
5~ Vn + 5 Wi

01 03

. Rappeler Ey[X,,]. En déduire un estimateur sans biais de p1, puis un estimateur
sans biais de po. Ces estimateurs sont-ils convergents ?

. Rappeler Ey[V,,]. En déduire un estimateur sans biais de a%, puis un estimateur
sans biais de o3. Ces estimateurs sont-ils convergents ?
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IT Simplification du modele

Afin de simplifier le probleme, on désire savoir si les variances 0% et o35 sont
significativement différentes. Pour cela, on construit dans cette partie un test asso-
cié a I'hypothese nulle Hy = {07 = 092, 1 € R, us € R} et 'hypotheése alternative
Hy = {01 # 02,111 € R, iy € R}.

On considere la statistique de test :

1. Vérifier que la loi de Z, ,, sous Hy est une loi de Fisher-Snedecor dont on
précisera les parametres.

2. Quelles sont les limites de (Z,,,,n > 2,m > 2) sous Hy et sous H; quand
min(n, m) tend vers U'infini ?

Soit aq, ag €]0,1/2[. On note ap m.a; €t bym.a,) les quantiles d’ordre o et 1 — ag
de F), , de loi de Fisher-Snedecor de parametre (n,m) i.e. :

]P)(Fnﬂn S an7m’a1) = Oé]_ et ]P)(Fn7m 2 bn’m’a2) = OCQ
On admet les convergences suivantes :

lim nm,aq = lim bnm,as = 1. (XIIL.6)

min(n,m)— oo min(n,m)—oo

3. Montrer que le test pur de région critique :

Wn,m - {me g]an—l,m—l,aly bn—l,m—l,ag [}

est un test convergent, quand min(n,m) tend vers U'infini, pour tester Hy contre
H;. Déterminer son niveau, et vérifier qu’il ne dépend pas de (n,m).

4. On choisit usuellement «; = 9. Déterminer, en utilisant les tables XII.8
et XII1.9, la région critique de niveau o = 5%. Calculer la p-valeur du test.
Conclure.

5. Etablir les convergences (XIL6).
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0.400 {0.300{0.200|0.100|0.050(0.025

7) 1.244 {|1.510]1.906 |2.667 |3.574|4.666
8) 1.219 |1.465|1.825|2.502|3.284|4.200
7) 1.247 |1.510]1.901|2.655|3.550|4.628
8) 1.221 |1.464|1.8202.487|3.259|4.162
2) 1.142 {1.373]1.700|2.283|2.913(3.607
3) 1.134 |1.359]1.676(2.234|2.832|3.483
2) 1.148 |1.371|1.686|2.245|2.848|3.512
(8,13) 1.140 |1.357|1.661|2.195|2.767|3.388

Table XII.8. Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. Soit Fj,; une variable aléatoire de loi de
Fisher-Snedecor de parametre (k,l). On pose P(Fi,; > f) = a. La table fournit les valeurs de f

en fonction de (k,1) et a. Par exemple ‘ P(Fig,7 > 1.244) ~ 0.4 ‘

0.025 {0.050{0.100|0.200(0.300{0.400

7) 0.2771(0.343]0.438]0.5880.728|0.875
8) 0.285 (0.351{0.446]0.593|0.729|0.871
7) 0.287 (0.353]0.448]0.597|0.736|0.882
8) 0.295 |0.361]0.4560.6020.737(0.877
2) 0.214 |0.280(0.375]0.525|0.662(0.804
3) 0.216 (0.282(0.377]0.526|0.662(0.802
2) 0.238 [0.305]0.400|0.5480.683(0.820
(8,13) 0.240 (0.307]0.402]0.550|0.683|0.819

Table XII.9. Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. Soit Fj; une variable aléatoire de loi de
Fisher-Snedecor de parametre (k,l). On pose P(Fi,; < f) = a. La table fournit les valeurs de f

en fonction de (k,1) et a. Par exemple ‘ P(Fi2,7 < 0.277) ~ 0.025 ‘

IIT Comparaison de moyenne

On suppose dorénavant que o1 = 09, et on note o la valeur commune (inconnue).
On considere les hypotheses nulle Hy = {1 = p2,0 > 0} et alternative H; =
{1 > p2,0 > 0}. On pose :

(n—1)V, + (m—1)W,,
n+m-—2

Sn,m =

)

et on considere la statistique de test :
nm X, — Y,

ntm /Sy

Tnm:

)
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. Déduire de la partie I la loi de

n+m-—2
o2
2,m > 2) quand min(n, m) tend vers 'infini.

Sh.,m, €t la limite de la suite (Sy, pm,n >

1 _ _
. Déduire de la partie I la loi de — 4/ nm (X0 —Yn).
oc\yn+m

Vérifier que sous Hy, la loi de T}, ,,, est une loi de Student dont on précisera les
parametres.

Déterminer la limite sous H; de la suite (X, — Yy,,n > 1,m > 1) quand
min(n,m) tend vers U'infini.

5. En déduire sous H; la valeur de limyi,(5,m)—00 Lnm-

6. Construire un test pur convergent quand min(n, m) tend vers 'infini de niveau

« pour tester Hy contre Hi.

On choisit a = 5%. Déterminer la région critique du test asymptotique. Donner,
en utilisant la table XII.10 une valeur approchée de la p-valeur. Conclure.

0.05000]0.02500]0.01000{0.00500{0.00250{0.00100{0.00050{0.00025{0.00010

n

19 1.729 || 2.093 | 2.539 | 2.861 | 3.174 | 3.579 | 3.883 | 4.187 | 4.590
20 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 3.153 | 3.552 | 3.850 | 4.146 | 4.538
21 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 | 3.135 | 3.527 | 3.819 | 4.110 | 4.493

Table XII.10. Quantiles de la loi de Student. Soit T} une variable aléatoire de loi de Student de
parameétre k. On pose P(T}, > t) = a. La table fournit les valeurs de ¢ en fonction de k et a. Par

exemple | P(Ti9 > 1.729) ~ 0.05 |

IV Variante sur les hypotheses du test

On reprend les notations de la partie III. Si on ne présuppose pas, (1 > o,

alors on considere I’hypothese alternative H| = {u; # u2,0 > 0} au lieu de Hj.

1.

2.

3.
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Quelles sont sous Hj les valeurs de lim Tom?
min(n,m)— oo

En s’inspirant des questions de la partie III, construire un test pur convergent
pour tester Hy contre H} et donner une valeur approchée de sa p-valeur. Conclu-
sion.

On considere 'hypothese nulle Hy = {p1 < pg,0 > 0} et I'hypothese alterna-
tive Hq. Vérifier que pour ¢ € R :

nm- gy — H2
P(MlUMZU)(TanC):P(OJOU) Toam = ¢ — —
»" ) ) 1OHY, ) n_’_m\/m




XII.6 Taille des grandes villes

En déduire que le test pur de la question II1.6 est un test convergent de niveau
« pour tester Hj contre H;. Conclusion.

A
XII.6 Taille des grandes villes
Exercice XII.6 (Loi de Pareto et taille des villes).
Les lois en puissance semblent correspondre & de nombreux phénomenes ® : nombre

d’habitants des villes, nombre de téléchargements des pages web, nombre d’occur-
rences des mots du langage. .. L’objectif de ce probleme est d’étudier la famille des
lois de Pareto, et de comparer a ’aide d’un tel modele les nombres, convenablement
renormalisés, d’habitants des plus grandes villes européennes et américaines.

On considere la loi de Pareto (réduite) de parametre o > 0, de densité :

«
fa(z) = Wl{x>1}-

La partie I est consacrée a la recherche d’estimateurs du parametre «. Dans
la partie II, on construit un test pour comparer les parametres « provenant de
deux échantillons différents (villes européennes et villes américaines). La partie III
concerne 'application numérique. La partie IV est indépendante des autres parties,
et permet de comprendre que les données sur les plus grandes villes sont suffisantes
et naturelles pour I'estimation du parameétre .

I Estimations et intervalles de confiance du parametre de la loi de
Pareto

Soit (Xg, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
de Pareto de parametre a > 0.

1. Calculer E,[X1], puis E,[X?].

2. Déduire du calcul de E,[X;] un estimateur &, de «, construit & partir de
X1,...,X,. Vérifier que, pour o > 1, l'estimateur (&;,,n > 1) est convergent.

3. Donner la vraisemblance du modele et déterminer une statistique exhaustive.
Que dire de 'estimateur &, 7

4. Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de «, construit a
n

> e log(X)

8. M. E. J. Newman. Power laws, Pareto distributions and Zipf’s law. Contemporary Physics,
vol. 46(5), pp. 323-351 (2005).

partir de X4,..., X, est &, =
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5. Montrer que la loi de log(X;) est une loi exponentielle dont on précisera le
parametre. En déduire E, [log(X1)] et Eq[log(X1)?].

6. Vérifier directement, a 'aide de la question 1.5, que la suite (&;,,,n > 1) est un
estimateur convergent de a.

7. Montrer directement, a I’aide de la question 1.5, que l'estimateur (éy,,n > 1)
est asymptotiquement normal. Montrer que sa variance asymptotique est a?.

8. Calculer l'information de Fisher. L’estimateur est-il asymptotiquement effi-
cace ?

9. Construire un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — n pour «.

10. Montrer, & l'aide des fonctions caractéristiques, que la loi de ad; ! est une
loi gamma dont les parametres ne dépendent pas de «. Construire alors un
intervalle de confiance de niveau exact 1 — 7 pour «, utilisant les quantiles des
lois gamma.

II Comparaison d’échantillons

Pour une région du globe r, on suppose que les nombres d’habitants des villes
suivent approximativement une loi de Pareto générale qui sera introduite dans
la partie IV. Ce modele est raisonnable pour les grandes villes?. On note 5:{1) >

> ) les nombres d’habitants des n* + 1 plus grandes villes 1. On vérifiera

r
(n*41
T
dans la partie IV, que les observations renormalisées par le minimun —
L(nr+1)

>

)

correspondent alors au réordonnement décroissant de réalisations de

T(pri1
n Varia{)les z)xléatoires, (X1,...,X}), indépendantes et de méme loi de Pareto de
parametre of.

Le parametre o peut s’interpréter comme le rapport du taux de naissance
plus le taux d’apparition de nouvelles grandes villes sur le taux de naissance de la
région r. Plus o est grand et plus la probabilité d’observer des (relativement) tres
grandes villes est faible.

On dispose des nombres d’habitants des 266 (nUF = 265) plus grandes villes de
I'Union Européenne (UE) et des 200 (nYSA = 199) plus grandes villes des Etats-
Unis d’Amérique (USA). Les histogrammes des figures XII.1 (UE) et XII.2 (USA)
concernent les données estimées en 2005. On a également porté la densité de la
loi de Pareto avec le parametre estimé, pour se convaincre que la modélisation est
crédible.

9. Y. Ijiri and H. A. Simon. Some distributions associated with Bose-Einstein statistics. Proc.

Nat. Acad. Sci. U.S.A., vol. 72, pp. 1654-1657 (1975).
10. Données disponibles sur http://www.citymayors.com/
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Pour simplifier ’écriture, on pose |n = nUE‘ et ‘m = USA ‘

Le but de cette partie est de savoir s’il existe relativement moins de tres grandes
villes dans 'UE qu’aux USA. Pour cela on considere les hypotheses Hg = {aUE <
aUAY et Hy = {aUF > oUSA},

1. Existe-t-il un lien entre les variables (X7 ... XUE) et (X[SA ... XUSA)?

2. Comme les nombres d’habitants des villes sont donnés par ordre décroissant,
cela signifie que 1'on observe seulement une réalisation du réordonnement dé-
croissant. Vérifier que I'estimateur du maximum de vraisemblance de o, &),
défini dans la partie I, peut s’écrire comme une fonction du reordonnement
décroissant.

Pour k € N*, on pose Z;, = Vk (G4, —a") et on note 1}, la fonction caractéristique
de Z}. La question I.7 assure la convergence simple de (¢, k € N*) vers la fonction
caractéristique de la loi gaussienne N(0, (a¥)?). On admet que la convergence est
en fait uniforme sur les compacts, pour tout u € R :

lim sup ‘ﬂ)k eu) — 2“2(°‘r)2/2‘ =0.
k—o0 e€[0,1]

UE _ ,USA

3. Montrer que si « , alors la suite :

<, [ gue [P pusa e e N*>
n+m n+m

converge en loi, quand min(n, m) tend vers 'infini, vers une loi gaussienne de

moyenne nulle et de variance a?.

On consideére :

2 _ (@Y 4 m(ays)?
T n+m ’
et la statistique de test :
~UE ~USA U AUSA
nm &, — &
Cn,m = & ~ o = m — On SAND
ntmo G raEE P T m(an

4. Déduire de la question précédente que, si aVF = oUSA | alors la suite (Camsm €

N*,m € N*) converge en loi, quand min(n,m) tend vers Uinfini, vers la loi
gaussienne centrée réduite N(0,1).

5. Si aYF < oUSA | donner le comportement asymptotique de la suite (Cnymym €
N*/m € N*) quand min(n, m) tend vers I'infini.

6. Si a"F > oYSA | donner le comportement asymptotique de la suite (Cnmsm €
N*,m € N*) quand min(n,m) tend vers 'infini.
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7. En déduire la forme de la région critique pour tester asymptotiquement Hy
contre Hi.

8. Montrer, en utilisant le fait que la loi de & ; /o' ne dépend pas de o (cf question
1.10), que Perreur de premiere espece est maximale pour oVF = USA,

9. En admettant le résultat de la question précédente, donner la région critique
de niveau asymptotique n pour tester Hy contre H;.

10. Ce test est-il convergent ?

11. Comment calculer la p-valeur asymptotique de ce test ?

ITI Application numérique

On donne n = 5% et dans le tableau XII.11 les statistiques pour les nombres
d’habitants des plus grandes villes de I'Union Européenne et des Etats-Unis d’Amé-
rique.

Région : r UE USA
Nombre de données : n' 265 199
Plus grande ville : (1) |(Londres) 7.07|(New York) 8.08
Plus petite ville : Z(,r41) 0.15 0.12
S w 676.8 620.8
S a? 5584.6 8704.6
S log(x) 166.6 147.6
S log(xy)? 210.2 207.6

Table XII.11. Données 2005 sur les plus grandes villes de ’'UE et des USA. Les nombres d’ha-
bitants sont en millions.

E’ aUSA

1. Donner les estimations par maximum de vraisemblance de oV et leurs

intervalles de confiance asymptotiques de niveau 1 — 7 (cf. partie I).
2. Calculer la p-valeur du test présenté dans la partie II.

3. Conclusion ?

IV Réduction des lois de Pareto

Soit une suite (X,,n € N*) de variables aléatoires indépendantes de loi de
Pareto de parametre (a, 3) €]0, 0o[? de densité :

(07

p
fap(x) = a2y aspy-
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Figure XII.1. Histogramme des nombres d’habitants des n = 265 plus grandes villes de I’Union

Européenne (divisées par la taille de la (n + 1)-iéme grande ville), et densité de la loi de Pareto

de parametre &J° (sur le graphique de droite seulement).

Figure XII.2. Histogramme des nombres d’habitants des m = 199 plus grandes villes des Etats

Unis d’Amérique (divisées par la taille de la (m 4+ 1)-iéme grande ville), et densité de la loi de

Pareto de paramétre &3> (sur le graphique de droite seulement).

1. Calculer la fonction de répartition, F,, g, de la loi de Pareto de parametre («, 3).

2. Calculer P (Xl/y >z | X, > y) pour y > 3 et x > 1. En déduire la fonction
de répartition, puis la loi, de Xl/y sachant X; >y, oy > .

Soit n,k € N*. On considere le réordonnement décroissant, appelé aussi sta-
tistique d’ordre, de (X1,...,X,4), que l'on note (X(1),..., X(nqx)) et qui, on
I’admet, est p.s. uniquement défini par :

Xay > > Xy et (X0, X} = {X0), -, Xy -
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En particulier on a X(l) = maxi<i<nik X; et X(n+k) = minj<j<p4x X;. On admet
que le réordonnement décroissant est un vecteur de loi continue et de densité :

n+k

gn-i-k(xl’ s 7$n+k’) = (’I’L + k)‘ 1{x1>--->xn+k} H fOle(xi)'
=1

Le but de ce qui suit est de déterminer la loi des n plus grandes valeurs divisées

. o X Xn)
par la (n 4 1)-iéme, c’est-a-dire de (Y7,...,Y,) = | = ey = .
X(nt1) X(nt1)

1. Montrer que la densité de la loi de (X(j),. .. ,X(HH)) est :

n+k)! _ -
ﬁ 1{901>-~->xn+1}Faﬁ(xn+1)k 1fa,ﬁ(xn+1) H foﬁﬁ(xi)’
) i=1

2. Montrer que (Y7,...,Y,) a méme loi que le réordonnement décroissant de
(X1,...,X,), ou les variables Xi,..., X, sont indépendantes de méme loi de
Pareto de parametre («, 1). Vérifier ainsi que la loi de (Y7, ...,Y}) ne dépend
ni de 8 ni de k.

Quitte a considérer les n+ 1 plus grandes valeurs de la suite (XZ-, 1 <i<n+k),
on peut les remplacer par les n plus grandes divisées par la (n+1)-iéme, et supposer
ainsi que l'on considere le réordonnement décroissant de n variables aléatoires
indépendantes de loi de Pareto de parametre («, 1).

A

XII.7 Résistance d’une céramique

Exercice XII.7 (Résistance d'une céramique et loi de Weibull).

Les céramiques possedent de nombreux défauts comme des pores ou des micro-
fissures qui sont répartis aléatoirement. Leur résistance a la rupture est modélisée
par une variable aléatoire de loi de Weibull 1.

La premiere partie de l'exercice permet de manipuler la loi de Weibull. La
deuxieme permet d’expliquer le choix de la loi de Weibull pour la loi de la résis-
tance a la rupture. Les troisieme et quatrieme parties abordent l’estimation des
parametres de la loi de Weibull 2. La partie II d’une part, et les parties III et IV
d’autre part, sont indépendantes.

11. Norme ISO 20501 : 2003, http://wuw.iso.org/iso/fr/
12. P. Murthy, M. Xie and R. Jiang. Weibull models. Wiley Series in Probability and Statistics
(2004).
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La densité de la loi de Weibull de parametre («, 3) €]0,0c[? est définie sur R

par : »
=5 () ool ()) o

et la fonction de répartition par F, g(z) =0siz <0 et :

Fop(x) =1—exp <— <%>a> pour z > 0.

Le parametre de forme « est, en analyse des résistances des céramiques, appelé
module de Weibull. Ce parametre, qui caractérise 'homogénéité de la céramique,
est adimensionnel. Il est d’autant plus élevé que la céramique est homogene. Les
valeurs actuelles sont de l'ordre de 5 a 30. Le parametre d’échelle 8 est parfois
appelé contrainte caractéristique (F, 5(8) = 1 —e ! ~ 63.21%). Il est exprimé
dans les mémes unités que les contraintes (i.e. en Pascal), il dépend de la qualité
et de la taille de la céramique.

I Etude sommaire de la loi de Weibull

On rappelle la définition de la fonction Gamma, pour r > 0 :

I'(r)= /1{t>0}tr_1 et dt.

Ona I'(r+1)=rl(r) pour r >0, et I'(r +1) = r! pour r € N*.
Soit X une variable aléatoire de loi de Weibull de parametre («, 8) €]0, co[2.

1. Soit ¢ > 0. Déterminer, a I'aide des fonctions de répartition, la loi de ¢X.
2. Montrer que E(, g)[X*] = 8% et E(, g) [X?%2] = 2%,

3. Calculer la loi de X% et reconnaitre une loi exponentielle dont on déterminera
le parametre. Retrouver les résultats de la question précédente.

IT Pourquoi la loi de Weibull 7

On consideére une barre de céramique de longueur L soumise & une force de
traction. On modélise la résistance de la barre de céramique, i.e. la valeur de la
force de traction qui fait se rompre la barre, par une variable aléatoire XX, On
décompose la barre de céramique en n tranches de longueur L/n, et on note X Z-(L/ n)
la résistance de la tranche ¢ € {1,...,n}. La résistance de la barre de céramique
est simplement la résistance de la tranche la plus faible :

L/n)

x@ = min x M, (XI1.7)
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Ce modele de tranche la plus faible intervient également en fiabilité quand on

considere la durée de fonctionnement d’un appareil formé de composants en série,

i.e. quand la durée de fonctionnement de l'appareil est la plus petite durée de

fonctionnement de ses composants. On suppose que :

(A) Les variables aléatoires (XZ-(L/ "),z’ € {1,...,n}) sont indépendantes de
méme loi.

(B) Pour tout £ > 0, X® a méme loi que ¢, X, ol ¢y > 0 est une constante qui
dépend de ¢ (et de la qualité de la céramique) et X est une variable aléatoire
strictement positive.

Le but des questions qui suivent est d’identifier les lois possibles de X telles

que les hypotheses (A) et (B) ainsi que ’équation (XIL.7) soient satisfaites.

Soit (Xg, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

1. On note F la fonction de répartition de X et F}, celle de min;<j<, Xj. Montrer
que 1 — F,(z) = (1 — F(x))" pour tout x € R.

2. Déduire de la question précédente et de la question I.1 que si la loi de X; est la
loi de Weibull de parametres («, 3), alors 1I<nkl£l X}, a méme loi que n= /2 X;.
SRS

3. Montrer que si X suit la loi de Weibull de parametres («, ), alors sous les
hypotheses (A) et (B), Pégalité (XI1.7) est satisfaite en loi dés que ¢p = ¢4~/
pour tout ¢ > 0. Déterminer la loi de X ).

On suppose que la fonction de répartition de X, H, posséde ’équivalent suivant
quand x tend vers 0 par valeurs supérieures :

H(z) =bz® 4+ o(z") (x> 0),

ou a > 0 et b > 0. On suppose également que la résistance est inversement pro-
portionnelle & la longueur de la barre de céramique : ¢; = ¢1 0=/, avec a > 0.

Lin) >

4. Donner la limite de la fonction de répartition de la variable aléatoire (minj<;<p XZ-(
1). En déduire que Dégalité (XIL7) implique que a = a ainsi que X(P) et X
suivent des lois de Weibull.

En fait la théorie des lois de valeurs extrémes 13 14 assure que si ’on suppose les

hypotheses (A) et(B), égalité (XILT) et le fait que la résistance X&) n’est pas
déterministe (et donc sans hypothese sur la fonction de répartition de X ni sur
¢g) alors X (L) et X suivent des lois de Weibull. En particulier I'indépendance des
résistances des tranches conduisent a modéliser la résistance d’une céramique par
une variable aléatoire de Weibull.

13. J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels and J. Segers. Statistics of extremes. Wiley Series in
Probability and Statistics (2004).

14. P. Embrechts, C. Klueppelberg and T. Mikosch. Modelling extremal events for insurance
and finance. Springer (1997).
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IIT Estimation du parametre d’échelle

Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Weibull de parametre (g, 8) €]0, 002, ol o est supposé connu.

1. Montrer que la vraisemblance associée a un échantillon X1,...,X,, de taille n
s’écrit, avec = (zg, k € {1,...,n}) :
af 0 "
. _ 0 —B70 31 ‘LX ag—1
pn(flf,ﬁ) = We PIHEE Hx]o H]‘{Il>0}'
j=1 1=1

2. En utilisant le théoreme de factorisation, donner une statistique exhaustive
pertinente.

3. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance, Bn, de 5.

4. En utilisant la question 1.3, calculer le biais de §,. Vérifier qu’il est nul si
o) = 1.

5. A l'aide des résultats de la question 1.2, montrer directement que ﬁﬁo est un
estimateur convergent et asymptotiquement normal de 5%°.

6. En déduire que ﬁn est un estimateur convergent et asymptotiquement normal
de . Donner la variance asymptotique.

IV Estimation du parameétre de forme

Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Weibull de parametre (o, 3) €]0, co[2. On suppose que le paramétre (o, 3) €]0, oo[?
est inconnu.

1. Pour un échantillon de taille n, donner la vraisemblance et la log-vraisemblance,
Ln(xa (avﬁ)) ol x = (:Ekh ke {17 s 7n})
2. Peut-on résumer les données a 'aide d’une statistique exhaustive ?

3. Donner les équations satisfaites par tout extremum, (&, 571), de la log-vrai-
semblance.

4. Vérifier que B, = u,(ay,), pour une fonction u, qui dépend de x. Que pensez-
vous de I'estimation de 8 que « soit connu ou non ?

On définit la fonction h,, sur |0, co[ par :

iy log(z;)x}

> ) ’

oux; > 0 pourtouti € {1,...,n}. Onsupposen > 2 et qu’il existe i,j € {1,...,n}
tels que z; # xj. On admet que la fonction h,, est strictement croissante.

hn(a) = — % Zlog(zi) + 2
i=1
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5. Vérifier, en utilisant [% = up(&y), que @&, est I'unique solution de I’équation
1
hp(a) = —.
a(@) = -

6. Montrer que la fonction g : a — Ly(x; (a,u,(a))) est strictement concave. En
déduire que la log-vraisemblance atteint son unique maximum en (&, 3,).

7. Montrer que h,, ou ’on remplace x; par X;, converge p.s. vers une fonction h
que l'on déterminera. Vérifier que h(a) = 1/a.

Ce dernier résultat permet de montrer la convergence p.s. de l'estimateur (é,, Bn)

vers (a, 3). Par ailleurs les estimateurs sont fortement biaisés.
A

XII.8 Sondages (II)

Exercice XII.8 (Sondage et stratification).
On considere un sondage pour le deuxieme tour de 1’élection présidentielle frangaise
effectué sur n personnes parmi la population des N électeurs, dont N4 > 2 (resp.
Np > 2) votent pour le candidat A (resp. B), avec N = N4 + Np. Le but du
sondage est d’estimer la proportion, p = N4 /N, de personnes qui votent pour A.
Comme N (environ 44 Millions d’inscrits pour I’élection présidentielle francaise
de 2007) est grand devant n (de l'ordre de 1000), on considére uniquement des
sondages avec remise (en particulier une personne peut étre interrogée plusieurs
fois). Le but de cet exercice est 1’étude des méthodes de stratification.

I Modeéle de référence

La réponse de la k-ieme personne interrogée est modélisée par une variable
aléatoire Zj, : Z, = 1 (resp. Zj = 0) si la personne interrogée vote pour le candidat
A (resp. B). Les variables aléatoires (Zg,k > 1) sont indépendantes de loi de
Bernoulli de parametre p. On estime p & I'aide de la moyenne empirique, Z,, =
%zzzl Zy. Rappelons que Z, est un estimateur sans biais de p convergent et
asymptotiquement normal.

1. Calculer le risque quadratique R(Zy,p) = E,[(Z, — p)?]

par Z,.

pour 'estimation de p

)n—nin

2. Vérifier que la vraisemblance du modele est p,(z;p) = p"* (1 — p , avec

1 ¢ _
z=(21,-..,2,) €{0,1}" et 2z, = — Z 2. En déduire que Z,, est I'estimateur
n

k=1
du maximum de vraisemblance de p.

3. Calculer l'information de Fisher du modele. Montrer que Z,, est un estimateur
efficace de p (dans la classe des estimateurs sans biais de p).
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IT Méthode de stratification

L’objectif des méthodes de stratification est d’améliorer la précision de 'esti-
mation de p, tout en conservant le méme nombre, n, de personnes interrogées.
Pour cela on considere H strates (ou groupes) fixées. La strate h comporte Nj, > 1
individus (N, est connu), et on note pp la proportion inconnue de personnes de
cette strate qui votent pour A, nj le nombre de personnes interrogées dans cette
strate. Le nombre total de personnes interrogées est n = Zthl ny. On suppose
que pp, €]0,1[ pour tout 1 < h < H. On considére la proportion des personnes
interrogées dans la strate h qui votent pour A :

1 &
Yh:_ X'(h)7

)

N . ’ . h 41 . N . ’
ou la variable aléatoire XZ-( modélise la réponse de la i-eéme personne interrogée

dans la strate h : Xz-(h) = 1 (resp. Xz-(h) = 0) si la personne interrogée vote pour

(k)

le candidat A (resp. B). La variable aléatoire X" suit une loi de Bernoulli de

parametre pp. On suppose que les variables aléatoires (Xi(h), 1 <i,1<h<H)
sont indépendantes.

L’estimateur de Horvitz-Thompson !° (initialement construit pour des sondages
sans remise) de p est défini par :

H
V-3
h=1

hy,.

2|2

I1.1 Etude & horizon fini
1. On choisit un individu au hasard. Quelle est la probabilité qu’il soit dans la

H
Np
strate h 7 En déduire que —pp = p.
q ; NP =P
2. Vérifier que I'estimateur de Horvitz-Thompson est sans biais : E,[Y] = p.

3. Calculer le risque quadratique de Y : R(Y,p) = E,[(Y — p)?] en fonction des
variances o7 = pp(1 — pp).

4. Pourquoi dit-on que la stratification est mauvaise si n Var,(Y") > p(1 —p)?

5. Donner un exemple de mauvaise stratification.

15. D. G. Horvitz and D.J. Thompson. A generalization of sampling without replacement from
a finite universe. Journal of the American Statistical Association, vol. 47, pp.663-685 (1952).
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On répondra aux trois questions suivantes en admettant que m; peut prendre
toutes les valeurs réelles positives et pas seulement des valeurs entieres. On rappelle
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit a;,b; € R pour i € I et [ fini, on a :

(5en) = (54) (5#)

avec égalité si et seulement si il existe (o, ) € R?\{(0,0)} tel que aa; = Bb; pour
tout 7 € I.
) . . Ny,

6. Montrer que pour l’allocation proportionnelle, ny = nW, on a n Var,(Y) <
p(1 — p). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que n Var,(Y') <
p(1—p).

7. Montrer que Iallocation optimale (i.e. celle pour laquelle Var,(Y") est minimal)
correspond a l’allocation de Neyman ou nj, est proportionnel a ’écart-type de

la strate h : Njop. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que l’al-
location de Neyman soit strictement meilleure que ’allocation proportionnelle.

8. Déduire de ce qui précede que sous des conditions assez générales, on peut
construire un estimateur de p sans biais qui est strictement préférable a 1’es-
timateur efficace (dans la classe des estimateurs sans biais) Z,,. En quoi cela
n’est-il pas contradictoire ?

I1.2 Etude asymptotique

1. Montrer que (Yp,np > 1) converge p.s. vers pp, et que (/nn(Yn, — pp),np > 1)
converge en loi vers une loi gaussienne dont on précisera les parametres.

2. Montrer que p.s. Y converge vers p quand minj<p<g 1 tend vers I'infini.

On rappelle le résultat suivant sur la convergence uniforme locale des fonctions
caractéristiques. Soit (V,k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,
de méme loi et de carré intégrable, avec E[V}] = u et Var(V}) = 0. Alors, on a :

k
o022 . _ 1
U yr @ =€ 7P H R ), ot Vo= YV

et pour tout K >0, lim sup |Rg(u)| =0.

3. Montrer que, si minj<p<gnp, tend vers linfini, alors (Y — p)/4/Var,(Y)
converge en loi vers une loi gaussienne centrée réduite N (0, 1).

130



XII.9 Loi de Yule (II)

4. Montrer que :

1 LN\ Yall - V)
Var,(Y) hZ::l < N > ny,

converge p.s. vers 1, quand minj<p<g np tend vers I'infini. On pourra, apres
Pavoir justifié, utiliser que pour tout € > 0 on a |Y,(1 —Yy) — U%L| < z—:a% pour

min ny suffisamment grand.
1<h<H

5. Déduire de la question précédente que :

H 2
N, Yi(l =Y,
= o35 () 0000
h=1

ol ¢, est le quantile d’ordre r de la loi gaussienne centrée réduite N (0, 1), est
un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 —« (a €]0, 1[) quand
min;<p<pg np, tend vers l'infini.

A

XII.9 Loi de Yule (II)

Exercice XII.9 (Disques d’or et loi de Yule).

On suppose que les ventes des disques d’un artiste dépendent de sa réputation
seulement (i.e. du nombre de disques déja vendus) et donc pas de son talent 6.
Dans ce cas, il est naturel de modéliser le nombre de ventes pour un artiste par
la loi de Yule!” | voir 'exercice (XI.11). On mesure la notoriété d'un artiste par
le nombre de disques d’or qu’il a obtenus. Le tableau XII.12 donne le nombre
d’artistes ayant eu un nombre de disques d’or fixé pendant la période de 1959 a
1989. Pour information, le tableau XII.13 indique les artistes ayant eu au moins
14 disques d’or. On compte n = 1377 artistes ayant eu un ou des disques d’or.

Si on estime que la probabilité d’acheter un disque d’un artiste inconnu est
tres faible, alors on peut modéliser le nombre de disques d’or d’un artiste par une
variable aléatoire Y de loi de Yule de parametre p > 0. On rappelle que si Y suit
une loi de Yule de parametre p €]0, ool, alors on a :

P,(Y =k)=pB(k,p+1), keN*,

16. K. H. Chung and R. A. K. Cox. A Stochastic Model of Superstardom : an application of
the Yule distribution. The Review of Economics and Statistics, vol. 76, pp. 7T71-775 (1994).

17. L. Spierdijk and M. Voorneveld. Superstars without talent 7 The Yule distribution contro-
versy. SSE/EFI Working Paper Series in Economics and Finance. http://swopec.hhs.se/
hastef/abs/hastef0658.htm (2007).
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ol pour a,b €]0,4o00] :

1.

CT@WEO) [ ey ety
B(a,b) = T(a i) _/}071[ 11— 2)"! da.

Déterminer la loi de Yule de parametre p = 1. Comparer les données observées
du tableau XII.12 avec les données théoriques attendues si le nombre de disques
d’or pour un artiste pris au hasard suit la loi de Yule de parametre p = 1.

. Apres avoir précisé le modele, indiquer en détail une méthode pour tester si

les données observées correspondent a la réalisation d’un échantillon de taille
n de loi min(Y,m), ot m = 17 et Y suit une loi de Yule de parametre p = 1.

Justifier le fait que, pour répondre a la question 2, on ait regroupé dans le
tableau XII.12 les artistes ayant eu plus de 17 disques d’or.

On suppose que les données observées correspondent a la réalisation d’un échan-
tillon de taille n de loi de Yule de parametre p inconnu. On note Nj le nombre
d’artistes ayant eu au moins k disques d’or; ainsi Ny correspond au nombre d’ar-
tistes ayant eu au moins un disque d’or.

4.
5.

Exprimer la log-vraisemblance du modele en fonction de (N, k € N*).

Trouver la plus grande constante ¢ > 0 telle que 22 > (z + ¢)(x + ¢ — 1) pour
tout = > 1. En déduire que :

2 = 1°
—(p+k)? " p+3
Montrer que la log-vraisemblance de la question précédente possede un seul
maximum local sur ]0, (1 + v/3)/2] et, si No > 1, alors elle possede au moins
un maximum sur |0, col.

Pour les données du tableau XII.12, on obtient la valeur approchée suivante pour
I’estimateur du maximum de vraisemblance de p : 1.137.

6.

132

Apres avoir précisé le modele, indiquer en détail une méthode pour vérifier si
les données observées correspondent a la réalisation d’un échantillon de taille
n de loi min(Y,m), ot m = 17 et Y suit une loi de Yule.

Les p-valeurs pour les questions 2 et 6 sont plus petites que 107°. Quelle est
votre conclusion concernant le talent des artistes?

Les auteurs de ’étude proposent de ne pas tenir compte des artistes ayant plus
de 18 disques d’or et de considérer la loi de Yule conditionnée a prendre des
valeurs inférieures a 18. Il obtiennent alors une p-valeur de l'ordre de 17%.
Quelle est leur conclusion, concernant le talent des artistes ?

A



XII.10 Sexe des anges

Nombre de
disques d’or

Nombre
d’artistes

© 00 3O Ui Wi

Nombre ||Nombre de
d’artistes||disques d’or
668 10 14
244 11 16
119 12 13
78 13 11
55 14 5
40 15 4
24 16 4
32 17 et + 26
24

Table XII.12. Nombres d’artistes par nombre de disques d’or.

Artiste Nombre de||Artiste Nombre de

disques d’or disques d’or
Beatles 46||John Denver 18
Elvis Presley 45||Kiss 18
Elton John 37||Kool and the Gang 18
Rolling Stones 36(|Rod Stewart 18
Barbra Streisand 34||Andy Williams 17
Neil Diamond 29||Frank Sinatra 17
Aretha Franklin 24||Billy Joel 16
Chicago 23||Hank Williams, Jr. 16
Donna Summer 22||Linda Ronstadt 16
Kenny Rogers 22||Willie Nelson 16
Olivia Newton-John 22(|Doors 15
Beach Boys 21{|Glen Campbell 15
Bob Dylan 20{|Queen 15
Earth, Wind and Fire 20|{|REO Speedwagon 15
Hall and Oates 20||Anne Murray 14
Barry Manilow 19||Doobie Brothers 14
Three Dog Night 19|{|{Jethro Tull 14
Bee Gees 18||Johnny Mathis 14
Carpenters 18]|O’Jays 14
Creedence Clearwater Revival 18

Table XII.13. Artistes ayant eu au moins 14 disques d’or entre 1958 et 1989.

XII.10 Sexe des anges

Exercice XII.10 (Sexe des anges).
Soit pg la probabilité (inconnue) d’avoir un gargon a la naissance (pg est de l'ordre
de 0.51 environ). On remarque, & I'aide d’un test du x? sur les données'® du ta-
bleau XI1.14 (p-valeurs asymptotiques de 'ordre de 5%), que le nombre de gargons

18. M.-P. Schiitzenberger. Résultats d’une enquéte sur la distribution du sexe dans les familles
nombreuses. Semaine des Hopitaux de Paris, vol. 25(61), pp. 25792582 (1949).
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d’une famille & n > 2 enfants ne suit pas une loi binomiale de parametre (n, po)
(voir Pexercice IX.18). Une des raisons possibles est que la probabilité d’avoir un
garcon dépende de la famille considérée, et qu’elle soit donc aléatoire. Le modeéle
que nous étudions est un modele classique de la statistique bayesienne !°.

On note P la probabilité (aléatoire) d’avoir un gargon pour une famille choisie
au hasard. On modélise P par une variable aléatoire de loi béta de parametre

0 = (a,b) €]0,00[%, dont la densité est :

1
B(a,b)

ZL’a_l (1 — :E)b_11}071[($).

On note X, le nombre de garcons parmi les n premiers enfants d’une famille choisie
au hasard (parmi les familles ayant au moins n enfants).

I Préliminaires

1. Calculer Eg[P] et Eg[P?(1 — P)*] pour v,w € [0, 00].
2. Justifier Pégalité pg = a/(a + b).

3. Quelle est la loi conditionnelle de X,, sachant P? Déterminer la fonction 1
telle que E[g(X,,) | P] = ¢(P) en fonction de g.

4. Montrer que Ey[X,,] = nEg[P] et Varg(X,) = nEy[P(1 — P)] + n? Vary(P).
5. En déduire que :

a
a-+b

Eg[X,] = n et Varg(X,) = %EQ[XH] (n — Eo[Xn) <1 + L) .

a+b+1
(XIL8)

IT Estimation des parametres

On considere les familles & n enfants. On note Xr(Lk) le nombre de garcons de

la k-eme famille & n enfants. On suppose que les variables aléatoires (X,(Ik), kE>1)
sont indépendantes et de méme loi que X,.

1. Montrer que si n = 1, alors la loi de X,, ne dépend que de py. En déduire que
le modele n’est pas identifiable.

On suppose n > 2.

2. Construire, en utilisant (XII.8), un estimateur éK de 0 a partir de :

M —iiXUf) ¢V —ii(XUf))Q—M?
K_Kkzl n € K—‘K-k:1 n K-

19. C. Robert. Le choiz bayésien : Principes et pratique. Springer (2006).
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3. Montrer que (éK, K > 1) est un estimateur convergent de 6.

4. Montrer, sans calculer explicitement la matrice de covariance asymptotique,
que lestimateur (6x, K > 1) de 0 est asymptotiquement normal.

5. On pose N, = Zszl 1{X7(lk):r}. Vérifier que :
K n K 9 n
SO =N, w3 () =3
k=1 r=0 k=1 r=0

Donner une valeur numérique pour 'estimation de 6 & partir du tableau XII1.14.
Pour des raisons de temps de calcul, on ne donnera pas d’intervalle de confiance
asymptotique pour 6.

Nombres de gargons et de filles|(5,0)((4,1)((3,2)|(2,3)[(1,4)|(0,5)|| Total
Nombre de familles 204 | 841 |1585|1544| 810 | 144 || 5128

Table X1II.14. Nombres de garcons et de filles dans 5128 familles de cinq enfants.

III Estimation de la probabilité d’avoir un gargon

On note P, = Ey[P | X,,].

1. Soit h une fonction bornée mesurable et k € {0, ...,n}. Calculer Eg[h(P)|X,, =
k] défini par :

Eglh(P) | Xp = k] = E"g; (&),jf’}:)k}]'

2. Calculer et reconnaitre la loi conditionnelle de P sachant X,,. Vérifier que :

a+ X,
" a4+b+n

3. Montrer que la suite (X,,/n,n € N) converge p.s. vers P.
4. En déduire que P, est un estimateur convergent de P : p.s. lim,_ .o, P, = P.

5. Montrer que P, est le meilleur estimateur de P au sens quadratique : pour
toute fonction h mesurable bornée, on a Eg[(P — h(X,))?] > Eg[(P — P,)?].
(On pourra faire intervenir la quantité P, — h(X,,) pour réécrire le membre de
droite de I'inégalité ci-dessus.)

6. Déduire de la question III.2 un intervalle de confiance de niveau exact 90% de
la forme [c, 1] sur P en fonction de X,.

135



XII Problemes (probabilités et statistique)

On considere n* la valeur minimale de n, telle que pour une famille avec n enfants
qui sont tous des garcons, 'intervalle de confiance & 90% de P est [¢, 1] on ¢ > 1/2.
En particulier, on peut affirmer que dans cette famille le n* + 1-ieme enfant (a
venir) a plus d’une chance sur deux d’étre un gargon (avec une confiance de 90%).
Pour les valeurs numériques de 6 de la question IL.5, on trouve n* = 12 (¢ ~
0.501 et P, ~ 0.56). Ce résultat est sensible aux erreurs d’estimation de 6. Pour

6 = (1,0.97) et donc py >~ 0.508, on obtient n* =3 (¢ >~ 0.57 et P,, ~ 0.80).
A

XII.11 Comparaison d’échantillons appariés

Exercice XII.11 (Test des signes et test de Wilcoxon).

On considere le résultat d’une intervention chirurgicale sur des patients atteints
de troubles de la rétine?’. Les données consistent en des mesures de la fonction
rétinienne a l'aide d’un électro-rétinogramme 3 mois avant 'opération et 3 a 5
mois apres 'opération pour n = 10 patients. Pour le patient k£, on modélise par
X le résultat de la mesure avant 'opération et par Yj celui de la mesure apres
I'opération. Les deux variables aléatoires X} et Y) sont appariées et ne peuvent
étre traitées séparément. Le tableau XII.15 donne les mesures effectuées sur 10
patients (oeil gauche).

Xi |V |Vi = Xi — Yi|Sk = sgn(Vi)|Ra(k)
8.12(6.50 1.62 1 10
2.45(2.10 0.35 1 8
1.05|0.84 0.21 1 6
6.86(5.32 1.54 1 9
0.14(0.11 0.03 1 3
0.11(0.17 -0.06 -1 4
0.19]0.16 0.03 1 2
0.23]0.16 0.07 1 5
1.89|1.54 0.35 1 7
0.07(0.05 0.02 1 1

Table XII.15. Mesures en micro Volt avant (X% ) et apres (Yi) Popération de activité rétinienne
de P'oeil gauche par électro-rétinogramme pour n = 10 patients. La variable S représente le signe
de Vi, = X, — Yy et Rn(k) le rang de |Vi| (voir la définition dans la partie III).

On considere le modele suivant. Soit X une variable aléatoire réelle de loi in-
connue. On suppose que ((Xg,Yx),k € N*) est une suite de vecteurs aléatoires

20. B. Rosner, R. J. Glynn and M.-L. T. Lee. The Wilcoxon signed rank test for paires compa-
risons of clustered data. Biometrics, vol. 62, pp. 185-192 (2006).

136



XII.11 Comparaison d’échantillons appariés

indépendants de méme loi, que X} et Y) sont indépendantes, que X; a méme loi
que X et que Y a méme loi que X — p ou u € R. Le parametre de décalage p
est a priori inconnu. On désire construire un test pour les hypotheses suivantes :
Hy = {u = 0} (I'opération ne diminue pas la mesure de I'électro-rétinogramme)
et H = {pu > 0} (lopération diminue la mesure de ’électro-rétinogramme). On
peut construire un test a partir de la différence des moyennes empiriques avant
Iopération et apres 'opération, mais le peu de données et ’absence d’information
sur la loi de X rendent cette approche peu pertinente. On a alors recours soit au
test des signes soit au test de Wilcoxon ?!. Ces deux tests ne dépendent pas de la
loi de X, on parle de tests non-paramétriques. Le test de Wilcoxon est en général
préféré au test des signes, car plus puissant. Nous étudions dans les parties II et
IIT les comportements asymptotiques de ces deux tests. En pratique, les tailles des
échantillons étant faibles, on utilise la loi exacte des statistiques de test obtenue
soit par calcul direct soit par simulation.

Les résultats de la partie préliminaire I, peuvent étre directement utilisés dans
les parties II et III. Les parties II et III sont indépendantes. Dans les parties II et
III, on suppose que la fonction de répartition de X est continue.

Pour v € R, on note sgn(v) = 1y,~0y —1{y<o} le signe de v. On pose Vj, = X}~V
et Sk =sgn(Vy).

I Préliminaires

Soit X’ une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi que X. On
pose V = X — X’. On rappelle que la médiane de V' est son quantile d’ordre 1/2
défini par inf{v € R;P(V < wv) > 1/2}.

1. Montrer que V et —V ont méme loi et que, pour tout z € R :
PV <z)=1-PV < —x). (XII.9)
2. Déduire de (XIL.9) que 2P(V < 0) = 1+ P(V = 0) et que, pour tout € > 0,

2P(V < —¢g)=1—-P(V €] —¢,¢]).

3. Montrer que pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout a € R, P(V €
| —e,¢e]) > P(X €la—6,a+ 5[, X' €la—d,a+ J[). En déduire que pour tout
e>0:

P(V €] —¢g,¢[) > 0. (XII.10)

4. Déduire des questions précédentes que la médiane de V est nulle.

21. F. Wilcoxon. Individual comparisons by ranking methods. Biometrics Bulletin, vol. 1(6),
pp. 80-83 (1945).
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On admet que si ¢ est une fonction bornée mesurable définie sur R? alors, si Z et
Z' sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, on a :

El¢p(Z,Z")] = E[p(Z)], avec, pour z € R, ¢(z) = E[¢(z, Z'))]. (XII.11)

On suppose que la fonction de répartition de X est continue : Vx € R,
P(X =z)=0.

5. Montrer en utilisant (XII.11) que la fonction de répartition de V' est continue.
6. Montrer que sgn(V) est de loi uniforme sur {—1,1}.

7. En étudiant E[g(sgn(V))f(|V])], pour des fonctions f et g mesurables bornées,
montrer que les variables aléatoires sgn(V') et |V| sont indépendantes.

IT Test des signes

On rappelle que S = sgn(Vy). On considere la statistique de test sur I’échan-
tillon de taille n définie par :

1 n
n=—= Sk.
G \/ﬁ;k

1. Déduire de la question 1.6 que, sous Hy, la suite ((,,n € N*) converge en loi
vers une variable aléatoire gaussienne de loi N(0,1).

2. Déduire de (XI1.10), que sous Hy, E[Sk] > 0. En déduire que, sous Hj, la suite
(Cnym € N*) converge p.s. vers 400.

3. Déterminer la région critique W, du test pur, construit a partir de la statistique
de test (,, de niveau asymptotique a €]0, 1[.

4. Vérifier que le test pur de région critique W,, est convergent.

5. Calculer, a partir des observations, la p-valeur asymptotique du test pur de
région critique Wyg. Rejetez vous Hy ?

6. Calculer, a partir des observations, la p-valeur exacte du test pur de région
critique Wig. Commenter alors le résultat de la question I1.5.

IITI Test de Wilcoxon

On note S,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}. On rappelle :

" 1 " 1)(2n +1
Zk:”(”iﬂ ot Zkzzn(”+ )(2n+1)
k=1 2 k=1 0
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1. Montrer en utilisant la question 1.5 que pour k # ¢, P(|V;| = |V;|) = 0. En
déduire qu’il existe une unique permutation aléatoire 7,, € S,, telle que p.s. :

|V7—n(1)| << |V7—n(n)|- (XII.12)
Pour les questions II1.2 4 II1.7, on se place sous Hj.
2. Vérifier en utilisant la question 1.7 que 7, et (S1,...,S,) sont indépendants.
3. Montrer que (S;, (1), - - -5 Sr,(n)) @ méme loi que (S1,...,5,).
On note R, Uinverse de 7, : R, (i) = j < 7,(j) = i. On remarque que R, (k) est le

rang de |Vi| parmi (|Vi], ..., |Va|). En particulier R, (k) = 1 si |V%] est le minimum
et R,(k) =n si|Vg| est le maximum. On définit :

T, = Z Rn(k)1{3k>o}
k=1

et la statistique de test de Wilcoxon :

T, — "ot D(2n +1
§n=n74, avec o, > 0 et U%:n(n—i— )(2n + )
On 24

4. Montrer, a l'aide de la question II1.3 et 1.6 que 7}, a méme loi que :

n
T = Z kZ,
k=1

ou les variables aléatoires (Z,,,n € N*) sont indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre 1/2.

5. Calculer E[T)] et Var(T)).

6. Montrer que la fonction caractéristique v, de &, est :

Un(u) = [[ B [emwk—%von] = exp (Z 1og(cos(g))> :
k=1

k=1 n

7. Montrer que, sous Hy, la suite (&,,n € N*) converge en loi vers une variable
aléatoire gaussienne de loi N'(0,1).

On admet que sous H; la suite (£,,n € N*) converge en probabilité 22 vers +o0 :
pour tout a € R, lim,, o P(&, > a) = 1.

8. Déterminer la région critique W), du test pur, construit & partir de la statistique
de test &,, de niveau asymptotique «. Vérifier que le test est convergent.

9. Calculer la p-valeur asymptotique du test pur de région critique W) . Rejetez-
vous Hg? Comparer avec la question IL.5.

A

22. P. Capéraa et B. Van Custen. Méthodes et modéles en statistique non paramétrique. Dunod
(1988).
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XII.12 Modele auto-régressif pour la température

Exercice XII.12 (Modele de température).

On désire étudier un modele de série temporelle pour les températures jour-
nalieres ou la température du jour dépend de maniere linéaire de la température
de la veille. Plus précisément, on modélise par X,, la température du jour n € N a
la station de mesure et on suppose que pour n € N :

23 24

Xn+1 = OéXn + ﬁ + En+1, (X1113)

ou a, f € R, X est une constante connue et (£,,n € N*) est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne N (0,02) avec o > 0. On suppose
les parametres o, 8 et o inconnus. Le modele considéré est appelé modele auto-
régressif avec bruits gaussiens.

On note G une variable aléatoire gaussienne de loi N'(0,1).

I Préliminaires

1. Montrer que pour tout v < 1, on a :

E [or (56°)] = =

On pose g5 = 0 et pour n € N* :

Vn = ZE% et Tn = zn:Ek_lEk.

k=1 k=1

On souhaite étudier la convergence de la suite (T},,n € N*) convenablement renor-
malisée.
Pour z > 0, on note |x] lentier m tel que m < x < m+1 et [2] U'entier m’ tel
quem’ —1<z<m.
2. En écrivant T,, = (Z,EZ/F Egk_gfigk_l) + (Z,En:/fj EQk_152k>, montrer que la
suite (T,,/n,n € N*) converge p.s. vers une limite que 1’on précisera.

Soit u € R. On pose :

et My (u) = Ny (u) exp <zu%> .

On suppose que u? < n/20*.

23. G. Box and G. Jenkins. Time series analysis : Forecasting and control. Holden-Day (1970).
24. P. Brockwell and R. Davis. Time Series : Theory and Methods. Springer-Verlag (1987).
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XII.12 Modele auto-régressif pour la température

3. Calculer E[N,(u)] et E[N,(u)?], puis montrer que :

lim Var(N,(u)) =0.

n—-4o00

4. Pour n > 2, calculer E[M,(u)ley, ..., en_1]
5. Montrer, en utilisant la question précédente, que E[M,,(u)] = 1.
On note v, la fonction caractéristique de T;,//n.

6. Montrer, en utilisant deux fois 'inégalité de Jensen, que :
G (WE[Ny ()] — E[My(w)]| < /Var(N(w)).

7. Déduire de ce qui précede que la suite (T5,/v/n,n € N*) converge en loi vers
2
o°G.

IT Estimation des parametres

1. Justifier que la vraisemblance du modele associé aux variables aléatoires
(€1,...,epn) s’écrit :

pn(ela <oy Eny QG /87 O') = (27T02)_n/2 €xp <_ Z(‘Tk — QTp—-1 — /8)2/202> )

k=1

ou (xg,...,xy) correspond a une réalisation de (Xo,..., Xy,).

1
On pose 0, = —(X, — Xp) et :
n

1 n 1 n—1 1 n—1 1 n

_ > ~32 2

n=—D e Xna=—3 Xpy Xa==3 Xi et Ap=—3 Xp Xk
k=1 k=0 k=0 k=1

2. Montrer que les estimateurs du maximum de vraisemblance de « et 3 sont :

A= (X1 +00) X - . o
e nX_(znill_X:) et =Xy 4Oy~ an X,

n—1

3. Montrer en utilisant (XII.13) que :

Xpo1(l—a)=0+¢&, — .

On suppose que a €] — 1, 1] et on admet alors que p.s. limy, o0 X,,/y/n = 0 et
que p.s. limy 5400 I, =0, o1 :

17’L
I, = — Xp_1¢k-
n n; k—1¢k
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B

Montrer que (X,,n € N*) converge p.s. vers a = /(1 — a).

5. On rappelle la notation : V,, = >}, z—:%. Montrer que :

- . B X2 X2
X2, 1(1—a?) =p%+ % +28aX, 1+ (70 - 7”) + 2B, + 2al,.

6. Montrer que (ﬁn, n € N*) converge p.s. vers une limite b que 'on calculera.

7. En s’inspirant des questions précédentes, montrer que (A,,n € N*) converge

p.s. vers ab + Ba.

8. Montrer que les estimateurs &, et (5, sont convergents.

9. Calculer 62 I'estimateur du maximum de vraisemblance de o2

10.

Montrer que 62 est un estimateur convergent de o?.

On peut également démontrer que 'estimateur (¢, By, 52) de (o, B,0?) est asymp-
totiquement normal.

IIT Test d’utilité du coefficient d’auto-régression

On utilise les notations des paragraphes précédents. On considere I’hypothése

nulle Hy = {a = 0} et son alternative Hy; = {oz €] — 1, 0[u]o, 1[} On introduit la
statistique de test :

1.

Cn = \/ﬁ&n

Vérifier que sous Hy, on a :

_ Tw/yn+ R,

CTL Vn_]_/'n + an

ou les suites (R),,n € N*) et (R,,,n € N*) convergent en loi vers 0.

. Montrer en utilisant la question 1.7 que la suite ({,,n € N*) converge en loi

sous Hy vers G de loi gaussienne N (0, 1).

Donner, en utilisant la question I1.8, le comportement asymptotique de (,, sous
H. Puis déterminer la région critique pour un test de niveau asymptotique
n €]0, 1].

Donner la formule de la p-valeur asymptotique.

5. On observe les températures journalieres moyennes de la station Météo France
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de Lille du 31/12/2001 au 31/12/2002 (n = 365), et on obtient :
X, 1~ 11.349521, 6, = 0.0102397, X2, _; ~ 158.79738, A, ~ 156.86773.

Faire lapplication numérique (avec par exemple n = 5%) et conclure.
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Les figures XII.4 et XII.3 donnent respectivement pour la période du 2/01/1994

au 31/12/2002 (n = 32 285) et du 01/01/2002 au 31/12/2002 (n = 365) :
~A gauche : les valeurs des températures journalieres moyennes (Xp,k €
{1,...,n}) relevées a la station de Météo France de Lille, ainsi que les valeurs
des résidus correspondants (éx,k € {1,...,n}), ou & = Xy — &, Xp_1 — By
— A droite : 'histogramme des résidus et la densité de la loi gaussienne N (0,62).
Un modele plus réaliste pour ’évolution journaliere des températures devrait tenir
compte de la saisonalité (cf la périodicité du signal dans la figure XI1.4 & gauche).

i

T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 a -10 -5 5 bt

Figure XII.3. A gauche : températures journalieres moyennes en 2002, et valeurs des résidus
correspondants. A droite : histogramme des résidus et densité gaussienne associée.

WA

T T T T T T T
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 -10 -5 5 1

Figure XII.4. A gauche : températures journalieres moyenne de 1994 & 2002, et valeurs des
résidus correspondants. A droite : histogramme des résidus et densité gaussienne associée.
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XII.13 Mutation de ’ADN mitochondrial

Exercice XII.13 (Mutation de I’ADN mitochondrial).

L’ADN mitochondrial (ADNmt) humain est une molécule circulaire double brin
d’environ 16 500 paires de bases. L’ADNmt est dans la cellule mais hors du noyau
contrairement & ’ADN chromosomique; il est de plus transmis uniquement par la
mere. Pour ’étude du taux de mutation de ’ADNmt, on s’intéresse donc unique-
ment & la population féminine. On suppose que la population féminine comporte
a chaque génération N individus et que I'unité de temps est choisie égale a NV
générations. Si IV est grand, alors 'arbre généalogique de ’ADNmt de n individus
vivant a linstant ¢ = 0 peut étre modélisé par 'approximation suivante due a
Kingman 25 :

— L’arbre généalogique est binaire. Autrement dit, au plus 2 soeurs dans le
passé ont des descendants aujourd’hui.

— La durée pendant laquelle les n individus considérés ont k € {2,...,n} an-
cétres est modélisée par T}, ou les variables aléatoires (T, k > 2) sont
indépendantes et T}, est de loi exponentielle de parametre k(k—1)/2.

La profondeur de 'arbre généalogique :

n
T:=> Tq
k=2

représente, au signe pres, la date de naissance du dernier ancétre commun des n
individus vivant a l'instant ¢ = 0. La sous-population des n individus vivant a
Pinstant ¢ = 0 possede, sur l'intervalle de temps I, =] — > ", T, — >0 T
de longueur T}, exactement k ancétres. (On utilise la convention ) " ., T = 0.)
On définit également la longueur totale de I’arbre généalogique :

Ly = zn: k T
k=2

On suppose que les mutations de ’ADN sont rares : la probabilité d’observer
une mutation lors d’une reproduction est 8/2N, avec § > 0. Pour une branche
de Parbre généalogique, on observe sur 1 unité de temps (soit N générations) en
moyenne 6/2 mutations. Le parametre 6/2 s’interprete comme un taux de mu-
tation. On suppose de plus que les mutations sont indépendantes et affectent des
nucléotides ou sites différents de ’ADN. Ceci revient & modéliser le nombre de mu-
tations survenues durant U'intervalle de temps Ij et sur la branche j € {1,...,k}
de I'arbre généalogique par une variable aléatoire Y ;. oui les variables aléatoires
(T, Y1+, Y k), k > 2) sont indépendantes et, conditionnellement a 7},

25. J. F. C. Kingman. The coalescent. Stoch. Process. Appl., vol. 13(3), pp. 235-248 (1982).
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XII1.13 Mutation de ’ADN mitochondrial

les variables aléatoires (Y] ,...,Y}; ) sont indépendantes de loi de Pois-
son de parameétre 07} /2. Le nombre total de mutations observées est donc :

n k
Sp=) Y ot V=) Y
k=2 J=1

représente le nombre de mutations observées sur l'arbre généalogique durant 'in-
tervalle de temps I. Une simulation de I'arbre généalogique et des mutations est
représentée dans la figure XIL.5.

«
13
T2 Td T4 T)
\
|
I 1
\ \ Pﬂ
! ! —_—
-------- 4 | =
\ \
\ \
| ‘ —
\
\ \
‘ \ \
\
| : ‘
| \
\ \
! ! 1 1
[ N
ancétre commun X I3 4 0 temps

Figure XII.5. Simulation d’'un arbre généalogique (trait plein) pour n = 5 et des mutations
(représentées par des croix). On observe Y5 = 1, Y4 = 0, Y3 = 4 (4 mutations dans l'intervalle de
temps I3), Y2 = 2 et donc S, = 7.

Le but du probléme est d’étudier les propriétés de l'estimateur de Watterson 26

du parametre 6 :

R Sn n—1 1
en = s U hn— = 7
oy " ! kz_l 2

On rappelle que hy,_1 = log(n) + O(1).
26. Y.-X. Fu and W.-H. Li. Maximum likelihood estimation of population parameters. Genetics,

vol. 134(4), pp. 1261-1270 (1993).
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I Préliminaires

1. Calculer lim,,_, o E[T)¥]. Pour la population humaine, on considére que N ~
10 000 (et on néglige I'effet des millénaires les plus récents) et une génération est
d’environ 20 ans. En déduire une estimation moyenne de la date de naissance
du dernier ancétre commun de toute la population humaine.

2. Calculer E[L,] et Var(L,,). En déduire que la suite (L,,/h,_1,n > 2) converge
en probabilité vers 2.

3. Montrer que Ey[Yy] = 0/(k — 1) pour k > 2.
4. Calculer la fonction caractéristique de (Y, T%).
5. Déduire de la question précédente la fonction caractéristique de (Y, T) :

_ (k—1)
w(Yk,Tk)(uvv) - (k‘ — 1) n 9(1 _ eiu) _ 22% ’

6. Montrer que 1 4 Y} est de loi géométrique et déterminer son parametre.
7. Calculer Ey[S,,] et montrer que :

n—1

1
Vmﬂ&029mhy+m§zzi
k=1

IT Propriétés de I’estimateur de Watterson

1. Déduire de la question 1.7 que l'estimateur de Watterson est sans biais.

2. Déduire de la question 1.7 que 'estimateur de Watterson converge en probabi-
lité vers 0.

3. On rappelle que pour tout M > 0, il existe ¢ tel que pour tout z € C tel que
|z2] < M,onale*—1—z <cz?et|e?—1—z—22/2| <cz3. Montrer que :

Eg

ex iL <Y — L) =ex <_u—2> + 7
PV S P k=1 )| TP\ 2= Dby ) TR

ol |y .| < ¢/[(k— 1)hi/_21 + (k —1)2h,_1] et c est une constante qui dépend de
u et # mais pas de k ni de n.

On pose pour n > 2 :
~ Sp—0hy

vV 9hn—1

Zn(0)

146



XII1.13 Mutation de ’ADN mitochondrial

4. On rappelle que si (ag, k € N*) et (bg, k € N*) sont des suites de nombres
complexes de modules inférieurs a 1 (Jax| < 1 et |bg| < 1 pour tout k € N*),
alors on a [[]p_;ar — [Tieq bkl < Dop_q lak — bg|. Déduire de la question II.3
que :

Eqg {eiuz"(e)] = o v’/2 +O(log(n)_1/2).

5. Montrer, a I'aide de la question II.4, que la suite ((Sn —O0hp—1)/v/Spyn > 2)
converge en loi vers G, de loi gaussienne centrée réduite N (0, 1).

6. Construire un intervalle de confiance pour # de niveau asymptotique 1 — a =
95%.

7. Donner une estimation et un intervalle de confiance pour le taux de mutation
par nucléotide, §/K, avec les données suivantes concernant le séquencage de
K = 360 nucléotides de PADNmt 27 : n = 63, S3" = 26. On donne également
hpn_1 ~4.7124.

IIT Comparaison d’estimateurs

Soit @ = ((tk, Y1ks- - Ykk)s k € {2,...,n}), élément de [[7_,( ]0,+oo[ xNFK)
une réalisation de 'arbre généalogique avec mutations ((T,Y1%,...,Ykk),k €

(2,...,n}).

1. Justifier que la vraisemblance du modele p, (x;6) est égale a :

. k
H Lkz_ D) exp <_§(k — 14 0)t + log(0ty/2) <Z Yi k) _ZIOg(yi,k!))‘
=1

k=2

2. Donner une statistique & valeurs dans R? qui soit exhaustive.

3. Calculer én I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 en utilisant la
log-vraisemblance L, (x;0) = log(pn(;0)). A T'aide des questions 1.2 et I1.2,
vérifier que (6,,n > 2) converge en probabilité vers 6.

4. Apres avoir calculé 'information de Fisher : I,,(0) = —Eg[07L,,(X;0)], dire si
P'estimateur de Watterson 0,, est efficace. Peut-il étre amélioré ?

5. Vérifier que 'estimateur de Watterson est asymptotiquement normal : la suite

sn(én —0),n> 2) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne de

loi MV(0,X(6)). Déterminer la vitesse de convergence s, et la variance asymp-
totique X'(#). Vérifier que l'estimateur de Watterson est asymptotiquement
efficace : 52 /I,,(8) ~ X(6) quand n tend vers I'infini.

27. R. H. Ward, B. L. Frazier, K. Dew-Jager and S. Pddbo. Extensive mitochondrial diversity
within a single Amerindian tribe. Proc. Natl. Acad. Sci. USA. vol. 88, pp. 8720-8724 (1991).
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En pratique il est impossible d’observer I'arbre généalogique et donc d’observer la
valeur de L,,. En revanche, comme on suppose que les mutations affectent des sites
différents, on observe la valeur de .S,,.

6. Justifier en peu de mots que, bien que ’on n’observe pas L,, et donc én, I’esti-
mateur de Watterson donne une bonne estimation de 6.

IV Comparaison du taux de mutation

On souhaite vérifier que le taux de mutation § de ’ADNmt est supérieur au taux
de mutation de ’ADN chromosomique, 6y supposé connu. Pour cela on considere
la statistique de test :

et 'hypothese nulle Hy = {6 = 6y}.
1. Donner ’hypothese alternative H; et justifier pourquoi elle est unilatérale.

2. En utilisant les résultats de la partie II, donner le comportement asymptotique
de la statistique de test sous Hj et sous Hj.

3. Donner la région critique de niveau asymptotique «a.

4. Déterminer la p-valeur asymptotique. Faire I'application numérique avec les
données de la question I1.6 et un taux de mutation de ’ADN par nucléotide 2
de 10~ soit 6y = 360 x 10~%. Conclusion.

A

28. Le taux de mutation par nucléotide varie entre 10™* et 1078
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XIII

Corrections

XIII.1 Espaces probabilisés

. 1 13 1313 13 13 2 12 3 29
Ezercice 1.1. 1) 7 2) 1—773) FoR] 2.#474) 103 5) 5—2—1—25—25 RETIT A
Ezxercice 1.2. L'espace d’état est 2 = {(i,5,k);1 < i,7 < 6,1 < k < 12}, ou ¢
représente le résultat du premier dé a 6 faces, j celui du second a 6 faces et k
celui du dé a 12 faces. On munit (£2,P(£2)) de la probabilité uniforme P (dés
équilibrés indépendants). Pour calculer P(A gagne), on compte le nombre de cas
favorables divisé par le nombre de cas possibles (Card {2 = 6.6.12). Le nombre de
cas favorables est :

12
Card {(i,4,k) € 2;i+j >k} = Z Zl{i+j>k}: Z (i+7-1)

1<4,5<6 k=1 1<4,5<6
6
:2*622'—36:36*7—36:36*6.
=1

Donc on a P(A gagne) =6/12 = 1/2.

P(match nul) = Card {(4,j,k) € 2;i+j =k}/6 %6 %12

12
1
“Geern 2 2ty =112

1<i,j<6 k=1

Le jeu n’est pas équilibré car P(A gagne) = % > P(A perd) = % — % A

Ezxercice 1.8. Pour répondre a la premiere question on définit d’abord l’espace de
probabilités : 2 = {1,...,365}" avec w = (wy,...,wy,) ol w; est la date d’anniver-
saire de I’éleve 7. On choisit la probabilité uniforme sur (2. On a alors :
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prn, = P(au moins 2 éleves ont la méme date d’anniversaire)
= 1 — P(tous les éleves ont des dates d’anniversaires différentes)
=1 = P({w;wi # wj, Vi # j})

Card {w;w; # w;,Vi # j}

—1—
365™
_q1_ Card {injections de {1,...,n} dans {1,...,365}}
B 365
365!

1—-—————— sin <365
_ (365 —n)1365n > =0

1 si n > 366.

On obtient les valeurs numériques suivantes :
P2 > 0.476; P23 = 0.507; P366 — 1.

(Pour les petites valeurs de n, on a 'approximation suivante :

365' — n—1 _k
_ 365t _ kY mittesa- )
(365 — n)1365" [] < 365> = eshm e

~eo SR e o (n=1)/730 e—n2/730.
On obtient p, ~ 1/2 pour /70 ~ 1/2 soit n ~ /73010g(2). Comme log(2) ~
0.7, il vient n ~ /511 soit n € {22,23}.)

En fait, les naissances ne sont pas uniformément réparties sur 'année. Les
valeurs statistiques de p,, sont donc plus élevées.

Pour la deuxieéme question, on a, en notant x la date d’anniversaire de Socrate :

¢n = P(au moins un éleve a son anniversaire le jour x)
= 1 — P(tous les éleves ont leur date d’anniversaire différente de x)
=1-P{wjw; #z,Vie{1,...,n}})

Card {w;w; #z,Vie {1,...,n}}

—1-
3657

364\"
=1 (==
(365)

On obtient les valeurs numériques suivantes :

23 X 00617 d366 = 0.634.
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Ezercice 1.4. On jette une piece n fois. Notons F,, I'’événement “on observe au moins
trois piles ou trois faces consécutifs” et p,, sa probabilité. Il est facile de calculer
les premieres valeurs de la suite (p,,n > 1) : p; = pa = 0 et p3 = 1/4. Notons A
I’évenement “les deux premiers jets donnent deux résultats différents”, B 1’évene-
ment “les deux premiers jets donnent deux résultats identiques mais différents du
résultat du troisieme jet” et enfin C' I’événement “les trois premiers jets donnent
trois résultats identiques”, de sorte que {A, B, C'} forme une partition de I’ensemble
fondamental {2. Pour n > 3, on a donc

Pn = P(A)P(En|‘4) + P(B)P(En|B) + P(C)P(En|c)
1 1 1
= 5Pt + 7 P2 + 1
Par conséquent, il vient py = 3/8 et ps = 1/2. Eugene s’est donc réjoui un peu
vite...
On peut vérifier par récurrence que pour n > 1,

1 145" -5\
et oo (28] (155

On obtient bien sur que lim,, .~ p, = 1. Par exemple on a pig ~ 0.826. A

. (ot r A\ (b
Ezercice 1.5. 1. On a P((pr,m)) = < . > <r n b> <r n b> .
2. Ona

() ()

(Al

P((pT7pb)): r - r
(o) (")
Pr Pb
_ (Pr+ Do r—k+1 r—{+1
_< Dy >Hr+b—kz+1Hr+b—€+1'

k=1 /=1

Pour la premiere égalité, on consideére qu’il faut choisir p, boules rouges parmi
r et p, boules bleues parmi b. Pour la deuxieme égalité, on considere qu’il faut
qu’il y ait p, boules rouges parmi les p premieres boules et » — p, dans les
r + b — p autres.

3. Dans les deux cas, on obtient :

lim ]P((prapb)) = <p7" +pb> epT (1 — 9)pb .
nb—)—l—oo;ﬁ—)@ Dr
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FExercice 1.6. 1. La correction est élémentaire.

2. On a vérifié (I.1) pour n = 2. On suppose (I.1) vraie pour n, et on la démontre
pour n+ 1. On a

n+1 n n
P <U A,-) =P (U A,-) +P(Apy1) — P <U(A,- N An+1)>
=1

i=1 i=1

S Y B4 N0 Ay) £ B(An)
p=1

1<in < <ip<n

=D =Pt YT P(A NN Ay N Apg)
p=1

1<i1<--<ip<n

3
¥
=

= (_1)p+1 Z P(Ah n--- ﬁAz‘p),

1 1<y <-<ip<n+l

3
Il

ou l'on a utilisé (I.1) avec n = 2 pour la premiere égalité et (I.1) avec n deux
fois pour la deuxieme égalité. L’égalité (I.1) est donc vraie au rang n + 1. Elle
est donc vérifiée par récurrence.

3. On pose I, = Z;’h;l(—l)i”Jrl Pi<iy<ocip<n P(Aip N--- N 4;,). On a pour
n=2:

1272 = P(Al) + ]P(AQ) — P(Al M Ag) < P(Al U Ag) < P(Al) + P(Ag) = 11’2.

Soit m > 2. On suppose la relation de récurrence vraie au rang n : pour tout
1<m<mn,onaly,, <P, 4)simest pair et P(U;; Ai) < L sim
est impair. Soit 2 < m < n impair. On a

n+1 n n
=1 =1

i=1

NE

< (=P YT P(A NN A + P(Apg)
p=1 1<i1<--<ip<n
-1
=D (=0t YT P4 NN A N Apg)
p=1 1<) < <ip<n

[
NE

(_1)p+1 Z P(A;, ﬂ~'ﬂAip),

1 1<y <-<ip<n+l

3
Il

ou l'on a utilisé (I.1) avec n = 2 pour la premiere égalité et ’hypothese de
récurrence sur n avec m et m — 1 pour l'inégalité. Un raisonnement similaire
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assure que I, , < P(J; A;) pour m pair avec 2 < m < n. L’inégalité pour
m = 1 est immédiate. L’inégalité pour m = n+1 est en fait une égalité d’apres
(I.1). La relation de récurrence est vraie au rang n + 1. Elle est donc vérifiée
par récurrence.

A
FEzxercice 1.7. Le nombre de combinaisons de k exercices est N = (’z’)
1. pp=N"".
2. po = N
3. p3=(1-N"Hm
4. Par la formule du crible, on a

N N Nop\"
py =P U {combinaison i non choisie} | = Z(_l)pH( > ( N >

ie{l,...,N} p=1 p

5. N=6¢et pp ~2.71071: py ~ 1.6 10715 ; p3 ~ 2.6%; ps ~ 15.2%.
Si les éleves choisissent au hasard, il est quasiment impossible qu’ils choisissent
tous la méme combinaison. S’ils ont tous choisi la méme combinaison, alors le
choix n’était pas fait au hasard (travail en groupe, exercices de difficulté ou
d’intérét différent, ...).
A

Ezercice 1.8. 1. Soit F l'ensemble des fonctions de {1,...,n} dans {1,...,k}. On
pose A; = {f € E; f~'({i}) = 0}. Le nombre de surjection, N, est donc égal a
Card (F) — Card (U¥_; A;). On a Card (F') = k™. D’apres la formule du crible,

on a
k .
Card (U1 4;) =Y (-1)/*1 > Card (4;, n---NA;)
=1 1<i <<
k
=S () -
=1 J
k k
On obtient N = Z(—l)] < > (k—4)".
j=0 J
2. Comme k! surjections distinctes de {1,...,n} dans {1,...,k} définissent la
méme partition de {1,...,n} en k sous-ensembles non vides, il vient

(i -5-aner (e
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3. Il est clair que {1} =1et {k} = 0si k > n. Quand on dispose den > k > 1
éléments a répartir en k sous-ensembles non vides, alors :

— Soit le dernier élément forme un sous-ensemble & lui tout seul et les n —

1 premiers éléments sont répartis en k — 1 sous-ensembles non vides. Ceci

k—1
— Soit les n—1 premiers éléments sont répartis en k sous-ensembles non vides, et
le dernier élément appartient a I'un de ces k sous-ensembles. Ceci représente

représente {n } cas possibles.

e ; 1} cas possibles.
On en déduit donc la formule de récurrence.
A
Ezercice 1.9. L’espace d’état est I’ensemble des permutations de {1,...,n}, la pro-
babilité sur cet espace est la probabilité uniforme.
1. On pose A; = {i a sa veste}, on a par la formule du crible
n
Pl U A= D0 > PA,N...N4;)
1<i<n p=1 1<ir<...<ip<n
- n\ (n —p)! - 1
— Z(_l)p-i-l AL A Z(_l)p—i-l -
P n! p!
p=1 p=1
2. On note vy(n) le nombre de permutations de {1,...,n} sans point fixe. On
n
n 1
a d’apres la question précédente 1 — L') = z:(—l)f”:l — soit y(n) =
n! p!
p=1

& 1

1\ —

nlg (-1) o
p=0

3. On remarque que

_ Card {permutations de {1,...,n} ayant k points fixes}
N Card {permutations de {1,...,n}}

T (k)

Il existe (Z) possibilités pour les k points fixes. On en déduit

(}) Card {permutations de {1,...,n — k} sans point fixe}
Card {permutations de {1,...,n}}

_ (")’y(n—k) 1 g » 1
— MY u ;)(—1) o

(k) =

n!
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1
4. On a li_)rn (k) = 7(k) = ] e~ L. On retrouve la loi de Poisson de paramétre 1.
n o .

En fait, on peut montrer le résultat ! suivant sur la vitesse de convergence des
probabilités 7, vers 7 : pour tout B C N, on a (avec la convention 7, (k) = 0
sik>n)

A

Ezxercice 1.10. On décrit une réalisation w = (w1, ws) ol wy est le sexe de I'ainé(e)
G ou F, et wy le sexe du second. L’espace d’états est donc

2 ={(G,G),(G,F),(F,G),(F,F)}.

Les naissances étant équiprobables, on choisit la probabilité uniforme sur 2.

_ Card {(G,F),(F,G),(G,G)}
L PO = God (7. ), @, P (F.G), @.ay Tt
2. P(cadet = Glainée = F') = P(cad;t(;nz; in;(z =) - % -

1/2.

P(3G,3F)  1/2

3 PAGPF) = =555 = 37

=2/3.

P(3G, 3F, F décroche)
P(3F, F décroche)

4. On a P(3G|3F, F décroche) = . On calcule d’abord le

numérateur

P(3G,3F, F décroche)
= IP(F' décroche |(G, F) ou (F,G))P((G, F) ou (F,G)) = p/2.

On remarque ensuite que
{3F, F décroche} = {(F, F), F décroche} U{EIG, 3F, F décroche}
={(F,F)} U{EIG, 3F, F' décroche},

et les deux événements du dernier membre de droite sont disjoints. Ainsi on
obtient :

3D
P((F, F)) + P(3G,3F, F décroche)

2p
= € 10,2/3].
1+ 2p 0,2/3]

P(3G|3F, F décroche) =

1. A. D. Barbour, L. Holst and S. Janson. Poisson approzimation, chap. 4. Oxford University
Press (1992).
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5.

158

On a

P(3G, 3F, F ouvre la porte)
P(3F, F ouvre la porte)

P(3G|3F, F ouvre la porte) =

Calculons P(3G, 3F, F ouvre la porte). On a par la formule de décomposition
(suivant que 'ainé(e) ou le cadet(te) ouvre la porte) :

P(3G,3F, F ouvre la porte) = P(ainée ouvre la porte , (F,G))
+ P(cadette ouvre la porte, (G, F)).

Par indépendance de {ainé(e) ouvre la porte } et {(F,G)}, on a :

P(ainée ouvre la porte , (F, G))

= P(ainé(e) ouvre la porte )P((F,G)) =p

I

Comme

P(cadette ouvre la porte, (G, F))
=P((G, F)) — P(ainé ouvre la porte , (G, F)),

on a par indépendance de {ainé(e) ouvre la porte } et {(G,F)} que

P(cadette ouvre la porte, (G, F))
1

= i —P(ainé(e) ouvre la porte)P((G, F)) = (1 — p) 1

On en déduit donc que

1 1 1
P(3G, 3F, F ouvre la porte) = p 1 +(1—p) i-1
De maniere similaire, on obtient

P(3F, F ouvre la porte)
= P(ainé(e) ouvre la porte)P((F, G) ou (F, F))
+ P(cadet(te) ouvre la porte)P((G, F') ou (F, F))
1 1

— Py Pl5 =5

N

Ainsi on trouve P(3G|3F ouvre la porte) =

>~ =
o= =
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A

Ezercice 1.11. On note les évenements S = {je suis sain}, M = {je suis malade},
+ = {mon test est positif} et — = {mon test est négatif}. On cherche P(S|+) et
P(M|—). On connait les valeurs des probabilités suivantes : P(+|M) = a, P(—|S) =
B et P(M) que 'on note 7. On déduit de la formule de Bayes que :

P(+[S)P(S) __(1=-p0=7)
(+IM)P(M) +P(+|S)P(S)  or+(1-B)(1-7)

P(S|+) =

On déduit également de la formule de Bayes que :

B P(—|M)P(M) - (1—a)r
P = S anRan + PCISEGS) — (= ayr + A0 —7)

AN. P(S|+) ~ 30/31 (en fait P(S|+) ~ 96.8%) et P(M|—) ~ 2.107°. A

Ezercice 1.12. On note M le phénotype “yeux marron”, et B “yeux bleus”. Le phé-
notype M provient des génotypes mm et mb, alors que le phénotype B provient
du génotype bb. Le génotype des parents d’Adrien est mb.

1. P(Adrien = B) = —
1
3
3. En décomposant suivant le génotype d’Adrien, on a

2. P(1 = B| Adrien = M) =

P(1=M,2=B)=P(1=M,2= B, Adrien = bb)
+P(1 =M,2 = B, Adrien = mb)
+P(1 =M,2= B, Adrien = mm)
M, 2 = B| Adrien = mb) P(Adrien = mb)

et
1
P(1 =M)=P(1 =M, Adrien = mm) 4+ P(1 = M, Adrien = mb) = 7

P1=M,2=10B 1
On en déduit donc que P(2 = B|1 = M) = ( IP’(l:’M) ) =7
4. Sile premier enfant a les yeux marron, on sait déja qu’Adrien a les yeux marron.

On a donc plus d’information dans la question 3) que dans la question 2).

A
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Ezercice 1.13. La description de 'espace d’états doit étre faite avec soin. On numé-
rote les faces de la premiere carte a, b, de la deuxieme c,d et de la troisieme e, f.
Les couleurs des faces sont :

a=R, b=R,c=R,d=B,e=B, f=08.

Une carte c’est une face exposée et une face cachée : (E,C'). L’espace d’état est
donc

2= {(a7 b)? (b7 a)? (C, d)? (d7 C), (6, f)? (f7 6)}

On munit (£2, P(2)) de la probabilité uniforme. Il faut ici se convaincre que les faces
sont discernables et donc que (b,a) # (a,b). On pourra raisonner en remarquant
que le résultat ne change pas si on numérote effectivement les faces des cartes. On
a

P(E=R,C =B) Card {(c,d)}

1
P(C=B|E=R)= P(E = R) - Card {(a,b), (b,a), (c,d)} B 3

A

Ezxercice 1.14. On note r 4 la probabilité que vous choisissiez la porte A. La proba-
bilité, pp|a;c, pour que le cadeau soit derriere la porte B (“cadeau en B”) sachant
que vous avez choisi la porte A (“choisir A”) et que le présentateur ouvre la porte
C (“ouvrir C”) est égale a

P(choisir A, cadeau en B, ouvrir C)
P( choisir A, ouvrir C)

Si vous avez choisi la porte A, et que le cadeau est en B, alors le présentateur ouvre
la porte C. Votre choix étant indépendant de la position du cadeau, on en déduit
que le numérateur est égal a r4/3. Pour calculer le dénominateur, on décompose
suivant les positions possibles du cadeau (la position C' est impossible quand le
présentateur ouvre la porte C') : pour la position B, on a obtenu que la probabilité
est r4/3, pour la position A, il vient

P(choisir A, cadeau en A, ouvrir C)
= P(ouvrir C| choisir A, cadeau en A)
P(choisir A, cadeau en A).

En notant g,|,, la probabilit¢ que le présentateur ouvre la porte x sachant que
vous avez choisi la porte y et que le cadeau est en y, on obtient

ra/3 B 1
rAdc|a/3 +7ra/3  qoat 1

PB|A;Cc =
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1. On modélise “au hasard” par g4 = 1/2. Il vient alors ppja,c = 2/3. On a
donc intérét a changer de porte.

2. On a goja = 0. 11 vient alors ppj4,c = 1. Si le présentateur ouvre la porte C,
on est certain que le cadeau est en B. On note pg|4;p la probabilité pour que
le cadeau soit derriere la porte C' sachant que vous avez choisi la porte A et
que le présentateur ouvre la porte B. Des calculs similaires donnent

1

pojaB = ——-
14 gpja +1

On en déduit donc que poja.p = 1/2. On ne perd rien a changer de porte.

3. Comme gg|a et gpja sont dans [0,1], on en déduit donc que ppja.c et pcja;p
sont dans [1/2,1]. Dans tous les cas, vous avez intérét & changer de porte!

4. Supposons que vous ayez choisi la porte A et que le présentateur ait ouvert

la porte C. Votre probabilité de gagner est p = 3 PBlAC + S Pajac = oll

57
paja;c = 1 —ppja;c est la probabilité pour que le cadeau soit derriére la porte
A sachant que vous avez choisi la porte A et que le présentateur ouvre la porte
C. Cette stratégie est moins bonne que celle qui consiste & changer de porte,

pour laquelle la probabilité de gagner est comprise entre 1/2 et 1.

A
XIII.2 Variables aléatoires discretes
FExercice I11.1.
|Loi EX]| Var(X) | ¢x(2) |
Bernoulli p € [0, 1] p |pl—p)| 1—p+pz
binomiale (n,p) € N x [0,1]| np |np(1 —p)|(1 —p+ pz)"
Lo 1 1—p Pz
géométrique p €0, 1 -
0.1 p p* |1-(1-p)=
Poisson 6 €]0, co[ 0 0 e 00-2)
A
Ezxercice I1.2. 1. Comme X > 0 p.s., on en déduit que p.s 1 N <1
2. 1. >0 p.s., q p"l—i—X_l—i—X_'

Donc la v.a. est intégrable. On a :

1
14+ X
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1
2. De méme est intégrable, et on a
1+ X)2+X) &

1
£ (1+X)(2+X)}

1
1+k) 21k

1 g OF
S
«(1+k)(2+k) K

-0 9k+2

o

P(X = k)

k=0

ﬁb”ﬂS I

[¢)

— '
0* (k+2)!
1—e?—ge?

H2 '
1 1 1

- = t intégrabl
TX 25X A+ X C2+X) est intégrable

, on déduit que

Comme I X

et que

(o] =2 [rx) F lavern) - w
A

Ezxercice 11.3. 1. La position de la bonne clef est au hasard sur les positions pos-
sibles. La loi de X est donc la loi uniforme sur {1,--- ,n}. On a

" 1 — n +
E[X]:ZkIP’(X:k):EZk: 5
k=1 k=1

E[X?] = Zn:kQ]P’(X =k) = %zn:kz _ (n + 1)((3271 + 1)7
k=1 —

B ~(n+1)(2n+1) n+1 2_n2—1
Var(X) = E[X?] - E[X]* = . —( 5 > =5

2. Le gardien essaie les clefs éventuellement plusieurs fois chacune. (Il s’agit d’'un
tirage avec remise, alors que dans la question précédente il s’agissait d’un tirage
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sans remise). Soit Ay 'événement : “le gardien choisit la bonne clef lors de la k-
ieme tentative”. Les événements (A, k > 1) sont indépendants et de probabilité
1/n. Laloi de X est donc la loi géométrique de parametre p = 1/n. Ona X € N*

et pour k > 1,
1\ 11
B(X = k) = <1__> L
n n

On sait que si une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p
alors E[X] = 1/p et Var(X) = (1 —p)/p*. En remplacant p par 1/n, on trouve
E[X] =n et Var(X) = n(n —1).

3. On note par I I’événement : “le gardien est ivre”. Par la formule de Bayes, on

obtient
P(X = n|I)P(I) 1
P(I|X = = = .
(X =n) P(X = n|D)P(I) + P(X = n|IO)P(I°) 1+ 2(27)" 1
. 1
On a nh_)IgOIP’(ﬂX =n)= 526 = 0.16.

A

Exercice II.4. 1. Soit X; le nombre de jets nécessaires pour que le i*™¢ dé amene
un six pour la premiere fois. Les variables aléatoires (X;,1 <i <5) sont in-
dépendantes et suivent une loi géometrique de parametre 1/6. Comme X =
maxi<;<s X;, on obtient pour k£ > 1

P(X <k)=P(X;<kV1<i<5)
5

= HIP’ (X; <k) parindépendance,
=1

= (P(X; <k))° car les lois sont identiques,

=(1-P(X; > k+1))°

(-6

Cette formule est valable pour £k =0 : P(X < 0) = 0.

2. On a - w o -
Dol =2 Y L=y =2 ily—
k=1 j=1

k=1 j=k
En prenant espérance dans les égalités ci-dessus, et en utilisant le théoreme de
convergence monotone pour permuter les sommations et ’espérance, on obtient

S| Ut

YOP(Y > k) =Y jP(Y =j) =E[Y].
k=1 j=1
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e} [e%e) 5 k 5
3.0naRX] =) (1-PX <k-1) =) 1_<1_<6>> . 11 vient

k=1 k=0
E[X] ~ 13.02.
A
Ezxercice I1.5. 1. On a ¢y (z) = % et ¢pz(z) = e 001-2),
2.0nalU =Y1x_q, 2V = lix—oy + zyl{le}. Il vient
¢u(z) =E[2Y] = E[l{x_g) + 2" 1xoiy) = 1 — p + pdy (2).
On a
E[U] = (1) = poiy (1) = ¢
E[U?] = E[U(U —1)] + E[U]
" " 2 -
= 6p1) + 6, (1) = p [ (1) + o ()] = 222
3.0naV =Y1lix_gy+Z1lxoy, 27 = Lix—gyz" + Lix=1327. 1l vient
ov(2) =E[z"] = E[l{x_o12" + 1ix=1327] = (1 = p)oy (2) + pdz(2).
On a
1—
E[V] = ¢{-(1) = (1 = p)ék (1) + pdiz(1) = — +pé),
1" 1 - 2 -
BV = 0 () + 6y (1) = L2222 g 1)
A

Ezercice 11.6. 1. On note X; le résultat du candidat a la question i. Les v.a.d.
(Xi,1 < ¢ < 20) sont des v.a.d. de Bernoulli indépendantes et de méme
parametre P(X; = 1) = 1/k. Comme X = 2?21 X, la loi de X est donc la loi
binomiale 5(20, 1/k).

2. Si X; = 0, on note Y; le résultat du candidat a la question ¢ lors du second
choix. Si X; = 1, on pose Y; = 0. Ainsi Y = Zfﬁl Y; représente le nombre de
bonnes réponses au deuxieme choix. Les v.a.d. (¥;,1 <4 < 20) sont des v.a.d.
indépendantes et de méme loi. Comme elles sont & valeurs dans {0, 1}, il
s’agit de v.a. de Bernoulli. On détermine leur parametre :

P(Y;=1)=P(Y; =1,X; =0) =P(Y; = 1|X; = 0)P(X; = 0)
1 k-1

1
F—1 kK
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Donc Y suit la loi binomiale B(20,1/k). On remarquera que les v.a.d. X et Y
ne sont pas indépendantes.

1
3. Le nombre total de points est S = X +3Y. Il vient E[S] = E[X]+ §E[Y] = @

k
Il faut prendre k& = 6.
A

FEzxercice I1.7. 1. La probabilité pour que lors du i-eme tirage, les deux boules
2RB

(R+ B)?
toires X; par X; = 1 si lors du ¢-eme tirage, les deux boules n’ont pas la méme
couleur et X; = 0 sinon. Les variables aléatoires (X;,1 < i < R+ B) suivent
la loi de Bernoulli de parametre p. (Elles ne sont pas indépendantes.) On a
X = ZE:JEB X;. On en déduit par linéarité que

n’aient pas la méme couleur est p = On définit les variables aléa-

R+B
E[X] = Z E[X;]=(R+ B)p = ;iBB.
=1

2. La variable aléatoire X prend des valeurs paires. Les valeurs possibles de X
sont {2d;0 < d < min(R, B)}. Pour obtenir 2d tirages de couleurs différentes,
il faut choisir d boules parmi les rouges et d boules parmi les bleues. En-
fin, une fois les boules( de cou)l'eurs différentes choisies, 'ordre du tirage de la
R+ B)!

“RIBL possibilités) n’a pas d’importance. On a donc

. ((R+ B)!
cas favorables parmi <W

premiere urne (il y a

(R+ B)! R!B!
R!'B! (R —d)\d!(B —d)'d!
Donc, pour 0 < d < min(R, B), on a

2
> cas possibles.

R!? B\?
P(X =2d) = .
( ) (R+ B)(R — d)!(B — d)!d!?
A
Ezercice I1.8. On note par X1, Xo, -+, et X, les résultats des n boules. Ces va-
riables aléatoires sont indépendantes de loi uniforme sur {1,..., N}.
1. Soit € {1,--- ,N}. On a {X > 2} = N?_;{Xy > x}. Comme les variables
aléatoires X1, -- , X,, sont indépendantes et identiquement distribuées, il vient
N-—-z4+1)"
PX>z)=P(X;>ux,....X,>2)=P(X; >2)" = %

On en déduit que pour z € {1,--- ,N — 1},

(N—:E—I—l)”—(N—:U)”'

PX=2)=PX>z)-P(X>z+1)= -
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1
Cette formule est encore valable pour z = N, car P(X = N) = N
2. Par symétrie, Y a méme loi que N — X + 1. Poury € {1,--- ,N}, on a P(Y =
V)=

3. Soit (z,y) € {0,--- ,N}2. Siz >y, on a
P(X>2,Y<y)=Pa<X<Y <y =0
Siz <y,ona

PX>2Y<y)=Plr<X <Y<y
=Pz < X; <y,Vie{l,---,n})

n_ (y_x)n

:P($<X1§y) N

Cette formule est encore valable pour x = y. Pour la loi du couple (X,Y), on
a pour (z,y) € {1,...,N}?
—siz>y, P(X =2,Y =y) =0 car on a toujours X <Y.
. , 1
—siz=y, P X =2,Y=9y)=P(X; =2,Vie{l,--- ,n}) = N
—-siz <y,

PX=zY=y)=PX>z-1Y=y) —-PX>zY =y)
=PX>z-1Y>y) —-PX>z-1,Y >y—1)
—PX>z,Y >y +P(X >z,Y >y—1)
(y—z+)" -2y —a)"+(y—o -1
N?’L

A

Ezercice 11.9. 1. La fonction génératrice associée au résultat d’un lancer du dé a

onze faces est :
1 o1 ,1=2t
¢<z)_11zz T

Toutes les racines du polynéme 1 — z!! sont complexes sauf la racine 1 qui est
réelle. Le polynéme ¢ admet donc deux racines réelles : 0 (de multiplicité 2) et
1.

2. La fonction génératrice associée a la somme d’un lancer de deux dés a six faces
est, par indépendance, de la forme

6 6 6 6
#2(2) = Qo) ak®) = 2O O ad* ),
k=1 k=1 k=1 k=1
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ou py (resp. gx) est la probabilité d’obtenir k avec le premier (resp. deuxieme)
dé. Si ¢ = ¢, alors le polynome Z§:1 prz"1 est de degré 5. Comme il est &
coefficients réels, il admet au moins une racine réelle. Il en est de méme pour le
polynome 22:1 qez" 1. Le polynoéme ¢ admet donc au moins quatre racines
réelles. Il ne peut donc étre égal a ¢ qui n’admet que deux racines réelles dont
une de multiplicité 2.
On ne peut donc pas reproduire le résultat d’un lancer d’un dé équilibré a onze
faces, numérotées de 2 a 12, comme la somme d’un lancer de deux dés a six
faces, numérotées de 1 a 6, éventuellement différemment biaisés.

A

Ezercice I1.10. Soit X et Y les variables aléatoires discretes qui représentent le
nombre de piles obtenus par chacun des joueurs au cours des n lancers. Les variables
X et Y sont indépendantes et suivent des lois binomiales B(n,1/2). On a, en
utilisant la formule de décomposition puis I'indépendance de X et Y,

P(X=Y)= EH:IP(X =kY =k) = En:]P’(X = k)P(Y = k)
k=0 k=0

w5 () -

k=0

n 2
2
Pour démontrer 1’égalité Z <Z> = ( n), on peut calculer de deux manieres
n
k=0
différentes le coefficient de 2™ dans le polynoéme (1 + 2)?* = (1 + 2)"(1 +z)". A

Ezxercice 11.11. On suppose que la phrase “il choisit au hasard une de ses deux po-
ches” signifie que le choix de la poche est une réalisation d’une variable aléatoire de
Bernoulli de parametre p (on code par exemple 0 pour la poche de gauche et 1 pour
la poche de droite) et que chaque choix est indépendant des choix précédents. En
absence d’information supplémentaire, il sera naturel de choisir p = 1/2. On note
(X,,n > 1) une suite de v.a. de Bernoulli de parametre p €]0, 1] indépendantes.
La variable X,, représente le choix de la poche lors du n-ieme tirage (i.e. de la
n-iéme cigarette).

1. Lorsque le fumeur s’apercoit que la boite qu’il a choisie est vide, s’il reste k
allumettes dans I’autre boite, c’est qu’il a déja fumé 2N — k cigarettes, et donc
il a cherché 2NN + 1 — k fois une allumette. En particulier ’éveénement “quand
le fumeur ne trouve plus d’allumette dans une boite, il reste k£ allumettes dans
I'autre boite”, de probabilité p;, est donc égal a la réunion des deux évenements
exclusifs suivants : “a la 2N — k + 1-iéme cigarette, le fumeur a choisi la poche
de droite pour la N + 1-ieme fois” et “a la 2N — k + 1-ieme cigarette, le fumeur
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a choisi la poche de gauche pour la N 4 1-iéme fois”, ¢’est-a-dire a la réunion de
(IR XG = N+, Xongp = 1} et de {77 P X = N—k, Xon g1 =
0}. On en déduit donc

OIN+1—k
Pk :P< Z Xi=N+1,Xon11k = 1)
=1

IN+1—k
+P ( Z Xi=N —k,Xony1-% = 0)
=1

2N—k
:P(EZX@:N)MXQWkk:D
=1

2N—k
+P<§2A@:N—k)MX%HPk:m
=1
IN — k _ _
:< N >[pN+1(1_p)N k+(1_p)N+1pN kz]

2. La probabilité cherchée est pg = (2]<,V) pN(l - p)N. Si on suppose que p = 1/2,

alors pg = (2]<,V)/22N. Il vient pg ~ 12.5% pour N = 20 et py ~ 8.9% pour
N = 40.
N

Comme Zpk = 1, on en déduit, en prenant p = 1/2, la relation suivante non
k=0

N /ON —k
triviale sur les coefficients binomiaux : Z 2k < N > = 22N,
k=0

A

Ezercice II.12. 1. Soit m,n > 1. L’événement {17 = m,To — T} = n} est égal a
{Xl = O,...,Xm_l - O,Xm - 17Xm+1 - 0,...,Xm+n_1 - OaXm-i-n - ].}
Par indépendance des variables aléatoires X;, on a donc

P(Ty =m, T, — T =n)
=P(X) = 0)+ P(Xp 1 = O)F(Xy = DP(Xpn1 = 0) -
”’P(Xm-i-n—l = O)P( m+n — 1)
= (1= p)" 2,

En utilisant la formule des lois marginales, il vient
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:Z]P’(lem,Tg—len Zp p)mte 2
n>1 n>1

_ p2(1 o p)m—l Z(l _p)n—l _ p(l _p)m_l'

n>1

De méme, P(Ty — Ty = n) = p(1 — p)"~ L. Par conséquent, pour tous m,n > 1,
P(Ty = m, T, — T1 = n) = P(Ty = m)P(T, — T1 = n), ce qui prouve que les
variables aléatoires 17 et To — T} sont indépendantes. Noter qu’elles suivent
toutes les deux la loi géométrique de parametre p.

2. Plus généralement, si ni,ng,...,ng1q1 > 1, notons I = {ny,ny + no,...,ny +
ot ngtet J={1,...,n1+ - +ng1}\I. L’événement {171 — Ty = ny,To —
Ty =no,...,Tpr1 — T = ngy1} est alors égal a
(X =130 ){X; =0}
iel icJ

Par indépendance des variables aléatoires X;, on a donc

P(Ty —To =n1,To —Th =na, ..., Tp41 — T = ngy1)

=[P =[P =
i€l i€J
— pk—i-l(l _ p)n1+---+nk+1—k—1'

Comme ci-dessus, la formule des lois marginales implique que pour tous j €
{0,...,](3} et UYESI > 1,

B(Tj 11— Tj = i) = p(1 — p)sni, (XIIL1)

Par conséquent, il vient

k
P(Ty —To=mn1,...,Tiy1 — T = ng41) H Tjr1—T; =njq1),
ce qui prouve que les variables aléatoires 71 — Ty, 175 — 11, ..., T+1 — T} sont

indépendantes. De plus, d’apres (XIII.1), elles suivent toutes la loi géométrique
de parametre p.

3. Noter que T}, = Z;:é(TjJrl — Tj). Par linéarité de I'espérance, on a

e
E
e

—1 —1
E[T;] =E (Tj1 —T5)| =) E[Tj1—Tj] =

<
Il
o
<.
Il
o
<
Il
(@)
=
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170

Par indépendance des variables aléatoires 1,1 — T}, il vient

k—1
Var(T},) = Var | Y (T — T)
§=0
k—1 k—1
1—-p Ek(1-p
= Var (T Jj+1 = T): 2 ( 2 )
=0 =0 P p

Soit n > k > 1. On suppose n > 2. L’événement {Tk = n} est égal a
ol Xy = k- 13N {X,, = 1}. De plus la loi de 3.} X; est la loi bino-
miale de parametre (n— 1, p). Par indépendance des Varlables aléatoires X;, on
a donc

P(T) = n) = ZX_k—l JP(X, = 1) = (::Dpk(l—p)n—k.

Pour n = k =1, on obtient P(T} = 1) =

Par indépendance des variables aléatoires Tj41 — Tj, la fonction génératrice
o1, de T}, est le produit des fonctions génératrices des variables aléatoires
Tj41—1T; (j €{0,...,k—1}). Comme ces dernieres suivent la loi géométrique
de parametre p, on a donc

k—1 pz pz k
¢Tk(z) :]'1;[0 1— (1—]?)2 - <1— (1—p)z> .

On décompose sur les évenements {7 = n} et on utilise le fait que 7 est indé-
pendant de (T,,,n > 1) :

or.(2) ZE 2|7 = n]P(t = n) Z¢Tn P(t = n).

n>1 n>1

Puisque P(7 = n) = p(1 — p)" !, on a donc d’apres la question précédente

e pz " ppz
or.(2) = 2 o1 =) 1<1 (1- )> C1—(1—pp)2’

n>1

ce qui prouve que T suit la loi géométrique de parametre pp.

Considérons I'expérience suivante. On jette la premiere piece et chaque fois que
I'on obtient 1 (pile) on jette la seconde piece. On note 7" le premier instant ou
la seconde piece montre pile. D’une part 7" et T ont méme loi. D’autre part, 7’
est instant de premier succes dans une suite d’expériences indépendantes ou
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la probabilité de succes vaut pp. En effet, les deux jets étant indépendants, la
probabilité que la premiére piece montre pile puis que la seconde montre aussi
pile est le produit pp. On retrouve que T’ suit la loi géométrique de parametre

pp.
A
FEzercice I1.13. 1. On a

P(T = +o00) = P(| J{Xx = 0,1 <k <n}N{X, =1,k >n})
n>0

=Y P{Xp=0,1<k<n}n{Xy=1k>n}).
n=0

Par ailleurs, on a

P{X,=0,1<k<n}n{Xy=1k>n})
:]\}im PH{Xy=0,1<k<n}n{Xy=1,N >k >n})
—00

= lim (1—p)"pV " =0.
N—oo
On en déduit donc que P(T' = +o00) = 0.
On propose une deuxieme méthode de portée plus générale : on cherche a
majorer T par une variable aléatoire géométrique. On a T < 27" avec T' =
inf{n € N*; Xy,,_1 = 1, X5, = 0}. La variable aléatoire T” est le premier instant
ouY, = (Xo,_1,Xo,) est égal & (1,0). Les variables aléatoires discretes (Y,,,n €
N*) sont indépendantes et de méme loi. 7" est un premier instant de succes. La
loi de T" est donc la loi géométrique de parametre P(Y,, = (1,0)) = p(1 — p).
En particulier 77 est fini p.s. On en déduit que T est fini p.s.
2. On calcule P(T' = k) en décomposant suivant les valeurs de 77 = inf{n €
N* X, =1}:
k—1 k— 1
P(T=k =Y P(T=kT =i= p) i = p).
i=1 =1

<.

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de
parametres respectifs p et 1 —p. La loi de U + V est :

_ k—1
PU+V =k =Y PU=iV=k—i)=3 (1-p) p"i(1-p)

=1

Donc T a méme loi que U+ V. (En fait U est le premier temps d’occurrence de 1,
et a partir de cet instant on attend la premiere occurrence de 0, qui correspond
a V. Le temps total d’attente de 'occurrence 10 est donc T'=U + V)
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3. Ona¢y(z) = ﬁ, ov(z) = 21(1_7—]9]:)

de U et V, que ¢7(2) = dy1v(z) = ou(2)ov(2).

4 On a E[T] = E[U] + E[V] = ﬁ
1—-3p(1—p)

p*(1—p)®

. On en déduit, par indépendance

On a également par indépendance

Var(T) = Var(U) + Var(V) =
A

Ezercice II.14. 1. On calcule la fonction génératrice du couple (S, N — S). Pour
v,z € [—1,1], on a par indépendance

b5, N-5)(v,2) = E[p°2N 5] = ) + Z]P’ = n)2"E[(v/z) k=1 Xk]
n=1

Z n)(pv+ (1 —p)z)"
p)z

(p'l) + (1 o ) —6'p (1—v) —G(l—p)(l—z) )

On remarque que ¢(gn—s)(v,2) = ¢v(v)dz(2), ot V et Z suivent des lois de
Poisson de parametre respectlf Op et 6(1 —p). En particulier, cela implique que
S et N — S sont indépendants.

2. Soit z € [—1,1]. On a, par indépendance entre N et N—S, ¢(z) = E[z°2N 5] =
E[z5]E[zV=5]. Par indépendance entre N et (X,,n > 1), on a

o0

E[z°] =P(N =0)+ Y P(N = n)E[z2#=1¥¥]
n=1
=P(N=0)+ Y PN =n)((1-p)+p2)" =((1 —p) +p2),
n=1

et par symétrie E[zN"5] = ¢(p + (1 — p)z). On en déduit donc que ¢(z) =
o((1 —p) +pz)é(p + (1 — p)z). On remarque que h est bien définie sur ]0, 1],
car ¢ est strictement positif pour z > 0 et ¢’ est définie a priori sur | — 1,1][.
La relation h(z) = ph((1 — p) +pz) + (1 — p)h(p + (1 — p)z) est immédiate.

3. Rappelons que ¢ est continue en 1, non nulle en 1 (en fait égale & 1 en 1), et
que ¢’ est croissante et admet une limite & gauche en 1, éventuellement égale &
I'infini. En particulier, h admet une limite a gauche en 1, éventuellement égale
a linfini.

Pour a € [0,1[, on pose f,(z) =1 — a+ az pour z € R. L’application f, est
contractante (avec constante de Lipschitz a) et admet 1 comme seul point fixe.
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La suite (fJ'(z),n > 1) converge en croissant vers 1 pour z € [0,1], ou f7
désigne l'itéré n-ieme de f,.

Comme h = ho fi/5, on en déduit que h = ho ff/Q et par continuité h(z) =
Tl_i)nlg h(r) pour tout z € [0,1[. Ceci implique que h est constante sur [0, 1].

Comme h est positive et finie sur [0, 1], on en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que
¢’ = c¢¢ sur [0,1] et donc sur [0,1] par continuité. Si ¢ = 0, on a ¢ constant
et donc, comme ¢(1) = 1, on a ¢ = 1 c’est-a-dire p.s. N = 0. Si ¢ > 0, la
solution de 1’équation différentielle ordinaire ¢/ = c¢ sur [0, 1] avec condition
$(1) = 1 donne ¢(z) = e°=2). Donc, si ¢ > 0, alors N suit la loi de Poisson
de parametre c.

4. Comme p < 1/2,onap+(1—p)z<1—p+pzpour z € [0,1]. On déduit donc
de h(z) > min(h((1 —p) +pz), (1 —p)h(p+ (1 —p)z)) que h(z) > inf{h(u);u >
p+ (1 —p)z}. Comme h(z) > inf{h(u);u > fi—_p(2)}, on en déduit que h(z) >
inf{h(u);u > fi ,(2)}, et donc h(z) > lilg}r}fh(r) pour tout z € [0, 1].

Un raisonnement similaire a ce qui précede assure que h(z) < max(h((1 —

p) +pz), (1 —p)h(p + (1 — p)z)), puis h(z) < sup{h(u);u > fp(2)} et h(z) <
sup{h(u);u > f7(2)}, et donc h(z) < limsup h(r) pour tout z € [0, 1].

r—1-
Comme h admet une limite a gauche en 1, éventuellement égale a l'infini (cf

le début de la démonstration de la question précédente), on en déduit que
h(z) = lim h(r), et donc h est constant sur [0, 1[. La fin de la démonstration
r—1-

de la question précédente permet de conclure.
A

n
Ezercice IL15. 1. On a P(Xy =ky,..., Xp=ky | Sp=k) = 0si ¥ ki # k et
=1

sinon

P(Xl _ k‘l,... ,Xn _ k‘n | Sn _ k‘) _ Hz;kizlp H];ijO(l p) _ L ‘
(R)p* (1 —p)"=* (x)
On en déduit que la loi conditionnelle de (X7i,...,X,,) sachant S,, est la loi
uniforme sur {(k1,...,k,) € {0,1}";>° " | k; = k}.

2. La variable X; prend les valeurs 0 ou 1. Il en est de méme quand on conditionne
par rapport a S,. La loi de X; conditionnellement a S, est donc une loi de
Bernoulli de parametre p. Comme P(X; = 1|S,, = k) = (}21)/(}) = k/n pour
k>1,et P(X; =1]S, =0) =0, on en déduit que p = S,,/n.

3. On a P(X; =1,Xy = 1|S,) = Sp(Sp, — 1)/(n(n — 1)). En particulier P(X; =
1, Xy = 1]5,) # P(X; = 11S,)P(X2 = 1]S,). Conditionnellement a S, les
variables X; et X5 ne sont pas indépendantes.

A
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Ezercice 11.16. 1. On utilise les fonctions génératrices. Par indépendance, on a
pour z € [—1,1] :

On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre 61 + 6s.
La loi de X; + X5 est donc la loi de Poisson de parametre 61 + 65.

2. En utilisant 'indépendance, on calcule, pour 0 < k < n :

P(X; =k, Xy =n—k)

P(Xl - k|X1 —|—X2 = n) =

P(X1+ X2 =n)
P(X) = B)P(Xy = n— k)
o ]P’(Xl + Xy = n)
n—k
R SNV S S N
k! (n—k)! (01 + 02)"

-A(5ts) (n3w)

01 + 6 01 + 69 '

La loi de X; sachant {X; + X3 = n} est une loi binomiale B(n,p), ou p =
61

01+ 6y
est la loi binomiale B <X1 + Xo, eleTlez)'

On en déduit donc que la loi conditionnelle de X; sachant X7 + X

3. Soit Z de loi B(n,p), on a E[Z] = np. On déduit de la question précédente

que :
01

91-1-92.

E[X1|X1 + Xo] = (X1 + X2)

Ezercice 11.17. 1. On note ¢x, ¢y et ¢g les fonctions génératrices de X, Y et
5. 0n a ¢x(z) = ¢y(z) =

. Par indépendance, on a ¢g(z) =

1-(1-p)z

p222

ox(2)py(z) = A== p2 En utilisant le développement e =
k+1)z*, on déduit que
> (k+ 1)k, q
k=0
_ Zp2(k + 1)(1 k: k+2 Zp p)k—2zk’.
k=0

Ainsi on a pour n > 2, P(S =n)=p*(n—1)(1 —p)" 2
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2.81kg{l,--- . n—1tonaP(X =k[S=n)=0et pour k€ {1,--- ,n—1}.
P(X =k S=n) PX=kY=n—Fk)

P(X =k|S=n)= P(S =n) - P(S =n)
_p( ey
Po-DI—-p2  a-1

Ainsi, conditionnellement & S, X suit la loi uniforme sur {1,..,.5 — 1}. On note

n—1 n—1
k n
par h(n) = E[X|S = n]. On a h(n) = ; kP(X = k|S =n) = 21y
On en déduit que E[X|S] = 5.
3. On a bien E [E[X|S]] = E[QS] - E[X; Yl _Ex)
A

Ezercice 11.18. Le cout de la premiére stratégie est ¢; = ¢N. On note C,, le cotit du
test sur un groupe de n personnes en mélangeant les prélevements. On a P(C,, =
c)=(1-p)" et P(Cp, =c+nc) =1— (1 —p)". On suppose que N/n est entier et
on regroupe les N personnes en N/n groupes de n personnes. Le colit moyen total
du test, en utilisant la deuxieme stratégie, est ¢y = %E[C’n] soit :

o= SRl =) 4 (e (1= (1= )] = [ 1= (1= )"+

En supposant que np < 1, il vient en faisant un développement limité :
1
co =cN |np+ - + o(np).

Cette quantité est minimale pour n ~ 1/,/p. La condition np < 1 est alors équiva-
lente a p < 1. On obtient donc ¢z ~ 2¢N,/p. On choisit donc la deuxieme stratégie.
On peut vérifier que pour p < 1, en prenant n = [1/\/]3], on a cg < 2¢+ 2cN,/p.

Exemple numérique : si p = 1%, alors il est optimal de réaliser des tests sur des
groupes de n = 10 personnes. L’économie réalisée est alors de :

C1 —C2

~1-2/p=_80%.

C1

A

Ezercice I1.19. 1. Soit X une variable aléatoire géométrique de parametre p €]0, 1.
On a pour n € N,

P(X>n)= Y PX=k= > pl-p*'=01-p"

k>n+1 k>n+1
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On en déduit que
P(X >k+n|X>n)=P(X >k+n)/P(X >n)=(1-p)*=PX > k).

2. On pose ¢ = P(X > 1) € [0,1]. Comme P(X > 1+ n|X > n) est indépendant
de n, on a

PX>14nX>n)=PX>1X >0 =PX >1)=gq,

car p.s. X € N*. Sig = 0, alors P(X > n) = 0, et les probabilités conditionnelles
ne sont pas définies. On a donc ¢ > 0. Comme P(X > 1+ n|X > n) =
P(X >1

w, il vient P(X > n+1) = ¢P(X > n)ie P(X >n+1) =
q"MP(X > 0), et donc P(X > n) = ¢" car P(X > 0) = 1. Cela implique que
pour n € N*,

P(X=n)=P(X >n—1)—P(X >n)=(1-q)q" ' =p1—-p)"

ot p=1—¢. Comme P(X € N*) =1, on en déduit que ) . P(X =n) =1
i.e. p > 0. On reconnait, pour X, la loi géométrique de parametre p €0, 1[.

3. On note @ = P(X > 0). La question précédente traite le cas & = 1. On suppose
a €]0,1[. (Le cas o = 0 implique P(X > n) = 0, et donc le caractére sans
mémoire n’a pas de sens.) On pose ¢ = P(X > 1|X > 0) € [0, 1]. L’absence de
mémoire implique que P(X > 14n|X > n) = g soit P(X > 14+n) = ¢P(X > n)
et donc en itérant P(X > 14n) = ¢"HP(X > 0) = ¢"*'a. Dong, il vient P(X =
0)=1-aetpourn>1,P(X =n)=P(X >n—1)—P(X >n) = ap(l-p)" 1,
oup=1-—¢=P(X =1|X > 0) et p €]0,1[. On peut remarquer que X a méme
loi que YZ, ou Y est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre «, et Z
est une variable aléatoire indépendante de Y de loi géométrique de parametre
p. En ce qui concerne les temps de panne de machines, soit la machine est
en panne (probabilité 1 — «), soit la machine est en état de marche. Dans ce
dernier cas, la loi du temps de panne est une géométrique.

A

Ezxercice 11.20. Si les sportifs de haut niveau sont uniformément répartis dans la
population, les médailles le sont aussi. Chaque individu a donc, environ, une proba-
bilité p,, ~ 928/6 10° d’avoir une médaille et p, ~ 301/6 10° d’avoir une médaille
d’or. Le nombre de médailles francaises suit donc une loi binomiale de parametre
(n,pm), avec n ~ 60 10%. On peut approcher cette loi par la loi de Poisson de para-
metre 6, = np,, = 9. De méme, on peut approcher la loi du nombre de médailles
d’or par une loi de Poisson de parametre 6, = np, ~ 3. La probabilité d’avoir plus
de 20 médailles est de 4 pour 10 000, et la probabilité d’avoir plus de 10 médailles
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d’or est de 3 pour 10 000. Ceci est invraisemblable. L’hypothese selon laquelle les
sportifs de haut niveau sont uniformément répartis dans la population n’est donc
pas réaliste.

A

Ezercice 11.21. 1. On considere des variables aléatoires (Xj,n € N¥) indépen-
dantes de loi de Bernoulli de parametre p. On pose X, = %Zzzl Xk. On
a:

E[(Xn, —p)’] _ Var(X,) p(1-p)
52 R

n n

P(Cy) = P(|Xn — p| > 0n) <

ou l'on a utilisé I'inégalité de Tchebychev pour 'inégalité et I'indépendance
pour la derniere égalité. On en déduit le résultat.

2. Un calcul élémentaire assure que I'entropie H), est maximale pour p = 1/2.

3. On a P({w}) = e Ty wilos(p)+ (13 2oy wi) los(1-p))  poyr v € Ch, il vient :

n(plog(p) + (1 — p)log(1l — p) + 6, log(p(1 — p)))
<log(P({w})) < n(plog(p) + (1 —p)log(1l —p) — b, log(p(1 — p))).

On a donc :
e HptBn) < P({wl) < e M Hp=Bn/2),

ou 0 < S, = =24, log(p(1l —p)).

4. En sommant l'inégalité précédente sur w € C,,, on obtient :
Card (C,,) e "Hot0n) < P(C,) <1 et P(C,) < e "He=bn/2) Card (C,,).

Comme P(C),) > 1 —a pour n grand et que lim,_, o, nf, = 400, on en déduit
que pour n suffisamment grand on a P(C,) > e~"Pn/2 Pour n suffisamment
grand, il vient :

"Hr=Fn) < Card (C,,) < e"Hrthn)

5. Pour p = 1/2, entropie est maximale et vaut H, = log(2). On en déduit que
le cardinal de I’ensemble des suites typiques est de 'ordre de 2™ = Card (2).
Pour p ~ 1, on obtient que le cardinal de ’ensemble des suites typiques est
de Dordre de e™»E6n) qui est beaucoup plus petit que le cardinal de £2. (Le
résultat est similaire pour p ~ 0).

A

Ezercice 11.22. 1. Comme 0 < u,,v, < 1, on en déduit que les séries U et V sont
absolument convergentes sur | — 1, 1[.
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2. On note H,, = {le phénomene se produit a I'instant n}. On a

vn =P(Hp) =Y P(Hu|X1 = OP(Xy = {)
=0

n k
= Z]P’(Xl + ZXi =n, pour un k > 2|X; = {)P(X; = ¢)

£=0 i=2
n k
= ZP(ZXi =n—{, pour un k > 2)P(X; = /¢).
(=0 =2

La derniere égalité est obtenue grace a l'indépendance de X; et de la suite
(Xk, k > 2). Comme les variables aléatoires (Xi, k > 2) sont a valeurs dans N*,
on en déduit que

k
]P’(ZXZ- =n—{, pour un k > 2)
=2
k
:IP’(ZXZ-:n—& pourun k € {2,...,n— L+ 1}) = up_y.
=2

On a démontré que (v,,n > 0) est la convolution des suites (b,,n > 0) avec
(tn,n >0). On a donc V = BU.

3. La preuve de la premiere égalité se traite comme dans la question 1. Pour
démontrer la relation entre U(s) et F(s) on multiplie par s et on somme sur
n. On obtient

oo n—1

ZS un—zzs ukfn k-

n=1 k=0
Il vient U(s) — 1 = F(s )U( ) et donc V. =B/(1—-F).
4. On a V(s) = p/(1 — s). En évaluant (IL.1) en s = 0, on obtient by = p.
On a F(s) =1— %(1 — 5)B(s). En dérivant n > 1 fois, il vient F(s) =
1(nB(”_l)(s) —(1—5)B™(s)). En évaluant en s = 0, on obtient f, = (bp_1 —
b,)/p pour tout n > 1.
5. Comme P(X; =n|X; > 0) =P(X2 =n) = f, pour n > 1, il vient pour n > 1,

by, = P(X; = n) = P(X; = n|X; > 0)P(X; > 0) = fu(1 —p).

On en déduit donc que b, = (1 —p)b,—1, puis b, = (1 —p)"by = (1 —p)"p pour
n>0et f,=(1—p)" !ppour n > 1. Laloi de X5 est la loi géométrique de
parametre p, et X; a méme loi que X5 — 1.

A
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XIII.3 Variables aléatoires continues

Exercice III.1. 1. La fonction f définie sur R est positive, mesurable (car continue)

et
“+o00

+oo 9
f(m)da::/ ze /% do = 1.
e 0

Donc f est une densité de probabilité.

2. Soit g une fonction mesurable bornée. On a

+00 400
Elg(Y)] = E[g(X?)] :/0 g(2?)z e /% dx :/0 9(y) %e‘m dy,

2

ol I'on a fait le changement de variable y = 2* sur RT. Donc Y suit une loi

exponentielle de parametre 1/2.

3. Pour une loi exponentielle de parametre A, 'espérance est 1/A et la variance
1/A\%, donc on a E[Y] = 2 et Var(Y) = 4.
A

Ezxercice 1I1.2. La probabilité, p, de toucher la feve correspond a la probabilité que
le centre de la feve, qui est uniformément réparti sur le disque de rayon R—r (et de
surface (R — r)?) soit & une distance inférieure & r d’'un rayon donné. On trouve

2

1
m %4‘7‘ (R—r)2—r2+(R—r)2arcsin(Rir

)|

p:

. . 2r
et pour r petit, on obtient p ~ —.
TR A

Ezxercice II1.3. On note O et O les angles formés par les deux rayons et le rayon qui
passe par la cerise. L’énoncé du probleme indique que ©1 et O3 sont indépendants
et suivent la loi uniforme sur [0, 27]. La longueur angulaire de la part contenant la
cerise est 2w — |©1 — Os|.

1. La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est P(2r —
|©1 — O3] < |©1 — O3|). Comme les angles sont indépendants, la loi du couple
est la loi produit. On calcule :

1
P@2m — |01 — 0] < |01 — 6s) = 2n)E //[02 - {19, —62/>xyd01d0

1
:—2/ d9/ Lo —groms dbs
(2m)% " Jio,27] ' [0,01] {1-62>7}
1

1

La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est 1/4.
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2. Lalongueur moyenne de la part contenant la cerise est égale & 2r—E[|©1 — O2]].
On calcule :

1
B(6: — 621 = s //[0 00l
1

= 2 db / 601 — 605) db
(2m)? /[0,27r] ' [0,91}(1 2) dbz

_27T

3

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 47/3.

La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et elle est également
plus grande dans 75% des cas. Pour voir que ces résultats ne contredisent pas
Iintuition il faut inverser les opérations. On découpe d’abord au hasard deux
rayons dans le gateau, puis on jette au hasard la cerise sur le bord. Celle-ci a
intuitivement plus de chance de tomber sur la part la plus grosse! Il reste a se
convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le gateau au hasard, ou
couper le gateau au hasard puis jeter la cerise sur le bord donne bien le méme
résultat.

A

Ezercice II1./. On suppose que la longueur du baton est de une unité. On note
X et Y les emplacements des deux marques. Par hypothese X et Y sont des
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On fait un triangle
si et seulement si aucune des longueurs des morceaux n’est plus grande que la
somme des deux autres, ou ce qui revient au méme, si et seulement si la longueur
de chaque morceau est plus petite que 1/2. Cela est équivalent aux trois conditions
suivantes :

1—max(X,Y)<1/2, min(X,Y)<1/2 et max(X,Y)—min(X,Y)<1/2.
On obtient :
P(triangle)

=P(max(X,Y) > 1/2,min(X,Y) < 1/2,max(X,Y) — min(X,Y) < 1/2)

= E[1{max(X,y)>1/2,min(X,Y)<1/2,max(X,Y)—min(X,Y)<1/2}]

= / l{max(:z;y)z1/27min(x,y)§1/2,max(x,y)—min(x,y)§1/2}1[071} ($)1[071} (y) dxdy

1 1/2 1
= 2/ dm/ dy = —.
12 Je—1,2 4
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Ezercice II1.5. On a par linéarité E[>° o, X,] =>, o1 A, L. Donc on a 1 < 2.
On montre ensuite que 2 = 3. Si on a E[Y. o, X,] < oo, alors la variable
aléatoire (positive) > o, X, est finie p.s., et donc P(}, <, X, < o0) = 1.
On montre maintenant que 3 = 1. Si P(3, o X,, < o0) > 0, alors on a

Bl M| =Bl 2 M sy o] >0

D’autre part, par indépendance, on a

oSt = [T = [T 125

n>1

anl 1Og(1+)";1) .

n

On en déduit que Y, <, log(1 + A1) < co. Cela implique lim A, = oo ainsi que
- n—o0

> ons1 A, < 00. On a donc montré que 3 = 1. A

FEzercice I11.6. Soit g une fonction mesurable bornée. En utilisant ¢ = 1.y —
1(.—_1y p-s., puis l'indépendance, on a

Elg(2)] = Elg(Y)1e=1y] + Elg(=Y )11y
= E[g(Y)]P(e = 1) + E[g(=Y)]P(e = —1)

1 B 1 +o0 _)\
/ Xe M g(y)dy + 2/ Ae VY g(—y)dy
0

/ )\e—)\|z

Donc Z est une variable aléatoire continue dont la loi a pour densité f(z) =
1
iAe_Mz‘,zeR. A

X
Ezercice 1I1.7. 1. 801tS—X+YetT—ﬁ Comme X +Y > 0 ps., T

est une variable aléatoire réelle bien définie. Soit A une fonction de R? dans R,
mesurable et bornée. On a

sl (xe v )

:/ hlx+y v A e @Y ga—1yb=1 g dy
D "z +y) I(a)(b) ’

ot D = {(z,y) € R?; = > 0,y > 0}. On considere la fonction ¢ définie sur D :

<m>_<s> ou s=ux+ e
?\y t . Tty
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La fonction ¢ est une bijection de D dans A = {(s,t) €R? s>0,0<t< 1}.
De plus la fonction ¢ est de classe C! ainsi que son inverse :

()= ()= ()

La matrice jacobienne de ce changement de variable est :

1 1
Y —x .
(z+y)? (z+y)?

La valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne est |Jac|p](x,y)| =
x+y On en déduit que dtds = |Jac[y](z,y)| dxdy i.e. s dsdt = dzdy. On obtient

E[h(S,T)] = /A h(s,t)%e_)‘ssa%_lta_l(l—t)b_l ds dt.

Donc, la densité du couple (S,T), f, est définie par
/\a—i—b

—As a+b—1,a— b—1
W@ gatb—1y 1(1 —t) 1}07_,_00[(8)1]0’1[(15) .

f(S,t) =

. La fonction f est le produit d’une fonction de s et d’une fonction de t. Les

variables aléatoires S et 1" sont donc indépendantes. On obtient la densité de
T et de S par la formule des lois marginales. La densité de T est la fonction
fr définie par

/f s,t) ((a);:(?) 71— )" 04 (2) -

On reconnait la densité de la loi béta de parametres a et b. La densité de S est
la fonction fg définie par

/\a—i—b s atb
/f s, t) dt = (a—l—b) As gath 11]0,+Oo[(s) .

On reconnait la densité de la loi gamma de parametres A et a + b.
A

Ezxercice III.8. 1. On remarque que p.s. X # 0. La variable aléatoire 1/X est donc

182

bien définie. Soit g une fonction mesurable bornée. On a :

Blo(1/X)] = | a1/2)

w1+ 22

B 1 1 dy
—/*9( )7rl—|—(1/y)

oo 1 1
- d
/_OO g(y)WHy2 Y,
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ot I'on a fait le changement de variable y = 1/z (C! difféomorphisme de R*
dans lui-méme). On obtient donc que 1/X est de loi de Cauchy.

2. Comme Z # 0 p.s., la variable aléatoire Y/Z est bien définie. Soit g une fonction
mesurable bornée. On a :

“+oo 9 “+00 9
Elg(Y/Z)] = / d% /2 / dy% 2 g(y/2)

=2 /+oodzie_z2/2 /+ood Le_y2/2 (y/2)
0 V2 —o0 y\/2ﬂ' g

+o0 +o0o
21/0 dze_zz/Q/ duze_“222/2g(u)

™
1 +oo +oo
= ;/0 dz ze_(1+“2)22/2/ du g(u)
Tl o1
o e 0L

ou l'on a fait le changement de variable u(y) = y/z pour y € R. Donc Y/Z suit
une loi de Cauchy.

3. Si X est de loi de Cauchy, alors X a méme loi que Y/Z. Donc 1/X a méme loi
que Z/Y. Comme (Z,Y) a méme loi que (Y, Z) on en déduit que Y/Z a méme
loi que Z/Y. On retrouve bien que 1/X a méme loi que X.

A

Ezxercice 1I1.9. Soit g une fonction mesurable bornée.

1. On a:

+oo 1

2 +oo 5
Elg(X7)] =/_ g(a:Q)Ee—x 2 dg :2/0 g(a?) \/1276_96 /2 qr

= /+OO 9(y) —=—=c V2 dy
0 V21 /Y ’

ot 'on a fait le changement de variable y = 22 sur ]0, +oo[. Donc X? suit la
loi x%(1).
2. Ona:

1 — (T X
IE[g(Xl2 +X22)] = /2dx1da;2 %e (@i+a3)/2 g(m% —i—x%)

R
1 2w +o0

= — d@/ rdrg(rQ)e_’”z/2
27 0 0

400 1 /2
=/ g(y)ie Y=< dy,
0
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ou l'on a utilisé I'indépendance de X7 et X5 pour écrire la densité du couple
comme produit des densités dans la premiere égalité, le changement de variable
en coordonnées polaires dans la deuxieéme puis le changement de variable y = 72
sur 0, oo[ dans la derniere. On en déduit que X7 + X3 suit la loi x%(2).

A

Exercice 111.10. 1. Soit D = {(z1,...,2,) €]0,1[";2; # x; pour tout i # j}.

Les ensembles A, = {(z1,...,7,) €]0,1[";2,1) < - < Ty(n)}, pour o € Sy,
ou S, est 'ensemble des permutations de {1,...,n}, forment une partition de
D.

Soit g une fonction mesurable bornée. On a :

Elg(Y,Z)] = E[g( min X;, max X;)]

1<i<n 1<2<n

= /g(11<nl£1 T, lréla<x xz)l[o,l]n(xl, cesy) dxy .. dxy,

= /g(lglzlélnl’ 11223031x Ilp(x1,...,zp) dxy ... dxy,

Z/ m)1a, (w1, .., 2p) doy ... doy

O’GSTL

= n!/g(wl,xn)lAUO(azl,...,xn) dxy ...dxy,,

ou oy est I'identité. La derniere égalité s’obtient par un argument de symétrie.
On en déduit donc que :

E[g(Y, Z)] = /g(yaz)”!l{y<zz<...<:vn1<z} dzy...drn—y Lrocy<z<1} dydz
= /g(y, 2) n(n—1)(z — y)" *Liocyc.<1y dydz.

Donc (Y, Z) est une variable aléatoire continue de densité fy,z)(y, 2) = n(n —
1)(z — y)n_21{0<y<z<1}-

2. Par la formule des lois marginales, on en déduit que Y est une variable aléatoire
continue de densité fy (y) = n(1—y)" ' Ligcy<1y- 11 s’agit de la loi béta 5(1,n).
Par symétrie, on vérifie que la loi de Z est la loi B(n,1) de densité fz(z) =

z _11{0<z<1}-

3. La variable aléatoire Y étant intégrable, 'espérance conditionnelle E[Y'|Z] a un

sens. On a, pour z €]0,1] :
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XIII.3 Variables aléatoires continues

ElY|Z = ] /yf
/ n— 1 _ y)n—2zl—n dy

) ‘1y]§+/0 2z =) dy

o

[_Zl—n(z .

e
On en déduit donc E[Y|Z] = Z/n.

4. Soit g une fonction mesurable bornée. On a, pour z €]0,1] :

Elp(v/2)7 =21 = [ oty /2%

- / a(y/2)(n = 1)(z — )" 2o eyesy dy

— [ 9o =11~ 9" L pcpery do

dy

ou l'on a effectué le changement de variable p = y/z (a z fixé). On en déduit
donc que pour toute fonction g mesurable bornée,

Elg(Y/2)|2] = / a(p)(n — 1)(1 = p)" Lo pery dp.

Donc la densité de la loi conditionnelle de Y/Z sachant Z est (n — 1)(1 —
P)" *1io<p<1y- On reconnait une loi (1,n — 1). Elle est indépendante de Z.
Cela signifie donc que Y/Z est indépendante de Z. On retrouve alors :

E[Y|Z] =E [Z%M} = ZE [% = %

5. Le résultat s’obtient par symétrie. En effet X; a méme loi que 1— X;. Donc (1—
X1,...,1-X,,) ameéme loi que (X1, ...,X,). Comme 1 —Z = minj<;<,(1—X;)
et 1 —Y = maxj<i<p(l — X;), on en déduit donc que (1 — Z,1 —Y) a méme
loi que (Y, 7).

-7
v est indépendant de 1 —Y donc

1
6. On déduit de la question précédente que T

de Y.
A

Ezercice I11.11. 1. La densité conditionnelle est fxy(z|ly) = fxy(x,y)/fy(y).
Donc la densité de la loi de (X,Y") est :

1 _ T
Ixy (@, y) = fy(y) fx)y(zly) = —e y(1+a?) 1o~y
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11
T 14+x2°

2. Par la formule des lois marginales, on a fx(z) = [ fxy(z,y) dy =
On peut remarquer que X est de loi de Cauchy. Par définition, on a :

Frix(le) = fxy(zy)/fx(@) = (1 +a?) e V0T 1, o

La loi de Y sachant X est la loi exponentielle de parameétre 1 + X?2.
3. L’espérance d’une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A est
1/A. On en déduit donc que :

1
14+ X2°

E[Y|X] =
A

1
Exercice I11.12. 1. La densité de probabilité f est f(t) = texp <—§t2> 103

L’espérance vaut :

400 1 1 +o0 +00 1
E[T]:/ t2exp | —=t? | dt = |—texp [ —=t? +/ exp [ —=t? ) dt

2
2. La probabilité s’écrit :
9
P(T>3T>1) P(T=>3) e=2 4
P(T>3|T>1)= = = = .
T=sT=1) P(T > 1) PT>1) o5

Comme P (T > 3|T > 1) #e 2 =P(T > 2) la loi n’est pas sans mémoire.
3. Les variables aléatoires X1,..., Xqg sont indépendantes et suivent une loi de
Bernoulli de parametre :

(NI

P(I<1)=F(l)=1—e"

On en déduit que la loi de N est la loi binomiale de parametre (10,1 — e_%).

4. La probabilité que I’équipement en série soit défaillant avant 1 an vaut :
P(N>1)=1-P(N=0)=1—c"2 ~9.9107" = 99%.
5. La probabilité que I’équipement en paralléle soit défaillant avant 1 an vaut :

P(N = 10) = (1 - e—a) ~ 891075,
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Ezxercice 1I1.13. 1. On note Zj, la variable aléatoire réelle donnant la hauteur de
la k-iéme perforation. Les variables aléatoires (Z,k > 1) sont indépendantes
de méme loi uniforme sur [0, ], et on a Z = minj<gz<y Zx. On en déduit, en
utilisant I'indépendance entre (Zx, k > 1) et N, que pour z € [0,h] et n >0 :

P(Z>zN=n)=P(Z1>z...,Z,>z|N =n)

—P(Z1> 2., T > 2) = f[ P(Zy > 2) = (1—3)".

DonconaP(Z < 2|[N =n) =1- (1 - %)n Comme la fonction de répartition

de Z sachant N est de classe C! (en z), on en déduit que conditionnellement
a N, Z est une variable aléatoire continue de densité

z

fzin(2|n) = % (1 - E)n_l-

2. Le pourcentage 7y de liquide qu’on peut espérer conserver sachant le nombre
de perforations N, correspond a lespérance de E[Z|N] rapportée & la hauteur
h du fat. On a 7y = E[Z|N]/h. Il vient pour n > 1 :

E[Z|N L (1-2)" "d =
- =n|=— z zln z— - = z = .
AW == [ttty az=1 [ —
On constate que cette formule couvre aussi le cas ou n = 0. En effet, dans
ce cas on conserve la totalité du liquide (le fit n’est pas perforé). On a donc
™ =1/(N +1).
3. Soit ZW ..., Z(" les hauteurs des perforations les plus basses des fits de 1 &
1~
n. Le pourcentage de la cargaison que 'on sauve est — Z 7@ Si on suppose
n
i=1
les variables aléatoires ZW, ..., Z(™ indépendantes et de méme loi que Z, ce
pourcentage est, pour n grand, a peu pres égal a E[Z]/h d’apres la loi faible
(ou forte) des grands nombres. Le pourcentage moyen 7 que l'on peut espérer
conserver est donc

E[Z] 1 1 X1 0k 1—e?
= 2 CEEZIN]=E|—— | =Y —— L =
T , ELELZIN] [N+1] ;er k! 9

Pour 6 = 5, on obtient 7 ~ 19.8%.

Ezxercice II1.14. Soit f une fonction mesurable bornée.
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1.

188

On note H la distance de J a O. Par une application du théoreme de Pythagore,
on trouve L = 2v/r2 — H2. Pour calculer sa loi, on utilise la méthode de la
fonction muette. Comme H est uniforme sur [0,7], on a :

udu

s =" (s (V@)= [ g

2

0 dryfr? — 4

ol 'on a effectué le changement de variable u = 2v/r2 — h2. La variable aléa-
. ) . u .
toire L est continue de densité —————=—=15 9,((u). L’espérance de L est :

dry/1? —u?/4

/2T 2 / /2 rm
2r sin? = / r(1 — cos(2t))dt = —,
dry/r? 0 2

ou l'on a effectué le changement de variable u = 2rsin(¢). En utilisant le méme
changement de variable, on calcule :

2r 8r2
L2 / — = 42 / sin(t)(1 — cos2(t))dt = _
4 2 3
ry/r? —
8 2,2
La variance est donc Var(L) = % — TZ

La probabilité que la corde soit plus grande qu’un coté du triangle équilatéral
inscrit est la probabilité que sa distance au centre soit plus grande que r/2.
Comme la loi de H est uniforme sur [0,7], il vient p = P(H > r/2) = 1/2.

. Si A et B sont choisis uniformément sur le cercle, leurs angles au centre (64

et Op) par rapport a l’axe des abscisses sont uniformes sur | — 7, 7[. On note

a=AOB.Onaa = (A4 — 6p) modulo 27. La longueur de la corde est alors
L = 2r|sin («/2)|. On utilise la méthode de la fonction muette pour calculer la
loi de a. On a :

E[f(a)] = E[f(0a — 0B)1j02-[(04 — OB) + f(2m + 04 — 0B)1_ox o(04 — OB)]

1
" an? /}0 ) [quAd‘JB (f(aa — aB)1j02x((g4 — aB)

+ f(27 + g4 — qB) Y2 01(¢4 — qB))

1
=13 dgadgp (f(ga —qB) + (27 — qa + qB))1j0.2x(24 — aB)
T J]o,27[2
2m— QB f
q —|— T™—1
- 12 /}07%[ 5 / (2m — 1))
1 1
= dt 2m —t)(f(t) + f(2m — ¢ / dt f(t),
pRcl ( () + f( ) =5 o (t)
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ou l'on a effectué le changement de variable t = ¢4 — qp & gp fixé. La loi de «
est donc la loi uniforme sur |0, 27[.

On utilise, encore la méthode de la fonction muette pour déterminer la loi de L :

2w w/2
IE:[f(L)]:2L [t 1 2 singey2) %/0 F(2rsin(t))dt

T
2r
2du
= U) ———, XIII.2
| r—gte. xm)
ou l'on a effectué le changement de variable v = 2rsin(t¢). La variable aléatoire
L est donc continue de densité ———=—==19 o,((u)-
TVar2 —u?

Pour calculer I’espérance et la variance de L, on utilise (XIII.2) :

2 [m/? 4
E[L] = —/ dt 2rsin(t) = —T,
m™Jo ™

et pour la variance :

Var(L) = E[L?] — (E[L])* = — sin?(t)dt — —— = 2% — ——.
Onap=P(a>2r/3)=1/3.
. On calcule la longueur de la corde comme & la question 1, & partir de la distance

de I au centre du cercle : L = 21/r2 — 22 — y2. La loi de L est calculée par la
méthode de la fonction muette :

E[f(L)]:ﬁ " dyf 2 —x2—y2) a2 4y2<r2)
:W2 0 " pdp d9f 2\/ )
1 2r
=53 (u)udu.

ol on a effectué un changement de coordonnées polaires dans R?, puis le chan-
gement de variable u = 2./r2 — p2. La variable L est continue de densité

U
5,2 L[02r] (u).
La moyenne et la variance de cette loi se calculent immédiatement :

1 Ay
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1 [ 1612 16r2 272
Var(L):W/O ugdu—TTZZTQ—TT:%.

Enfin, la probabilité que la corde soit de longueur plus grande que v/3r est :

On résume dans le tableau ci-dessous, les valeurs numériques (avec r = 1) des
différentes moyennes et variances et des valeurs de p. On voit bien que la notion
de “choisir au hasard” dans un énoncé doit étre précisée.

Cas | moyenne | variance | p
1 1.57 020 |1/2

1.27 0.38 |1/3
3 1.33 022 |1/4

A

Ezxercice II1.15. 1. Les variables X et Y étant indépendantes, la loi du couple
(X,Y) a pour densité :
1 72 + o2
xp | — .
a2 P 202

2. On considere le changement de variables en coordonnées polaires. Vérifions
quil s’agit d'un C'-difféomorphisme. On considere la fonction ¢ définie sur
A={(r,0) eR%r>0—-1<0<m}:

cp<g>:<;j> ou xz=rcosf, y=rsind.

Il est immédiat de vérifier que o est une bijection de A dans D = R?\ (R~ x{0}),
dont 'inverse a pour expression :

o <a:> _ <2> ot r=+/22+y% 0 =sgn(y)arccos (x/\/m>y

Y

Ixy(@,y) = fx(@)fy(y) =

avec la convention que sgn(0) = 1. La matrice jacobienne de ¢ existe pour tout
(r,0) € A et ses éléments sont des fonctions C! de (r,0) :

sinf rcosf

Voo(r, 0) = <0059 —rsin 9> .

On a également que o1 est C! sur D\ (]0, 00[x{0}) de matrice jacobienne
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Vo l(z.y) = ( v/ +y? y/\/ﬂf2+y2>.

—lyl/(@* + *) z/(2* + y?)

La vérification du caractere C! de ¢! sur ]0,00[x{0} se fait par une étude

directe. Pour x > 0, on a ¢~ *(z,0) = (x,sgn(0) arccos(1)) = (z,0) et :
90_1(90 + hw7 0+ hy) - 90_1($7 0)

= (/(z + hg)? + hZ — x,sgn(hy) arccos ((:L' + hy)/r/(x+ hy)? + hi))
= (hg, hy/z) + o(h2, h2).

'ty

Ceci implique a la fois la continuité, la différentiabilité et la continuité des
dérivées partielles de p~! en (x,0). On a donc vérifié que le changement de
variables en coordonnées polaires est un C'-difféomorphisme de D dans A.

Soit ¢ une fonction de R? dans R, mesurable et bornée. On remarque que
(X,Y) €D ps, donc (R,0) = ¢ }(X,Y) est bien défini. On a :

Elg(R,0)] = E[g(vV X2 + Y2, sgn(Y) arccos(X /v X2 + Y?)]
= [D g(x/xQ + y2,sgn(y) arccos(z/+/ 22 + y2))

1 22 + 92
X —
2mo? ¢ 202

> dxdy.

Comme dzdy = |Jac[p](r,0)|drdd = rdrdf, il vient :

1 72
Elg(R,0)] = /Ag(r, 9)27T0_2 exp <_ﬁ> rdrdf

r 2
= /R2 g(r, Q)W exp <_ﬁ> 1)0,00[(7) Y= [ (8)drdb.

On en déduit que (R, ©) est une v.a.c. de densité :

r 7'2
fro(r.0) = 9702 exp 552 1]0700[(7")1}_”’7([.

2
. Comme fre(r,0) = fr(r)fe(f) avec fr(r) = %exp <—#> 1)o,00((r) et

1
fo(0) = %1}_7“7([(9), on en déduit que R et © sont indépendants. La loi de ©

est la loi uniforme sur [—m, 7| et la loi de R a pour densité fg.
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4. L’espérance de R vaut :

too 4. r2
E[R] = /0 g exXp <—@> dr

r2 \17® +o0 r2 p
()], e ()5

On a E[R?] = E[X? + Y?] = 202. La variance de R vaut donc Var(R) =
(2 —7/2)02.
A

Ezxercice I11.16. 1. La direction 0 est a valeurs dans [—7/2,7/2[. En supposant
que la rainure de gauche a pour abscisse —d/2 et celle de droite d/2, 1'aiguille

2
2. Au vu des hypotheses, il est naturel de supposer que X et 6 sont indépendantes

et de loi uniforme respectivement sur [—d/2,d/2| et [—7 /2, 7/2]. La probabilité
cherchée vaut :

coupe une rainure sous la condition | X| > 3 3 cos(0).

d ¢ 1
P(1X] > 5 cos(0) - 5) = / o> 4 £ cos(8)} g LI=d/2.d/2]x[~m/2,7/2) (€, 0) dwdf

w/2 % 1
— 2/ / —dx | df
—7/2 i—%cos(@) md

2

9 w/2
= —/ gCOSQ db
7Td _ﬂ./z 2

U

7
3. On note Y; le résultat du i-eme lancer : Y; = 1 si laiguille coupe la rainure
et 0 sinon. La suite (Y;,7 € N*) forme un schéma de Bernoulli de parametre
p = 2¢/wd. D’apres la loi faible des grands nombres, la moyenne empirique %
converge en probabilité vers I'espérance de Y7, c’est-a-dire vers 2¢/md. En fait
la loi forte des grands nombres assure que cette convergence est presque sire.
On a ainsi un moyen expérimental de calculer une approximation de 1/7 et

donc de .

4. On veut trouver n tel que ]P’(|% - ﬂ > 1072) < 5%. On déduit de 'inégalité
de Tchebychev que

Nn

>§EUT—%?<%u—9,

a? - na?

On trouve n = 43 398. Mais la précision & 1072 sur 1/7 correspond & une
précision de I'ordre de 10~! sur .
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5. I n’y a pas de contradiction avec le résultat précédent qui quantifiait le nombre
de lancers n a effectuer pour que dans 95% des réalisations de ces lancers on
obtienne une approximation & 1072 de 1 /7. Cela n’impose pas que I’approxima-
tion soit systématiquement de lordre de 1072 ! Avec 355 lancers, la meilleure
approximation de 1/m que I’on puisse obtenir est précisément 113/355, et cette
approximation est de tres bonne qualité (113/355 est une fraction de la suite
des approximations de 1/m en fractions continues). Le caractere artificiel de ce
résultat apparait si 'on effectue un lancer supplémentaire : on obtient 113/356
ou 114/356 comme approximation de 1/7, qui sont des approximations & 1073
et 2.1073 respectivement. Cette brutale perte de précision suggere que le choix
de 355 lancers et peut-étre méme du nombre “aléatoire” de 113 lancers avec
intersection est intentionnel.

A

Ezercice II1.17. On note s < t les deux nombres choisis par votre ami et X la
variable aléatoire de Bernoulli de parametre 1/2 qui modélise le lancer de sa piece :
X =07¢’il a obtenu face et X = 1 sinon. Le nombre donné par votre ami est

Y = Sl{X:()} + tl{le}.

On note G l'évenement {gagner le pari}.

1. On modélise le lancer de votre piece par une variable indépendante de X de
loi de Bernoulli de parametre p € [0,1], U : U = 0 si vous avez obtenu face et
U =1 sinon. On a

G={U=0,Y=s}u{U=1Y=t}={U=0,X=0}u{U=1,X =1}.
En utilisant I'indépendance entre X et U, on en déduit que la probabilité de

gagner est P(G) = (1 —p)/2+p/2=1/2.

2. Par construction X et Z sont indépendants. On a
G={Z>Y,Y=s}U{Z<Y,Y=t}={Z2>s5,X=0U{Z<t,X =1}

Il vient, en utilisant I'indépendance entre X et Z, et t > s

P(G) = %[]P’(Z > 6 +P(Z <) = %+%P(Z € [s,4]).

Comme P(Z € [s,t]) > 0, on a P(G) > 1/2.

3. On suppose que s et t sont les réalisations de variables aléatoires S et T indé-
pendantes et de méme loi de fonction de répartition F'. Comme on a supposé
que s < t, cela impose que s est la réalisation de min(S,T") et ¢ la réalisation
de max(S,T). Dans ce cas, le nombre fourni par votre ami est donc
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194

Y = min(S, T)l{X:O} + maX(S, T)].{le}

On a G ={Z > min(S,7),X =0} U{Z < max(S,T),X = 1}. En utilisant
I'indépendance de S, T, Z et X, il vient

P(G) = 5[F(Z > min(S,T)) + B(Z < max(5, T))]

1 1 .
=3 + 5]P’(Z € [min(S,T), max(S,T)]).

Pour maximiser la probabilité de gagner, il faut donc maximiser la probabilité
P(Z € [min(S,T), max(S,T)]). Supposons un instant que Z soit une variable
continue de densité g. On note f la densité de S et T, il vient en utilisant
I'indépendance entre S et T :

]P(Z € [mln(57 T),max(S, T)]) = /1{26[min(s,t),max(s,t)]}g(z)f(s)f(t) dzdsdl
= 2/1{26[571&}}1{s<t}g(z)f(5)f(t) dzdsdt

o / G(2)F(2)(1 - F(2)) dz
— 9R[F(2)(1 - F(2)).

Admettons dans un premier temps que P(Z € [min(S,T), max(S,T)]) =
2E[F(Z)(1 — F(Z))] méme si Z n’est pas une variable continue. (Ce résul-
tat est effectivement vrai, mais nous ne le démontrons pas en toute généralité.)
Comme F(z) € [0,1], la valeur de F'(z)(1— F'(x)) est maximale pour z = x/y,
le quantile d’ordre 1/2 de la loi de F' (i.e. comme F' est strictement croissante,
719 est I'unique solution de F'(z) = 1/2), et donc 2E[F(Z)(1 — F'(Z))] < 1/2
avec égalité si p.s. Z = xy 5.

Vérifions que Z =z, est optimal. Un calcul direct donne, si Z = xy/3 p.s.,

P(G) = %+ % P(min(S, T) < 215 < max(8,T)) = % i _ z

Il reste & vérifier que si P(Z = x1/5) < 1 alors P(Z € [min(S, T'), max (S, T')]) <
1/2. On suppose qu’il existe € > 0 et n > 0, tels que ]P’(‘Z — 5131/2‘ >n) > e

k k+l

On décompose, pour n fixé, suivant Z € | [, pour k& € N. On calcule :

P(7 e [, 51, 7 € fmin(s, T), max(s, 7))
<Pz e (X A min(s, 1) < B max(s ) > £
n n n n

:2[P><Ze [%, k#[)F(%) <1—F<%>>
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En sommant sur k, et en distinguant suivant > T2 10, % < Ty —net
Tr/j2 — 1N — % < % < Z1/2 + 1, on obtient :

P(Z € [min(S,T), max(S,T)])

1
<2P(Z —xyp>1m) sup F(zr+-)(1-F(x))
x> /24N n

1
+2P(Z — 210 <—n) sup F(zr+—)(1-F(x))
T<T )21 n

+2P(|Z — 12| Sn—k%) sup F(x—l—l)(l—F(m))

ez ol <2 n

En laissant n tendre vers l'infini, et en utilisant le fait que F' est continue, on
obtient :

P(Z € [min(S,T), max(S,T)]) < 2P(|Z — z1 2| > n)g + %PQZ — 12| <),

olt ¢ = sup F(z)(1 = F(z)) = max(F(z12 +n)(1 = F(zy2 +
n), F(z1/2 —n)(1 — F(x1/2 —n)). Comme F est strictement croissante, on
aq<1/4et donc P(Z € [min(S,T), max(S,T)]) < 1/2.

On a donc démontré que la quantité P(G) est maximale si et seulement si p.s.
Z = x1/5. Bt dans ce cas on a P(G) = 3/4.

T ‘x—x1/2‘>n(

A

Exercice II1.18. 1. La densité du triplet (X,Y, Z) étant invariante par rotation,
elle est de la forme fxy z)(z,y,2) = d(x? + y? + 22) avec ¢ une fonction
positive définie sur R*. Les variables X, Y et Z étant indépendantes, on a
d’autre part :

fxy.z) @y, 2) = fx (@) fy (y) fz(2).

La loi de (X,Y, Z) étant invariante par rotation, on en déduit que X,Y et Z
ont méme loi de densité : f = fx = fy = fz. L’égalité

F@)f(W)f(z) = o(a® +y* +2%),  pour tout (z,y,2) € R’

implique £(2)f' (1) () = 206 (22 + 92 + 2) et f @) fW)f(2) = 26 (@ +
y? + 2%). On en déduit que zf(z)f'(y)f(z) = f'(x)yf(y)f(z) pour tout
(,y,2) € R3 Comme f est une densité sur R, f est non constante. En
particulier il existe yp # 0,29 € R tels que f(yo)f(z0) > 0. On en déduit
donc qu'il existe une constante ¢ telle que pour tout = € R, f (z) = 2cz f(x).
Ceci implique que f(z) = e’ pour une certaine constante a. Comme f est
une densité de probabilité, on a f > 0 et [, f(z) dz = 1. On en déduit que
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1 _ = . . .

flz) = = 202 avec o une constante strictement positive. Finalement,
2mo

les variables aléatoires X, Y et Z suivent une loi gaussienne centrée.

2. L’énergie cinétique moyenne est définie par E. = % mE[|V]?] = T mE[V2+VE+

3 kT
VZ]. Comme E[V?] = 02, on en déduit que E, = 5m02. On obtient 02 = —.

3. Laloi de X +Y est laloi I'(A,a + b), cf. I'exercice (IIL.7).
4. A Paide de la méthode de la fonction muette, on montre que ‘/;-2 suit une loi
gamma de parametres (%, 1/2). On déduit de la question précédente que
1
252"
\/Ee_z/%2 150y A Taide de la méthode de la fonction muette, on

la loi de |V|?* est une loi gamma de parametres (
1

\2mo3

montre que |V| est une variable continue de densité

3/2). Sa densité est

2 3/2
V2 ( m ) 02 oMV /2KT 1uso}-

m \kT

Il s’agit de la densité de la loi de Maxwell.
A

Ezercice 111.19. 1. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction
mesurable bornée. On a avec U = VXY et V = VY :

E[Q(U7 V)] = E[g(\/ﬁ, \/?)]
/ (VTG D) fxy () dedy
dody

9(Vxy, V) fx (@) fy (y) dedy
N2a+1/2 s e

I()(a+1/2) /]0700[2 9(Vy: Vy)(zy) e T
ofi, pour la deuxitme égalité, on a utilisé que, par indépendance, la densité de

la loi de (X,Y) est le produit des densités des lois de X et de Y.

On considere le changement de variable u = /7y, v = /y qui est un C! dif-
féomorphisme de ]0, co[? dans lui-méme. Le calcul du déterminant du jacobien
de la transformation donne :

dxdy '
4z

dudv =

On en déduit donc que :
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4)\204-4-1/2

Ely(vXY,VY)] = () (o + 1/2)

u2
/ g(u, v)u**! e ) qudy.
10,00

Ainsi la densité de la loi de (U, V) est :

4)\20+1/2 21 —A( 2+£)
= a— v U2
f(U,V) (u7 'l)) F(a)F(a n 1/2) U € 1{u>07v>0}’

2. Par la formule des lois marginales, la densité, fi7, de la loi de U est :

4)\2014—1/2 ﬁ 2a—1 . —2)\u
fU(u) - /f(U,V)(uav) dv = F(a)F(a + 1/2) 2\/Xu € 1{u>0}
— 2ﬁ >\2au2a—1

(@) (a+1/2)

3. La densité est égale & \2q20—1 =2\ 1¢u>0}, & une constante multiplicative
pres. Il s’agit donc de la densité de la loi I'(2),2«). En particulier, cette
constante multiplicative est égale & 22%/I'(2a). On en déduit alors la formule

de duplication de la fonction I'.
2
%)

o A 2
Il est facile de démontrer que h(u) = / e M) dy est en fait égal A
0

N
2v/\

e M En effet, on a :

00 W2 d 00 w2

B (u) = —2)u / e M) v—;’ = 2\ / ezt Gy = —20h(w),
0 0

oi1 'on a fait le changement de variable w = u/v. Ainsi h(u) = h(0) e=2*. 1l reste

a calculer ~(0). On a :

1 dv N

w2 VT [ iz sa)an
o =2 [ e tan= YT [T e _ T
2 ) o 2V J oo V2r(1/20) 2V
ou l'on a utilisé la parité de la fonction intégrée pour la premiere égalité et le fait

que l'intégrale de la densité de la loi A(0,1/2)) vaut 1 pour la derniere égalité.
A

XIII.4 Fonctions caractéristiques

FEzercice IV.1. 1. Par indépendance, on a :

wxl+x2<u>=wxl<u>wx2<u>=< A )( 4 ):( A >+

A —iu A —u A —iu

La loi de X7 + X5 est donc la loi I'(A, a1 + aw).
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2. Par récurrence, on déduit de la question précédente que la loi de > 7 | X; est
la loi I'(A,n). Si Z est de loi I'(a,b) alors pour ¢ >0, on a :

ez (1) = <a_az-cu>b - <a/z%w>b

Ainsi ¢Z est de loi I'(a/c,b). On en déduit que X, est de loi I'(nA,n).

Ezercice 1V.2.
1. La densité de la loi de Z, fz, a été calculée dans 'exercice I11.6 : fz(z) =
A

Z el On utilise la formule de décomposition et I'indépendance entre Y et

€ pour obtenir

Yz (w) =B [e" 1eoy] +E [ Liem ]

A n A
A —u A —u

)\2
BB ERT

1
2

2. On remarque que i 1z est la densité de la loi de Cauchy de parametre . A
I’aide du théoreme d’inversion de la transformée de Fourier pour les fonctions
intégrables, on a donc p.p. fz(z) = /e_mz Yz (u) Z—z Comme les membres
de droite et de gauche sont des fonctions continues, on a ’égalité pour tout

A - A du

€R.Onadonc Se Ml = [ 7w —
z nadonc e e Y+ 2on
caractéristique, v, de la loi de Cauchy de parametre A : pour tout z € R,

wle) = [ el s du— e,
R

T A2 + u2

. On en déduit ainsi la fonction

Ezercice IV.3. 1. Par définition on a E[p(V,W) | W] = h(W), ou :

Jvw (v, w)

Jw(w)

Comme les variables aléatoires V' et W sont indépendantes, on a fyw (v, w) =
fv(v) fw (w). 11 vient :

h(w) = / o (0,w) fir(v) dv = Elp(V, w)].

h(w) = / (v, w) foyp (vw) dv = / (v, w) do.
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2. On déduit de la question précédente que :
E [eiuY] - [eiuX1X4—iuX2X3 | X17X2] — h(Xl,Xz),

oit h(xy,x) = E[et®1Xa—uz2X3] Fp ytilisant I'indépendance puis la fonction
caractéristique de la loi N (0, 1), il vient :

h(l‘l,l‘g) = E[eiule‘I]E[e_mx?Xﬂ —e 2 2

On a , en utilisant 'indépendance :

E [eZuY] —E [eiuX1X4—iuX2X3]

Il

| — |

I

N =

+

—_

| I
no

On reconnait la fonction caractéristique de la loi exponentielle symétrique (cf

exercice IV.2).
A

FEzercice IV.4. 1. En utilisant 'espérance conditionnelle, on a pour n € N :
E[SN|N = n] = E[S,|N = n] = E[S,] = nE[X;].

On en déduit donc E[Sy|N] = NE[X;] et E[Sy] = E[N]E[X;]. Le calcul de la
variance est similaire. On a pour n € N :

E[S%|N = n] = E[S?] = Var(S,) + E[S,)? = n Var(X;) + n*E[X;]2.

On en déduit donc que E[S%;] = E[N] Var(X;) +E[N?]E[X;]2. On obtient alors
la formule de Wald :

Var(Sy) = E[N] Var(X1) 4+ E[X;]? Var(N).

On peut également utiliser une formule de décomposition pour donner la ré-
ponse.
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2. De la méme maniere, on a :
E[e™ N |N = n] = E[¢"*"] = ¢x, (u)",

ol Yx, est la fonction caractéristique de X;. On a utilisé le fait que les variables

aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes et de méme loi. Il vient :
[e"5N] ZE [N |N = n]P Z ¥x, (u =n) = ¢(ihx, (u)),
ol ¢ est la fonction génératrice de N. Comme E[Sy] = —i(¢othx, ) (0), il vient :

E[Sn] = —i¢' (¢x,(0))¥, (0) = ¢'(1)(=ivx, (0)) = E[N]E[X:].
Comme E[S%] = —(¢ 0 ¢x,)"(0), il vient

E[SX] = —(¢' o ¥x,¢x,) (0)
= —¢" ()¢, (0)> — ¢/ (19, (0)
= E[N(N — 1)]E[X1]* + E[N]E[X]]
= E[N] Var(X;) + E[NYE[X;])%.

On retrouve ainsi les résultats de la question précédente.

FEzercice IV.5. On note J(z) la partie imaginaire de z € C.

1. Si X est symétrique alors S(¢x(u)) = 2(¢¥x(u) — ¥x(u) = F(E[™X] —
E[e~®X]) = 0. Si (¢x(u)) = 0 alors le calcul précédent montre que les fonc-
tions caractéristiques de X et —X coincident, donc X et —X sont égales en
loi.

2. SiY est indépendant de X et de méme loi que X, alors la fonction caractéris-
tique de X — Y est thx (u)x (u) = [¢x (u)[*.

3. Laloi de X est symétrique par rapport & a € R si et seulement si e "%y (u) €
R pour tout u € R.

A

Ezercice IV.6. 1. Soit u € R On note (-,-) le produit scalaire de R?. Comme la
loi du vecteur est invariante par rotation, on en déduit que (u, X)/|lu|| & méme
loi que X;. On a par indépendance et en utilisant que X1,..., Xy ont méme
loi (grace a l'invariance de la loi de X par rotation)

d
Ux (u) = Bl = TT ¢, (w)-
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On a également ¥ x (u) = Py x) /) ([ul]) = ¥x, ([Jul]). Comme X; est —X; ont
méme loi (car la loi de X est invariante par rotation), on a ¢x, (u) = ¥_x, (u) =
Y¥x, (—u) = ¥x, (u). En particulier la fonction 1y, est réelle symétrique. On
pose g(x) = ¢x, (v/x) pour > 0. On en déduit que la fonction réelle g vérifie
(IV.1).

2. Rappelons que les fonctions caractéristiques sont continues, prennent la valeur 1
en 0, sont en valeurs absolue inférieures a 1 et caractérisent la loi. En particulier
g est continue, g(0) =1 et |g(v1)| < 1. En intégrant (IV.1) en v2, on en déduit
que g(v1) est dérivable, puis que ¢’/g est constant et donc g(v;) = ae®¥'. Les
conditions g(0) = 1 et |g(v1)| < 1 impliquent @ = 0 et 8 = —02/2 ot1 & > 0.
On en déduit que ¥x, (u1) = e=o%u1/2 Ceci implique que :

— Si o =0 alors p.s. X; =0 et donc p.s. X =0 pour tout k € {1,...,d}.
— Si o > 0 alors X1, et donc Xo,..., X, sont de loi gaussienne centrée de

variance 2.

A

Ezercice IV.7. 1. En utilisant les fonctions caractéristiques, il vient par indépen-
dance, pour u € R :

u? (‘7%( +o'€»)
2

dx v (u) = dx (W)p_y (u) = dx (u)y (—u) = e™#x 1)~

On en déduit que la loi de X —Y est la loi gaussienne de moyenne p = pux — py
et de variance 02 = a§< + 0)2,.

2. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction mesurable
bornée, on a, en notant

la densité de la loi gaussienne N (u, 0?) :
Elg(2)) = E[g(|X - Y1)
— / 9(jo)) f (w)dv
R
— / 9(0) F ()L sy o + / 9(—0) F(0)1 gy dv
R R
- /R 9(0)[F () + F(=0)]Lpsoydo.

On en déduit que Z est une variable aléatoire continue et la densité de sa loi
est donnée par [f(v) + f(—v)]1{y>0}-
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3. On remarque que Z est égal en loi a |[0G + pf, o G est une variable aléatoire
de loi gaussienne A (0,1). En particulier, on a :

E[Z] = E[loG + pl]
=E[(0G + 1)1ia>—pjoy] — E[(0G + 1) 1{G<—p/o}]
=27 2 L p(@(11f0) D p1fo)

2
= \ﬁa 2 4 p(20(nfo) ~ 1),
T
ou @ est la fonction de répartition de la loi N'(0,1), et
E[Z%] = E[(0G + n)’] = 0® + 1i*.

Enfin, la variance de Z est égale a E[Z?] — E[Z]?.

XIII.5 Théorémes limites

Ezercice V.1. Soit g continue bornée.

1. On a E[g(X,)] = [;° e P g(z) do. 1l existe ng € N*, et 0 < A_ <
Ay < oo tels que pour tout n > mg, on a A\, € [A_,A;]. On a alors
|)\n e An® g(a:)| < gl A+ €% = h(z). La fonction h est intégrable sur
[0,00[. On a nh—>H<;lo Ae M g(x) = Ne M g(z). On déduit du théoréme de
convergence dominée que :

o

Elg(X,)] — Ae M g(x) dz.

n—o0 0

Donc la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre

A

2. On a E[g(Xy)] = [y e “g(x/Ay) de. On a la majoration |e™® g(z/An)| <
9]l ™" = h(z), et la fonction h est intégrable sur [0, co[. Comme la fonction
g est continue, on a lim,_,~ g(z/A,) = g(0). Par convergence dominée, il vient :

E[g(Xn)] — 9(0) = E[g(X)],

ou p.s. X = 0. Donc la suite (X,,,n € N*) converge en loi vers 0.

3. Si la suite (X,,n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire X, alors les
fonctions caractéristiques ¢ x, (u) convergent vers 1 x(u) pour tout u € R. On
a:
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. : An
Jim 9, (u) = lim g w0y

La fonction u +— 1y,—qy n’est pas continue en 0. Or les fonctions caractéristiques
sont continues. Par contraposée, ce n’est donc pas la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire et la suite (X,,n € N*) ne converge pas en loi.

A
FExercice V.2. On a :
0 ez‘u/n

n—(n-— Q)ei“/”.

¥ (w) = vr, (=) =

Rappelons que e™/™ =1 + % +0 ( 1). On en déduit que :

n

6+ o(1) 0
wTT( ) 0 —iu+o(l) n=oo 6 —iu
On reconnait dans le membre de droite la fonction caractéristique de la loi expo-
nentielle de parametre # > 0. Donc la suite (7,,/n,n > ng) converge en loi vers E
de loi exponentielle de parametre 6 > 0. A

Ezxercice V.3. 1. La suite (M,,n > 1) est croissante et bornée p.s. par 6. Elle
converge donc p.s. vers une limite M. Soit £ €]0,6], on a :

P(My — 0] > £) = (M, > 0+ ) + B(M, < 0—) =04 (250

Donc on a :
lim P(|M,, — 0] >¢) =0,

n—oo
i.e. la suite (M,,,n > 1) converge en probabilité vers §. Comme la suite converge
aussi en probabilité vers M, par unicité de la limite, on en déduit que p.s.
M =6.
2. On étudie la fonction de répartition sur R, car n(f — M,,) > 0. Soit a > 0. On
a:
P(n(0 — M,) <a) =P(M,, >0 2)=1—(1— )" —1—¢ 8
o= o " n’ on N—00 ’
On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre
1/6. La suite (n(60 — M,,),n > 1) converge donc en loi vers la loi exponentielle
de parametre 1/6.
A

Ezercice V.4. On rappelle que 1y, (u) = e~
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1.

204

Ona:
Vs, () = s, (u/v/n) = Hq/)Xk (w//m) = (e~@lul/Vyn — g=avinlul

ou l'on a utilisé I'indépendance des variables aléatoires pour la deuxieme égalité.
Donc on en déduit que :

Vs, /ym(W) —— 1u—g)-

n—oo

La limite est une fonction discontinue en 0. Ce n’est donc pas une fonction
caractéristique. La suite ne converge donc pas en loi. Elle ne converge pas non
plus en probabilité.

.Ona:

Vs, 2 (0) = Vs, (u/n?) = (ealul/m*yn = gmalul/n
Donc on en déduit que :

Vs, m2(w) —— 1.

La suite converge en loi vers la variable aléatoire constante égale a 0.
Un résultat général assure que la convergence en loi vers une constante implique
la convergence en probabilité vers cette constante. On en donne une preuve
élémentaire. Soit (Z,,n > 1) une suite de variables aléatoires qui converge en
loi vers une constante c. Quitte a considérer Z,, — ¢, on peut supposer que
¢ = 0. Soit ¢ > 0. On a P(|Z,| > ¢) < E[g(Z,)], ou g(z) = min(|z|/e,1).
La fonction ¢ est continue bornée. On déduit de la convergence en loi que
lim E[g(Z,)] = E[g(0)] = 0. Ceci implique que lim P(|Z,| > ¢) = 0. (Plus
n—00 n—00
directement, on peut dire que 0 est un point de continuité de la fonction 1y, |>},
et donc lim P(|Z,] > €) = lim E[l4z,>1] = E[l{o>¢3] = 0.) Ainsi la suite

n—oo n—o0 - -
(Zp,n > 1) converge en probabilité vers 0.
La suite (S,/n%,n > 1) converge donc en probabilité vers 0.
On a :

Vs, n (1) = Ps,, (u/n) = (e7@lu1/mym = emalul,

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy de parametre a.
La suite (S, /n,n > 1) est donc constante en loi.

S,
Montrons maintenant que la suite (—", n > 1) ne converge pas en probabilité.
n

On a:
Son Sn_Xn+1++X2n X1+ + X,

2n n 2n 2n

Xn+1+“‘+X2n et

On a donc par indépendance, puis en utilisant le fait que o7

Xit-+X p . i
=t=n ont méme loi que S, /2n, que :
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¢(Szn _s_n)(u) = VX pp1 4+ Xap (U)¢X1+-2~-+Xn (1) = g, jon (u)? = eIl
2n n
S
Donc pour tout n, % — =™ est une variable aléatoire de Cauchy de parametre
n n

a.
. s e (S
Raisonnons par ’absurde pour la convergence en probabilité. Si (—n, n > 1)
n

convergeait en probabilité vers une limite X, on aurait alors

- oo
S2n

n
Zeno_Enm — —X|>¢e/2;.
¥z
En particulier on aurait :
> <P
o) =2 (5

2n n
P ( S Sn
2n n
et par passage a la limite :
P ( Son Sn
2n n

X' >5/2> +P<‘——X‘ >5/2>

>5>—>0,

- n— 00

Son  Sn

pour tout € > 0. La suite (2— ——,n > 1) convergerait alors en probabilité, et
n

donc en loi, vers 0. Ceci est absurde car (% — & ,n > 1) est de loi de Cauchy
n n

. S, e
de parametre a. La suite (—n, n > 1) ne converge donc pas en probabilité.
n
A

Ezxercice V.5. 1. On déduit du TCL que la suite (Z,,n € N*) converge en loi vers
oG, olt G est de loi gaussienne centrée réduite N(0,1).

2. Ona:
1

Zgn—Zn:<ﬁ >Z —i—\/_Z'

2n
1
ot Z = \/, Z (X — p) est indépendant de Z,, et a méme loi que Z,. En

k=n+1
utilisant I'indépendance, il vient :
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On en déduit que la suite (Za, —Z,,n € N*) converge en loi vers ov/2, /1 — %G

Sila suite (Z,,n € N*) converge en probabilité, alors la suite (Z2, — Z,,,n € N¥)
converge en probabilité vers 0. On déduit alors de la question précédente que
o =0 (et donc X = 0 p.s et Z, =0 p.s.). Par contraposé, si o > 0, alors la
convergence du TCL n’est pas une convergence en probabilité.

A

Ezercice V.6. 1. Soit S, le nombre de fois ou pile est apparu lors de m tirages.

206

Ainsi S, = > X5, out (X;,7 > 1) est un schéma de Bernoulli de parametre
1/2. En particulier E[X;] = 1/2 et Var(X;) = 1/4. La loi de S, est une loi
binomiale B(m,1/2). On note :

pm =P <%m §Z]0.45,0.55[> =P <<‘S”; 2m‘ > /m 0. 1)

2

On remarque que si m est grand, alors, d’aprés le théoréme central limite, la
1

—sm
loi de —5—2— est asymptotiquement la loi gaussienne centrée. On a alors :

3Vm
~ P(|G] > v/m0.1),

ol G est de loi N(0,1) gaussienne centrée.

Les fréquences empiriques de pile lors de n séries de m tirages sont égales en
loi & S,,,/m. Notons que les variables aléatoires Fi,...,F}, sont indépendantes et
de méme loi. On a que, pour tout i, P(F; ¢€]0.45,0.55[) = p,,. En particulier,
pour m = 400 tirages, on a a l’aide des tables de la fonction de répartition de
la loi normale N'(0,1) :

P(F; €]0.45,0.55[) = paoo =~ P(|G| > 2) ~ 0.05.
On considere maintenant une suite de variables aléatoires (&;,7 > 1) telles que :

5.:{1 si F; ¢]0.45,0.55],

0 sinon.

Le nombre des fréquences (F;,1 < i < n) qui ne Veriﬁent pas la condition
0.45 < F; < 0.55, lorsque n = 20, est égal a N = ZZ 1 &i- La loi de N est donc
la loi binomiale de parametre (1, py,).

. Comme p,, est petit, la loi binomiale de parametre (n, p,) peut étre approchée

par la loi de Poisson de parametre np,, = 20p400 ~ 1 (on a la convergence en
loi de la loi binomiale de parametre (n,p) vers la loi de Poisson de parametre
6 quand n tend vers l'infini et np vers § > 0). En particulier, on a :
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1
]P’(N22)21—2e_lz§.

Ainsi les évenements {N = 0}, {N = 1} et {N > 2} sont & peu preés de méme
probabilité.
A

n

Ezercice V.7. 1. On a P(3k € {1,...,n};U; < 0) < > P(U; < 0) = 0. La
k=1

variable aléatoire X,, est donc p.s. strictement positive. On peut donc considérer

1 n
Vi = log(X,) = - Zalog(Uk). Les variables aléatoires (alog(Uy),k € N¥)

k=1
sont indépendantes et de méme loi. Elles sont également intégrables :

E[[log(U7)]] = / log(w)] 1j0.1((u) du = — /

log(u) du = 1.
10,1]

On déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (V,,,n € N*) converge

presque surement vers E[alog(U)] = —a. Comme la fonction exponentielle est
continue, on en déduit que la suite (X,,n € N*) converge presque sirement
vers e~ .

2. Ona:

1 n
l0g(¥,) = Vi(log(X,) + ) = Vii( + 3" alog(th) - Blalog(®3)]).
k=1
Vérifions que les variables aléatoires o log(Uy) sont de carré intégrable. On a :
Ellog(U1)%] = /log(u)21}071[(u) du = [ulog(u)? — 2ulog(u) + 2u]} = 2.

On déduit du théoreme central limite que la suite (log(Y;,),n € N*) converge en
loi vers Z de loi gaussienne A'(0,02), ot 02 = Var(alog(Uy)) = o?(2—1) = o?.
Comme la fonction exponentielle est continue, on en déduit que la suite (Y, n €
N*) converge en loi vers eZ. Il reste donc & déterminer la loi de Y = eZ. On
utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction mesurable bornée.
On a:

dz

Blo(e?)) = [ ale”)falo)dz = [ gler)e =" S

1 o) /202
= /g(y) me los(W)™/20% 110 o 1(v) dy,
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ou l'on a effectué le changement de variable y = e* de R dans |0,00[. On
en déduit donc que Y = e est une variable aléatoire continue de densité

yV2ra?

e~ log(y)?/20” 1)9,00[(¥)- La loi de Y est appelée loi log-normale.

A

Exercice V.8. 1. On consideére pour {2 Iensemble des résultats des tirages de n

208

boules. Les tirages sont équiprobables. On a Card (£2) = (]X ) Parmi ces tirages,
on considere ceux qui donnent £ boules blanches. Il faut donc choisir k& boules
blanches parmi les m boules blanches et n — k boules noires parmi les N —m

boules noires. Il existe donc (r,';”) (]XL:’]?) configurations possibles. On en déduit

N—
()
(%)
n
On peut également considérer pour {2 I’ensemble des résultats des tirages ex-
haustifs de IV boules, et regarder les positions des m boules blanches. Les tirages
sont équiprobables. On a Card (£2) = (%) Parmi ces tirages, on considere ceux
qui donnent k& boules blanches dans les n premieres boules. Il donc faut choisir
k positions pour les boules blanches parmi les n premieres boules, et m — k
positions pour les boules blanches parmi les N — n dernieres. Il existe donc
n\ (N—m
(e) G k)

(m)

que P(Xy =k) =

() (N_”) configurations possibles. On en déduit que P(Xy = k) =

m—k
Il est facile de vérifier que :
(1) Gor) _ Gt

)

. Pour N et n suffisamment grands, on a n — N +m < 0 et les conditions

n—N+m<k<metn>k>0deviennent 0 < k < m. On note py(k) =
P(Xny = k). On remarque que :

b = DO

()(12) (A
- (1) <:<p+o<1>>> m;u ~p+o(1)
(+)
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On en déduit que pour tout k € {0,...,m}, on a limy_,~ pn(k) = (T,';)pk(l —
p)™F. Soit g une fonction continue bornée. Comme la somme porte sur un
nombre fini de termes, on a :

Elo(Xx)] = 3 pa(kiglk) —— (’,j)p’f(l — )™ Rg(k) = Elg(Sm)],
k=0 k=0

ou limy_,oon/N = p et Sy, suit la loi binomiale de parametre (m,p). On en
déduit que la suite (Xn, N € N*) converge en loi, quand limy_,ocn/N = p,
vers la loi binomiale de parametre (m, p).

N—
(e) Gak)

3. On a pn(k) = N

pour n — N+m <k <men >k > 0. Cette

m
expression correspond a celle de la question précédente, ou ’on a échangé m et
n. Les calculs de la question précédente assurent donc que la suite (X, N € N*)
converge en loi vers la loi binomiale de parametre (n, ).
A

Ezercice V.9. 1. La fonction 6 — e’X est de classe C et sur tout intervalle borné
de R cette fonction et ses dérivées sont p.s. bornées (car X est bornée). Ceci
assure que @ est de classe C™ et que () = E[X™ ?X].

2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz E[Y Z]? < E[Y2E[Z?] avec Y = X ePX/2 et
AP — (P’ 2
Z = e"X/2 implique que (#')2 < $¢". Comme N’ = %

que A’ > 0 et donc \ est convexe. On a A(0) = log(1) = 0.

, on en déduit

3. Comme I(xz) > —\(0) et que A\(0) = 0, on en déduit que I est positive. Comme
A est convexe et de classe C, on en déduit que Ou — A\(f) est maximal en
tel que u = XN (0) soit encore @'(0) = pu®(f). On remarque que ¢(0) = 1 et
&' (0) = E[X] = p. Ceci assure que I(u) = 0.

Soit « €]0,1[, z,y € R. On a :

IHoazx+ (1 —a)y) =sup{(az+ (1 —a)y)d — A\(0)}

(SN
= sup {a(fz—A(0)) + (1 —a)(0y—A(0))}
< asup{fzr —A(0)} + (1 —a)sup {y — \(6)}
0cR OcR

=al(x)+ (1 —a)l(y).
4. On a, pour 8 >0 :

P(X,>p+e)= ]P’(eeX"_e(”Jra) >1)< E[egX"_e(“*a)] = E[eex/n]" e Olute),
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ou l'on a utilisé I'inégalité de Markov puis l'indépendance pour la seconde
égalité.
On peut optimiser en € > 0 et obtenir :

P(X, > p+e) < e SwPozo{f(ute)—nA@/n)}

On considere la fonction g définie par g(0) = 6(p + ) — A(#). Cette fonction
est concave (car A est convexe) et :

?'(0)

§O) =n+e-F0

=ut+e—p=¢e2>0.

En particulier le supremum de g est obtenu sur [0, co[ et donc

sup{0(p+¢€) —n\(0/n)} = supng(6/n) = nsup g(#") = nl(u +¢),
0>0 >0 ¢'cR

avec le changement de variable ' = 6/n. Comme la fonction I est convexe et
atteint son minimum en u, on en déduit que I(u + ¢) = ;ngr I(x). Il vient
> pte
donc :

P(Xn > o+ 6) < e—ninf{I(x);xZu—i—a} ]

5. En considérant —X au lieu de X, on déduit de I'inégalité précédente que :
]P(Xn <pu- E) < e—ninf{](m);xg,u—s} )

Ceci implique donc IP’(‘X'” — N‘ >e) < 9 o~ inf{l(z);|lz—p|=e}

6. Pour la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[, on a = p, #(0) =1 —p+pe?,
M) = log(1 — p + pe®) et I(x) = zlog(z/p) + (1 — 2)log((1 — 2)/(1 - p)) si
x € ]0,1] et I(z) = 400 sinon. Pour ¢ € |0, min(p,1 — p)[, on a :

P(X, <p—¢) < e ninfl@imsp—sl}

2
€
et inf{I(z);z < p-—¢} = ———
L 2p(1 —p) o .
loi faible des grands nombres avec en plus une majoration exponentielle de la
vitesse de convergence.

+ O(£%). En particulier, on retrouve la

A

Ezercice V.10. 1. 11 suffit d’appliquer I'espérance & ’égalité X = Z,‘;"i Lix>rny-
On peut ensuite intervertir 'espérance et la somme en utilisant le théoreme de
convergence dominée car tous les termes de la somme sont positifs.
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2. En appliquant le résultat de la question précédente a la variable aléatoire mX
(qui est intégrable et a valeurs dans N), il vient :

Xn 5 1 ) — E[Y,].

E[mX] = iP(an > ) = i[@(l > =

n m
n=1 n=1

L’interversion de la somme et de 'espérance dans la deuxieme égalité est jus-
tifiée car tous les termes sont positifs. La variable aléatoire Y;,, est d’espérance
finie, elle est donc p.s. finie.

3. Lévenement A,, = {Y,, < +oo} est de probabilité 1. Par conséquent, I’évene-
ment A = ﬂm21 A,, est lui aussi de probabilité 1. Pour w € A, on a que pour

Xp(w) 1

tout m, Y,,(w) est fini et donc < — pour n assez grand. On en déduit
m

Xn
donc que lim ()
n—o00 n

= 0 pour tout w € A. Comme P(A) = 1, on en déduit

n . .
que — converge p.s. vers 0 quand n tend vers I'infini.
n

4. Soit (an,n > 1) une suite de termes positifs telle que li_)rn ap/n = 0. En parti-
n o

culier la suite est bornée par une constante M > 0. Pour tout € > 0, il existe ng
tel que a,/n < e pour tout n > ng. On a pour tout n > max(ng, M/e) =ny :
1 1 Qg M

— max ar < — max arp+ max — < — 4¢ < 2e.
n 1<k<n n 1<k<ni ni<k<n k n

1
On en déduit donc que lim — max a; = 0. Comme p.s. lim,,_,, X,,/n = 0,
n—oo N 1<k<n

1
on déduit de ce résultat déterministe que p.s. lim — max X = 0.
n—oo N 1<k<n

5. On note [z] Pentier relatif n tel que n —1 < & < n. La variable aléatoire [|X]]
est a valeurs dans N. Elle est intégrable car [|X|] < |X]| + 1. On déduit de la

ti scédent 8. lim — Xill = 0. Xil] > | X
question précédente que p.s. lim — lréllfgcnﬂ k|l = 0. Comme [|Xg|] > | Xk,

.1 .1
on a donc p.s. lim — max |Xg| =0 et donc p.s. lim — max Xj = 0.
n—oo 1 1<k<n n—oo 1 1<k<n

A
Ezercice V.11. 1. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme sur [0, 1]. On déduit de la loi faible des grands nombres que la
moyenne empirique X,, = 1 3}, X} converge en probabilité vers E[X;] = 1/2.
La convergence en probabilité implique la convergence en loi. On a donc, comme

f est continue, que :

BLF(- 3 Xl —— E[f(1/2)] = £(1/2).

k=1
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D’autre part, on a :

On en déduit donc :

i pEt

n—oo [0’1],1 n

) dxy---dx, = f(1/2).

Le résultat reste vrai si on suppose seulement que f est bornée et continue en
1/2.

2. On vérifie facilement & laide des fonctions caractéristiques que Y ;_; Yy est
une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre na. En effet, en utilisant
I'indépendance des variables aléatoires Y7,...,Y,, on a :

Yz, () = [[ v (w) = e,
k=1

On reconnailt dans le membre de droite la fonction caractéristique de la loi de
Poisson de parametre na.

3. La loi faible des grands nombres assure que la moyenne empirique Y, =
L h_1Y) converge en probabilité vers E[Y;] = a. La convergence en probabi-
lité implique la convergence en loi. On a donc, comme f est continue bornée,
que :

n— o0

B/ 32 V)] —— Blf()] = f(a).
k=1

On en déduit que :

k
: —an (Qn)” K
Jim D e S IG) = @),
k>0
Le résultat est vrai en fait dés que f est bornée et continue en «.
A

Ezercice V.12. 1. Les variables aléatoires X, sont indépendantes, de méme loi et
de carré intégrable. On a E[X,,] = 1, Var(X,,) = 1. Le théoréme central limite
-

vn

implique que ( n,n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1).
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2. On vérifie facilement & l’aide des fonctions caractéristiques que .S, est une
variable aléatoire de loi de Poisson de parametre n.

. . A Sn—n . -
Soit Fy,(x) la fonction de répartition de — . La question précédente assure

que la suite (F,(z),n > 1) converge vers la fonction de répartition de la loi
gaussienne N (0, 1), F(x), pour tout x point de continuité de F. Comme F est
une fonction continue, on obtient pour z =0 :

S, —n 1

N <0) n:;OF(O) =3

Comme S, est de loi de Poisson de parametre n, il vient :

P(

Sp—n _,nF
P( NG < 0)=P(S, < n) Z]P’ :k e
=0

On en déduit le résultat.
A

Ezercice V.13. 1. Les variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes et de

meéme loi avec : )

P(X, = 2F) = oo B> 1

On observe que E[X;] = oco. Les variables aléatoires étant positives indépen-
dantes et de méme loi, on a par la loi forte des grands nombres que p.s.

S,
lim — = E[X;] = oo. Le prix équitable du jeu correspond pour le casino
n—oo N

Sn
a la moyenne des pertes : lim —, c’est-a-dire I'infini.
n—oo 1,

2. La majoration (V.2) est évidente. On considere le deuxieéme terme du membre
de droite de (V.2). On note |z| la partie entiere de z. On a :

E[S;m] = nE[Xl]-{Xlgn log, n}] = nUOg2 (TL 10g2 n)J
et, pour n suffisamment grand :

logy(n) < [logy(n logyn)| <logy(n) + logy(logy n).

E[S]
Ceci implique que lim %] = 1. Donc pour n assez grand (dépendant
n—oo 1 logy n
E[S!] )
de ¢), on a |——— — 1| < ¢/2. Pour n assez grand, le deuxieme terme du
n logyn

membre de droite de (V.2) est donc nul.
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On considere le premier terme du membre de droite de (V.2). L'inégalité de
Tchebychev implique :

p( | B

n logyn

4 Var(S})
(en logyn)?

> 5/2> <
En utilisant I'indépendance des variables (Xx,1 < k < n), il vient :

Var(s;w) = nvar(Xll{X1§n10g2 n}) < nE[Xl21{X1§nlog2 n}]
De plus, on a :

E[X%I{XlgnlogQ n}] = Z 2" < Z ok
k>1;2k<n logy n 1<k<|logy(n logy n)|

< gllogs (n log; m)| +1

< 2nlogy n.

4 Var(S)) 8
5 <

On en conclut que . On en déduit donc que pour tout

(enlogyn) g2 logymn
Sn

n loggn

converge en probabilité vers 1.

/

S
— 1‘ > €> = 0. Donc la suite ( L n > 1)
n loggn

e >0, lim JP><

n—oo

3. On observe que :

P(X; > nlogyn) = Z 2k < 9=k — 9—logy(n logy )| +1

k>1;28>n logy n k>|logy(n logy n)]
On remarque que :
[logy(n logy )] = [logy 1 + logy(logy 1) | = logy 1 + logy(logy n) — 1,

et donc :

P(Sy # Sp) = P(Up_{ Xk # X'}) < Y P(X) # XF)
k=1

— 0.

= <
nP(X; > nlogyn) < T~

4. Soit e >0.0On a:

Sn A g
{ nloan—l‘ >€} a <{ n logyn _1' >5}ﬁ{5n—5n}>
Sh ,
o> dnts. ).
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I1 vient donc :
< Sn 1‘ > < P <
n loggn

On déduit des questions précédentes que la suite (

/

- 1‘ > e> +P(S, # 5).

n log2 n

S
7n,n > 1) converge
n logyn
en probabilité vers 1.

On peut en fait montrer que la suite (27"Son —n,n > 1) converge en loi 2. A

Ezxercice V.14. 1. On note X; la réponse de la i-eéme personne interrogée (X; = 1
si elle vote pour le candidat A et X; = 0 si elle vote pour le candidat B). Les
variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de
parametre p €]0,1[. (Les variables X; sont effectivement indépendantes si 'on
a a faire & un tirage avec remise : une personne peut étre interrogée plusieurs
fois. Dans le cas d’un tirage sans remise, ce qui est souvent le cas d’un sondage,
alors les variables ne sont pas indépendantes. Mais on peut montrer que si la
taille de la population est grande devant le nombre de personnes interrogées,
n, alors les résultats de convergence et en particulier I'intervalle de confiance
sont les mémes que pour le tirage avec remise). On estime p avec la moyenne
empirique : X, = %ZZ=1 Xi. On déduit du TCL que avec une probabilité
asymptotique de 95%, on a :

1.96 - 1

ex, +1.96YPL Py g o Sl (Xt

Vn
En particulier pour n = 1 000, on obtient une précision asymptotique (par
exces) d’environ +1/4/n c’est-a-dire +3 points. La précision ne dépend pas de
la taille de la population, pourvu qu’elle soit bien plus grande que n.

2. Onap=05+3.3 10 Comme on assure que A est le vainqueur des que
X, — ﬁ > 1/2, et que dans 95% des cas X,, € [p1:|: T] (p ~ 1/2), on en
déduit que 'on donne A gagnant dés que p — T 2 — avec une certitude d’au

2
moins 95%. On en déduit 7 = 3.3 107 soit n = 36 000 000. Comme n est
n

plus grand que la taille de la population, on ne peut donc pas déterminer le
vainqueur en faisant un sondage.
A

Ezercice V.15. 1. On considére les fonctions caractéristiques :

2. A. Martin-Lof. A limit theorem which clarifies the “Petersburg paradox”. J. Appl. Prob.,
vol. 22, pp. 634-643 (1985).
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~ mpp(1— e\
— )

Yy, (W) = (1 = ppm + pm ™)™ = (1

xn — .
Rappelons que (1— ;)" converge vers e~ * si x,, converge dans C vers x, quand

n tend vers 'infini. On en déduit que lim vy, (u) = e~?(1=¢"™) On reconnait
n—oo

la fonction caractéristique de la loi de Poisson de parametre #. On en déduit

donc (Y;,, m € N) converge en loi vers la loi de Poisson de parametre 6.

. Chaque impact a une probabilité 1/N = 1/576 d’étre dans le domaine iy donné.

La loi du nombre d’impacts dans le domaine ¢y est donc une variable aléatoire
binomiale B(537,1/576) soit approximativement une loi de Poisson de para-
metre 6 ~ 0.9323. On peut alors comparer les probabilités empiriques Ny /N et
les probabilités théoriques py = P(X = k), ou X est une variable aléatoire de
loi de Poisson de parametre §. On compare Nj et N py dans la table (XIIIL.1).

k 0 1 2 3 4 | 5+
Ny, 229 211 93 35 7 1
Npi|| 226.7 | 211.4 | 98.5 [ 30.6 | 7.1 | 1.6

Table XIII.1. Nombres Ny et N pj en fonction de k.

Les valeurs sont trés proches. En fait, en faisant un test statistique du y?, on
peut vérifier qu’il est raisonnable d’accepter le modele. On peut donc dire que
les bombes qui sont tombées dans le sud de Londres sont réparties au hasard.

A

Ezxercice V.16. L’ensemble des fractions rationnelles F' = {a/b";a € N;n € N*} N
[0,1] est dénombrable. En particulier, on a P(X € F') = 0. Cela implique que p.s.

“+oo

X
la représentation X = Z b—: est unique.

1.
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n=1
Soit z1,...,2, € {0,...,b—1}. On a P(X; = z1,..., X, = x,) = P(X —
> h—1 ¢ €[0,67"[). Comme X est de loi uniforme, on a P(X; = 21,..., X, =
xn) =b"". Laloi de (X1,...,X,) est donc la loi uniforme sur {0,...,b—1}".
Par la formule des lois marginales, on obtient P(X,, = z,) = 1/b, et donc
X,, est de loi uniforme sur {0,...,b—1}. On a P(X; = 21,..., X, = z,,) =
[1i— P(X% = zx) pour tout z1,...,x, € {0,...,b— 1}. Cela implique que les
variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes. Ceci étant vrai pour tout
n > 2, cela signifie que les variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes.
Soit @ € {0,...,b—1}. On pose Y}, = 1x,—4}. La quantité > ;| Y} compte
le nombre d’apparitions du chiffre ¢ parmi les n premiers chiffres de I’écriture
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en base b de X, et %22:1 Y} est la fréquence correspondante. Les variables
(X, k € N) étant indépendantes et de méme loi, il en est de méme pour les
variables (Y, k € N). De plus, Y; est une variable aléatoire de Bernoulli de
parametre P(Xy = a) = 1/b. D’apres la loi forte des grands nombres, on a :

n—oo N

1 « 1
lim — ;Yk =Eyi]=5 ps.

Ceci est vrai pour tout a € {0,...,b— 1}. On en déduit que p.s. X est simple-
ment normal en base b.

4. Le raisonnement qui précede est vrai pour toute base b > 2. On note N,
lensemble des réels de [0, 1] simplement normal en base b. On a pour tout
b>2 P(X € Ny) =1et P(X & Np) =0. On en déduit que :

P(X € U1 Ny ) <) P(X & Ny) = 0.
r>1

Cela implique que X est p.s. normal en base b. De méme, on a :

P(X ¢ Up>oNy) < Y P(X ¢ N;) = 0.
b>2

On en déduit que X est p.s. absolument normal.

Ezercice V.17. 1. On déduit de I'inégalité de Tchebychev que :

E[(X, —2)% Var(X,) z(1-x) < 1

52 N 52 O nd? T 4no?’

P(An) =E[lyx, of5s) <

ou 'on utilise que x € [0, 1] pour la derniére inégalité.

2. La fonction h est uniformément continue sur [0, 1] car elle est continue sur le
compact [0,1] (théoréme de Heine). Soit € > 0, il existe donc § > 0, tel que
pour tous z,y € [0,1], si |x —y| < 4, alors on a |h(z) — h(y)| < e. D’autre
part, h étant continue sur [0, 1], elle est bornée par une constante M > 0. En
utilisant 'inégalité de Jensen, il vient :

avec A = E[|h(x) — (X)L 5,—s1<sy] et B =E[|h(z) — h(X0)|1{ 5,255}
D’apres les remarques préliminaires on a A < eP(|X,, —z| < §) < e. D’apres la
question précédente, on a :
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B < 2MP(|X, — 1] > 6) < 5sp

Pour n > M/2e6%, on a B < ¢ et |h(z) — E[h(X,)]| < 2¢ pour tout z € [0,1].

En conclusion, il vient :

lim sup |h(z) — E[h(X,)]| = 0.

=00 zel0,1]
3. La variable aléatoire nX,, = Y j_; X} est de loi binomiale de parametres (n, x).
4. On a:

E[h(X,)] = E[h(nX, /n)] Zh (k/n) < > (1 —z)" k.

On déduit de la question 5, que la suite de polynomes (3>";_; h(k/n)(})z*(1 -
a:)”_k, n > 1), appelés polyndémes de Bernstein, converge uniformément vers h
sur [0, 1].

5. On raisonne cette fois-ci avec des variables aléatoires (X, k > 1) indépendantes
de loi de Poisson de parametre x, et on utilise le fait que > ;_; X}, suit une loi
de Poisson de parametre nx. On obtient :

03 e

k=0

lim
n—oo

f(k/n)

La convergence n’est pas uniforme. En effet, pour ’exemple donné, il vient :

ad nacn k
)= e f(k/n)

k=0

lim —1—e ™2,
n—oo

Ezercice V.18. 1. En utilisant 'indépendance, pour tout y € R, on a :
x, \"
P(any):]P’<X1 <n y) =(1—en),

ou &, = IP’(Xl > nl/)‘y). Pour y <0,onaeg, >n>0,et donc lim P(Z, <

n—-+00
—A . . ,
y) = 0. Pour y > 0, on a g, ~ “.— quand n tend vers I'infini. Par conséquent,

hrf P(Z, <y) = exp(—ay ™). Cela démontre que la fonction de répartition
n—-+0o

de Z,, converge vers exp(—ay‘A)l{yw} et donc la suite (Z,,n > 1) converge
en loi vers Y de loi de Fréchet de parametre (a, ).
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2. Soit n individus. On note X} le niveau annuel d’exposition au mercure de
Iindividu k. On suppose les variables aléatoires X} indépendantes et de méme
loi que X. Pour un individu de 70 kg, la dose annuelle admissible fixée par
I'OMS est s = 18.14 1073 g. La probabilité qu’un individu au moins ait un
niveau de mercure trop élevé est

pn = P(max(X1,...,X,) > s) = 1 — P(max(Xj,...,X,) <s)
-1 enln(l—as’k)

~1—exp(—as™*

Sing = 225 362,np = 100, on a p,, ~ 1 et p,, ~ 0.01. Enfin, 1 —

log (20
%8(20) ¢ > 27914

exp(—as™n) > 0.95 si et seulement si n > —
as N

XIII.6 Vecteurs gaussiens

Exercice VI.1. 1. On voit que quel que soit i = 1,2,4, on a Cov(X3X;) = 0, donc
X3 est indépendant du vecteur gaussien (X7, Xo, Xy).
. . . . 21
2. Le vecteur gaussien (X1, X2) est centré, de matrice de covariance I = (1 1).
Pour le calcul de I'espérance conditionnelle, on cherche a écrire X1 = aXo+ W
ou W est une variable aléatoire indépendante de Xs. Comme X7 et X5 sont
centrées, W l'est aussi. On calcule alors :

Cov(X1, X3) = E[X1 Xo] = aE[X3] 4+ E[X,]E[W] = a,

car W est indépendante de X5. On en déduit que a = 1 et que W = X; — Xo.
11 vient ensuite E[X|Xs] = E[W] + X2 = Xo.

3. Le vecteur (X2, X4) est également gaussien centré, de matrice de covariance

Iy = <1 ;) On obtient de méme que E[X4|X5] = Xo.

4. Si (X,Y) est un vecteur gaussien alors (X — E[X|Y],Y) est aussi un vecteur
gaussien car E[X|Y] est une fonction linéaire de Y. Or E [(X — E[X|Y])Y] =0,
donc ces deux variables sont indépendantes. Au vu des questions 2 et 3, on sait
que X1 — X9 et X4 — X5 sont deux variables gaussiennes indépendantes de Xo.

5. Le vecteur (X1 — X9, X4 — X2) est gaussien et on a E[(X; — X2)(X4 — X2)] =
Cov(X1,X4) — Cov(Xs, X4) — Cov(Xy,X2) + Cov(Xa2,X2) = 0. Donc ses
marginales variables sont indépendantes. On pose Y; = (X; — X5,0,0,0),
Yo = (X3, X2,0,X5), Y3 = (0,0,X3,0) et Yy = (0,0,0, Xy — X5). Les vecteurs
gaussiens Y7, Ys, Y3 et Yy sont indépendants et leur somme vaut X.

A
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Ezercice VI.2. 1. Soit g une fonction mesurable bornée. On a par indépendance :

Elg(Y)] = E[g(£X)]
=E[g(X)1iz=1y +9(=X)11z—_1]
— Elg(X)[P(Z = 1) + Elg(~X)[P(Z = —1)
%(E@(X)] Elg(~ X))
E[g(X)],
car la loi de X est symétrique. Donc X et Y sont de méme loi NV (0,1).
.Ona:
Cov(X,Y) =E[XY] =E[X?|P(Z = 1) + E[-X*P(Z = —1) = 0.

OnaP(X+Y =0)=P(Z =—1) =1/2donc X+Y n’est pas une variable aléa-

toire continue. En particulier ce n’est pas une variable gaussienne. Donc (X,Y)
n’est pas un vecteur gaussien. De plus X et Y ne sont pas indépendants, sinon
(X,Y) serait un vecteur gaussien. Ainsi on a dans cet exercice deux variables
aléatoires gaussiennes de covariance nulle qui ne sont pas indépendantes.

A

Ezxercice VI.3. 1. Comme X et Y sont indépendantes et gaussiennes, (X,Y") est
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un vecteur gaussien. Par conséquent, (X +Y, X —Y) est un vecteur gaussien et
les variables X +Y et X —Y sont des variables gaussiennes. Ces deux variables
sont indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle :

E[(X +Y)(X - Y)] — E[X + Y]E[X — Y] = Var(X) — Var(Y).

On conclut donc que X + Y et X — Y sont indépendantes si et seulement si
Var(X) = Var(Y).

. On sait que X2 suit une loi x?(1) = I"(1/2,1/2). On a donc pour Z; :

V7 () = xa(u/2) = <ﬁ>m - (5 _1w>1/2.

Ainsi la loi de Z; est la loi I'(1,1/2). Pour Z; on utilise le fait que X et
Y sont indépendantes et donc ¢z, (u) = ¥z (u)z, (—u). On en déduit que

_ 1
Vz,(u) = itz
On voit que Zs = (ﬂ) (M) et vu la question 1, ces variables sont indé-

V2 V2
X-Y X4V _ X-y
pendantes. De plus on a Var( 7 ) = Var( 7 ) = 1. Ceci assure que =7 et

X—\;%Y sont de loi gaussienne centrée réduite.

A
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Ezxercice VI.4. 1. En utilisant la matrice de changement de base, on aY = UX ou
X = (Xy1,...,Xp). Comme X est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de
matrice de covariance la matrice identité, I,,, on en déduit que Y est un vecteur
gaussien de moyenne UE[X] = 0 et de matrice de covariance UI,U? = I,,. Ainsi
X et Y ont méme loi.

2. On note Y = (Y7,...,Y,) les coordonnées du vecteur X dans la base f. Ainsi
onaXp, = E;”:l Yii+jfmi+j, oum; = 0sii =1etm; = 22;11 n; sinon.
D’apres la question précédente, les variables Y7, ..., Y, sont indépendantes de

loi A'(0,1). On en déduit donc que les variables Xg,, ..., Xg, sont indépen-
dantes. On a également :

”XELH Z mi+j

On en déduit que | X Ez”2 est la somme de n; carré de gaussiennes centrées
réduites indépendantes. Sa loi est donc la loi du x? & n; degrés de liberté.

3. On a XA = (X, fl)fl = Xn Z?:l €; et :
= o |2
IXull* = X = Xal* = |Xi - Xa|* =

D’apres la question précédente X et Xpy sont indépendants. En particulier
X, = (Xa, f1)/v/n et T, = | Xg|* sont indépendants. De plus, comme H est
de dimension n — 1, la loi de T}, est la loi du x? & n — 1 degrés de liberté.

A

Ezercice VI.5. 1. La variable aléatoire X = (X1,...,X,) est un vecteur gaus-
sien N'(ml,,0%1,). Donc X, qui est combinaison linéaire des composantes

de X, est une variable aléatoire gaussienne. On a E[X ZE
o2

et Var(X, ZVar = . Donc on en déduit que la loi de X est
n

N(m,a?/n).

n 2
X _ X _
2. On anX?/o? = Z ( ! m> on 2, pour loi N(0,1). Il vient donc

— o o
que nX2/o? suit la loi x?(n).

3. Pour montrer que X et V,2 sont indépendants, il suffit de montrer que X, et
(X1—Xp,..., Xn—X,) lesont. Or le vecteur Y = (X, X1 — Xy, ..., Xy — X))

est gausswn (les coordonnées sont des combinaisons linéaires de celles de X).
Donc il suffit de montrer que Cov(X,,, X; — X,,) = 0, ce qui est le cas car :
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Cov( X, Xi) = Cov ( ZXJ,X) = Cov(X;, X)) = %02 — Var(X,.).

4. Supposons m = 0. En développant, on obtient :

(n—1)vnzzn:(xi—x ZX2——ZZXX

=1 =1 j=1

On en déduit que :
ZX2 (n— D)V + (VX2

Laloi de Y1 ; X?/o? est la loi x*(n). Comme /nX,, /o est une variable aléa-

toire gaussienne centrée réduite, la loi de (v/nX,/ 0)2 est donc la loi x?(1). Par
indépendance, on obtient pour les fonctions caractéristiques :

1 n/2
(05m) = ¥y (0 = Vi (0m, ()

111
o

=1 ) 1/2
= 1/)%)&(10 (1 — 2z‘u> '

(n—1)/2
On en déduit donc que ¥(,_1)y;, /o2 (u) = (ﬁ) . Ainsi (n — 1)V, /o?

est de loi x?(n — 1). Si m # 0, alors on considere X; — m au lieu de X; dans
ce qui précede. Cela ne change pas la définition de V,, et on obtient la méme

conclusion.
A
Ezercice VI.6. 1. On a :
. 2 % 2 2 o? 2‘72 2
E[(n—1)V,] = E[Z;(Xj -2X,X;+X;)] =no” — 2n? +n 3= (n—1)o
]:

Comme V,, et X,, sont indépendants, on a :
E[(n — 1)V,, e™Xn] = E[(n — 1)V,,] E[e""X"] = (n — 1)o24(t)".

2. En développant, il vient :
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% 1
E[(n — 1)V, ¥ =E[((1 - ~) § X2—— > XXy et 2= X
n 1<]<k<n
1 & . ,
—(1== EX2 ti-E itX11n—1
( ”);1 (X5 " E[e" ]

Z E ti [Xk eith]E[eitXl]n—2
" <j<k<n
2n(n—1)

-1~ %)W(tw)"—l - 200D i (o)t

= —(n = DY [O)pE)" " + (n = DY ()% ()" >

3. Soit 'ouvert {t;1(t) # 0} et O la composante connexe de cet ouvert conte-
nant 0. On déduit de la question précédente que ¥ est solution de I’équation
différentielle : Y -

v <£> = —¢? sur O,

() (&

¥(0) =1,¢'(0) =

4. On pose ¢ = 1’ /1 sur O. On obtient que ¢'(t) = —o? et ©(0) = 0. On en déduit
que ©(t) = —o2t. Donc ¢/(t) = —o2ty(t). Une solution est ¥(t) = e °7°/2 sur
O. On cherche alors les solutions sous la forme (t) = e 17?2 h(t) (méthode
de la variation de la constante). On en déduit que 2’ = 0. La condition ¢ (0) =
implique que e~179%/2 et la seule solution de I’équation différentielle considérée
et O =R. La loi de X; est donc la loi gaussienne N(0,0?).

5. Sim # 0, on applique ce qui précede a X = X; —m. On trouve alors que la
loi de X; est la loi gaussienne N (m,c?).
A

Exercice VI.7. 1. On sait que la variable aléatoire X,, est de loi gaussienne avec
. - 0
E[X,] = 6 et Var(X,) = —. Par la loi forte des grands nombres, la suite
_ n
(Xn,n > 1) converge presque sirement vers E[X;] = 6.
2. On sait que (n — 1)V}, /6 suit la loi x?(n — 1), et on a E[V},] = 6 et Var(V},) =
262
(n—1)
les variables aléatoires X} sont indépendantes, de méme loi et de carré inté-
grable, on déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (% S X ,%, n >
2) converge presque siirement vers E[X?Z]. On en déduit donc que la suite
(Vp,n > 2) converge presque siirement vers Var(X;) = 6.

. On remarque que V,, = -2 1 5™ x2 1 (15~ 1Xk) . Comme

3. Les variables aléatoires X,, et Vj, sont indépendantes. La loi du couple est donc
la loi produit. La suite ((X,,,V},,),n > 2) converge p.s. vers (6,0).
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4.

224

On a:

E[T)] = AE[X,)] + (1 — ME[V;] = 6,

Var(T2) = A2 Var(X,,) + (1 — A\)? Var(V,,) + 2 Cov(X,,, V,)
262

(n—1)°

0
_2Y 1 - )\)2
An+( A)

car X,, et V, sont indépendants. Par continuité de 'application (z,s) + Az +
(1—\)s, on en déduit que la suite (T}, n > 2) converge presque stirement vers
AE[X:] + (1 — A) Var(X;) = 6.

. Les variables aléatoires (Xj,k > 1) sont de méme loi, indépendantes, et de

carré intégrable. De plus E[X};] = 6 et Var(Xj) = 0. On déduit du théoreme
central limite, que la suite (\/E(Xn —0),n> 1) converge en loi vers une loi
gaussienne N (0, 6).

La variable aléatoire ”T_an est distribué suivant la loi x?(n—1). En particulier,
"TTan a méme loi que 22;11 G2, ot (G, k > 1) est une suite de variables aléa-
toires indépendantes, identiquement distribuées, de loi N'(0,1). On en déduit

donc -
(Vi — ) = \/ge <m (%Vn - 1>>

n—1
loi | 1 —_ L 2 _
= 9(\/71 1(n_1kZ:1Gk 1)).

n—1

Comme E[G7] =1 et Var(G%) = 2, le théoréme central limite implique que la

1 n—1
suite (vn — 1(—1 Z G2 —1),n > 2) converge en loi vers G de loi gaussienne
/”L —_—
k=1
N(0,2). On remarque que 4 / Llo converge vers . On déduit du théoreme de
n pa—

1 n—1
Slutsky, la convergence en loi de la suite (( LH, vn—1(—— Z G? —
n—1 n—1 Pt

1)),n > 1) vers (0, G). Par continuité de la multiplication, on en déduit que la
suite (v/n(V;, —60),n > 2) converge en loi vers G. Soit encore (v/n(V, —0),n >
2) converge en loi vers N(0, 262).

On pose Y, = /n(X,, — 0) et W,, = /n(V,, — 6). En utilisant I'indépendance
entre Y,, et W,,, et les deux questions précédentes, on obtient :

Yo w) (v, w) = lim Py, (v)¢w, (w) = o0V /2 7200w )2
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10.

11.

pour tout v,w € R. On reconnait la fonction caractéristique du couple (Y, W),
ot Y et W sont indépendants de loi respective N(0,80) et N(0,26%). On en
déduit que la suite (v/n(X,, —6,V, —0),n > 2) converge en loi vers le vecteur
gaussien (Y, W).

. Par continuité de l'application (a,b) — Aa+ (1 — A)b, on en déduit que la suite

(Vn(T) = 0) = \n(X, —0) + (1 — X\)/n(V,, — 0),n > 2) converge en loi vers
AY + (1 — \)W. Autrement dit la suite (v/n(T} — 6),n > 2) converge en loi
vers une loi gausswnne N(0, 220 +2(1 — \)26?).

. Comme /n T, - converge en loi vers une loi gaussienne N(0,1), et que la

loi gaussienne est une loi a densité, on a :

1 @ a2
lim P06 e T)‘—ai,T)‘—Fai):—/ e 2 dx
s p(vem ez nive ) = [

o o
L’intervalle aléatoire [T/} — a—=, T + a—=] est un intervalle de confiance de

vttt /n

a

1
Vo J_a

z2
f de niveau asymptotique e~ 2 dz. Pour le niveau de 95%, on trouve

a ~ 1.96, soit alors :

I:T—196 TA 1.96-21.

Comme o, converge presque stirement vers o, en appliquant le théoréme de
A

TN _
Slutsky, on obtient que (v/n—=
sienne A/(0,1). On a : "

lim P(0e [T —aZl, 7>+ a2 > / e da.
n—oo < [ n \/ﬁ " \/ﬁ \/ﬁ —a

on
™ + al™ “ ] est un intervalle de confiance de

RN

a

Vo J_a

,n > 2) converge en loi vers une loi gaus-

L’intervalle aléatoire [T — a—

f de niveau asymptotique e_Tda;. Pour le niveau de 95%, on trouve

a ~ 1.96, soit alors :

- o
I, =T - 19622 T +1.9672].
\/_ vn
On obtient l'intervalle I,, ~ [3.42,4.60].
20

1426
Par la convergence presque stre de la suite V,, vers 6 et la continuité de la

En minimisant la fonction A — A20 + 2(1 — X\)262, on trouve \* =
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fonction z — sur [0, +oco[, on a la convergence presque stre de la suite

x

+ 2z
(A5,m > 2) vers \*.

12. On utilise les notations des questions précédentes. Par le théoreme de Slutsky,
on a la convergence en loi de (A}, Yy, Wy,),n > 2) vers (A*, Y, W). Comme la
fonction (N, a,b) — Na+(1—X)b est continue, on en déduit que (\/ﬁ(T,i‘r‘—H) =
/\,’;\/E(XH—H)+(1—/\;)*\/H(VH—9), n > 2) converge en loi vers \*Y + (1—\*)W.

Autrement dit (v/n(T; - 0),n > 2) converge en loi vers une loi gaussienne

2
N0, -2

112 9). En remarquant que Tqi‘ n converge presque sirement vers 6, il

™ — ¢

Tq?; ’

résulte du théoreme de Slutsky que (y/n(1+ 2T, ") n > 2) converge

en loi vers une loi gaussienne A (0,1). Par un raisonnement similaire & celui
utilisé dans les questions précédentes, on obtient l'intervalle de confiance de
niveau asymptotique 95% :

Ak ¥
2T, . 2T,
\f—n,mn + 1‘9(;[—”].
n(1 + 2757) n(1 + 2T

A*
, 20, . .
On a A} ~ 0.885, T,i‘” ~ 4.015, 1.96\/_— ~ 0.370. On obtient I'inter-

n(1 + 2T

I = [T —1.96

n

valle IT* ~ [3.64,4.39].

A
XIIL.7 Simulation
Ezercice VII.1. 1. On calcule pour z > 0 :
P(T > z) =P(U < e ) =7,
On en déduit que T est de loi exponentielle de parametre .
2. On calcule pour n € N* :
PX=n)=Pnh<T+1<n+1)=P(T<n-1)—P(T <n)
= (e (1 —e).
On en déduit que X est de loi géométrique de parametre p =1 — e .
A
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Ezercice VII.2. 1. On calcule la fonction de répartition de X = —log(Uy)/6, qui
est une variable aléatoire positive : pour z > 0,

P(—log(Uy)/0 < z) =P(Uy > e %) =1 -0,

On en déduit que la loi de X}, est la loi exponentielle de parameétre 6.

2. En utilisant les fonctions caractéristiques, on en déduit que la loi de > ;_; X
est la loi I'(6,n).

3. Pourn=0,onaP(N=0)=PU; <e?) =e? et pour n>1,
n n+1

HUk 2e‘9 > HUk>
k=1

n n+1

X, <1< ZXk>
k=1 k=1
n+1

=P(1<) Xp)-P(< Zn:Xk)
k=1 k=1

00 | 0 — 1)
n. _ n . -1 —
:/ 9n+1xne Gxdx_/ ( en)xn 1e Gscdx
1 1
|
n

00
con  —0x
_[—Q—er L
n! _
= — e 6
Qn

On en déduit donc que la loi de N est la loi de Poisson de parametre 6.

4. Le générateur de nombres pseudo-aléatoires fournit une réalisation, x1, zo, .. .,

d’une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1].
On déduit de ce qui précede que inf {n e N; HZI% T < e_e} est la réalisation
d’une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre 6.

A

Ezercice VII.3. 1. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonc-
tion mesurable bornée définie sur R2. Soit ¢ le C'-difféomorphisme défini sur
10, +00[x]0, 27[ & valeurs dans R2\{(x,%);y = 0 et = > 0} par :

AN _ (rcos(0)
<y> = olr,0) = <T sin(9)> '
Le jacobien de ¢ est Jac[p](r,0) = r. On en déduit donc que :

Elg(r,0)] = |

1 2
rdrdd —e "% g(r,0).
10, +00[x]0,27] 2m (r.6)

227



XIII Corrections

3.

, . s 2
On en déduit que (R, ©) a pour densité 5-re™" /2 110 4-00[x]0,27[(7, ). Comme
la densité est sous forme du produit d’une fonction de r par une fonction de 6,
on en déduit que R et @ sont indépendants, R a pour densité re /2 1,50, €t
O est de loi uniforme sur [0, 27].

. On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g une fonction mesurable

bornée définie sur R. En utilisant le changement de variable z = e/ 2l
vient :

Elg(e /%) = [

10,4 [g(e—ﬂ/z) re" dr:/ g(z) dz.

10,1]

On en déduit que e=5°/2 est de loi uniforme sur [0, 1].

On déduit des questions précédentes que (X', Y’) a méme loi que (X,Y).
A

Ezxercice VII.4. 1. Soit ¢ une fonction mesurable bornée et n € N*. On a, en

2.

3.

4.

228

utilisant 'indépendance des variables aléatoires :

Elp(Y)lir—ny] = Elp(Xk)1{x,¢A,... X124, XneA}]
=P(X ¢ A" 'E[p(X)1ixea] (XIIL3)

Cette espérance est sous forme produit. On en déduit que Y et T sont indé-
pendants.

En prenant ¢ = 1 dans (XIII.3), on obtient :
n—1
P(T =n) =P(X € A)(l ~P(X € A)) .

On en déduit que T est de loi géométrique de parametre P(X € A).
En sommant (XIII.3) sur n € N*, il vient :

E[p(Y)] = E[p(X)1ixea]/P(X € A) = E[p(X)|X € A].

La loi de Y est donc la loi de X conditionnellement & {X € A}.
On a:

P((Z1,U1) € A') =P(Uy < ch(Z1)/9(Z1))

= / 9(2)1 1) (w)dzdu Liy<cn(z)/g(z)}

c/h(z) ds = c.



XIII.8 Estimateurs

5. Soit ¢ une fonction mesurable bornée. On déduit de ce qui précede que :

Ele(Zr)] = Ele(Z1)|(Ur, Z1) € A']

1
= Ele(Z1)1 10, <ch(z1)/9(21)})

1

= / 9(2)1p 1) (w)dzdu ©(2)1{u<ch(z)/g(2)}

= /h(z)dz ©o(z).

On en déduit que Zp» est une variable aléatoire de densité h.

XIII.8 Estimateurs

Ezxercice VIII.1. Un estimateur linéaire et sans biais de 6 s’écrit sous la forme 6,, =
Yoy aiX; avec Y i a; = 1. Comme les variables aléatoires sont indépendantes,

on a Var(f,) = Y.I, a?0?, avec 0> = Var(X;). D’apres l'inégalité de Cauchy-

)

Schwarz on a (31 a2)(30, &) > (X0, %)2 Puisque > ; a; = 1, on déduit

i=1""1

n 2 1 , s s . 1 .
que Eizl a; > - avec égalité si et seulement si a; = ~ pour tout ¢ € {1,...,n}.
L’estimateur de variance minimale dans la classe des estimateurs linéaires et sans
o . .« . U _ 1 n
biais est donc la moyenne empirique X, = > 1" | X;.
A

Exercice VIIL2. 1. La loi forte des grands nombres implique que (X,,n > 1), otl
X, =LY, X;, converge p.s. vers E\[X;] = 1/A. Par continuité de la fonction

< 1
x — 1/x sur |0,00[, on en déduit que A, = < est un estimateur convergent
n
de A.

2. La log-vraisemblance est donnée par :

La(@;\) = Y log (Ae ™ 1,00y ) = nlog A =AY i +log [[ 1ar0y.
=1 1=1 =1

Pour calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance, on cherche les zéros
de la dérivée de la log-vraisemblance L, :

9
N

i=1 =1

229



XIII Corrections
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2

0
Comme WLH(A’ x) > 0, la log-vraisemblance est strictement convexe. On en
n

déduit qu’elle est maximale pour A = an L’estimateur du maximum de
i=1Li

vraisemblance est donc \,.

En utilisant les fonctions caractéristiques, on vérifie que la loi de Y " | X; est
la loi I'(n, \) sous Py. On obtient, pour n > 2 :

1 1 A"
E - | = - an—1 —)\sd
N[ R A v S
_ A e s"2 e (s
T n—-1J, (n—-2)
A

n—1

ou on a identifié¢ la densité de I'(n — 1,\) dans l'intégrale pour la derniere
~ n ~
égalité. Donc on a Ey[A\,] = —1)\. L’estimateur A, est donc biaisé pour
n J—
n > 2. (Pour n = 1, on vérifie que Ex[A\] = 00.)

Les calculs précédents nécessitent de supposer n > 2 et donnent comme esti-
mateur sans biais :

- n—1

" Z?:l Xi

On calcule le deuxiétme moment de la méme maniere que le premier, pour
n>3J3:

1 B )\2 00 )\n—2 Sn—3 e_)\s - )\2 '
= [(2?21 Xi)2] - (n=1)(n—2) /0 (n —3)! ds = (n—1)(n—2)

Donc pour tout ¢ > 0, on a :

R(A© )\ =E, [(ﬁ - >\> 2]

A2
= g @ 2= et (-1 -2).

Le risque quadratique est minimal pour 2¢ —2(n —2) = 0 soit ¢ = n — 2. Parmi
les estimateurs A(©, ¢’est donc A\° = A\("~2) qui minimise le risque quadratique.
Pour n < 2 le risque quadratique est infini.
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5. Notons d’abord que le modele est régulier. En effet, le support de toutes les lois
exponentielles est (0,00) et est donc indépendant du parametre A ; la fonction
de vraisemblance (densité) est de classe C2 (en ) ; on peut vérifier les formules
d’interversion entre l'intégrale en z et la différentiation en A; on verra dans la
suite que l'information de Fisher existe. Par définition on a :

Li(z1; A) = log(A) — Az1 +log(14a,501)-

Il vient :
0 1 62 1
ﬁh(m,)\)—x—ml et YN (ml’)\)__ﬁ'
On a donc :
82 1 1 )\2
I(\) = —E\ [8)\8)\ (X17/\)] =2 et FDCR(\) = F()\) =

6. On vérifie que le modele est exponentiel en regardant la densité jointe de
(Xl,...,Xn) :

pa(A ) = A" exp (—AZm) = C(Wh(x) 9N,

i=1

ot C(A\) = A", h(z) = [T, 1500 QA) = =X et S(x) = S @i On en
déduit que S, = S(X) = Y| X; est la statistique canonique. Elle est donc
exhaustive et totale.

7. On suppose n > 3.
a) Llestimateur \* a été choisi sans biais.

b) L’estimateur 5\;‘; est optimal car il est fonction de la statistique exhaustive
et totale S(X) (Théoreme de Lehman-Sheffé).

c) L’estimateur sans biais A} a comme risque quadratique

R R 2
Va () = A ) = g (0= U = (n = (0 ~2)

(n—1)(n—
)\2
n—2

Il n’atteint donc pas la borne FDCR. Il n’est donc pas efficace. Il n’existe
pas d’estimateur efficace, parce que tout estimateur efficace serait optimal
et alors (p.s.) égal a A\* par I'unicité (p.s.) de 'estimateur optimal.

d) Lestimateur A\* est préférable & X\, car R(A*,\) < R(A,, ) pour tout
A>0.
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e) Lestimateur A* est inadmissible car R(A%,A) < R(A*, ) pour tout A > 0.

f) L’estimateur ;\,’; est régulier parce qu’il est de carré intégrable et le modele
est régulier (on peut vérifier que A satisfait les propriétés d’interversion de
I'intégrale en z et de la différentiation en \).

g) On est dans un modele régulier et identifiable. L’estimateur du maximum de
vraisemblance 5\n est asymptotiquement efficace, i.e. \/n (5\” — )\> converge

en loi vers une loi normale centrée de variance 1/I()). En remarquant que
V(AL — An) tend vers 0 p.s., le Théoreme de Slutsky entraine que A} aussi
est asymptotiquement efficace.

A

Exercice VIII.3. 1. On a:

Po( X1 =ky,..., X =kp) = e™™ <H %) exp (log(@) Zk1>
=1

i=1
et on identifie la statistique canonique S, = > | X;. La statistique canonique
d’un modele exponentiel est toujours exhaustive et totale. On vérifie a ’aide
des fonctions caractéristiques que la variable aléatoire S;, suit une loi de Poisson
de parametre nf sous Py.

2. On a ]P)Q(XZ' = 0) =c 0 et Eg[l{Xl:O}] = ]P’@(Xl = 0) =e 0.
3. On calcule, pour tous k, s € N, les probabilités conditionnelles :
Pg(Xl = k‘,Sn —X1 =S — k‘)
Pg(Xl —k‘|S —8) = Pg(Sn:s)
e 00k /kle= (=10 ((n — 1)0)5 % /(s — k)!
e~ (ng)s/s!

)6

et on identifie les probabilités binomiales de parametres (s, %) La loi de X3
conditionnellement & S,, est donc la loi binomiale de parametre (S,,1/n).

4. On applique le Théoreme de Lehman-Sheffé pour § = 17x,_¢y et on calcule
I'estimateur optimal dg, par la méthode de Rao-Blackwell :

1\
35, = E[3]S,] = E[1(x,—0y|Sn] = P(X1 = 0]S,) = <1 _ E) .

Par la loi forte des grands nombres on a p.s. lim S,,/n = 6, en particulier p.s.
n—oo

. 1\ Sp/n Sn .
lim S, = oo, et, comme dg, = [ 1 — — =(1- , on déduit que

N—00 n Sh
p.s. lim 8g, = e ?. Ainsi, dg, est un estimateur convergent de e~.
n—o0
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5. On vérifie la régularité du modele (support, dérivabilité, interchangeabilité et
existence de I(6)), et on calcule :

Vi(k) = % log (e—9 ek/k!) - % (klog(0)) — 0) = g _1,
1(0) = —Eq [%VO(XI)] = Eeéfl] = %

6. On en déduit :

_ o _N\? 1 fe=20
FDCR(e 9):( ") T (0 —

“ e —
00

Pour calculer la variance de dg, on utilise la fonction génératrice E[zY] =
e~ *(1=2) pour une variable Poisson Y de paramétre . I vient :

Varg(Ss, ) = By <<1 B %>2> Sn o
= exp (—n@ (1 — <1 — %>2>> e 20 _ o2 (ee/n _1> .

La borne FDCR n’est donc pas atteinte. L’estimateur dg, est donc optimal
mais pas efficace.
A

Ezxercice VIII.j. 1. La densité de la loi 5(1,1/6) peut s’écrire :

1

_ 1
9(1 — ) 1 exp(g log(1 —z))1j0,1((x), 0 € R} .

p(x;0) =

Le modele P = {f(1,1/6),0 > 0} forme un modele exponentiel. La variable
aléatoire S, = > " | log(1—X;) est la statistique canonique. Elle est exhaustive
et totale.

2. La log-vraisemblance du modele est donnée par :
1 n n
Ly(x1,...,2,;0) = (5 —1) Zz_;log(l —x;) —nlog(d) + il:[llog(l]m[(aci)).

La log-vraisemblance vaut —oo sur la frontiere de ]0, +o00[. Son maximum est
donc atteint au point 6 qui annule sa dérivée. On obtient 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance : T;, = 2 3" | (—log(1 — X;)).
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3. En utilisant la méthode de la fonction muette et le changement de variable
y = —log(1 — x), on obtient pour une fonction h mesurable bornée :

o

1
Eg[h(—log(1 — X;))] :/Oh(—log(l—x))%(l—x)%_ldx:/0 h(y)%e—y/edy,

On en déduit donc que —log(1 — X;) suit une loi exponentielle de parametre

1/6.
4. a) L’estimateur T, est sans biais car Ey[T},] = Eg[— log(1 — X7)] = 6.
b) Le risque quadratique de 7), est :

2
R(Ty,0) = Eg[T}, — 6]> = Varg(T},) = .
n

c¢) Les variables aléatoires (—log(1 — X;),7 > 1) sont indépendantes, de méme
loi et intégrables. La loi forte des grands nombres assure que la suite
(T,,,n > 1) converge presque stirement vers 6.

d) La statistique T;, est une fonction de la statistique S, qui est exhaustive et
totale. En appliquant les théoréemes de Rao-Blackwell et de Lehman-Sheffé,
on en déduit que 7}, est un estimateur optimal de 6.

e) On calcule 'information de Fisher :

82

no) = [—L1<X1,0>] — 2 Ellog(1 - X)) - & = 2

062 63 62~ 92

On a donc I,,(0) = nl1(0) = n/6? et R(T,,0) = 1/nl;(0). L’estimateur T,
est donc efficace.

grable. Par le théoreme central limite, la suite (y/n(T,, — 0),n > 1) converge
en loi vers la loi gaussienne centrée de variance #2. L’estimateur T}, est donc
asymptotiquement normal de variance asymptotique 62. On peut aussi dire
que le modele est régulier et identifiable, donc 'estimateur du maximum de
vraisemblance est asymptotiquement efficace, i.e. asymptotiquement normal
de variance 'inverse de 'information de Fisher : 1/1(0) = 6.

5. Les variables aléatoires (—log(1l — X;),7 > 1) sont également de carré inté-

A

Ezercice VIIL.5. 1. La densité du couple (Z1,Y7) est :

p1(z1, 913\ 1) = Apel A7) 1050}

Il s’agit d’un modele exponentiel. La vraisemblance de ’échantillon de taille n
vaut pour z = (21,...,2n) €t y = (Y1,..-,Yn) :
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(2,5 Ap) = )‘nﬂne(_Ai§:12i_Hi§:1yi) <

—

I
—

1{zi>o,yz—>0}> -

(2

Une statistique exhaustive (et totale) est T = <

I

)

=1
. La log-vraisemblance vaut :

Ln(z,y;)\,u) = nlog()‘)"’_nlog )‘Zzz NZyrHOg (H 1{zl>0 y1>0}>

Si on la dérive par rapport a A on obtient que 0\L,(z,y; A, u) = 0 implique
A=n/>" 2. Comme 83 L,(2,y; A\, 1) = —n/A?, on en déduit que la fonction
A= Ly(z,y; A, 1) est concave. Le maximum de vraisemblance est bien obtenu
pour A = n/Y " z. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
An =7 /> Z;. En utilisant les mémes arguments on trouve i, = n/> . | Y.
. L’estimateur (;\n, [in) est asymptotiquement normal car il s’agit de I'estimateur
du maximum de vraisemblance dans un modele exponentiel (modele régulier
et identifiable). De plus la loi normale asymptotique est de moyenne nulle et
de variance I'inverse de 'information de Fisher. Un rapide calcul donne :

PLo(zy:Ap) _ n PLalzyihp) _ o PLalzyihp) - n
N2 VA nop - © ENE: T

/22 0
0 1/p?

j\n_)\ en loi 0 )\2 0
o) e ()-(02)

. Par indépendance, on a :

L’information de Fisher vaut donc < > On en déduit donc que :

PX; >t)=P(Z; >t,Y; >t) =P(Z; > t)P(Y; > t) = exp(—(\ + p)t),

sit > 0et P(X; > t) = 1 sinon. Donc la fonction de répartition de X; est
F(t) = (1 — exp(—=(A + p)t))10y- La loi de X; est la loi exponentielle de
parametre v = \ + p.

. Le modele statistique est P = {E(A + p), A > 0, > 0}, ou E(vy) désigne la loi
exponentielle de parametre 7. Il n’est pas identifiable car si A + pu = X + ¢/,
alors la loi de X; est la méme. En revanche le modele P = {€(),vy > 0} est
identifiable en v = A 4+ p. La vraisemblance de I’échantillon est :

n n

[p(zi;7) =[] vexp(—y2i) 1,50

=1 i=1
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6.

n
Cas a : par analogie avec la question 2, on trouve 4,, = n/ Z X;.
i=1

Cas b : on trouve :

n n

A + fin = - :
n ot Z?:lzi Z?:lyi

Les estimateurs sont différents car fondés sur des observations différentes.

Comme pour la question 3, on a :

~ en loi
Vi = A= p) = N0, (A +p)*).
On déduit de la question 3 que :
Vi + fin = A= 1) S22 N(0,07 4 22).

Comme les deux parametres sont strictement positifs, on a (A4 )2 > A2+ 2.
L’estimateur 5\n + [i, est asymptotiquement préférable a 4,. (En fait on peut
facilement vérifier que pour n > 3 les estimateurs sont de carré intégrable et
que l'estimateur 5\n + fi,, est préférable a 4,.) Cela correspond bien a l'intuition
car estimateur \,, + [in Tepose sur des observations plus détaillées.

A

Ezercice VIII.6. 1. Chaque micro-chip produit peut étre représenté par une va-

riable aléatoire de Bernoulli de parametre 6. Mais, en groupant par jour, on
ne retient que les sommes quotidiennes, ce qui est le nombre de défauts X; de
chaque jour ¢ = 1,...,n. Les X; sont alors indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon une loi binomiale de méme parametre (N, 6), N connu, 6 € (0,1)
inconnu. On peut écrire :

P(X; = k) = (Z) F(1— )Nk = (1 )N <JZ> exp <log (%) k)

et conclure qu’il s’agit d’un modele exponentiel.

. La statistique canonique du modele est S(X) = >°" | X;. Elle est exhaustive

et totale. Elle est de loi binomiale de parametres (Nn, ).

3. L'estimateur 0 = 1yx, <5} est un estimateur sans biais de Py(X; < k).

4. On utilise 'amélioration de Rao-Blackwell. On calcule d’abord pour k €
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Pg(Xl = k‘,S—Xl = S—k‘)
Py(S = s)
(g)@k(l _ Q)N—k (Ngi;:l))es_k(l _ H)N(n—l)—(s—k)
(=g

Po(X1 =Ek|S=s) =

N\ (Nn—N
_ GO
S
S
La loi de X; sachant {S = s} est la loi hypergéométrique de parameétre
(Nn, s, N). Donc, on obtient :

: & () (%55
s =E[]S] => E[11x,-3IS] = 3 AR
Jj=0 j=max(0,N+S—nN) ( S )

D’apres le théoreme de Lehman-Sheffé, g est optimal.
Lorsque k varie, dg est la valeur en k de la fonction de répartition de la loi
hypergéométrique de parametres (Nn, S, N).

A

Ezercice VIIL7. 1. La vraisemblance est p(x;0) = (1 — 6)*~16. 1 s’agit d’un mo-
dele exponentiel avec S(X) = X comme statistique canonique. La statistique
canonique S est exhaustive et totale.

0 1 z—-1 _ 92 1 (z-1)
On a 50 ogp(x; ) 719 et 579 ogp(x;0) 710 On en
déduit :
1 1 1 1 1
) =g+ (1— 9)2( X =D =g+ 1-0)0 62(1—0)

3. La vraisemblance du n échantillon est :

On regarde les zéros de la dérivée en 0 de la log-vraisemblance L,, = log p,,, et on

n

. A 1 . . .
vérifie que 6,, = — est 'estimateur du maximum de vraisemblance

Z?:l X Xn
de 6.
4. On peut appliquer le théoreme central limite. Comme Varg(X) = (1 — 6)/62,
il vient :

\/ﬁ@n—%ﬂw(o,l“’).

0’ n—ooco 02

Comme la fonction h(u) = 1/u est de classe C! pour u > 0, on a la convergence
en loi suivante :
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\/H(L—G) en loi N<0,1_29

I - 7 > = N(0,6%(1 - 0)).

(Le modele étant régulier, on pouvait également en déduire que 'EMV est
asymptotiquement efficace.)

5. La suite (én V1-— én,n > 1) converge presque sirement vers 6y/1 — 6 d’une
part, et la suite ( v/n (9 —0),n > 1) converge en loi vers une gaussienne

0v1—
centrée réduite N (0, 1) d autre part. On déduit du théoreme de Slutsky que :

%(én—m enloi, ar(, 1),

0n 1 n—00

On note ¢, le quantile d’ordre a de la loi gaussienne centrée N(0,1). Un
intervalle de confiance pour 6 de niveau asymptotique 1 — « est :

6. Les valeurs numériques sont n =40 et y " | 2; = 1779. On en déduit estima-

tion 6, ~ 0.0225 et I'intervalle de confiance de niveau asymptotique 95% (avec
a = 5% et ¢1_q/2 =~ 1.96) : [0.016;0.028]. Le nombre de fraudeurs estimé est

ns =~ nob, € [320;560).
A

Ezercice VIII.8. 1. Notons z1,...,%, les n = 8 observations. La vraisemblance

s’écrit :
1 n
pn(T1,.. ., Tnsa) ( ;L'Z> exp <——Z 2) .
1=1

Son maximum est atteint pour :

n

4 1

L’application numérique donne ag ~ 2.42.
2. On vérifie que l'estimateur a, est :
a) Sans biais.
b) Optimal. En effet, le modele est exponentiel et la statistique exhaustive
1 n
et totale est S, = §ZXZQ L’estimateur sans biais est fonction de la

i=1
statistique exhaustive et totale. Il est donc optimal.
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c) Efficace. Le modele exponentiel sous sa forme naturelle donne A = —1/a et
©(A\) = log(—1/)). Dans un modele exponentiel, sous sa forme naturelle,

Sy, est un estimateur efficace de ¢'(\) = —1/\ = a.
d) Asymptotiquement normal. Une application du théoréme central limite as-
sure que (y/n(@,—a),n > 1) converge en loi vers une loi gaussienne A'(0, a?).
3. La probabilité qu'une catastrophe se produise durant une année est donnée

par :
400 T x2
= — _— d = —18/(1 .
pla) /6 a P < 2a> e

Elle est estimée par p, = p(ay,), soit pg ~ 5.8 1074, Mais il faut en donner
un intervalle de confiance. Comme p est une fonction croissante de a et que
l’on souhaite majorer p, on recherche un intervalle de confiance de a de la
forme [0, ¢]. On déduit de la normalité asymptotique de a,, qu’un intervalle de
confiance de niveau asymptotique 1—a est donné par I, = [0, @, (1+d1-/v/1)],
ol ¢4 est le quantile d’ordre « de la loi gaussienne centrée réduite N (0, 1). Pour
a=5%, on a u, ~ 1.65 et Ig ~ [0;3.83]. Et donc un intervalle de confiance de
niveau asymptotique 95% de p est [0;9.1 1073].

Par indépendance, la probabilité d’avoir strictement plus d’une catastrophe en
mille ans vaut :

g(a) =1~ ((1 - p(a))'™ +1000p(a)(1 — p(a))™™).

On obtient g(ag) ~ 11% et 'intervalle de confiance & 95% de ¢(a) est [0;0.999].
L’incertitude due au petit nombre d’observations est donc tres importante.

A
Exercice VIII.9. 1. La loi de X; est la loi N/ (mZ + a,a2). La log-vraisemblance
s’écrit :
n 1 «
Ly (21, .y xp;a) = -3 log (27r02) ~ 5.2 2 (i —m; — oz)z.
On obtient :
%) N
£Ln (L1, ey Ty ) = 2 ; (xi —m; —a),
et donc :
9 1. )= 0= a =1 f:( )
— Tlyeey Ty Q) = a=— T; —m;).
da n 1 n n g % 4
L’étude du signe de la dérivée de la log-vraisemblance, montre qu’elle atteint
1 n
son maximum en — z:(xZ —m;). L’estimateur du maximum de vraisemblance
n
i=1
est donc :
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240

n

n
i=1

La loi de &, est la loi N'(«,0?/n). En particulier, cet estimateur est sans biais.
On vérifie qu’il est efficace. On a également :
92
2a
et, on en déduit que 'information de Fisher est :
92
%«

n
Ly (21, .y xp;a) = 2

Iy =Bo[———Ln (X1, ..., Xp;0)] = —

o2

0.2

1
Comme Var, (G,) = — = T Iestimateur est efficace.
n

De plus, les variables (X; —m;) sont indépendantes et de méme loi gaussienne.
Par la loi forte des grands nombres, ’estimateur est convergent. Comme la loi
de /n(éy, — ) est la loi N(0,0?), l'estimateur du maximum de vraisemblance
est donc asymptotiquement normal (et asymptotiquement efficace).

. La loi de X; est la loi N(Bm;,0?). En particulier, la loi de [% est la loi

' =5 Z — ). Ainsi B,, est un estimateur sans biais de ,. On vérifie qu’il
m#

est efficace. La log-vraisemblance s’écrit :

n

n 1
L (21,203 8) = =5 log(2m0?) — 552 > (@i — Bmi)®.

i=1

82
8T,BLn (1, ey xn; B) = Zm

et donc : )
0
In:Eg[ 82ﬁ (X1, Xn,,B} azzm

D’autre part on a :

2 n
~ o 1
Var = — — -
B(ﬁn) n2 L m?
=1 ?
1 — 1 1 e . .
Par Cauchy-Schwarz, on a — Z —5 = =3, et l'inégalité est stricte des
nes3 g > i1
~ 1
qu'il existe m; # m;. En particulier Varg(8,) > T s'il existe m; # mj, et
n

I'estimateur n’est alors pas efficace.
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3. On a:

o) 1 «
%Ln (21,.00y 3 B) = ) ;mz (x; — pmy) .

En étudiant le signe de cette dérivée, on en déduit que 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de 8 est :

B = ZamL T
S my
~ 0'2
La loi de f3,, est la loi N/ <ﬁ, W) En particulier, cet estimateur est sans
i=1 1Y

biais et il est efficace. Il est préférable A f,.

4. On obtient les estimations avec les intervalles de confiance de niveau exact
95% : Gy, ~ 88.6 + 6.1, B, ~ 1.088 + 0.006 et 3, ~ 1.087 + 0.006. (La théorie
des tests permet de déterminer lequel des deux effets (additif ou multiplicatif)
modélise au mieux les données observées.)

A

Exercice VIIL10. 1. Onan =P (X, =1) =P(Z,=0) = e M et P(Xp =0) =
1 —e . La loi de X} est la loi de Bernoulli de parameétre 7. La loi de Y,
comme somme de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli
de parametre 7, suit une loi binomiale B(n, ) de parametre (n, 7).

2. La vraisemblance s’écrit : p (y;m) = (Z)ﬂ'y (1—m)""Y avec y = > " ;. La
log-vraisemblance est donnée par :

L (g ) = log(p (y: 7)) = log (Z) T ylog(n) + (n— y)log (1 — ).

9 y _n-y

O —L(y;m) = = —
B on (y ) T l-—m
vraisemblance de 7 est 7 = Y/n. On en déduit 'estimateur du maximum de

vraisemblance de A :

. On vérifie que l'estimateur du maximum de

A= —log () = —log (Y/n).

3. On remarque que 7 est un estimateur convergent de 7 (quand n tend vers
I'infini). Le théoreme central limite et le théoreme de Slutsky assurent que
I'intervalle de confiance pour 7 :

IC_q (71') =T+ ¢1—a/2
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6. La loi de Y; est la loi binomiale B (n;,m;) ou m; = e

ol ¢, désigne le quantile d’ordre r de la loi normale centrée réduite N(0,1),
est de niveau asymptotique 1 — a. On en déduit que l'intervalle de confiance
pour A de niveau asymptotique 1 — « est :

1010 () = [— log <w F 01 a M)] .

. On trouve : # = 0.6, \/2%) ~ 0.155, \ ~ 0.51, ICy59 () = [0.3;0.9] et

n

ICy50 (A) = [0.11;1.20].

. Si la densité X est tres forte (resp. faible) alors 7 est trés proche de 0 (resp. 1),

ce qui implique que la probabilité d’avoir des tubes négatifs est tres proche de 0
(resp. 1). L’estimateur de 7, et donc de A, est trés mauvais car I’approximation
du théoreme de la limite centrale n’est pas valide. (En effet la borne dans le
théoreme de Berry-Esséen indique qu’il faut np(1 — p) grand pour une bonne
approximation de la loi binomiale B(n,p) par la loi gaussienne N (np,np(1 —

p)).)

—Ad;

7. La vraisemblance s’écrit :

242

N
p(y1,-.-,yN;/\)=H< ,>7T§" (L —m)™ ¥

=1 \Yi

N

H<"z> —Ady( —Ad) vi
= e MY ] —e ,

=1 \Yi

et la log-vraisemblance :

L(y177yN7)‘) :logp(y177yN7)‘)
N

—Zlog(( >>+Zyzlog ; +;(nz‘—yz‘)10g(1—ﬁz’)
:élog<< >> AZyzd +Z oy 1og( —Adi).

La dérivée de la log-vraisemblance s’écrit donc :
—d;

OL (41, ...,y
(yla Yn; A ZW”Z iTAdi)'

Elle est décroissante, elle tend vers +oo en 0 et elle est négative en 4-oc0. Elle
s’annule en un seul point A, unique solution de :
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N N oA
Zyz‘di = Z (nz - yz) d; <m> .

La résolution de cette équation est en général numérique. L’estimateur obtenu
est appelé MPN pour “most probable number”.

. L’information de Fisher du modele est :

92 N ) e~ i
Iy (\) =-E [a)\zL(YI’”"YN;)\)} = Znidz‘ 1 — o
=1

En s’inspirant des démonstrations pour les modeles réguliers, on peut montrer
que la variance de I'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptoti-
quement équivalente (quand ZZJ\L 1 n; tend vers l'infini) &

()

e n-wp e
l—e X 2 2 |_e3

V(A=

. Avecn=mn1 =ng, 0on a:

8)\ (y17y27)‘):_y1+(n_y1)

Apres avoir résolu une équation du second degré, on obtient :

A = 2log(6n) — 2log (- (n—Ya) + \/(n —Y5)? +12n (2Y; + Y2)> .
On peut montrer que dans ce modele l'intervalle de confiance pour A :
IO ) = At 010y V)
est de niveau asymptotique 1 — a. Numériquement, on obtient : 7 ~ 0.569,

A= 1.23 et ICY, (N) ~ [0.44; 1.81].
A

XIII.9 Tests

FEzxercice IX.1. 1. Le test de Neyman de niveau « pour tester ’hypothese simple

Hy = {type 2} contre '’hypothese alternative simple H; = {type 1} est UPP.
Il est défini par la région critique :
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Wl = {(xay);pl(xvy)/]h(xay) > ka} = {(%y) € [_2; 2]2;.T2 + y2 > Zl—a}:

ot 21_4 (et donc k) est défini par Py, (X2+Y? < 21_,) = a. Sous 'hypothese
Hy, X% +Y? suit une loi du x2(2); donc z1_, est le quantile d’ordre 1 — o de
la loi du x2(2). Pour a = 5%, on obtient z1_, ~ 5.99 et la région critique est
I'intersection de l'extérieur du disque de rayon /5.99 avec le carré [—2;2]?.

. Pour o = 1%, on obtient z1_, ~ 9.21 et la région critique est vide. On accepte

toujours Hy. Dans ce cas une seule observation ne permet pas de rejeter Hy
avec une erreur de premilre espéce inférieure a 1%.
A

Ezercice IX.2. 1. La vraisemblance de ’échantillon de taille 1 est :

244

1 —x
p(z1;0) = ge 01 w0y
Le modele est exponentiel de la forme :
p(z130) = C(0)h(z1) QO @1),

avec S(x1) = x1 et Q(0) = 1/6. La statistique de test canonique est Sy, (z) =
Yo xi,oux = (x1,...,2,). On remarque que laloi de S, (X) est la loi gamma
de parametre (1/6,n). En particulier elle est & densité. On en déduit que le test
UPP de niveau « est donné par la région critique :

Wn - {IL‘; Sn(x) > ’Yl—a}a

ol Y1_q est tel que Py, (Wy,) = Py, (Sn(X) > v1—o) = a. On obtient que v1_4
est le quantile d’ordre 1 — a de la loi I'(1/6y,n). On remarque que sous Hy,
Zn = 28,(X) /0 est de loi I'(1/2,n) c’est a dire de loi x?(2n). Autrement dit
Y—a = 0021-a/2, OU 21_4 est le quantile d’ordre 1 — a de la loi x? & 2n degrés
de liberté.

. Le test bilatere UPPS de niveau « est donné par la région critique :

Wi, = {x; Sn(z) & Je1, eal},

avec Py, (W,,) = a. Cette seule équation ne permet pas de déterminer les
constantes ¢y et co. La puissance du test est :

2¢2/0

p0) = Po(Sn(X) & 1, cal) = P(Zn & 261/6,262/6]) = 1 — /2 ) fnlo)

otl Z,, est de loi x%(2n) de densité fy,. Par définition, la puissance est minimale
pour 6 = 6y et de plus p(fy) = a. Les constantes ¢; et cp sont donc déterminées
par p(6y) = « et p'(6y) = 0. La condition p/(6y) = 0 implique :
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e/l — (pemez/bo (XIII.4)

On peut alors résoudre numériquement les deux équations et obtenir ¢; et co.
On peut cependant donner une approximation de ¢y et ¢y. Le théoréme central
limite implique que /n(S,(X)/n — 0) converge en loi vers G, ou G est de loi
gaussienne A (0,1). On en déduit que :

Py(Sn(X) € Jer, e2]) 2 P(G € ]vn(c1/0n — 1),v/n(ca/0n —1)]).  (XIIL5)

Une solution approchée (pour n grand) consiste alors & choisir ¢} = nfy(1 —
$1-a/2/+/) comme approximation de c; et ¢y = nfo(1 + ¢1_q/2/y/n) comme
approximation de ¢y, ol ¢, est le quantile d’ordre 7 de la loi gaussienne N'(0, 1).
On remarque que c] et ¢, satisfont I'égalité (XII.4) & O(1//n) prés et que
(XIIL.5) implique que p(fy) = « & o(1) pres (en fait & O(1/y/n) pres en utilisant
le développement d’Edgeworth).

A

Ezercice IX.3. 1. Le vecteur des parametres est 0 = (u1, u2,01,02)". On utilise
le test de Wald avec la fonction g(uq,u2,01,02) = 1 — pe. L'estimateur du

maximum de vraisemblance de 6 est 6,, = (fi1, fio, 61, 62) avec :

n n

1 NS R 21 22 a2 1 SN2
NIZE;XZH Mzzﬁ;yij 0’1252(&—#1) ; 02252(13—#2) :
1= 1= 1= 1=

La log-vraisemblance associée a une observation est :

1 T — 2 - 2
logp(a,:0) = — log(2r) — Slog(ofod) - Lt _ W _tal
1 2

On en déduit la matrice d’information de Fisher :

/o2 0 0 0
0 1/e2 0 0
0 0 2/0? 0
0 0 0 2/03

1(0) =

La variance asymptotique de ’estimateur g(én) de 1 — o est :

_ 99 99

£0) = O10) (55) =0t + o3

La statistique du test de Wald est donc :

¢ = n(fn — ji2)*
" 62 + 62
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Ezxercice 1X.4. 1. La vraisemblance du modele est, pour z = (z1,. .

246

Sous Hy, ¢, converge en loi vers un x? & 1 degré de liberté. Sous Hy, ¢, converge
p.s. vers +00. On en déduit qu’une région critique de niveau asymptotique « est
donnée par {(, > 21_qa}, Ol 2. est le quantile d’ordre 7 de la loi x?(1). Le test
est convergent. La p-valeur asymptotique (non-uniforme) du test est donnée
par P(V > ¢9P%), ot V suit la loi x2(1) et (2" est la valeur de la statistique de
test évaluée sur les données.

. On note ¢2 la valeur commune de O‘% et O‘%. Pour déterminer une région critique

de niveau exact, il faut déterminer la loi de (, sous Hy. On remarque que
né?/o? et no3/o? sont indépendants et de méme loi x%(n — 1). On en déduit,
en utilisant les fonctions caractéristiques, que Zo,_o = n(63 + 63)/0? suit la
loi x?(2n —2). On remarque aussi que, sous Ho, n(ii; —fi2) = > 0 (X; = Y;) a

_ n(in — fio)?

pour loi N(0,2n0?). 11 en découle que Z; a pour loi x%(1). On

202
z
remarque que ¢, = 2n .
Zon—2
On déduit de I'indépendance de ji; avec 63 et de fiz avec 63, que Z} et Zop_o
-1 A

n
sont indépendants. Ainsi la loi de Cn = est la loi de

Zgn_g/(2n - 2)
Fisher-Snedecor de parametre (1,2n — 2) La région critique de niveau exact «
/
s

est donnée par {(, > lel o)s o 2l est le quantile d’ordre r de la loi de
n
Fisher-Snedecor de parametre (1,2n — 2).

Pourn =15et o = 5%, on a 21, ~ 3.84 et 2|_, ~ 4.20 soit n 121 o = 4.50.
n_

On remarque par ailleurs que (67 + 63)/2 est bien l'estimateur du maximum

de vraisemblance de o2 dans le modele ou 0} = 03 = 0.

A
S, Tp) €ER™:
e —(z;—0)%/26

H :

et la log-vraisemblance est donnée par :

N T n " (z; — 6)?
Ly (x;0) = log(pn(x;0)) = —3 log(2m) — 5 log(8) — ;:1 5
On obtient :

0 n " (z; — 0)? z; — 0
%me):_@u@u
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0
Les conditions %Ln(:n; 0') =0 et @ > 0 impliquent §' =

Comme on a limg_,g Ly (z;0) = limg_,o Ly (2;60) = —00, la log-vraisemblance
est maximale en #’. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :

Les variables (X2,n > 1) sont indépendantes et intégrables, la fonction f :
T —% +4/ % + x est continue sur R*, on en déduit que la suite d’estimateurs

(6,,m > 1) converge p.s. vers f(Eg[X?]) = f(§+6%) = 6. La suite d’estimateurs
est donc convergente. Les variables (X2,n > 1) sont indépendantes et de carré
intégrable avec :

Varg(X?) = E[X}] —Eg[X2]? = 6% +66° +36% — (0+6%)% = 46° 4+ 26°. (XIIL6)

De plus, la fonction f est de classe C'! sur RT. On en déduit donc du théoréme
central limite, que la suite d’estimateurs (6,,n > 1) est asymptotiquement
normale de variance asymptotique :

262
o? = ['(Bg[X7])? Varg(X7) = 520
De plus, on a :
0? 1 1 0 1426
[(H)Z—Eg [WLl(Xl,Q)} :—W—FEEQ[XJ: 292 .

Comme o2 = 1/I(#), la suite d’estimateurs (6,,n > 1) est asymptotiquement
efficace.

. On considere la statistique de test :

VI,
0ov/2

On déduit de la question précédente que sous Hy, la statistique de test (¢/,,n >
1) converge en loi vers la loi gaussienne N(0,1). Sous Hy, la suite (6,,n > 1)
converge p.s. vers 6 > 6y. En particulier (¢,,n > 1) converge p.s. vers +00. On
en déduit que les régions critiques données pour n > 1 par :

¢, = Vn(0n — )

W, =1{¢, >}

définissent un test asymptotique convergent de niveau asymptotique o =
P(G > ¢), ou G est de loi gaussienne N(0,1).
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Par la loi forte des grands nombres, la suite (X,,n > 1) converge p.s. vers
Eg[X1] = 0. Comme les variables aléatoires X}, sont indépendantes, de méme
loi et de carré intégrable, on déduit de la loi forte des grands nombres que la
suite (£ Y3 X2, n > 2) converge p.s. vers Eg[X7]. On en déduit que la suite
(Vp,n > 2) converge p.s. vers Eg[X?] — Eg[X1]2 = Varg(X1) = 6. On a:

Eo[T5)] = MEg[X,] + (1 — NEg[V,] = 6,
Varg(Tﬁ‘) = \? Varg(X,,) + (1 — )\)2 Vary(V;,) + 2 Covy(Xp, Vi)

262
(n—1)

0
=211 (1=))?2
/\n+( A)

_ n—1
car X,, et V,, sont indépendantes et ——

0

n—1 et de variance 2(n —1). Les estimateurs T} sont sans biais car Eg[T}}] = 6.
Par continuité de Papplication (z,v) — Ax 4+ (1 — A)v, on en déduit que la
suite (T2, n > 2) converge p.s. vers AEg[X1] + (1 — A\) Varg(X;) = 6. La suite
d’estimateurs (T,n > 2) est donc convergente.

V,, suit la loi x?(n — 1) de moyenne

. Les variables aléatoires ((Xy, X?),k > 1) sont de méme loi, indépendantes, et

de carré intégrable. De plus Eg[X;] = 0 et Eg[X?] = Varg(Xy) + Eo[Xi]* =
0 +602. On déduit du théoreme central limite, que la suite (Z,,,n > 1) converge
en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance X. La matrice
Y est la matrice de covariance de (Xj, X?). On a, en utilisant

Varg(X) = 6,
Covg(Xy, X2) = E[X}] — Eg[ X, ]Eg[X7]
=603+ 302 — 0(0 + 6%) = 202,

0 267
> = (292 463 + 292> ‘

et (XIIL.6) que :

. La suite (v/n(X, —#6),n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne N (0,6).

(En fait la suite est constante en loi, égale en loi & N'(0,6).)
On remarque que ”T_an est 'image de (X, % Sk X?) par la fonction h, de
classe C! définie par h(y) = y2 — v, avec y = (y1,y2). En particulier, la suite

—1
<\/ﬁ(n V, —6),n> 2] converge en loi vers la loi gaussienne centrée de
variance : .
oh oh
—(0,0+6*) 2 [ —(0,0+06%) ) =20%
Se6.0+6) 5 (510.0+6)
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n—1
Enfin, on remarque que v/nV, —v/n Vo, = \/—TL En particulier, la suite
n
n—1
(ﬂVn —n T > > converge p.s. vers 0. On déduit du théoreme
n

de Slutsky et de la continuité de I’addition que la suite (v/n(V,, — 0),n > 2)
converge en loi vers la loi gaussienne centrée de variance 260%. On pose U, =
Vn(X, —0) et W,, = /n(V,, — 0). En utilisant I'indépendance entre U,, et W,
on obtlent, pour tout u,w € R :

lim v, Wn)(u w) = hm Yy, (w)w, (w) = o= 0u?/2 o=20%w?/2

n—oo
On reconnait la fonction caractéristique du couple (U, W), ou U et W sont
indépendants de loi respective N(0,6) et N(0,262%). On en déduit que la suite
(vn(X, —0,V, —0),n > 2) converge en loi vers le vecteur gaussien (U, W).
Par continuité de 'application (a,b) — Aa+ (1 — \)b, on en déduit que la suite
(Vn(T) = 0) = \Wn(X, —0) + (1 — N)y/n(V,, —0),n > 2) converge en loi
vers AU + (1 — \)W. Autrement dit, la suite (y/n(T}) — 0),n > 2) converge en
loi vers la loi gaussienne A (0, \20 4 2(1 — X)26?). Ainsi la suite d’estimateurs
(V/n(T) — 6),n > 2) est asymptotiquement normale de variance asymptotique
03 = A20 4+ 2(1 — \)?6%.
. On déduit de la question précédente, que sous Hy, la statistique de test ((ﬁ‘, n >
2) converge en loi vers la loi gaussienne A/(0,1). Sous Hy, la suite (T}, n > 2)
converge p.s. vers 6 > . En particulier ({},n > 2) converge p.s. vers 4+o00. On
déduit du théoreme de convergence dominée que les régions critiques :

={¢ >}

définissent un test asymptotique convergent. Ces tests sont de niveau asymp-
totique o = P(G > ¢), ot G est de loi gaussienne N (0, 1).

2603 N
g, T = T
suites d’estimateurs (,,n > 1) et (72", n > 2) ont méme variance asympto-
tique. On a :

R 1 1 n—1 1 1\2
__* 2 2 — _ =
0, 5 \/4 - Vi + X2 2+\/<9+ > + Qn,

Qn:n_lvn_9+(X12L_92)'
n

. On trouve \* = 26p/(1 4+ 26p), 03« = (200X, + Vy,). Les

ou

On déduit de ce qui précede que la suite (Q,,n > 2) converge p.s. vers 0. En
utilisant 14 z/2 — 22/8 < /T +x < 1+ /2 pour = > 0, on obtient :
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V142 —(1+2z/2)| <2?/8.

On en déduit que :

n o Qn
Op =0+ 1+29+9(Qn),

ott |g(q)| < ¢%/(1 +20)3. 11 vient que sous Hy :

n

— —— Vo + (X, — 6p)? n)-

En particulier, pour tout ¢ € ]0,1/2[, on a lim, o n' (6, — T2") = 0 en
probabilité et donc lim,, oo n'/275(¢/, — ") = 0 en probabilité. Ainsi les deux
statistiques de test ¢/, et ¢} définissent asymptotiquement les mémes régions
critiques.

. Comme Y a? = S (x; — &,)? + nZ2, on obtient 6, = 4.17, ¢ = 2.00 et

une p-valeur asymptotique de 2.3%. On obtient également ¢ = 1.86 et une
p-valeur asymptotique de 3.2%. Dans les deux cas, on rejette Hy au niveau de
5%.

On peut aussi remarquer que le modele considéré est un modele exponentiel

de statistique canonique Y p_; X, ,f De plus la fonction en facteur de la statistique

de

test dans la vraisemblance, Q(#) = —1/6, est monotone. En particulier, le

test (pur) UPP pour tester Hy contre Hj est de région critique {d j_; X7 >

C}?

c’est exactement le test construit a partir de l'estimateur du maximum de

vraisemblance. Ainsi le test construit & l'aide de l'estimateur du maximum de
vraisemblance est en fait UPP a horizon fini.

A

Ezercice IX.5. 1. La vraisemblance du modele est :

250

1 -3 _(2;—0)%/(202
pn(x,e) = We szl( ) /( )

On pose p, = /n(61 — 6y)/o. Le rapport de vraisemblance est :

pn(x791) _ _1 2
pn(l’, 90) = €Xp < 5 My + Nn(n(x)> s

avec la statistique de test :

n
i=1%i — o

1
Cn(x) = \/ﬁn

Le test pur de Neyman est UPP. Comme 6y > 0y et donc u, > 0, il est défini
par sa région critique :
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Wy = {x; pn(z,601)/pn(2,00) > ¢} = {z; Culz) > 2}

On pose ¢, = ((X). Sous Hy, la statistique de test ¢, a méme loi que G de
loi gaussienne centrée réduite N'(0,1). Le niveau du test de Neyman est :

Py, (Wh) = Pg, (Cn > 2) = P(G > 2).

Pour avoir un test UPP de niveau «, il faut choisir z = ¢;_4, ou ¢, est le
quantile d’ordre 7 de la loi N'(0, 1).

. L’erreur de deuxieme espece est :

1- Pel (Wn) = Pel (Cn < @1—0{) = P(G < ¢1—a - ,Un) .

On souhaite donc trouver n tel que 1 — Py, (W) < 8 s0it p1—q — fin < —1-5,

autrement dit : )
0> o2 Pl—a + D1-3
B 01 — 6y '

. Si ce test existe, il est en particulier plus puissant que le test de Hy contre H;
pour tout 81 # y. Or pour 67 > 6y et 1 < g, les régions critiques définies par
le test UPP de Neyman sont distinctes. Il n’existe donc pas de test UPP de Hy
contre Hj.

. L’ensemble W), peut aussi s’écrire :
W = {x; e~ Hn /2 HnGn () > c(0y) + c*(&)ﬂﬁn(az)}.
o

En choisissant ¢*(0;) strictement positif (resp. négatif) si 81 > 6y (resp. 61 <
6y), on obtient que la fonction :

h(r) = e/t _(0,) — c(6,) L
g

est strictement convexe et lim, 1 h(r) = +00. On peut donc trouver deux
constantes c¢(01) et ¢*(0;) tels que :

{T; h(?") > 0} :] - @1—0{/27 ¢1—a/2 [Ca

et cet ensemble est indépendant de #1. On a alors :

Pg, (W,,) = Poy (|Cn| > ¢1—a/2) = a.

On a également :
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0 (9
%PG(W Jio=t0 = 5gF0(Gnl = d1-a/2)j9=00
0
89P9(|Cn| < P1—a/2)|6=6,
=P |G- ——| <14
89 g 1-a/2 |0=6¢
9, 90 6 0o — 0
= g? (ot O <G <o 00

= f(P1-a/2) — f(—¢1—a/2) =0

ou f est la densité de la loi de G.

. Soit W/ une région critique définissant un test pur de niveau « sans biais. On

déduit de la régularité des densités gaussiennes que :

d
%PG(W”)\G:GO = 0.
On en déduit Py, (W, N (W))°) = P, (W) N (W))€) et

0
= Po (W, 0 (W}))) 9=, =

20 Po(Wy, N (W3))19=00 -

9
a0
Pour z € W), on a :

pn(z,0) > c(0)pn(x,00) + c*(@)%(m; 6o).

En intégrant sur W/ N (W), et en permutant 'intégrale en z et la dérivation
en 0, il vient :

0
Po(Wy, 0 (Wi)) 2 e(0)Pao (W, (1 (W3)%) + €(0) 55 Pa (Wi 1) (W3)) j0=05
o D c
= c(0)Bo, (W 0 (WS)%) + € (6) S Bo (W, ) (W) g,
Pour z ¢ W), on a :

(6)pl, B0) + *(8) 221

50 " (2;00) > pn(z,0).

En intégrant sur W) N (W/)¢, et en permutant 'intégrale en z et la dérivation
en 0, il vient :

(0B, (W 1 (W1)°) + ¢ (0) o Bo(W2 1 (W2, > Ba(W 0 (L)),
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On en déduit donc que :
Po(W,, 0 (W))%) = Py(Wy) 1 (W,,)),
et donc en ajoutant Py(W, NW/) :
Po(W)) > Py(W").

Le test pur de région critique W, est donc plus puissant que n’importe quel
autre test pur sans biais.
A

Ezxercice IX.6. 1. Soit p la proportion de femmes du jury. On teste : Hy = {p = pp}
avec pg = 0.29 contre H; = {p # po} au niveau a. Il s’agit d’un test bilatéral.
Soit X, la variable aléatoire donnant le nombre de femmes des n = 700 jurés.
Sous Hp, X, suit une loi binomiale de parametres B (n,pg). On considere la
statistique de test :

_ Xn —npo
G = =0
npo (1 — po)
Sous Hy, la statistique ¢, converge en loi vers G de la loi gaussienne N(0,1).
Sous Hip, on a que p.s. lim, o |(y| = +00. On considére donc les régions

critiques de la forme {[(,| > a}. La région critique W = {|(4| > ¢1_q/2}, o1
$1—q,2 est le quantile d’ordre 1—a/2 de la loi normale centrée réduite, définit un
test convergent de niveau asymptotique «. La p-valeur asymptotique associée
est p-val = P(|G] = |¢2))-

Application numérique. On a ¢, ~ —8.16 et p-val ~ 3 10716, On rejette donc
I’hypothese d’impartialité du juge.

2. Pour n = 40, on a (, ~ —1.95 et p-val ~ 5%. Comme ¢;_,/5 =~ 1.96 pour
a = 5%, on ne peut donc pas rejeter ’hypothese d’impartialité du juge au
niveau 5%.

A

Ezxercice I1X.7.
1. D’apres les données de 1'énoncé, pg = 1/310 000 ~ 3.231076.

2. En supposant les X; indépendants, la variable aléatoire N suit une loi binomiale
de parametres (n,p) avec n = 300 533 et p de 'ordre de pg = 3.231076. On
peut donc approcher cette loi par une loi de Poisson de parametre 8 = np.
Dans le cas des études antérieures, on a 6y = npy ~ 0.969.

3. On construit un test de la forme p(N) = 1{n>nobsy. Sous I'hypothese Ho, N
suit une loi de Poisson de parametre 6y. La p-valeur est donnée par :
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gk
p-val = Egy[p(N)] = Py (N = N°*®) =1 >~ kg o0

k< Nobs

On obtient p-val ~ 7.47% pour N°P = 3 et p-val ~ 1.71% pour N° = 4.
Comme on a observé 4 cas de dommages, la p-valeur de ce test est environ
1.71%. En particulier, on rejette ’hypothese Hy au seuil de 5%.

A

Ezercice 1X.8. 1. On utilise I'indépendance des variables X :

254

Var,, (p,) = Var, < ZX) s ZVarp (Xi) = p(lT—p)
i=1

Comme p € [0,1], on a p (1 —p) < 1/4. On en déduit que Var, (p,) < 1/(4n).

. On modélise le vote d’un électeur par une loi de Bernoulli : la variable X;

désigne le vote de l'individu i; elle vaut 1 s’il vote pour 'ancien maire et 0
sinon. Le théoreme central limite assure la convergence en loi suivante :

V(i —p) % N(0,p(1 — ).

n—o0

Soit « €]0, 1[. Un intervalle de confiance pour p de niveau asymptotique 1 — «
est donné par :

A p(1 - p)
Dn £ ¢1—a/2 7] )

n
ol ¢, est le quantile d’ordre r de la loi gaussienne centrée réduite N(0,1).
Comme p(1 — p) < 1/4, on en déduit un intervalle de confiance pour p de
niveau asymptotique par exces 1 — « :

]

On souhaite ¢_q/2/(2y/n) < 0.03 soit n > (¢1_a/2/0.06)2. Pour la valeur
usuelle o = 5%, on obtient n > 1068.

On teste : Hy = {p = q} contre H; = {p # q} ou p et q désignent respective-
ment le nombre d’avis favorables pour le maire actuel lors du premier et du se-
cond sondage. Le test est équivalent & Hy = {p—q = 0} contre H; = {p—q # 0}.
On peut utiliser le formalisme du test de Wald ou du test de Hausman. On
peut aussi faire le raisonnement suivant, qui permet d’obtenir le méme résultat.
Il est naturel de considérer la statistique de test p,, — ¢, et la zone de rejet est
{IPn, — Gn| > ¢} : on rejettera d’autant plus facilement Hy que p,, sera éloigné
de §¢p,.
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Comme les variables p, et ¢, sont indépendantes, on déduit du théoreme central

limite que :
. . loi
\/ﬁ(pn — Ds4n — q) M> N(07 2)7
n—oo
ou la matrice de covariance est X = <p(1 O— ) q(lo_ q)> . Sous Hy, on en déduit

donc que :
~ ~ en loi
Vi = n) —— N(0,p(1 —p)+q(1 —q)).

Un estimateur convergent de la variance p(1 — p) + ¢(1 — q) est p,(1 — py) +
Gn(1 — Gn). Le théoréme de Slutsky assure que :

. \/ﬁA(pn - f]n) _ en loi ./\/(0, 1)
\/pﬂ(l - pn) + Qn(l - Qn) n—r00

A la vue de ce résultat, il est naturel de considérer la statistique de test :
VDu(1 = Pn) +4u(1 — Gn)

Sous Hi, la statistique T;, diverge vers 400 ou —oco. On choisit donc la région
critique :

n

W, = {|T0| > ¢} .

On détermine c le plus petit possible (région critique la plus grande possible)
pour que le test soit de niveau asymptotique . On obtient, avec 'approxima-
tion gaussienne, sous Hy :

Py (W) = Byp(|To] > ) —— PG| > o),

ou G est une variable aléatoire de loi A(0,1). Pour obtenir un test de niveau
asymptotique a, on choisit donc ¢ = ¢1_4 /2.
On rejette donc Hy avec un risque asymptotique (non uniforme) de premiere
espece a si [Tn| > d1_q/2-
Application numérique. Avec a = 0.05 : ¢1_q /3 =~ 1.96 et ¢, ~ —0.93. On ne
peut pas rejeter Hy au niveau 5%, infirmant ainsi la position du journaliste.
La p-valeur asymptotique (non-uniforme) de ce test est P(|G| > ¢,,) ~ 0.18.

A

Ezxercice IX.9. 1. Les variables aléatoires sont indépendantes et de méme loi
N(u,0?), avec 1 inconnu.
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L’estimateur de la moyenne empirique fi,, = % >om X est un estimateur sans
biais de u. Dans ce modele, c’est également I'estimateur du maximum de vrai-
semblance. La loi de fi,, est la loi gaussienne N'(u,0?/n).

On considere 'hypothese nulle Hy = {p < po} (le nouveau modele n’est pas
plus performant que 'ancien) et ’hypothese alternative Hy = {u > po}. L'er-
reur de premiere espece est d’adopter le nouveau modele alors qu’il n’est pas
plus performant que l'ancien. Le modele est exponentiel et la statistique de
test fi, est continue. Le test unilatéral UPP est donc un test pur défini par la
région critique :

L’erreur de premiere espece étant «, la valeur de z est déterminée par :

a = sup P,(W,) = sup P,(W,).

neHo p<po
Z—
o )

ou G est de loi gaussienne N (0,1). On remarque que p +— P,(W,) est une
fonction croissante de p et donc sup,,<,, P/(W) = P, (W). Pour un seuil «, 2
est donc déterminé par 1’équation :

Oz:]P)(GZ\/ﬁZ_O_MO)’

Comme /i, est de loi gaussienne N (u, 0% /n), il vient :

Pu(Wn) =Py (i > z) =P <G >/n

soit z = pg + op1-_a/+/n, O ¢, est le quantile d’ordre r de la loi gaussienne
N(0,1).

Pour I'application numérique, on a o = 5%, ¢1_o ~ 1.64 et z ~ 123.9 > [i,, =
123.5. On accepte donc ’hypothese Hy : le nouveau modele n’est pas plus
performant que 'ancien. La p-valeur de ce test est p-val ~ 0.07. Ceci confirme
que 'on accepte Hy au niveau de 5%, mais la p-valeur indique également que
le choix de 5% est presque critique.

. On évalue l'erreur de deuxiéme espece, [, pour pu; = 1.05 pg, c’est-a-dire la

probabilité de rejeter le nouveau modele sachant que I’annonce du représentant
est exacte et donc que le nouveau modele est plus performant de 5%. Elle est
définie par :

=1~ Pm(Wn) = ]P)m(ﬂn <z)=PG < d1-a + \/ﬁ(ﬂo —p1)/o).

L’application numérique donne 3 ~ 19.5%. Il s’agit du risque du vendeur, i.e.
le risque que sa machine ne soit pas achetée alors qu’elle est 5% meilleure que
I’ancienne.



XIII.9 Tests

5. L’hypothése nulle est alors H) = {p = p1}, et 'hypothese alternative H; =
{1 < po}. Dans ce cas la région critique est W) = {ji,, < 2’} et lerreur de
premiere espece est :

B, (W) = P(G < V(2 — ) /o).

POlll" un ni\/eau O[, on Ob[lent .
/ 1 1
,u \/— — ﬂO \/_ 1—a

Pour a = 5%, on obtient 2’ ~ 122.0 < fi,, = 123.5. On accepte donc H] : le
nouveau modele est donc plus performant que ancien de 5% en moyenne. La
p-valeur de ce test est p-val = 0.19; elle confirme qu’il n’est pas raisonnable de
rejeter Hy.

Le risque de deuxieme espece maximal est alors;

g = Silp (1 - Pu(Wr/L)) = Py (fin > Z') =P(G > —¢1-a—vn(po—p1)/0) = .
p<po

L’acheteur a donc environ 20% de chance d’accepter ’annonce du représentant
alors que celle-ci est fausse.

6. Dans la question 3, le risque de acheteur est Py, (fi, > 2”) et dans la question
4, celui du vendeur est P, (fi,, < 2”). On peut donc chercher z” tel que ces
deux risques soient égaux ; ’acheteur et le vendeur ayant alors la méme région
critique. On a :

Py (jin > 2") = P(G > /(2" — o)/0),
et
Py, (fin < 2") =P(G < V(2" — ) /o) =P(G = Vn(u — 2")/0).

Ceci implique 2" — pg = pqg — 2" soit 2" = (o + p1)/2. L’application numérique
donne 2" = 123 et le risque de l'acheteur et du vendeur est P(G > /n(u; —
10)/(20)) = 11%.

A
Ezxercice IX.10. 1. Onnote Y7,...,Y,, la durée de vie observée des pieces produites
par la machine de I'autre société. Les variables aléatoires Y7,...,Y,, sont in-

dépendantes de loi gaussienne N (v,0?) et indépendantes de Xi,...,X,. Un
calcul élémentaire assure que ’estimateur du maximum de vraisemblance de

(1, v) est (fin, Up,), Ot :

1 & 1 &
ﬂnzﬁz;xi et amza;n.
1= 1=
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2. La variable aléatoire fi,, — 0, est de loi gaussienne N (j,,0?(1/n +1/m)). On
considere ’hypothese nulle Hy = {u = v}, 'hypothese alternative Hy = {u #
v} et la statistique de test :

n+m iy, — U
Cn,m: - "
nm o

Sous Hy, la statistique de test (. est de loi gaussienne N (0,1). Sous Hy, la
statistique de test (, , converge p.s. vers 400 ou —oo quand min(n,m) tend
vers I'infini. On en déduit que le test pur de région critique :

Wim = {lCnm| = 2},
est convergent. Ce test est de niveau uniforme :

sup P, ) (W) = P(IG| = 2),
Hop

ou G est de loi gaussienne N (0,1). On en déduit que pour z = P1—a/2, le
quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0, 1), le test est de niveau uniforme a. La
p-valeur (uniforme) de ce test est définie par :

p-val = SEPIP’(M,V)(!Cn,m\ > [Gooml) = POG] > 1G200D),
0

obs
n,m

L’application numérique donne ¢, ,, = 0.36 et p-val ~ 0.72. On accepte donc
Hj : les deux machines sont équivalentes.

ol est la valeur de la statistique de test évaluée en les données observées.

A

FExercice IX.11. 1. La vraisemblance est :

U @m0 - 1 —@+2)/003) s-ait/o?

) =
Pi@6) \/ 271'0'(2) \/ 271'0'(2)

11 s’agit donc bien d’un modele exponentiel de statistique canonique Si(x1) =
z1. La statistique canonique de I’échantillon de taille n est donc S,, = > | L;.
L’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ est L,, = S, /n.

2. La statistique canonique est continue. Le test UPPS au seuil a pour tester Hy
contre H; est donc un test pur de région critique :

Wy, = {:L' = (:L'lv cee 75L'n); Z:L’Z/’I’L ¢ ]01762[}7
=1

ou les constantes ¢; < ¢z sont déterminées par les relations Py, 450, (Wy) = .
. T . . . N 2
On remarque que sous Py, la variable L, suit une loi gaussienne N (¢,05/n).
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On pose €; = /n(ly — ¢j)/og pour j € {1,2} et pg = /n 6ly/op. On a
€1 < €2. On remarque que la condition Py 450, (W,) = a est équivalente a
Pyy+500 (L, € Jc1,c2]) =1 — av soit :

totez o=y /2
po+er V

et la condition Py,_s7,(W),) = @ est équivalente & :

/—uo+82 e—Y?/2
dy=1-a.
—poter V2T

=1-aq,

Comme 64y # 0, on déduit du changement de variable u = —y dans la premiere
intégrale que e9 = —e5. On note € = €9 > 0 et € est caractérisé par la condition :
—pote o=y /2
dy=1-q.

—po—e V2T

3. L’application numérique donne py = 10.61 et donc :

uo—i—s - po+e e —y /2
—HO0—E V —00 V

soit € ~ ¢1_o + po, oU ¢, est le quantile d’ordre r de la loi gaussienne A (0, 1).
Pour a = 5%, on obtient ¢1_, ~ 1.64 et ¢ ~ 12.25, puis ¢; ~ 783.3 et
co = 786.7. Comme L2" = 788.3 ¢ [c1, ca], on rejette 'hypothese Hy au niveau
de 5%. La machine nécessite donc d’étre révisée. La p-valeur associée a ce test
est de I'ordre de 10737, Ceci indique qu’il est justifié de rejeter Hy.

l—a=

4. Comme la variable L, suit une loi gaussienne N(¢,03/n), on en déduit que

Vintervalle de confiance de /, I,, = [Ly, & ¢1_q/200/+/n], est de niveau exact

1 — a. Pour a = 5%, on a ¢1_q /5 ~ 1.96 et donc I,, ~ [788.0,788.6]. Comme
[lo £ 50o] N I, = 0, on retrouve le fait que la machine doit étre révisée.

A

Ezercice 1X.12. On suppose que le générateur donne des réalisations de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi. On considére I’hypotheése nulle, Hy :
le générateur donne des réalisations de variables aléatoires de loi uniforme sur

{0,...,9}, et P'hypothese alternative, Hy : le générateur donne des réalisations de
variables aléatoires de loi non uniforme sur {0, ...,9}. Les statistiques de test :
J=9 . 2 J=9 .
1 (Bj — pj) 2 (pj —pj)
=0 P =0 P
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ou (pj,j € {0,...,9}) sont les fréquences empiriques observées et p; = 1/10 sont
les fréquences théoriques, convergent en loi vers un x2 & 10 — 1 = 9 degrés de
liberté. Les tests définis par les régions critiques :

Wi ={¢W >z .}, ie{1,2},

ol z, est le quantile d’ordre r de la loi x2(9), sont convergents de niveau asympto-
tique a. L’application numérique donne ngl)’Obs ~ 11.1 et {,(?)’Obs ~ 10.4. Au seuil
a = 5%, on lit dans la table des quantiles de la loi du x? : 21_o ~ 6.92. Comme
21-aq > Q(f)’Obs pour i € {1,2}, on accepte '’hypothese nulle Hy. Les p-valeurs

asymptotiques (non-uniformes) sont :
p_Val(i) — ]P;(Z > CTSi),ObS)’

ol Z est de loi x2(9). On obtient p-val®) ~ 0.27 et p-val® ~ 0.32. Ces valeurs
confirment qu’il n’est pas raisonnable de rejeter Hy.
A

Ezercice IX.15. 1. L’estimateur du maximum de vraisemblance, p, de p est le vec-
teur des fréquences empiriques. On a donc p ~ (0.606;0.186;0.173;0.035).

2. La dimension du vecteur p est 4. Il faut tenir compte de la contrainte pjn +
pw,N + psc + pw,c = 1. Enfin ’hypothese d’indépendance revient a dire que
p = h(ps,pN), ou py est la probabilité de naitre un jour ouvrable et py la
probabilité pour que ’accouchement soit sans césarienne. En particulier, on a
PN = PJPN, Pw,N = (1—=p1)pN, psc = ps(1—pN) et pwc = (1—ps)(1—pN).
Il faut tenir compte des deux estimations : celle de p; et celle de py. Le nombre
de degrés de liberté du test du x? est donc ¢ =4 — 1 — 2 = 1. L’estimateur du
maximum de vraisemblance py, de ps, et py, de py, est celui des fréquences
empiriques. On a donc py ~ 0.779 et py ~ 0.792. La statistique du x? est :

) _  (pan = psbN)* | (Pwy — (1= ps)pN)?
N =T — +n ~
DJ,N pw,N
(brc —ps(1 = pn)) Lplwe = (1 —ps)(1 - pn))?

+n — —
pbJc bw,c

On obtient Q(ll) ~ 18 219. On lit dans la table du x? que P(X > 11) < 0,1%,
ot1 la loi de X est x2(1). On rejette donc I’hypothese d’indépendance au niveau

asymptotique de 0.1%. (On aurait également pu utiliser la statistique Q@, avec

dans notre cas particulier Q(f) ~ 15 594.) La p-valeur asymptotique est nulle.
On rejette donc Hy.
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3. On teste Hy = {p = p°}, avec p° = (0.605;0.189;0.17;0.036) contre son alter-
native H; = {p # p°}. Le nombre de degrés de liberté du test du x? est donc
g =4 —1 = 3. La statistique du x? est :

(Ban —15Nn)?  (an—05N)°  (Bro—050)? (weo —pye)?
= +n — +n — +n — .
DPIN PW,N DJc Pw,c

G =n

On obtient {T(LI) ~ 502. On lit dans la table du x? que P(X > 17) < 0.1%, ou la
loi de X est x2(3). On rejette donc I’hypothese au niveau de 0.1%. Il y a donc
une évolution entre 1996 et 1997. (On aurait également pu utiliser la statistique
Q@, avec dans notre cas particulier Q(f) ~ 500.) La p-valeur asymptotique est
de I'ordre de 107190,

A

Ezercice IX.14. 1. Comme les variables aléatoires (wg,1 < k < 2K + 1) sont
indépendantes, on a que les variables aléatoires ((wop_1,wor),1 < k < K)
sont indépendantes. En revanche, les variables ne sont pas indépendantes
((wg, wr11),1 < k < 2K) ne sont pas indépendantes, et on ne peut pas appli-
quer le test d’adéquation de loi du 2.

Il s’agit d’effectuer un test d’indépendance du x? & (2 —1)(2 — 1) = 1 degré de
liberté. Les statistiques de test du y? sont :

Be o — D D, +)2 e o — D D, +)2
47(11) —n Z (Pij _Apz,-p-,J) ot 47(12) —n Z (Pi,j — i, D-j) :

i,je{C,L} bij i,je{C,L} Pi,P-j

ou les fréquences empiriques p;; = N;j/n, pi. = (Nic+ Nir)/n et p.j =
(Nc,j + Nrj)/n sont les estimateurs du maximum de vraisemblance des fré-
quences P(Xy = i,Yy = j), P(Xg = ©) et P(Yx = j). On obtient Q(f) ~ 130
et g}(f) ~ 68. On lit dans les tables que P(Z > 11) < 0.1%, ou Z suit la loi
x2(1). On rejette donc I'hypothese d’indépendance au niveau de 99.9%. (Les
p-valeurs sont inférieures & 1071°; ceci confirme que 'on rejette I'hypothese
d’indépendance.).

2. Sous ’hypothese nulle, les variables aléatoires X} et Y sont indépendantes et
de méme loi. La loi de (X}, Y:) ne dépend que du parametre p = P(Xy = C).
La vraisemblance du modele sous ’hypothese nulle s’éerit p!¥ (1— p)2K N avec
N =2N¢,c + Nc,, + Npc. L’estimateur du maximum de vraisemblance de p
est p = N/2K.

Le nombre de valeurs possibles pour la variable aléatoire (X, Yy) est m = 4,
et on estime un parametre de dimension 1. On effectue un test d’adéquation
de loi & une famille & un parametre. Il s’agit d'un test du x> am —1—1=2

degrés de liberté. Les statistiques de test du x? sont :
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S (Dij — pij(p))? et (O =n 3 (ﬁi,j_pi,j(ﬁ))z’

- A. . /rL . . A
i,je{C,L} Pij i,je{C,L} Pii(P)

ot pij(r) = (rlg=cy + (1 —7)ly=y)(rlg=cy + (1 — 7)1g;=ry)). On obtient
Q(f) ~ 135 et Q(Lz) ~ 72. On lit dans les tables que P(Z > 14) < 0.1%, ou Z
suit la loi x%(2). On rejette donc I'’hypotheése nulle au niveau de 99.9%. (Les
p-valeurs sont inférieures & 1071%; ceci confirme que 'on rejette I'hypothese
d’indépendance.).
L’hypothese nulle est plus contrainte que dans la question précédente. Il n’est
pas étonnant que la statistique prenne une valeur plus élevée.

A

Exercice 1X.15. 1. Sous Hy, la loi des réponses des deux juges est la méme. Notons

262

8 la probabilité de répondre par laffirmative : 5 = p(+1> = pf). On a alors

p(_l) = p(_2) = 1— (. On note pg,¢,, avec g; € {+, —} la probabilité que le juge

1 réponde €1 et le juge 2 réponde e5. On pose a = py_. On remarque que
8= pﬁf) =Pyt +py_, s0it pyy = F —«, et de méme p__ =1 — 3 — a, puis
finalement p_, = 8 — py4 = .

. On considere I’échantillon z = (1, ...,2,), ot z; € {—, +}2. On définit N.,., =

> ic1 Lzi=(1,00)}> POUT & € {+,—}, le nombre d’occurrences de (e1,¢2). La
vraisemblance de I’échantillon est donnée par :

pu(@ia, B) = (B — )N+t NtV (1= B — )N~
= (B—a)Vrt an NN (1 — g — a)N

car Nyy+N__+N,_+N_ =n. Lecouple (N4, N__) est donc la statistique
canonique du modele. La log-vraisemblance du modele est donc :

Ln(x, 0, f) = Nyylog(B — ) + (n — N — Nyy)logar+ Ny log(l — § — ).

L’annulation des deux dérivées partielles donne :

—-N. —N__—N N__ N N__
=+ z o =0 et -t —0.
08—« « 1-8—« b—a 1-0—a«
Ce systeme se résout alors facilement et on trouve :
-N__—-N Ny, —N__
a=" o = + Ny .
2n 2n

De plus, la log-vraisemblance tend vers —oo sur la frontiere du domaine
{(, 3);0 < @ < B < 1—a}. On en déduit donc que l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de (a, ) est :

A 1
(Giny Bn) = %(’I’L —N__—Niy,n+Nip —N__).
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3. L’hypotheése Hj est équivalente & {p_; = pi_}. L’estimateur du maximum
de vraisemblance des fréquences p. ., sont les fréquences empiriques p.,z, =
N¢ e, /n. Sous Hyp, lestimateur du maximum de vraisemblance de pg,., est

Peies (dnaﬁn) soit :
Pt (G, Bn) =B — @ = N

p——(Gn, ) =1-B—a=—=p__,
p—-i-(d?hﬁn) = OA47
p-i-—(d?hﬁn) = OA(
On peut réécrire &, de la maniere suivante :
N _+N_4
=T
2n

Une statistique du test du x? est donc :

o =n Z (]55152 — Peyey (G Bn))Q

e1,e26{+,—} pﬁlfz(amﬁn)
Ny—  Ny_+N_4 2 Ny  Ny_+N_4 2
n 2n ™ o
- NotNee 1T NN
2n o
(Ny_ — N_,)?
— M= A
N_y—Ny_

Sous Hy, la statistique de test ((,,m > 1) tend en loi vers un y? a 4-1-2=1
degré de liberté (on retire 2 degrés de liberté pour l'estimation des parametres
a et ). Le test défini par la région critique :

W = {Cn > Zl—a}a

oil 2, est le quantile d’ordre r de la loi x2(1), est convergent de niveau asymp-
totique a.

4. L’application numérique donne (2™ = 5. Au seuil o = 5%, on lit dans la table
des quantiles de la loi du x? : 21— ~ 3.84. Comme 2z;_, < C,‘;bs, on rejette

I’hypothese nulle Hy. La p-valeur asymptotique (non-uniforme) est :

pval = P(Z > (%),

n

ot Z est de loi x?(1). On obtient p-val ~ 0.025. Cette valeur confirme qu’il est
raisonnable de rejeter Hy.
A
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FEzercice IX.16. Le nombre d’observations d’abces étant insuffisant (< 5), on les
regroupe avec les observations d’ulcération. On considere donc le tableau XIII.2.

Vaccin|Réaction légere|Réaction moyenne|Ulcération ou Abces|| Total
A 12 156 9 177
B 29 135 7 171

[ Total | 41 | 291 | 16 | 348 ]

Table XIII.2. Réactions a deux vaccins de B.C.G..

On désire savoir si la réaction due au vaccin dépend du type de vaccin
(hypothese alternative Hj) ou non (hypothese nulle Hp). Il s’agit d’un test
du x? d’indépendance : Hy = {p;j = pi.p.j;i € {I,m,u},j € {A B}}, ou
Di. = Zje{AB}pi,j et p.; = Eie{l7m7u} pij, avec 'hypothese alternative H; =
{1l existe i, j tel que p; ; # p;.p.j}. Les statistiques de tests :

Wen Y Big = Pibi)* ), y — i Bj.)?

D; n A
ie{l7m7u}7 pz’] iE{l,m,u}, p27.p‘77.
Jj€{A,B} Jj€{A,B}

convergent (quand n — o) sous Hy vers un x2 d est d = (3 1)(2— 1) = 2 degrés de
liberté, et divergent sous Hj. Le test de région critique W®*) = {¢, W s 2 o(d)} est
un test convergent de niveau asymptotique a, ol zl_a(d) est le quantile d’ordre
1 — a de la loi x%(d). Les p-valeurs asymptotiques (non-uniformes) sont p*) =
P(Z > ¢, ot Z est de loi X2(d)

L’application numérique donne : n = 348, (U Jobs 103 et §(2 Jobs ~ 8.7,
21—a(d) ~ 5.99 pour le seuil usuel & = 5%. Les p-valeurs asymptotiques de ces
tests sont p—val(l) ~ 0.006 et p@°bs ~(.013. On rejette donc Hy.

A

Ezercice 1X.17. L’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 > 0
de la loi de Poisson est @ = > | X;/n. On considere les statistiques de tests :

ou (pj) sont les fréquences empiriques et (p](én) = e 0n gy n/j!) sont les fré-
quences théoriques de la loi de Poisson de parametre Hn (on prendra py(6,) =
1-— Z?:o p;(6y)). Etant donné qu’une case ne contient que 2 observations, il fau-
drait la regrouper avec une autre case; mais cela ne change pas ici significative-
ment le résultat. Les statistiques ci-dessus convergent en loi vers Z de loi du x? a
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5—1—1=3 degrés de liberté (on a retranché un degré de liberté supplémentaire
du fait de lestimation de 0). Les tests définis par les régions critiques :

WO = {¢) > z1-a(3)},

pour i € {1,2} et z1_4(r) le quantile d’ordre 1 — a de la loi x?(r), sont conver-
gents de niveau asymptotique a. Les p-valeurs asymptotiques correspondantes sont
pval®) =P(Z > (,(f)’Obs).

L’application numérique donne én = 0.7, Q(Ll) ~ 1.67, Q(LQ) ~ 1.98 et les p-valeurs
pval ~ 0.64, pval® ~ 0.58. Au seuil @ = 5%, on a 21-a(3) =~ 7.8. Donc, on
accepte 'hypothese nulle : les données suivent une loi de Poisson.

A

Ezercice IX.18. 1. Soit n le nombre total d’enfants et ny le nombre total de gar-
cons. La proportion de garcons est * = ng/n. Les statistiques du x? empirique
- 2

sont : ) )
2
W _ N Bimpi)” ey N B pi)
S Ph S P

ou p; = 7 est la fréquence empirique des garcgons, ps = 1 — 7, la fréquence em-

A~

pirique des filles, et p; = pa = 1/2. Les statistiques (Cn ,n > 1) convergent en
loi vers un x? avec 2—1 = 1 degré de liberté sous Hy = {r = 1/2} et divergent
sous Hy = {r # 1/2}. Donc, les régions critiques Wi = {gﬁf’ > z1-4(1)}, on
z3(k) est le quantile d’ordre 3 de la loi x?(k), définissent des tests convergents
de niveau asymptotique (non-uniforme) a. Les p-valeurs asymptotiques (non
uniformes) sont p-val®) = P(Z > C,(nf)pbs), o1 Z est de loi x2(1).

L’application numérique donne n = 5 x 5128 = 25640, n, = 13037, # ~ 0.5085,
b1 =7~ 0.5085, o = 1— TN04%5p1—py—U2§00mN735tC Jobs
7.35. Pour a = 0.01, on a z1_,(1) ~ 6.63. Les p-valeurs asymptotiques de ces
tests sont p—val(l) ~ p—val(Q) ~ (0.007. Donc, on rejette '’hypothese r = 1/2
au niveau asymptotique 1% : il n’y a pas autant de garcons que de filles a la
naissance.

2. On déduit du théoréme central limite et du théoréme de Slutsky que (v/n(7, —

r)/\/Tn(1 — ), m > 1) converge en loi vers vers la loi gaussienne N'(0,1). Un
intervalle de confiance pour r de niveau asymptotique « est :

i P(1—7
IC, = Ti¢1—a/2 %]

ol ¢g est le quantile d’ordre 5 de la loi gaussienne N (0, 1).
L’application numérique donne, pour a = 0.01, ¢;_, /o > 2.58 et :
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266

ICo.01 = [0.5004; 0.5165.

En particulier, on a 1/2 € IC 1. On vérifie qu'il y a équivalence entre {1/2 ¢
IC,} et WY Ona:

Comme la loi du carré d’une gaussienne N'(0,1) est la loi x(1)2, on en déduit
que ¢%_a/2 = 21_4(1). On en déduit donc que {1/2 ¢ IC,} et WY cotncident
(pour I’égalité, il faut prendre l'intervalle ouvert au lieu de 'intervalle fermé

I1C,).
On calcule d’abord les probabilités théoriques, voir le tableau XIII.3.

Répartition (G,F) | (5,0) | (4,1) | (3,2) | (2,3) | (1,4) | (0,5) | Total
Nombre de familles | 204 841 | 1585 | 1544 | 810 144 51280
Prop. observées : p; [0.0398|0.1640{0.3091{0.3011|0.1580(0.0281| 1
Prop. théoriques : p;| 1/32 | 5/32 [10/32|10/32| 5/32 | 1/32 1

Table XIII.3. Proportions observées et théoriques

On teste si les données suivent la loi binomiale p° = B(5,1/2) : Hy = {p = p°}
contre ’hypothese alternative H; = {p # p°}. Les statistiques du x? empirique
sont :

Les statistiques ((T(f), n > 1) convergent en loi sous Hy vers un x? avec 6—1 =5
degrés de liberté et divergent sous H;. Donc, les régions critiques Wr(f) = {C,(f) >
21—a(5)} définissent des tests convergents de niveau asymptotique «. Les p-

valeurs asymptotiques sont p-val®) = P(Z > C,(nf)pbs), ot Z est de loi x%(5).

L’application numérique donne {T(LI)’ObS ~ 15.6 et Q(f)’Obs ~ 18.0. Pour a = 0.01,

21—a(5) ~ 15.1. Les p-valeurs asymptotiques de ces tests sont p—val(l) ~ (0.008
et p—val(z) ~ 0.003. Donc, on rejette '’hypothese r = 1/2 au niveau a = 1%.



XIII.9 Tests

4. On teste si les données suivent la loi binomiale p(r) = B(5,r) et r inconnu :
H, = {il existe r €]0, 1] tel que p = p(r)} contre '’hypothese alternative H; =
{p # p(r), r €]0,1[}. Les probabilités théoriques sont alors py(r) = 75, p1(r) =
( )X —7r)r*, ... ps(r) = (1 —r)°. L'estimateur du maximum de vraisemblance
de la frequence r est la fréquence empirique 7. Les statistiques du y? sont :

¢ = nzs: (B —?i(f))Q ot 25:
i=0 !

p =0

) 7))2

Elles convergent en loi sous Hy vers la loi du x2 & 6 —1—1 = 4 degrés de liberté
et elles divergent sous Hy. (On a retiré un degré de liberté pour l’estimation
du parametre r de dimension 1.) Donc, les régions critiques W {(
21—a(4)} définissent des tests convergents de niveau asymptotique a. Les p-
valeurs asymptotiques (non uniformes) sont p-val®) = P(Z > C,(f)pbs), ou Z est
de loi x2(4).
L’application numérique donne (U )obs 996t §(2 )obs 101 et pour o = 0.01,
21—a(4) ~ 13.3. Les p-valeurs asymptotiques de ces tests sont p—val(l) ~ 0.057
et p—val(z) ~ (0.040. Donc, on accepte I’hypothese selon laquelle les naissances
des garcons suivent une loi binomiale.

A

Erercice IX.19. 1. On teste si les données suivent la loi binomiale p = B(12,1/2) :
Hy = {p = p°} contre I'’hypothese alternative H; = {p # p’}. Comme les
nombres d’observations dans les cases 11 et 12 sont inférieures a 5, on regroupe
les cases 10,11 et 12, et on remplace p°(10) par p{; + p¥; + pdy. Les statistiques
du x? empirique sont :

10 0\2 10 0\2
(O (pi — ;) et ¢ (Pi — i)

Les statistiques (C,(f), n > 1) convergent en loi sous Hy vers un x? avec 11 —1 =
10 degrés de liberté et divergent sous Hi. Donc, les régions critiques qui) =
{Q(f) > 21_4(10)}, ot z1_4(k) est le quantile d’ordre 1 — a de la loi du x? &
k degrés de liberté, définissent des tests convergents de niveau asymptotique
a. Les p-valeurs asymptotiques sont p—val(i) =P(Z > (,(f)’Obs)
x*(10).
L’application numérique donne (y (D:obs 34 et (r(Lz)’Obs ~ 35. Pour a = 0.05,
21-a(10) ~ 18. Les p-valeurs asymptotiques de ces tests sont p—val(l) ~ (0.0006

et p—val(z) ~ (0.0004. Donc, on rejette I’hypothese nulle.

, ou Z est de loi
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2.

On teste si les données suivent la loi binomiale p(r) = B(12,r) et r inconnu :
H, = {il existe r €]0, 1] tel que p = p(r)} contre '’hypothese alternative H; =
{p # p(r),r €]0,1[}. Les probabilités théoriques sont alors po(r) = (1 — r)2,
pi(r) = (112)(1 — e pro(r) = (}g)(l —7)2r10 4 (3)(1 —r)rit 4 12,
L’estimateur du maximum de vraisemblance de la fréquence r, la probabilité
d’obtenir un 5 ou un 6 lors d’un lancer de 12 dés, est la fréquence empirique :

A itgili
12372, N;
Les statistiques du x? sont :
10 , . A\ 2 10 . N2
O o 2 b /100) RPRRPIC NN o et 10D
! zz:; pi " ; pi(7

Elles convergent en loi sous Hy vers la loi du x2 4 11—1—1 = 9 degrés de liberté
et elles divergent sous Hi. (On a retiré un degré de liberté pour 'estimation
du parametre r de dimension 1.) Donc, les régions critiques Wéi) = {gﬁf’ >
21-(9)} définissent des tests convergents de niveau asymptotique «. Les p-
valeurs asymptotiques (non uniformes) sont p-val®) = P(Z > Cr(Li)’Obs), ou Z est
de loi x2(9).
L’application numérique donne # ~ 0.338 (avec lintervalle de confiance de
niveau asymptotique a 95% [0.332,0.343)), <7(11)70bs ~ 8.2 et Cr(?)pbs ~ 84 et
pour a = 0.01, 21_4(9) ~ 16.9. Les p-valeurs asymptotiques de ces tests sont
p—val(l) ~ (.51 et p—val(z) ~ (.50. Donc, on accepte ’hypothese selon laquelle
les dés sont également biaisés.

A

XIII.10 Intervalles et régions de confiance

FExercice X.1. 1. On a :
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1 [~ 1 [~
Ey[X] = §[F ze P70 gy = §A (u+0)e” " dz = 0.

On obtient également Eg[X?] = 2 + 62 et donc Varyg(X) = 2. D’apres la mé-
thode des moments, on en déduit que la moyenne empirique 7}, = X,, est un
estimateur de 8. De plus, c’est un estimateur convergent par la loi forte des
grands nombres.
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2. Le théoreme central limite assure que 'intervalle de confiance :

I, = Xn + ¢1—a/2 V 2/n:| )

olt P1_q 2 est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi gaussienne centrée réduite
N(0,1), est de niveau asymptotique 1 — «. Pour un niveau asymptotique de
confiance de 95%, on obtient P1-a/2 = 1.96 et, avec n = 200, il vient :

I, ~ [X, £0.2].

Ezxercice X.2. 1. Soit ' > 6. Le rapport de vraisemblance est :

pn(m]_, ey T 9/) . ( 9 >n l{maxlﬁiﬁ’” z; <6, inflgign SCZZO}
pn(xly---axn§9) 0

1{max1§z‘§n ©;<0, inf1 << 2,20}
Si0 < maxi<i<n x; < 6, alors on a :

pn(xlw"vwn;el) _ <9>”

Pr(X1y ... 20 0) o'

et si maxj<;<, x; > 6, on pose :

Pz, .. 200"
Prn(x1, ..., 20;0)

= +00.

Le rapport de vraisemblance est donc une fonction croissante de la statistique
de test ¢, = maxi<;<, X;. Comme la statistique de test possede une densité,
il existe un test U.P.P donné par la région critique W,, = {(,, > 24}, ol z, est
déterminé par a = supy<q, Py(W5). Il reste encore a déterminer z,. Pour cela,
on calcule la fonction de répartition de (, :

0 six <0,
Po(¢n <) =Pp(X1 < )" = ¢ (/0)" si0<x <0,
1 sixz > 0.

Il vient donc o = supg<g, (1 — (2/6)"). Comme le maximum est atteint pour
0 = 6, il vient :
Za :90(1—04)1/".

En conclusion, on obtient la région critique suivante :

Wy = {Cn > 00(1 - a)l/n}.
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2. Comme 0 < zo, < 0,0n a:
p(0) =Pg(W,) =1 —-Py(¢n < 20) =1 — (20/0)" =1 — (1 —)(6p/0)".

3. Pour 6y = § et o = 5%, on obtient z, = %(0.95)1/”.

4. 11 faut choisir n tel que :

1/2\"
1-095 (L=} >o.
095<3/4> > 0.98,

soit n = 10. Sin = 2, on obtient p(3/4) =~ 0.578. Plus n est grand, plus p(6) est
proche de 1. L’erreur de deuxieme espece est proche de 0 quand n est grand.
(En effet le test associé a la région critique W), est convergent.)

5. C’est un cas particulier du test précédent. On conserve le méme test.

6. D’apres ce qui précede, on a :

0 0
1—ao =1 n > 7 =1-TF n R
“ 6<<_kzn> 9<<<kzn>

Comme k, > 1, ceci entraine que :

n 1/n
1—0/21—(%) soit k‘n:<$> .

Comme 6 > (,, on obtient 'intervalle de confiance de niveau (exact) 1 — o’

pour 6 :
1 1/n
I, = Cm (J) Cn .

7. La fonction de répartition F,, de n(f — (,) est, pour = >0 :

Fu(z)=1—PBe(n(0 —Cp) >a) =1 — (1— %)"

En particulier, la suite de fonctions de répartition (F,,n € N*) converge vers
la fonction F' définie par :

Fz)=1-¢2% siz>0et F(z)=0 siz<0.

Ainsi la suite (n(6 — ¢,),n € N*) converge en loi vers une loi exponentielle
de parametre 1/6. En particulier la suite (n(1 — % (n),n € N¥) converge en loi
vers une variable aléatoire Y de loi exponentielle de parametre 1. Comme les
variables aléatoires exponentielles sont continues, on a :
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n—oo

1
Py <0§n(1—§§n)§a> — s PO<Y<a)=1-¢°.

—a

Pour a = —log(a/),ona1l—e~® =1—a' =. On en déduit donc que lintervalle

de confiance :

g [Cn; +00] sin < —log(a),

" GG/ (1 +Tog(al)/n)] - sin > —Tlog().
est de niveau asymptotique 1 — o/. Comme (1/a/)Y/™ < 1/(1 +log(e/)/n) pour
tout o/, n tels que n > —log(a’), on en déduit que I,, C J, et donc l'intervalle

de confiance .J,, est en fait de niveau 1 — o/ par exces.
A

Ezercice X.3. 1. On a par indépendance :
_ 1—
Var,(X5,) 3 ZVarp M <

On pose :

_ 1
IW=|X, + .
" [ 2\/%]

Comme E,[X,,] = p, il vient :

P,(p ¢ I}) =P, <\Xn —p| > > < 4an Vary(X,,) =

1
2/ an

est un intervalle de confiance de p de niveau par exces

On en déduit que IT(LI)

1—o.

2. On déduit de la loi forte des grands nombres que X, (1 — X,,) est un estimateur
convergent de 02 = p(1 — p). On déduit du théoréme central limite et du
théoreme de Slutsky que :

Xn —p en loi

n — —

G,

ou G est de loi gaussienne centrée N (0,1). On en déduit donc que :

¢1—a/2
7

ol ¢1_q/2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N(0,1), est un intervalle de
confiance de p de niveau asymptotique 1 — a.

1@ [Xn L
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3. On déduit du théoreme central limite que (g,(X,,p), n € N*) converge en loi
vers GG. On considere :

«@ ¢ «@
1@ = [ Xt —— | P1-oy2 Va1 - X, 4 Dot
" 1+¢1 a/2 \/ﬁ 1+ 1 a/2

Onapce€ I1Y si et seulement si n(Xn,p) € [£h1-a/2]- On en déduit que oS
est un intervalle de confiance de p de niveau asymptotique 1 — a.

4. On pose :

1(4) |:X + ¢1—a/2:| ‘

2y/n
Comme X,, € [0,1], on en déduit que Ir(f’) C IT(LA‘) et donc [724) est un intervalle
de confiance de p de niveau asymptotique par exces 1 — a.

5. Soit g(z) = arcsin(2z —1). On a ¢'(z)/z(1 — x) = 1 pour  €]0, 1[. On déduit
du théoreme central limite que (v/n(g(X,)—g(p)),n € N*) converge en loi vers
opG, ol 0']% = ¢ (p)?p(1 — p) = 1. On en déduit donc, en inversant la fonction

g que, pour [arcsin(ZXn —-1)+ %7—\/%/2] C|-m/2,7/2] :

6 = [% + % sin <arcsin(2Xn -+ ¢1\;%/2>}

est un intervalle de confiance de p de niveau asymptotique 1 — «. Si la condition
[arcsin(ZXn -1)+ M] C [-m/2,7/2] n’est pas satisfaite, il faut étre plus

Vn

précis lors de I'inversion de la fonction p — arcsin(2p — 1).
6. On déduit de 'inégalité de Markov que, pour A > 0 :

]Pp(Xn > (I) — ]P)p (e)\Xn—)\a > 1) S Ep |:e)\)_(n—)\a:| — e—)\a (1 -p _|_pe)\/n)n

Le terme de droite est minimal pour A = nlog(a/p) —nlog((1 —a)/(1 —p)), et
on obtient :

Pp(X, > a) < eTMh(a) o Hy,(a) = alog(a/p)+(1—a)log((1—a)/(1—p)).
Par symétrie, on obtient pour p > a > 0 :

Pp(X, <a)=P1_p(X, >1—a) < e nHi-p(1=a) — o=nHp(a)
La fonction a — Hp(a) est convexe (92H,(a) > 0), atteint son minimum en p

(0uHp(p) = 0) qui est nul, et diverge en 0 et 1. Il existe donc a;} et a;, tels que
0<a, <p<al <1let Hy(a®)=log(2/a)/n. On en déduit que :
1Y = [X, — (af —p), Xo— (a; —p)]

n

est un intervalle de confiance pour p de niveau par exces 1 — .
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7. Comme p € [0, 1], on considére la restriction des intervalles de confiance sont
sur [0,1] :

1
7D —
" [0’ 2\/an} ’

1 1 ¢1—a 2 ¢1 —a/2
(5) — - / ~ /
TAY [0, 5~ 3 cos< NG ﬂ o~ [0, n ] )

10 = 1[0, p—a;] = [ V2p(1 = p)log 2/04)] '

NG

Par ailleurs, on a P, (X, = 0) = (1 — p)". Les valeurs de p, pour lesquelles il

est raisonnable d’observer X,, = 0 (avec au moins une probabilité 1 — a) sont
telles que p <1 — (1 — a)l/” soit p dans l'intervalle :

I =170,1—(1—a)" ~[0, —log(l — a)/n].

Ceci signifie que pour X,, = 0, les intervalles de confiance L(@g) et IT(L5) donnent
le bon ordre de grandeur.
A

XIII.11 Problémes (probabilités)

Ezxercice XI.1. 1. La variable aléatoire X7 est de carré intégrable. La loi forte des
grands nombres assure que (R2/n,n > 1) converge p.s. vers E[X?] = 1. Comme
la fonction a — /a est continue sur |0, +o00[, on en déduit que (R, /v/n,n > 1)
converge p.s. vers 1.

2. Par indépendance, la variable aléatoire Y;, a pour densité :

1 n 2 1 2
— _Zk:1xk/2 - _ - —|yn| /2'
f(yn) (27‘1’)”/2 € (27‘1’)”/2 ¢
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E[g(@n—l)] = E[Q(Yn/|Ynm
= [ otwa/lonl) $) .
1 2
— —lyml*/2 4
/R /b)) e o
/ e gy / (dB_1) g(6n_1)
= o o " On— n— n—
Jo,+ocf (21)"/2 So
1
= / O'n—l(den—l) g(en—l)a
an_l Sn—l
ou /a1 = f]o +m[ﬁe_ri/2. On vérifie que a,,_1 = ¢,_1 en prenant
g = 1. On remarque que :
n—1 n/2—1
! = ! :/ - Nk dT:/ Y e dv:M7
Cn—1 Qp—1 10,+00] (271')"/2 10,+00] (271')"/2 (271')"/2

soit ¢,_1 = (2m)™2/'(n/2).

La question précédente assure que U™ a méme loi que /n@,_1 = v/nYn/ |Yal.
Ainsi, Ul(") a méme loi que /nX1/R,. La question 1 assure donc que p.s.
lim;,, y oo v/nX1/R,, = X;. Par convergence dominée, on a pour u € R :

n—oo

qj)Ul(n) (’LL) — Tpx/ﬁ)ﬁ/Rn (u) - K [eiu\/ﬁXl/Rn] E [eiqu] ]

Ceci assure que (Ul(n),n > 2) converge en loi vers Xj. (On aurait pu aussi
démontrer le résultat en utilisant le théoréeme de Slutsky.)
A

Ezercice XI1.2. 1. On note X le numéro de I'image dans la tablette k. Les variables
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aléatoires (Xy,k € N*) sont indépendantes et de loi uniforme sur {1,...,n}.
OnaT, =inf{k > 2; X € {X1,...,Xk_1}}. Soit k € {2,...,n}. On a {T,, >
k} ={T, > k—1,X; & {X1,...,X;_1}}. Par indépendance, on a P(X; ¢
{(X1,.... X }T > k—1) = 1 — 22 11 vient done P(T),, > k) = P(T,, >
k—1)(1- %) Comme P(T;, > 1) = 1, on en déduit donc que P(7,, > k) =
Hle (1 — =1). Cette formule est valable pour k € N*.

On a, pour z < 0, P(T,,/y/n < z) =0. Soit z > 0. On a :
B(T,/v/n < 7) = 1~ B(T, > [Vima]) = 1 — 5 050

Pour i € {1,...,[y/nz]}, on alog(l — =1) = =1 + (27_1—%)29((2 —1)/n), ou g
est une fonction bornée. On en déduit que :
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Wﬂl - o L (] - 1)+ o2
Z; og(l — ——) =~ o [vnal([Vna] = 1) + O(n™ /7).

On en déduit donc que pour tout € R, on a lim, o P(T,,/v/n < z) = F(z)
avec F(z) = (1 — e ®*/2)1,-¢. La fonction F est croissante nulle en —oco et

vaut 1 en +o0. Il s’agit de la fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle X.

3. Comme la fonction F est continue et de classe C' sauf en 0, on en déduit que
la loi de X possede la densité F/(z) = 2ze™" 103

4. Comme P(X? < z) = P(X < /2)1(m0p = (1 —e_x/Q)l{x>0}, on en déduit que
X2 est de loi exponentielle de parametre 1/2.

5. On a py = P(T}, > k) avec n = 365. On obtient les approximations suivantes :
pe =P(T), > k) = P(T,,/v/n > k//n) ~ e ¥ /2
En utilisant cette approximation, on obtient pour n = 365 :
po3 ~ 0.484, pgo~0.112 et psge ~ 2107,
Les valeurs exactes (& 1073 prés) sont :
pog =~ 0.493, pgo >~ 0.109 et p3g6 = 0.

A

FEzxercice XI.3. 1. Les variables aléatoires sont indépendantes et de méme loi uni-
forme sur {1,--- ,n}.

2. On décompose suivant la valeur de la premieére image, et en utilisant 'indépen-
dance, il vient :

P(Ty=0)= > P(Xy=j;-, X = j; Xpq1 #J)
1<j<n

= 3 P(X1 =) B(Xer # )

1<j<n

SO
(-5

Donc la loi de T5 est la loi géométrique de parametre (1 — %)
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3. On décompose suivant les cas possibles pour les images.
4. On déduit de la formule précédente en utilisant I'indépendance que :

P(Ty = 05, T3 = l3) =n(n—1)(n —2) <l>22 1 <2>23_1 1

n n \n n

ORI

En utilisant la formule des lois marginales, on obtient :

P(Ty =l3) = > P(Ty =5, T3 = l3)
l2>1

(-HE”

Donc la loi de T3 est la loi géométrique de parametre (1 — %)

5. On a pour tous lo € N* et (3 € N* que P(Ty = b, T3 = l3) = P(Ty = lo)P(13 =
¢3). Donc Ty et T3 sont indépendants.

6. La variable aléatoire T} représente le premier instant ol ’on obtient une nou-
velle image alors que ’on en possede déja k— 1. Elle est donc de loi géométrique

de parametre p, ou p est la probabilité de succes : obtenir une nouvelle carte
k — 1
alors que l'on en possede déja k — 1. On a ainsip=1— ——
n

7. On a par linéarité de l'espérance :

=" ];Tk ZETk Z —/<:+1 Z--

k=1
On en déduit que E[N,] = n (log(n) + O(1)).

8. On a par indépendance :

n

Var(N,,) = Var (Z Tk> = ZVar(Tk) = Z (;lfkki__i_li)g
k=1

k=1
- " n2 _ n
_k:l(n—k‘+1)2 (n—k+1)
n n
1 1
=n')
=n -—2—”2‘-
= =
7T2
:n2€+0(n2)
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9. On a 12502y < x2e72 pour tout = € R et € > 0. Par monotonie de I’espérance,

il vient :
Pl 1| <) =® (&~ 1)] |

10. On a :
2
N, _q
(s )
s . Ny .
On en déduit que pour tout € > 0, lim P <‘ - 1‘ > E> = 0. Donc la suite

n—00 E[Ny]
N, E[N,
" _ n e N*| converge en probabilité vers 1. Comme lim [NVn]
E[Ny] n—oo nlogn

E[Nn]

1{‘ . _1‘2>€2}] <e’E

n2
= mwxr(Nn) =0 (W) =0 ((logn)™?).

=1, on

N,
en déduit que la suite (17”, n e N*) converge en probabilité vers 1.
nlogn

De plus, on peut montrer que la suite <—" —logn,n € N*> converge en loi
n

vers une variable aléatoire continue dont la densité est f(z) = e Te ® , z € R
appelée loi de Gumbel (voir 'exercice XI1.4). A

FEzercice XI.4. I Comportement asymptotique de X () = Z,?:l Y;.
1. En utilisant I'indépendance, on a pour x > 0 :

P(X() <z)=P(max X; <z) =P(X; <z)-P(X, <z) = (1—e )"

1<i<n

2. On détermine la fonction de répartition. On a pour z + A"!logn >0 :

—Az\ "
P(X(ny — A M logn < 2) =P(X(,) <o+ A" 'logn) = <1 - - > :

Cette quantité converge vers F(x) = e~ e pour tout x € R. Comme
lim, oo F'(z) = 0 et limg, 400 F(x) = 1, on en déduit que la suite (X(,) —
A~1llogn,n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire Z de fonction de
répartition F. La loi de Z porte le nom de loi de Gumbel.

3. Ona f(z) =e ®e ¢ " pour x € R; la fonction f est représentée dans la figure
XIIL1. On obtient e~ ¢ * = 0.025 soit a ~ —1.3 et e ¢ = 1 — 0.025 soit
b~ 3.7.
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0.4

0.3 4

0.2 -

0.1+

0.0 : ; :

Figure XIII.1. Densité de la loi de Gumbel.

IT Loi du vecteur (Y1,...,Y,).

1. Comme les lois possedent des densités et que les variables aléatoires sont indé-
pendantes, P(X; = X;) = 0sii# j. En effet, on a :

P(X; = X;) =E[l{x,x,}] = /R2 Limpp A e MY dady = 0.
+

2. Ona:
P(3i # j; Xi = X;) < ) _P(Xi = X;) = 0.
i#]
Pour presque tout w € 2, les réels X;(w),...,X,(w) sont distincts deux a

deux. Il existe donc un unique réordonnement croissant.

3. Par la formule de décomposition, on a :

E[g1(Y1)g2(Y2)]
= Elg1(X1)g2(X2 — X1)1{x, <x,3] + Elg1(X2)g2(X1 — X2)1(x,<x,3]

= 2/91 (x1)g2(x2 — x1)1{0<m1<m2})\2 e MITAT2 o g

= 2/91(331)92(y2)1{0<x1}1{0<y2})\2 e ATV dyy,

ou on a posé Yo = ro — T1, a x1 fixé. Il vient :
Elg1(Y1)g2(Y2)] = /91(@/1)92(@/2) 202 e PR 1 o om0y dyidys,
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ou on a posé y; = x1. En faisant go = 1, on obtient :

Elg1(Y1)] = /91(@/1) 222 e PMITNR 1 o g,s0y dyidy

= /91 (yl) 2\ e P 1{y1>0} dyy.

On en déduit que la loi de Y7 a pour densité fy, (y1) = 2\ e~ 1¢y,503- On
reconnalit la loi exponentielle de parametre 2.

. Un calcul similaire montre que la loi de Y5 est la loi exponentielle de parametre
A fyy(y2) = Ae Az 144,503 On remarque enfin que pour toutes fonctions
g1, g2 mesurables bornées, on a :

E[g1(Y1)g2(Y2)] = E[g1(Y1)]E[g2(Y2)].

Cela implique que les variables aléatoires Y7 et Yo sont indépendantes. La
densité de la loi du couple est donc la densité produit : f(yhyQ)(yl,yg) =

Iy (Y1) fra (y2)-

. En décomposant suivant les évenements {X,(1) < -+ < Xy}, et en utilisant
le fait que (Xy(1y,- -+, Xo(m)) et (X1,...,Xy) ont méme loi, on a :

E[g1 (3/1) e gn(Yn)]
= > Eln()- “In (Vo) Lix, ) <c Xy}

O'ESTL

= Z E[gl (Xa(l)) T gn(XJ(n) - Xa(n—l))1{XU(1)<~~~<XU(")}]'
O'ESTL

= Z Elg1(X1) - gn(Xn — Xn-1)1ix, <ocx,})-
O'GSn

=n! E[gl(Xl) e gn(Xn — Xn_l)l{X1<---<Xn}]
=t [ gr(en) - gularn = 20
liocai<<an) e A iz wi dry---dz,.

Pour vérifier que (X,(1),...,Xo@m)) et (X1,...,X,) ont méme loi, on re-
marque que pour u = (uy,...,up) € R" on a, en utilisant la notation
Ug—1 = (Uy=1(1)5- -+ Ug—1(p)), 'indépendance et enfin le fait que les variables
aléatoires X1,..., X, ont méme loi :
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Yex (1)5+X o ))(“) = [ DS ’““’f] =E [e’z?:l Xj“o*(j)}

E [einuo_l(j)]

Il
=

j=1
n
— H E [eixluk]
k=1
= w le 7Xn ( )
On en déduit donc que les vecteurs (Xo(1), - -+, Xo(n)) €t (X1, .., X;,) ont méme
loi.
6. On considere 'application ¢ définie sur R™ par ¢(z1,...,2y) = (Y1,-.-,Yn), OU

y1 = x1 et pours > 1, y; = x;—x;_1. L’application ¢ est un C'' difféomorphisme
de louvert {(z1,...,2,);0 < 1 < -+ < z,} dans louvert {(y1,...,yn) €
10, +o00["}. Le Jacobien de I'application ¢ est :

0 ... 0 —-11
Son déterminant est det(Jac[¢](x)) = 1. On remarque que x; = Zé-:l yj, et
donc il vient :

dom=D D> U= Z%Zl—z (n =5+ y;.
i=1 j=1

i=1 j=1

On en déduit en faisant le changement de variables (y1,...,yn) = @(z1,...,2y),
que :

E[gl (Yl) e gn(Yn)]
=n! /gl (1) gn(@Tn — Tn—1) Vo <ocany A" e A Xi=1 T gy - day,

= /gl(yl)'"gn(yn)1{0<y17...70<yn} At e ARG Iy - dy,.
En posant g; = 1 si j # 4, on obtient :
Elgi(Vi)] = n! /gi(yi)1{0<y17...,0<yn} A e A= Iy -y,

_ /gz(yz) 1{0<yi}(n — i+ 1))\e—)\(n—i+1)yi dyz

280



XIII.11 Problémes (probabilités)

La loi de Y; est donc une loi exponentielle de parametre n — i+ 1. On remarque
enfin que pour toutes fonctions g1, ... g,, mesurables bornées, on a :

Elg1(Y1) - gn(Yn)] = E[g1(Y1)] - - - E[gn (Y2)].

Les variables aléatoires Y7,...,Y,, sont donc indépendantes. La densité de la
loi du vecteur (Y7,...,Y,) est donc le produit des densités des lois marginales.

7. Comme X, = > ,Y;, on apour u € R, en utilisant I'indépendance des
variables aléatoires Y7,...,Y}, :

n

wm)(u):wzy_mwzg anﬁfl — 1_1

=1

ITI Application

1. Laloi de T},— 41 est la loi géométrique de parametre k/n. La fonction carac-
téristique de la loi de —T},_j41.,, est pour u € R :
n
k eiu/n k

Prnlt) = 1 (1= Eyeiw/n k- )

k
On pose 9i(u) = P La suite (¢r,,n > k) converge vers vy, fonction

caractéristique de la loi exponentielle de parametre k. On en déduit que la suite

1
(— Ty —k+1,n.n = k | converge en loi vers la loi exponentielle de parametre k.
n

On regarde plus en détail 9y , — ¥5. On a :

k etu/n k
nil—(1—Eyewn k—iu
B k k
T k—n(l—e/n)  k—iu
—iu+n(l — /)
(k — iu)(k — n(1 — e-iu/n))

Yrpn(u) — i (u) =

2
n . .
< C—, ou C est une constante in-
n

On a

<let ‘—zu—kn(l e~/

k —iu

> |k —n(1 — cos(u/n))|.
Comme |1 — cos(z)| < 22/2, on en déduit que pour u fixé, et n assez grand,
on a n(1 — cos(u/n)) < u?/2n < 1/2. Pour tout k € {1,...,n}, on a alors

dépendante de n et w. Enfin, on a ‘k; —n(l- e—iu/n)
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‘k —n(l— e_i“/”)‘ >k —1/2 > k/2. On en déduit donc que pour tout u € R,
il existe n(u) fini, tel que pour tout n > n(u) et k € {1,...,n}:

(1) — ()] < % 20u2,

Quitte & remplacer C' par 2Cu?, on obtient bien la majoration (XIL.1).

. Comme les Variables aléatoires T ,..., T, sont indépendantes, on a donc

(N /n H i n(uw). On déduit de la derniere question de la partie II que :

[ () = W ()| =

H Vi) = [ vr(u)
k=1 k=1

Toute fonction caractéristique est majorée en module par 1. On obtient donc
en utilisant (XI1.2) :

logn

‘ﬂwn/n() Vx (U ‘ ZWJM —p(u)| <C

n

On utilise les fonctions caractéristiques. 11 vient :

|¢(Nn nlogn) /n( ) TZJZ( )‘
< ‘Qp(Nn—nlogn)/n(u) _w(X(n)—nlogn)( ‘ ‘w(X(n) nlogn( ) ¢Z( )‘

Apres avoir remarqué que :

w(Nn—nlogn)/n(u) - w(X(n)—nlogn) (u) = e—iu rlogn (¢Nn/n(u) - ¢X(n) (u)) )

on en déduit que :

|¢(Nn nlogn) /n( ) TZJZ( )‘
< ‘wNn/n(u) _wX(,L)( ‘ ‘iﬁ(x(n) nlogn( ) wZ( )‘
Soit u € R fixé. Le premier terme du membre de droite converge vers 0 quand
n tend vers l'infini. On déduit de la convergence en loi de la suite (X, —

nlogn,n € N*) vers Z, que le deuxieme terme converge également vers 0
quand n tend vers l'infini. Par conséquent, on a :

lim wNn nlogn) /n( ) wZ( )

n— o0

La suite (n=1(N,, — nlogn),n € N*) converge en loi vers Z.
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4. Les points de discontinuité de la fonction 1y, () sont {a,b}. Comme P(Z €
{a,b}) =0, on déduit de la question précédente que :

nli_)n;O]P’((N —nlogn)/n € [a,b]) =P(Z € [a,b])
“+oo
—1—/ f(z d:n—/ f(z) dz.

Comme P ((N,, —nlogn)/n € [a,b]) = P(N,, € [an + nlogn,bn 4+ nlogn]), on
en déduit que I,, = [an + nlogn,bn + nlogn| est un intervalle aléatoire conte-
nant IV, avec une probabilité asymptotique ff f(x) dx. On choisit par exemple
a et b tels que :

/a f(z) de = o f(z) dz = 2.5%,
—00 b

soit a = —1.31 et b = 3.68.

5. Pour n, on note r, = nlogn le nombre moyen de plaquettes a acheter pour
avoir une collection complete, et I, 'intervalle aléatoire contenant avec une
probabilité asymptotique de 95% le nombre, N,,, de plaquettes que l'on doit
acheter pour avoir une collection complete. Les valeurs de r, et I,, en fonction
de n sont données dans le tableau XIII.4.

n Tn I,

151| 758| [560,1313]

250{1380|[1054, 2299]

Table XIII.4. Valeurs de r, et I, en fonction de n.

FEzxercice XI1.5. 1 Préliminaires

1. Le temps moyen est E[T}] = 1/A.

2. On considere les fonctions caractéristiques. Par indépendance, on a pour n > 1
etueR:

Yy, (u) = ;;1TZ-(U):H1/’T2‘(“) pZ(A:\iu>n'

On reconnait la fonction caractéristique de la loi gamma de parametre (A, n).
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3. OnaP(N; =0) = P(T} >t) =e M.
4. Ona{Ny =n} ={V, <t <V, +Tht1}.

5. Soit n > 1. Comme V,, et 1,11 sont indépendantes, on a :

P(N;, = n) = P(V,, <t < Vj + Tps1)

1 n, n— — AV — AW
:/1{U<t<v+w}m)\ v 1e A 1{v>0})\e A 1{w>0} dvdw

1
= / Nl e A y g 1ocv<t<wto} dvdw

(n—1)!
1 n, n—1_—v _—A{t—v
:/W)\ v 16 X € )\(t )1{0<U§t} dv
1 n _— n—
= (n — 1)' e At/'l) 11{0<v§t} dv
_oa A"
N n!

On reconnait la loi de Poisson de parametre At.

IT Les temps moyens

1. Comme ZlNztl T; > 0, on en déduit que p.s. R; < t. Donc P(R; <t) =1. On a
{N; =0} ={R;=t}. Doncsir <t,ona:

P(R; <r, S <s,N,=0)=0.
Sir>t,alorson a:
P(R; <7,8; <5,N;=0)=P(t <Tjy <t+s)=e 1—e ).
2. Soit n > 1. On pose [ =P(R; <7,5: <s,N;=mn). On a:

I=Pt—-V,<r,Vo+Tht1 <t+sV,<t<V,+Thi1)
=P((t—r) <V, <t<Vpo+Th41 <t+5)

1 1 _
= /1{t—r<v<t<v+w<t+s} =1 X" e gy A e 1oy duduw,

car les variables V,, et T),11 sont indépendantes. Il vient :
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1 n, n— — AV — AW
I = /1{(t—T)+SvSt}m>\ v le A l{t_v<wgt+s_v})\e A dvdw

1 n, n— —AV [ — —v —AS
:/1{(t—r)+SvSt}m>‘ v e e Y1 — o) du
1 n o —\ —\s n—1
= oD Ne M1 —e )/1{(t—r)+§v§t}v dv

=ML ()

3. En décomposant suivant les valeurs possibles de V¢, on obtient :

P(RtST,StSS):ZP(RtST,St §5,Nt:n)

n=0

_ s A" n n
—e )\t(l—e A){l{r>t}+Zm[t —(t—T)+]}
n=1

— e—)\t(l o e—)\S) {e)\t . e)\(t—r) 1{r<t}}
=(l-e ™)L —eM1papy).

4. Comme R; <t p.s.,onaF(s)=P(S; <s)=P(R <t,8 <s)=(1—-e).
Comme S; est positif p.s., on en déduit que sa fonction de répartition est
F(s) =(1- e_)‘8)1{5>0}. On reconnait la fonction de la loi exponentielle de
parametre A. Donc la loi de S; est la loi exponentielle de parameétre A.

5. La variable aléatoire S; est p.s. finie. On en déduit que :
P(R; <r)= sli>nolo PRy <7, S <s)=(1- e AT 1cn)-
On calcule la fonction de répartition de min(77,t). On a :
P(min(7y,t) <7r) = 1gsn + 1{T<t}IP>(T1 <r)=(1- e M 1{r<t})'

Comme les fonctions de répartitions caractérisent la loi, on en déduit que R;
et min(7},t) ont méme loi.

6. Le temps moyen d’attente d’un bus quand on arrive a l'instant ¢ est E[S;] = 1/A.
L’écart moyen entre le dernier bus juste avant l'instant ¢ et le premier bus juste
apres U'instant t est E[S; + Ry] = E[Sy] + E[R;]. On a :

E[R,] = E[min(T}, )] = / min(w, A e 1oy oy dw

t o0
:/ whe M dw—l—/ the ™ dw
0

t
1 _
:X(l—e At).
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2 1
On en déduit donc que E[S; + Ry = SNEDY e M. L’écart moyen entre le dernier

bus juste avant I'instant ¢ et le premier bus juste apres I'instant ¢ est donc
différent de I’écart moyen entre deux bus! Le client et la société de bus ont
tous les deux raison.

IIT Loi du temps entre deux passages de bus

1. OnaP(R; <1, S <s)=P(R <r)P(S¢ < s) pour tout 7, s € R. On en déduit
que les variables R; et S; sont indépendantes.

2. On remarque que U; a méme loi que Wy = min(71,t) + T». Comme T} est une
variable aléatoire finie p.s., on en déduit que lim; o, Wy = 17 + T pour la
convergence p.s. En particulier la suite (W, t > 0) converge en loi vers 11 + T5.
Comme U; a méme loi que Wy, on en déduit que la suite (U, t > 0) converge
en loi vers T} + T, de loi gamma de parametre (A, 2).

3. On remarque que (R, St) a méme loi que (min(77,t),75). Soit g une fonction
bornée mesurable. Pour tout ¢ > 0, on a :

Elg(Ur)] = Elg(R; + S¢)] = E[g(min(Ty,t) + T3)]

= / g(min(ty,t) +t2)A2 e M2 1 oy dtidts
=M /g(t + o) he M2 1{o<t,y) dto
+ /9(’51 + tg) A% e M HR) Lio<t; <t,0<ty) dt1dis
= / glwre ™ 1y du
+ /Q(U))\2 e M Lty cuctts,0<ts) dudts
= [tn e (Lcuy + M (1= )1 cy) d
= /Q(U))‘e_)\u (AU1{0<u§t} + (Mt + 1)1{t<u}) du.

Donc la loi de la variable aléatoire Uy est de densité A e " [Mulgocy<yy + (A +
D1{rcuy)-
A
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Ezxercice XI.6. 1 Le temps d’attente a ’arrét de bus

1. La variable aléatoire aU est de loi uniforme sur [0,a]. Il est donc naturel de
choisir U S,,, avec U indépendante de S,,, pour modéliser une variable aléatoire
uniforme sur [0, Sy, ].

2. Pour toute permutation o de {1,...,n}, la variable aléatoire (To(i), 1<i<n)
a méme loi que (T;,1 < ¢ < n). Comme S, = Y i, 1), on en déduit que
T5(1)/Sn a méme loi que Xi/S,.

3. On en déduit que :
o] -2e 5] -2e 3]

4. Par indépendance (U, Z) est une variable continue de densité 1o j(u) fz(2), o
fz est la densité de la loi de Z. Par Fubini, on a :

e 2)) = [ ot iy @2(e) dudz = [ ([ otz n) seterae

:E[/Oldugp(u,Z)]

Pour 1 <k <m,on a{N} =k} ={U €]Sk_1/Sn, Sk/Sn]}. On en déduit d’apres
(XIL.3) que :

P(N; = k) = E [Lwe)s,_,/5n.50/5.0)] = E [_k - 1} -F [_ﬂ T

On observe que la loi de N} est la loi uniforme sur {1,...,n}.
5. On a:
Elg(T, ZE Lin; =y 9(Th)] ZE [Lwersi/sn5isr/5a019(Tk)]
k=1 k=1

Ty
= e[ Eom]
k=1
TlTl
=E | —g(T
o).
ou l'on a utilisé (XI.3) pour la troisieme égalité et le fait que (T,T%/Sn) a

meéme loi que (77,71/5,) pour la derniere égalité.
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10.

Par la loi forte des grands nombres, on a p.s. lim,,_,o Sp/n = p. Comme 7' > 0
p.s., on en déduit p > 0. La fonction = — T} /x est continue en p. On en déduit
que p.s. lim, oo nT1/S, = X avec X =T} /p. On a E[X] = 1.

On a |p4+(z) — ¢+ (y)| < |z — y| pour tout z,y € R. La fonction ¢ est donc
continue. Si z > y > 0,ona py(r —y) =x—y < z.Siy >z >0 on
a py(x —y) =0 < x. Donc, pour tout z > 0, y > 0, on a pi(z —y) <
x. On considere Y,, = ¢4 (X — X,,). D’apreés la continuité de ¢4, on a p.s.
lim,, o, Y, = 0. De plus |Y,,| < X, et X est intégrable. On déduit du théoréeme
de convergence dominée que lim, o E[Y,] = E[lim,~ ¥5,] = 0.

L’égalité || = —x + 24 (x) est évidente. On a :
EHX - XnH = E[_X + X + 204 (X — Xn)] = 2E[§0+(X - Xn)]

On en déduit donc que li_)m E[|X — X,|]] =0.
On pose ¢ = sup{|g(x)|,x € R}. OnaE[g(T})] = E[Xg(T1)]+E[(X,,—X)g(T1)].

On remarque que :

[E[(Xn — X)g(T1)]] < E[|X, — X| [g(T1)]] < cB[| X5 — X].

n—o0

Ceci assure que lim E[g(T))] = E[Xg(T1)] = %E[Tg(T)].

On choisit g(z) = e™*. D’apres la question précédente, on a lim Yrx(u) =
n—oo

1 .
—E[T eZ“T]. Le théoreme de convergence dominée assure que ’application u +>

E[T e“T] est continue en 0. Cela implique que la suite (T;¥,n > 1) converge en

loi vers une limite, 7%, de fonction caractéristique 1= (u) = m R[T 1.

IT Loi biaisée par la taille

288

1 Var(T) + E[T)? 2

Ona BT = Ly = VIO HEIT L o Légalité a lieu si et
0 1 I

seulement si 0% = 0, c’est-a-dire que p.s. T est égal & une constante.

_ !

.OnaE[g(T")] = p E[Ty(T)] = % /g(t) tf(t) dt pour toute fonction g bornée

mesurable. Ceci implique que T™ est une variable aléatoire continue de densité
t

) =—f(@).
1

Onap = 1/\, et T* a pour densité \>t e 1¢~0y- On reconnait la densité de la
loi I'(), 2). En utilisant les fonctions caractéristiques, on a que la loi de T+7" est
laloi I'(A, 2). Donc T* a méme loi que T+7". Il vient E[T*] = E[T+T"] = 2E[T].
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4. Soit a > a’ dans [0, u]. Pour z €]d’, al, on a (z — ) < 0. 11 vient :
Gla) — G(d') = B(T — iYLy (T)] < 0.

Ceci assure que G est décroissante sur [0, x|. Un raisonnement similaire as-
sure que G est croissante sur [pu,00[. On en déduit que G est majorée par
max(G(0),limg—00 G(a)). Comme cette derniére quantité est nulle, on en dé-
duit que G(a) < 0. Comme :

Gla) =E[T1lr<qy] — pE[Lir<gy] = p (P(T" < a) = P(T < a)),
on en déduit que P(T* < a) < P(T < a) pour tout a € R.
5. Soit z € R, on a:
P(F;'(U) < 2) =P(U < Fz(2)) = Fy(2),

car Fz(z) € [0,1]. On en déduit que F;(U) et Z ont méme fonction de répar-
tition et donc méme loi.

6. Soit F' (resp. F\) la fonction de répartition de T' (resp. 7). Soit U une variable
aléatoire uniforme sur [0,1]. La variable T = F~(U) (resp. T* = F,1(U)) a
méme loi que T" (resp. 7). On a vérifié que F'(z) > Fi(z) pour tout x € R. Ceci
assure que pour tout u €]0,1[, on a F~(z) < F.'(x), et donc p.s. T < T*.

A

Ezercice XI.7. 1 Calculs préliminaires

1. La variable aléatoire 17y <xy} prend les valeurs 0 ou 1. Il s’agit d’une variable
aléatoire de Bernoulli. Son parametre est p = P(1jy<xy =1) =E [1{y§ X}] =
P(Y < X). Sa variance est Var(lyy<xy) = p(1 —p).

2. On a:

p= [tve) = [1en @) doty = [ ([ ) ) 560) do
- / Gla)f(x) da.
En intégrant d’abord en x puis en y, on obtient également :

p= /(1 - F(y))g(y) dy.

Si X et Y ont méme loi, alors on a :

p:/F(ac)f(:E) dr = [F(:E)2/2]J_rz =1/2.
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3. Comme X et Y sont indépendants, la densité conditionnelle de Y sachant X
est la densité de Y. On a donc :

B Ly X =] = [ 1000) dy = GO o = Glo)
Cela implique S = E [11y<x}|X]| = G(X). On a :

E[S]=E[E [1y<x}|X]] =E [1y<xy] =p

Des calculs similaires donnent 7'=1— F(Y) et E[T] = p.
4. On a:
a = Var(S) = E[G( —p? = /G ) dz — p2.

De fagon similaire, on obtient 8 = Var(T') = F(y))? g(y)dy — p>.

5. Si X et Y ont méme loi, alors on a :

a:/F(:CFf(x)dx_pz:[%sc)gr _i_é i 2

—0o0

Si X et Y ont méme loi, alors par symétrie, S et T ont méme loi. En particulier,
onaf=a=1/12.
6. On a:

E[Sliy<xy] =E[G(X)1yy<xy] = /G(x)l{y%}g(y)f(l") dxdy

= /G(m)zf(a:) dx

Cov(S, 1y <x) = / G(2)2f(z) dz — E[SIE [Liy<xy] = o

On en déduit donc que :

Des calculs similaires donnent Cov (T, 1yy<xy) = 8.

Vérifions par 'absurde que («, 3) # (0,0) sip €]0,1[. Si « = 0, alors Var(S) =0
et donc S = p p.s., cest-a-dire G(X) = p p.s. Et donc X € G~}({p}) = [a,b]. En
particulier, cela implique que F(z) =0six < a et F(x) =1 si x > b. Comme G
est constant sur [a, b], cela implique que p.s. Y & [a,b]. Donc F(Y) est une variable
aléatoire de Bernoulli de parametre ¢ = P(Y > b). Sa variance est ¢(1 — ¢). Par
définition, elle est égale & 5. Si § =0, alors on a p.s F(Y) =1 oup.s. F(Y) =0.
En prenant I'espérance, cela implique donc que P(Y < X)=0ouP(Y < X) =1.
Ce qui contredit 'hypothese p €]0, 1].
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II Etude de la projection de Hajek de la statistique de Mann et
Withney

1. Par indépendance, pour £ # i, on a :

E[Ly,<xnXi| =E [Lpexn| =p.

On déduit de ce calcul et de la partie précédente que :

B(U}, X0 = SB[ x — K] = n(G(X0) — p) = n(S; - p).
7j=1

Un raisonnement similaire donne :

m

B[V Y] = 3O E [Ly,<x) = #1;] = m(1 = F(¥)) = p) = m(T; — p).
i=1

On obtient donc :
Hmm = nZ(Sz - p) + mZ(er -
i=1 j=1

2. Les variables aléatoires (n(S; —p),i > 1) et (m(Tj — p),j > 1) sont indépen-
dantes. Cela implique :

n

Var(H,, ) = Var Z n(S; —p) + Z m(T; —p)
i=1

j=1

I
NE

Var(n )+ Z Var(m(T; — p))

@
Il
—

I

@
Il
—

n? Var(S;) + Z m? Var(T})

mn?a + nm?p.

3. Les variables aléatoires ((S; —p),7 > 1) sont indépendantes, de méme loi, et de
carré intégrable. On remarque que E[S; — p] = 0 et Var(S; — p) = a. On déduit
du théoreme central limite, que la suite (V,,,, m > 1) converge en loi vers une loi
gaussienne N (0, «). Un raisonnement similaire assure que la suite (Wp,,n > 1)
converge en loi vers la loi gaussienne N(0, 3).
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4. On a9y, (u) = e u’/? +RM () et (u) = e /2 +R?) (u), avec :

lim sup |[RM(u)] = lim sup |[RP(u)| = 0. (XIII.7)
Hm n
On pose Z,,, = —=———=——=. On remarque que Z,, , = amnVm + by nWp
Var(Hy, )
avec :
A ny/m ot by = my/n '

mn?a + mn?3 vmn?a +mn?23

En utilisant I'indépendance entre V,,, et W,, pour la premiere égalité, il vient

(2, B3, n)u?

wz’m,n (u) = wvm (amynu)wwn (bm7nu) =e 2 +R£§,7)n (u)
— e—u2/2 —|—R,(5’?n(u),

ou Rfi’)n(u) est égal a :

e~ %mn,n ' R,(f)(bmmu) 4+ e Bnn'y R%)(ammu) + R,%) (am,nu)Rg)(bmmu).
On a appy < 1/a et by, , < 1/5. On déduit de (XIIL.7) que :

lim sup \Rg)n(uﬂ =0.

min(m,n)—00 |y|<K
Ceci implique que limyin(m n)—o0 ¥z, (0) = e~v*/2. Quand min(m,n) tend
vers 'infini, la suite (Zp, ,,m > 1,n > 1) converge en loi vers Z de loi gaus-
sienne centrée réduite N'(0,1).

5. On pose ¢y = \/Var(Hmm)/Var(Um,n). Comme limypin(m,n)—s00 Cmn = 1,
on déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((¢pn, Zmpn),m > 1,n > 1)
converge en loi vers (1, Z). Comme la fonction (¢, Z') + ¢/ Z' est continue, on en
déduit la convergence en loi de la suite (¢ nZmn, m > 1,n > 1) vers Z quand

min(m, n) tend vers 'infini. Donc la suite | Hy, n/y/ Var(Up,n),m > 1,n>1

converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite A(0,1) quand min(m,n)
tend vers l'infini.

IIT Convergence de la statistique de Mann et Whitney

1. On a:
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Cov(Humn, Up, ) = Cov(Hpm g, Unyn)

= Cov(n Y Si,Unmn) + Cov(m Y Ty, Unp)

i=1 j=1
= "Z Z Cov(Si, iy, <x,3) + mz Z Cov(Tj, 1iy,<x,})
i=1 j=1 i=1 j=1

= mn? Cov(S, liy<xy) + nm? Cov(T, Liy<xy)-
. On déduit de ce qui précede que :

Var(Hpn — Uy, ) = Var(Hpy, n) + Var(Uy, ) — 2 Cov(Hpn, Up, )
= mn2a + nm?B + mn’a
+nm?B +mn(p — p* —a — ) — 2mna — 2nm?p

=mn(p—p* —a—f).
. En particulier, on a :

Var(Hp,pn — Uy, 1)

li =0.
min(nigwl)—)oo Var(Um,n)
Hm,n_U;;ln .1 s 4 ez
. On pose @p,n = —=—=—==. En utilisant I'inégalité de Tchebychev, on a
Var(Up, n)

pour tout € > 0 :
P(|Qmn| > €) < E[Q7 0]/

Comme Hmyyi5 (1m,n)—00 E[Q%n] = 0, on déduit que la suite (Qpyn,m > 1,0 > 1)
converge en probabilité vers 0 quand min(m,n) tend vers I'infini.

.Ona: U
mn _ TP =Cm ann - Qm n-
Var(Up, n) ’ ’ ’

On déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((¢mnZmn, —@mn), m > 1,n >
1) converge en loi vers (Z,0) quand min(m,n) tend vers I'infini. Par continuité
de I'addition, on en déduit que la suite (¢mnZmn — Qmn,m > 1,n > 1)
converge en loi vers Z quand min(m,n) tend vers 'infini. On a donc montré
que, quand min(m,n) tend vers l'infini, la suite :

( Unm,n — mnp

,m>1n>1
Var(Up, )

converge en loi vers la loi gaussienne centrée N(0,1).
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IV Calcul de la variance de la statistique de Mann et Whitney

1. On a Card (A;) = mn, Card (A3) = m(m — 1)n, Card (A3) = n(n — 1)m et
Card (A4) = m(m — 1)n(n —1).
2. Ona:
Cov(ly<xy Lpyrexy) = E [Lyexy, Lyraxy] —E[1y<n] E [Lyr<xy]

= / Liy<ays Liy<ay9)g(y) f(2) dydy'dx — p?
= /G(m)zf(x) dr — p? = a.

Un calcul similaire donne COV(l{ygx}, 1{Y§X’}) = .

3. On pose A; i j i = Liy,<x;) _p)(l{Yj/SXi/} —p.Ona:

Var(Um,n) = E [(U;’L,n)2:| = Z ]E [Ai,i',j,j’] .
(4,1",3.3)€A

On décompose la somme sur les ensembles d’indices A1, Ay, Az et Ay. 11 vient :

> E[A ] = Card (A1) E [(1y<xy — )]

(4,4',5,5") €A1
= Card (4) Var(liy<xy)
= mnp(1 = p),
> E[Aigy] = Card (A9) E [(1yy<xy — p) Ly <xy — p))
(4,¢',5,5" )€ A2

= Card (AQ) COV(]_{YSX}, l{YSX’})
=m(m — 1)ng,
Z E [Aii ;] = Card (A3) E [(Lyy<x} —p)(Ayr<x} — p))
(4,4,4,5")EA3
= Card (Ag) COV(].{YSX}, 1{Y’§X})
=n(n — 1)ma,
Z E [Ai,i’,j,j’] = Card (A4) E [(1{ygx} — p)(l{y/SX/} — p)] =0.

(i7i, 7j7jl)€A4

La derniere égalité s’obtient en utilisant I'indépendance entre (X,Y") et (X', Y”).
On obtient donc :

Var(Uy, ) = mn?a +m?*nB +mn(p — p* —a — B).
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4. Dans le cas ou les variables aléatoires (X;,7 > 1) et (Y;,7 > 1) ont méme loi,

ona: X
Var(Upn) = mn(ml—;n +1)

Ezercice XI.8. 1 Calcul de la probabilité d’extinction

1. On a {Z, = 0} C {Z,+1 = 0} pour tout n > 0. Ceci implique que {Z, =
0} = Up_1{Zr = 0}. On en déduit que {il existe n > 0 tel que Z,, = 0} =
Uk>1{Zr = 0} est la limite croissante de la suite d’évenements ({Z, = 0},n >
0). On déduit donc du théoreme de convergence monotone que 7 est la limite
croissante de la suite (P(Z,, = 0),n > 0).

2. Onapour k>1:

Zn k k
E[Zni1|Zn =k =E | &nlZn =k| =E [Z in|Zn=k| =FE [Z gn]
i=1 =1 i=1

= km,

ot l'on a utilisé pour la 3-ieme égalité le fait que les variables (&, > 1) sont in-
dépendantes de (§;;,7 > 1,0 <1 < n) et donc indépendantes de Z,,. Le résultat

est trivialement vrai pour k = 0. On en déduit donc que E[Z,,+1]|Z,] = mZ,,
n

et que E[Z, 1] = mE[Z,]. En itérant, on obtient que E[Z,] = m™.
3. On remarque que P(Z,, > 0) < E[Z,]. Sim < 1, alors on a li_>m P(Z, >0)=0,
et donc n =1—lim,,P(Z, >0) = 1.

4. On apour k > 1:
E [c%1]2, = k] = E [Z26n|7, = k] = B [:Zt160| 2, = 4]
—E [:Zitin]
= ¢(2)",

ot I'on a utilisé pour la 3-ieme égalité le fait que les variables (&, 7 > 1) sont in-
dépendantes de (&1, > 1,0 <[ < n) et donc indépendantes de Z,,. Le résultat
est trivialement vrai pour k = 0. On en déduit donc que E[z%+1|Z,] = ¢(2)?",
et donc comme ¢(z) € [—-1,1], on a:

Oni1(2) = E [27+1] = E [¢(2)] = ¢n(8(2))-

On en déduit donc que ¢, est la fonction ¢ composée avec elle-méme n fois.
En particulier on a ¢,,41 = @ 0 ¢y,.
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Ona:
P(Zn+1=10) = ¢n11(0) = ¢(¢n(0)) = ¢(P(Z, = 0)).

Comme la fonction ¢ est continue sur [—1, 1], on en déduit par passage a la
limite, quand n tend vers I'infini, que 1 est solution de ’équation (XI.6).

On a ¢'(1) = E[§] = m. Si pp + p1 = 1, alors on a m < 1 car pg > 0. Par
contraposée, on en déduit que si m > 1, alors py + p1 < 1. En particulier, il
existe k > 2 tel que p; > 0. Cela implique que pour z €]0, 1], alors ¢”(z) > 0.
Donc la fonction ¢ est strictement convexe sur [0, 1].

Ona¢(l) =1.Sim = 1, alors ¢'(1) = 1, et comme la fonction ¢ est strictement
convexe, on en déduit que ¢(x) > x sur [0,1]. En particulier, la seule solution
de (XI.6) sur [0, 1] est donc 1. Ainsi on a n = 1.

On a ¢(1) = 1. Si m > 1, alors la fonction ¢(z) — = est strictement convexe
sur [0, 1], strictement positive en 0, nulle en 1 et de dérivée positive en 1. En
particulier elle possede un unique zéro, xg sur |0, 1.

. On démontre la propriété par récurrence. On remarque que P(Zy = 0) =0 <

xg. On suppose que P(Z,, = 0) < xy. Comme la fonction ¢ est croissante, on en
déduit que ¢(P(Z,, = 0)) < ¢(xp) = x9. Comme ¢(P(Z, =0)) =P(Z,,41 = 0),
on en déduit que P(Z,11 = 0) < zp. Ce qui démontre que P(Z,, = 0) < xg
pour tout n > 0. Par passage a la limite, on a n = lim, - P(Z, = 0) < zo.
Comme 7 € {zg, 1}, on en déduit que n = z.

II Comportement asymptotique sur un exemple

1.
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On obtient : (1 \(1-B)
—a)(1-p5)z
O(z) = at g (XIIL8)
Onam = ¢'(1) = lra > 1. Enfin si ¢(z) = x alors on a S22 —(a+3)z+a = 0.

1-p

Comme 1 est racine de cette équation, on en déduit que 'autre racine est
xg = a/3. Comme on a supposé m > 1, on a n = «/F. On obtient les valeurs
numériques suivantes : m ~ 1.175 et n ~ 0.8616.

Il est facile de vérifier que :
—1 z—1
= m .
P(z)—n  z—n
On en déduit donc par itération que :

dn(z) —1 _mnz—l
on(z)—n  z—n
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soit -
_z—n—m"nz+m"n
ngn(z)— z—n—m"z+m"
3. Ona:
U U A
Uxy (u) = E[e™*Y] = E[l{x_oy] + E[1{x—1} "] = (1 - p) o

4. La fonction caractéristique, 1, de € se déduit de (XIIL.8), en remarquant que
P(u) = ¢(e™) pour u € R. En reproduisant les calculs qui permettent de
déterminer ¢, on obtient ¥z, (u) = ¢, (e"™). Il vient :

VYm-nz, (u) =Yz, (m™"u)

— gn(™ ")
1—n—m"n(l+im™"u) +m"n+o(1)
1 —n—m"(1+im"u)+m"+o(1)
_1—n—iun+o(1)
 1—n—iu+to(1)

On en déduit donc que :
1. —n = = 1 j— - @@ .
nl_{I;O?bm 2, (1) 1—n—iu n+ 77)1—77—z'u

On en déduit que la suite (m~"Z,,n > 1) converge en loi vers XY, ou X et
Y sont indépendants, X de loi de Bernoulli de parametre 1 — 1, et Y de loi
exponentielle de parametre 1 — 7.

En fait on peut montrer que la suite (m~"Z,,n > 1) converge p.s. dans cet
exemple, et méme dans un cadre plus général.

A

Ezercice XI1.9. T Convergence en loi pour les variables aléatoires discretes

1. Comme ) ;2 p(k) = 1, on en déduit qu’il existe une variable aléatoire, X, &
valeurs dans N telle que P(X = k) = p(k) pour tout k£ € N.
Soit g une fonction bornée mesurable. On a :

Elg(Xa)]~Elg(X)]| = | Y- pa(k)g() =D p(k)g(k)| < gl Y Ipa(k) = p(R)] .
k=0 k=0 k=0

On a de plus :
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00 0o no

> Ipak) =R < D (palk) +p(k) =2 = (palk) + p(k)),

k=no+1 k=no+1 k=0

car Y oo o pn(k) = > pegp(k) = 1. On en déduit donc :

( 1= plk)g ‘ < il [Z pn(k) = (k) +2 = > (pn(k) + p(k))
k=0 k=0

Soit & > 0. Tl existe ng € N tel que Y22\ p(k) <e (ie. 1 =370 p(k) <e).
Comme lim,,_,o pp (k) = p(k) pour tout k € N, il existe N > 1 tel que pour
tout n > N, > 1% [pn(k) — p(k)| < e. Enfin, on remarque que :

no no
> palk) =Y p(k)| < len —p(k)| <e,
k=0 k=0

et donc : no no
= palk) < =D p(k)+e
k=0 k=0

On en déduit que :

no

242 - 2zp<k>] <4|gle.

k=0

Elg(Xa)] - Elg(X)]| < llgl

Ceci implique que pour toute fonction g continue bornée lim,, . E[g(X,,)] =
E[g(X)]. Ainsi la suite (X,,n > 1) converge en loi vers la loi de X.

. Soit g(x) = max(1—2|x|,0), pour z € R. Pour k € N, on pose gx(-) = g(- — k).

Ainsi, on a gi(Xn) = lgx,—x) et donc E[gp(X,)] = pn(k). La fonction gy
étant continue bornée, la convergence en loi de la suite (X,,,n > 1) implique la
convergence de la suite (p,(k),n > 1) (on note p(k) = E[gx(X)] la limite), et
ce pour tout k € N. La fonction G(z) = >, gx() est continue bornée. On a

E[G(X,)] = > regpn(k) = 1. Comme :

lim E[G(X,.)] = EIG(X)] = 3" Elg(X)] = 3 p(k)
k=0

k=0

on en déduit donc que Y -, p(k) = 1. D’apres la question précédente, on en
déduit que la suite (X,,,n > 1) converge en loi vers la loi de Y, variable aléatoire
discrete a valeurs dans N telle que P(Y = k) = p(k), pour tout k € N. Par
unicité de la loi limite, cela implique que X et Y ont méme loi. Donc X est une
variable aléatoire discrete a valeurs dans N telle que P(X = k) = p(k), pour
tout k£ € N.
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IT La loi de Bose-Einstein

1. On consideére une urne contenant n — 1 boules marquées “|” et r boules mar-
quées “x”. Et on effectue un tirage sans remise de toutes les boules. Quitte &
rajouter une boule “|” au début de la séquence et une a la fin, on remarque
qu’un tirage complet correspond & une (et une seule) configuration possible. Et

une configuration possible est également représentée par un tirage complet. Il

-1 -
existe <n tr > = M tirages possibles. Les configurations étant

n—1 rl(n —1)!
équiprobables, on en déduit que la probabilité d’obtenir une configuration don-
I(n—1)!
née est L
(n+r—1)!

2. Si X,(f?)n = k, alors il faut répartir r—k particules indiscernables dans n—1 boites.
n+r—2—-k\ (n+r—2-k)
n—2 >_(r—kz)!(n—2)!
en déduit donc que pour k € {0,...,7} :
rl(n+r—2—k)!
(r—k)!n+r-1)
 (n—-1) rl (n+r—2-—F)!
T ntr—1(—k)! (n+r—2)0

Il existe donc

configurations possibles. On

P(X\) = k) = (n—1)

n,

3. Pour k € N, on pose py, (k) = ]P’(XT(LIQ« = k) pour k < r et p,,(k) = 0 si
k > r + 1. Sous les hypotheses de la question, on obtient :
-+ 1

1+2-L 149

p(0) = lim py, »(0) = lim

et pour k > 1,
1 r r_ k=1
p(k) = lim p, (k) = lim | — s
Its-alts—5 l+g-o-%
9k:
TN

On remarque que » ;- o p(k) = 1. On déduit alors de la partie I, que la suite
(Xnrn € N*,r € N) converge en loi vers la loi de X, ou pour k € N, P(X =

ek
k‘):m.OnposeY:X—l—l.PourkEN*,ona:
gr-1 1 1\
MY:k%ZMX:k_l%:u+mk:1+eo_1+9> '

La loi de Y est la loi géométrique de parametre p = 1/(1 + 6).
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4. Par symétrie la loi de X}jl est la loi de X7(117)n (Si X}fl = k, alors il faut répartir
r — k particules indiscernables dans les n — 1 autres boites, cf question 11.2.) Le

nombre total de particules est 7. On en déduit donc que > ; Xr(fan = r. Par
linéarité de l'espérance, puis de ’égalité en loi, on en déduit :

. E[iXﬁf}] _ Z EIX()] = nEX().

Ainsi, on a obtenu que E[X,glz] =r/n.
5. OnalimE[X)] =0, et E[X] =E[Y — 1] = % —1=0.

6. On a pour k € {0,...,7r —1}:

(1) (T—l)'(n+7’—2—k)' n r—=k (1)
Bix o _ P(X
( n+1l,r—1 k) ’I’L(r_ 1_k)l(n+r—1)' n—1 r ( wr

soit : 1
n— 1
—]P)(X7(14217r—1 = k)

(r — DXL = k) = r™

n,

<

Cette égalité est trivialement vérifiée pour k > r. Il vient donc :

Elr - X’("”l’)"] - Z(r o k)P(X}wl?)“ =k) = rn —! ZP(Xq(mlle,r 1=k) = rn _ 1.

On retrouve ainsi que E[X,(f?)n] =r—r =
7. Pourr>2, keN,ona:

(r 1=K~ KBXS) = B) = (r = 1= R 2R(x O,y = )

n—1
=(r - 1)7”n—_HP(Xr(LlJZ2,r—2 = k).

On en déduit donc que :

Bl(r - XI)0r - 1= X)) = r(r - )21,
puis que :
1 212 r(n—1)
(Xa)’ )= rr = 1) g = (P H B = 20) =) = comms + =

En particulier, on a :
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lim E[(X{})% = 26% + 0.
On a également E[X?] = E[Y?] — 2E[Y] + 1 = Var(Y) + E[Y]? — 2E[Y] + 1
Comme E[Y] = L 146 et Var(Y) = —; P 6(1+0), il vient :
P

E[X? =01 +6)+(1+60)*>—2(1+6)+1=20%+0.

On vérifie ainsi que lim E[(Xr(le)z] = E[X?].

ITI Quand on augmente le nombre de particules

1. Soit a = (a1,...,ay) € N, b= (by,...,by) e N"avec ) ;' ja;=rety . b=
r + 1. Par construction, on a :

P(Xp 41 = b/ Xpr =a) =0

si Y i 4 ]ai —bi| # 1 et sinon, il existe un unique indice j € {1,...,n} tel que
bj=a;+1,etona:
a; +1 bj

(X1 = DX =) = S =

2. En utilisant la définition des probabilités conditionnelles, il vient :

P(Xpry1=0) = > P(Xp i1 = b Xny = a)P(Xp,r = a)

a’:(alv"'7an)eNn7
=1 ai=r
rl(n —1)!
== D DI C O B
’ a=(ai,...,an)EN",

?1‘”:7”
rl(n—1)!
N n—l—r—l'zn—l—r
_rl(n—1)! r—l—l
Cntr—=1Dln+r

_(r+DIn -1
B (n+m)!

La loi de X, .41 est la loi de Bose-Einstein pour r + 1 particules et n boites.

A

301



XIII Corrections

Ezercice XI1.10. I Sondage avec remise

1.

La loi de nY, est la loi binomiale de parametre (n,p). On a E[Y,] = p et
Var(Y,) = p(1 — p)/n. Les variables aléatoires (Y,,n > 1) sont indépen-
dantes de méme loi et bornées (donc en particulier intégrables et de carré
intégrable). La loi forte des grands nombres assure que (Y,,n > 1) converge
p.s. vers p. On a Var(Y;) = p(1 — p). Le théoreme central limite assure que
(vn(Y,, —p),n > 1) converge en loi vers 1/p(1 — p)G, ot G est de loi N(0,1).
Le théoreme de Slutsky implique que ((\/H(Yn - p), Y,),n > 1) converge en loi

vers (v/p(1 —p)G,p). La contlnulte de la fonctlon (x,y) = z/y/y(l —y) sur

Rx]0,1] unphque que (v/n »)/\VY, ,m > 1) converge en 101 vers
G (on a utilisé le fait que 0 < p < 1).

. Soit I, = [V, £ any\/Yn(1 —Y,)/v/n], ot a, est le quantile de la loi A/(0,1)

d’ordre 1—a/2. Comme (v/n(Y, —p)/v/Yn(1 —Y,),n > 1) converge en loi vers
G et que G est une variable continue, on en déduit que :

Jug Py € 1) = lig P (ﬂ% - [‘“a’“a])
=P(G € [-aq,aq]) =1 —a.

Ainsi I, est un _intervalle de c_onﬁance sur p de niveau asymptotique 1 — a.
Comme Y, (1 -Y,) <1/4 car Y,, € [0,1], on en déduit que la demi largeur de
I, est plus petite que a,/2v/n. Pour a = 5% et n = 1000, on trouve a, ~ 1.96,

\/_ ~ 0.031. La précision du sondage est d’environ 3 points.

IT Sondage sans remise

I1.1 Loi faible des grands nombres

1.
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On note 27 = max(z,0). La formule est évidente pour n = 1. Pour n > 2, on
a:

(Na — Z?:_f z;) "

P(Xn = 1|X1 = T1y.-- 7Xn—1 = LL'n_l) =

N-n+1 7
Np—(n—1=""la)t
P(Xy = 01X1 = 1,00 Xy = ) = 2 (N_ngf_l )T

La formule s’obtient alors par récurrence. Elle est valable pour (n — Ng)™ <
s <min(n, Na).
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2. Onremarque que P((X1,..
particulier la loi de (X7, ..
aléatoires.

, Xn) = (z1,...,2,)) nedépend que de Y ;" | z;. En
, Xp) est inchangée par permutation des variables

3. La variable aléatoire X est de loi de Bernoulli de parametre p : E[X;] = p.
D’apres la question I1.1.2, X; a méme loi que X;. Par linéarité, on a donc
E[Xn] = 5 XL E[X] = p.

4. Ona X; = X? et donc E[X?] =p. On a:

D’apres la question I1.1.2, pour tout ¢ # j (X;, X;) a méme loi que (X1, X») et
donc E[X X5] = E[X; X;]. 11 vient :

_ 1 n
2 2
E[X:] = 2 E E[X7] + 2 E ‘ E[X;X;]
i=1 1<i<j<n

On obtient donc :

Var(X,) = E[X2] - E[X,

|
o
Il
N
—_
|
=23
[ ] ]
—_|
~__
| =
]
—
—
|
s
N—

Pour n = N, la variance est nulle : ’estimation est exacte car on a interrogé
tous les électeurs une et une seule fois.

5. Soit € > 0. L’inégalité de Tchebychev donne :

E[(Xn2—p)2] _ (1_ n—1>p(1—p).

P(| X, —p| >¢) <
(1Xn—plze) < £ N-1 ne?

Le membre de droite converge vers 0 quand N et n tendent vers l'infini. Ceci
assure la convergence en probabilité de X,, — p vers 0.

I1.2 Théoréeme central limite

1. Onaavec s => "  a;:

S Ny—i+15%F Ng—j+1
N il AN s+

P((Xy,...,Xn) = (z1,...,2,)) = |

(2

—SNA_Z._‘_lqﬁ(l Ny—s >
o Nl N—s—j+1
— 0°(1—0)"".

N—oo
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On en déduit que pour toute fonction continue bornée g, on a :

Elg(X1,.... X))l = > glar...,5)P(X1,...,Xpn) = (21,...
Z1,...,2n€{0,1}
v g(l'lv"'vwn)es(l _9)”—8
N—o00
Z1,....xn€{0,1}
=E[g(Vi,..., V)]
Ceci implique donc (X1, ..., X,,) converge en loi vers (V1,...,V,) .

On montre (XI.8). On a :

P((X1,...,Xn) = (¥1,...,22))

T (-1)/NyF (1-p)—(G-1/N
_El—(i—1)/Nj1;[1 l—(s+j—-1)/N

. n_sn—l 1 S i—1 n—s
=v0-p =g I - NA)E@—

Il existe une constante c; telle que pour n?/N < 1, on a 1 > HZ;%(l —

k
N) =

1-5)">1- 01”—;. Par ailleurs si (ag, k € N*) et (bg, k € N*) sont des suites
de nombres complexes de modules inférieurs a 1 (Jax| < 1 et |bg| < 1 pour tout
k € N*), il est facile de vérifier que |[]p_; ax — [[r—q k] < D p—qlar —bx|. En

particulier, on a pour n < min(Ny4, Np),

S S .

i=1 i=1

On en déduit donc (XL.8).
2. Ona:

Elgn (X1, .-, Xn)] = Elgn(Z1, .., Zy)]|
< Y Il

Z1ye@n €{0,1}

2
n
e pi(1—p)
min(Na, Np) o ...:cznze{o 1}
2

n
Cmin(NA,NB)
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H(1 i—l)ﬁ(l j—l) 1<Zz—1+’§j—1< 2n?
Ny =1 Np - Ny = Np _min(NA,NB)
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3. On a:

[Elgn(Z1, .., Zn)] = Elgn(V1, ..., Vi)l
< > gal@n e m)llpt (L= p)" T = 05 (1 = 0)"

$1,~~~7-’En€{0,1}

<M S<n> (1—m)"_8d—x +/ (n—s)( " >x"‘8(1—x)5d—x
6] \¥ z [1—p,1-6] n—s x

- M/ / E[s,] %%
po T Jnopaea z

ou S, est une variable aléatoire de loi binomiale (n,z).

4. Les conditions impliquent que n?/min(N4, Ng) tend vers 0. On déduit des
questions précédentes que |E[g,(X1,...,Xn)] —Elgn(Vi,...,V,)]| tend vers 0
pour toute fonction continue bornée.

5. Soit GG une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite. On a :
¥ vaza—0) ) =¥ aagye (W <Y ya,—0) (W) = ¥ ym(,—o) (1]
+ W}\/_ Vi —0) ( ) ¢ 0(1—0) G( )‘

ou V,, = 2370 | Vi. Comme dans la premitre partie, (v/n(V,, — 6),n > 1)
converge en loi vers 1/6(1 — 6)G. On déduit donc des questions précédentes, et

de la continuité de 'exponentielle complexe, que [ /5 x, _g)(u) =% 0(1—6)G<u)|

tend vers 0. Ceci assure la convergence en loi de v/n(X,, — ) vers \/0(1 — 0)G.
Par ailleurs |[p — 0| tend vers 0 et X,, — p tend en probabilité vers 0, donc X,
converge en probabilité vers §. On déduit du théoreme de Slutsky que (f (Xn—
6), X,,) converge en loi vers \/ (1— G 0). Comme dans la premiere partie,

on en déduit donc que /n(X,, — 9 )/ \/ 1 — X,,) converge en loi vers G.
6. On en déduit que J, = [X, i an/ Xn( 1 - Xn) /\/_, ol a, est le quantile de

la loi N(0,1) d’ordre 1 — /2 est un intervalle de confiance sur 6 de niveau
asymptotique 1 —a. Comme p = 6+ 0(1/n), on en déduit que J,, est également
un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 — «. En conclusion si
N est grand devant n, il n’y a pas de différence sur la précision d’un sondage
sans remise et d’un sondage avec remise.

Si N et n tendent vers linfini et o = Var(>_j_; Xx) =np(l—p)(1- 2=1) tend
également vers 'infini, alors on peut montrer que \/n(X,, — p)/o converge en loi
vers la loi gaussienne centrée réduite 3. Ainsi, si n est grand mais négligeable devant

3. J. Hajek. Limiting distributions in simple random sampling from finite population. Pub.
Math. Inst. Hungarian Acad. Sci., vol. 5, pp. 361-374 (1960).
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N,

le comportement asymptotique de y/n(X,, — p) est le méme pour un sondage

avec remise et sans remise, et donc on obtient le méme intervalle de confiance pour
un niveau asymptotique donné. A

Ezercice XI.11. 1 Etude asymptotique

1.

Il s’agit de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre
Q.

N, 1 n-—1

1 n
.On a = -+ ZZk. On déduit de la loi forte des grands

n n n-—1
k=2

nombres que la suite (N, /n,n > 1) converge p.s. vers E[Z3] = a.

3. 0naYr  kFP =n, S FP =N, et 7 EFEP] =14 a(n—1).

4. Le nombre de boites contenant une boule augmente de 1 si on rajoute une

306

boule a une boite ayant k — 1 boules et diminue de 1 si on rajoute une boule a
une boite contenant déja k boules. On a donc :

k
F?S-i-)l = F( ) + 1{Yn+1=k—l} - 1{Yn+1:k}- (XIIIg)

. Par construction, conditionnellement & {Z,411 = 0} et a (Fr(Lk), k € N*), la pro-

babilité de choisir une boite est proportionnelle & son nombre de boules. En
particulier la probabilité de choisir une boite contenant k boules est proportion-
nelle & kFT(Lk), carily a Fqgk) boites contenant k£ boules. Comme ZZ:1 k‘Fqgk) =n,
on en déduit que la probabilité de choisir une boite contenant k& boules est

k / n. On en déduit donc que conditionnellement a a {Zn+1 = 0} la probabi-
hte de choisir une boite contenant k boules est E[k‘F / n| = akp, (k).

En prenant l'espérance dans (XIII.9), on en déduit :
amn+ 1)pp+1(1) = anp,(l) + a — (1 — a)apy(1), (XIII.10)
et pour k > 2 :
a(n+1)ppy1(k) = anpp(k)+(1—a) (a(k — 1)pp(k — 1) — akp,(k)) . (XIIL.11)

Les équations stationnaires donnent pour (XIII.10) : ap(1) = a — (1 — a)p(1)
soit :

p(1) =5 i o= %
E]?;E pour (XIIL.11) : (1 + (1 — a)k)p(k) = (1 — a)(k — 1)p(k — 1) soit p(k) =
Wp(k— 1).
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Pour compléter le résultat, on montre la convergence en probabilité de la suite
(F,Sk)/om,n > 1) vers p(k). Pour k > 2, on pose f,(k) = anp(k), ou p(k) est défini
par (XI1.9) et A, (k) = Jolup fn(k). On déduit de (XIIL.9) que :

Apya(k) = An(k) + 1y, =1y — Yvipa=ky — ap(k).
et donc :
43n+1(k)2 ::Zﬁn(k)2'+'1{y%+1:k_1}'+ 1{y%+1:k}-+-a2p(k)2

+ 2An(k) (1{Yn+1=k’—1} - 1{Yn+1:k})
=24, (k)ap(k) = 20 (Liy, 1 =k-13 = Lvya=iy) P(K)-

On pose :

hn= > E[An(k)?]

keN*

et par convention A, (k —1) =p(k —1) =0 pour k = 1. Il vient :

hpy1 = Z E[An41(k)?]

keN*
=hp + Z Vo1 =k — 1)+ P(Yns1 = k) + o’p(k)?)
keN*
= 1DAn(k = 1) — kAn(k))]
keN*
21— a)a Y E[A — Dp(k — 1) — kp(k)) + 20E[A,(1)]
keN*
—2a ) p(k)E[A —2a Y pk) (Vo1 =k — 1) = P(Voy1 = k)
keN* keN*
1-—
=hy (1 - —— ) +2—a+a?
( > Z
—2a Y pk) (P(Vpp1 =k —1) = P(Ypp1 = k)
keN*
11—«

> (k= 1E [(An(k) — An(k — 1))]

keN*

<h, <1—1_a>+4.
n

On remarque que h; = E[(1 — ap(1))?] + o? D k2 p(k)2 < 2. 11 est alors immé-
diat de montrer par récurrence que h, > 4n/(2 — a). On en déduit donc que
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(72 Ypens An(k)?,n > 1) converge dans L' et en probabilité vers 0. En particu-

(k)
lier, la suite (Supjen- ‘F— — p(kz)‘ ,n > 1) converge dans L' et en probabilité vers

0. Ce résultat est plus fort que celui utilisé dans ’énoncé de I'exercice.
IT Loi de Yule

1. On a:
(k=1--1 g _ LRILe+D
G+p)Cro) ) P Thtpt1)

On a également :

Zp —p/ Zﬂ«” ' ”dm’—p/} [w’“‘l(l—w)”‘ldxzpB(k,p)-
0,1] 0,1

En particulier 2, p(r) = 1. Comme de plus p(k) > 0 pour k € N*, on en
déduit que (p(k), k € N*) définit une probabilité sur N*.

p(k) = B(k,p+1).

I'(p+1)

2. Par la formule de Stirling, on a p(k) = pB(k,p+1) = s

> 0l0) = pB(k.p) = (1 o),

(1+o0(1)) et

3. Soit Y de loi de Yule de parametre p > 0. Soit V,, une variable aléatoire de loi
géométrique de parametre 1 — z €]0,1[. On rappelle que E[V,] = 1/(1 — z) et
E[V2?] = Var(V,) + E[V;]?> = (1 + 2)/(1 — x)%. On a, en utilisant Fubini pour
permuter l'intégration (en x) et la sommation (en k) :

/ Z ka1 — )P da = p/ E[V,](1 —z)"~ ! dz
0 10,1

0.1 ken-
= p/ (1—z)P~2 da.
10,1]

On obtient donc E[Y] = +oo si p €]0,1] et E[Y] =

P T si p €]1,00[. On a

également :

EWﬂZﬂA

et donc E[Y?] = p/ (1+z)(1—2)°~3 dz. 1l vient E[Y?] = 400 pour p €]0,2]
10,1]

K2R 11 — )P do = p/ E[V2)(1 —z)~! da

Al pene 0.1]

et pour p €]2,00] :
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EY2:2p/ 1—xp_3da;—p/ 1—a)2dp=—F
= f o -1
0
Pour p > 2, on obtient Var(Y) = ————.
’ )= =6y

Ezxercice XI.12. 1 Le cas a une période : de N —1 a N

1. On déduit de (XI.12) en n = N — 1 et de Viy = h(Sy) que ¢, (1 +7)S%_; +
dN-1XNSN—1 = h(XnSn_1). On obtient les deux équations en considérant
les événements { Xy =1+ m} et {Xny =1+d}.

2. La résolution du systeme linéaire élémentaire donne :

1 B((1+m)Sy1) = h((1 + d)Sy_1)

PN-1 = S = p(N, Sn-1).
N-1

m—d
3. Ona:

Vo1 = ¢_1S%_1 + dn—1SN-1

- h((1+m)Sn_1) — 1 dN—1(1+m)Sn—1 4+ dN-15N-1

147 147
4 ({r—=d m-—r
=1+ <mh((1 +m)Sy-1) + ——h((1+ d)SN—1)>
= U(N - 1,SN_1).
IT Le cas général
1. On a, en utilisant 'indépendance des variables X, et (Xp+1,...,Xn) sous P* :
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v(in —1,s)

— (1 + T)_N+n_1E*

N
k=n

N
= (1 +4r) Ntnd > h(s [] 2)P*(Xn = 2, ..., Xy = 2n)
ZTn,.., tNE{1+d,14+m} k=n
=1+r) D> P Xy =an) (14N
zn€{l+d,1+m}

N
Z h(sxp, H )P (Xpng1 = Tpt1, .-, XN = 2N)

Tnt1yeZNE{1+d,14+m} k=n+1
=(1+7r)"? Z P*(X,, = zp)v(n, szy)
zn€{1+d,1+m}
= (1+7)"'E* [v(n, sX,)] .

. On démontre le résultat par récurrence descendante. Le résultat est vrai au

rang N — 1 d’apres la partie I. On suppose qu’il est vrai au rang N’ €
{1,...,N — 1}. Les calculs de la partie avec N remplacé par N’ et h par
v(N',-) assurent que ¢n'—1 = @(N',Sn/_1) et Vi1 = w(Sy_1) ol w(s) =
(1+7)E[v(N',sXn)] = v(N' -1, s) d’apres la question précédente. L’hypo-
theése de récurrence est satisfaite au rang N/ — 1. Le résultat est donc vrai.
La construction par récurrence descendante assure que la stratégie autofinancée
de couverture pour l'option A existe et est unique. Son prix a l'instant initial
est :

Vo = 'U(O,SQ) = (1 —I-T —NE* |h [ SOHXk ] 1+T) Ng* [h(SN)]

. Si le modele est juste, il n’y a pas de risque. Mais le modele est-il juste ? Les

taux d’intérét ne sont pas fixes, les incréments relatifs d’un actif risqué ne
prennent pas que les deux valeurs 14+m et 1+d, ... Il existe donc un risque de
modele. Ce risque est important en pratique, ¢’est une des causes de ’ampleur
de la crise financiere actuelle.

III Call et Put

1.
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On a par indépendance :

N N
11 Xk] = ] EXe] =B X))V " =@+ )V
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2. Avec pour h la fonction identité, il vient v(n,s) = s et ¢(n,s) = 1. On en
déduit que la valeur de la stratégie a l'instant n est S,, et qu’il faut détenir a
cet instant un actif risqué. La stratégie autofinancée de couverture pour 'option
qui promet un actif risqué a l'instant IV consiste a acheter un actif risqué a
Iinstant O et de le garder jusqu’a I'instant V. Le prix initial de cette stratégie
est Sp.

3. Apres avoir remarqué que (x — K); — (K —z)4 = (x — K), on déduit de (XI.14)
et de la question III.1 avec n = 0 que :

C(S0, K,N) — P(So, K,N) = (14 7) " VE*[(Sy — K)4 — (K — Sn)4]
= (1+7)"VE*[Sy — K]

N

= (14 r) VB ] XklSo— (1 +7) VK
k=1

=Sy —(1+7r)"VK.

4. Soit (Y,,n € N*) des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
paramétre (1 —d)/(m—d). On pose X, = (1+m)¥s(14+d)*~"* et on remarque
que les variables aléatoires (X,,n € N*) ont méme loi que (X,,n € N*). On
en déduit que :

E*

N N ~

(s [T e - K)+] =K [(3 I % - K)+]
k=1 k=1

=E [(s(1+m)"(1+d)VN ¥ — K),],

ou Zy = Zszl Y} est de loi binomiale de parametre (N, (r —d)/(m — d)). La
formule en découle.

A
Ezxercice XI.13. 1 Code a répétition
1. Par construction, on a :
pfg=P(E1 + Ey+ F3 > 2) = p* + 3p*(1 — p) = p*(3 — 2p).

Comme p €]0,1/2[, on peut vérifier que pys g4 < p.

2. Si on consideére un code & répétition de longueur impaire n = 2n’ + 1 avec regle
de la majorité pour le décodage, on obtient une probabilité d’erreur pour un
message de longueur m =1 :
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n
prg =B Ep2n'+1) <P(E, >1/2),

k=1
ou E, = %22:1 Ey. La loi forte des grands nombres implique que p.s.
lim, oo F, = p < 1/2. Le théoréme de convergence dominée implique que
lim,, oo P(E, > 1/2) = 0. Pour £ > 0 fixé, on peut trouver, en choisissant
n suffisamment grand un code de répétition dont la probabilité d’erreur soit
inférieure a €. Le taux de transmission 1/n est alors proche de 0 car n est
grand.

IT Probabilités d’événements rares

1.
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La loi forte des grands nombres assure (cf. la réponse a la question 1.2) que la
probabilité de 'événement {V;, > a} converge vers 0 quand n tend vers I'infini.
On remarque que le théoreme de la limite centrale assure que les éveénements
{V,, > p+ ¢/+/n} ont une probabilité qui converge vers une limite non nulle.

. On remarque que 1 (Vuza) < A iz VimAna gy prenant ’espérance puis en

utilisant 'indépendance, il vient :

P(Vn >a)<E [e)‘ >z Vi—A”a:| =K [eAV1:| " e~

82/1:;(21) _ l—i— 1 S0

0%v v 1—w '
La fonction A7 est donc strictement convexe sur |0, 1[. Il est immédiat de vérifier
qu’elle s’annule en p ainsi que sa dérivée. Elle atteint donc son minimum en 0.

On considere la fonction A définie pour A > 0 par :
BV = E [ ] 7 = peX170) (1 = p)em?

La fonction h est strictement convexe (car h” > 0). On a h/(A) = 0 pour A = )¢
défini par e’ = a(1 — p)/(p(1 — a)). On remarque que h(Xg) = e (@, On
déduit de la question précédente que :

P(V, > a) < P(V;, > a) < h(A)" = ¢ %@,

. On pose V/ =1 —V;. Les variables aléatoires (V,/,n € N*) sont indépendantes

de loi de Bernoulli de parametre 1 — p. En utilisant (XI.17) avec V' au lieu de
Vet a=1—0, on obtient :

P(V, <b) =PV >1—b) < e M-8 = gn450)
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II1 Codes presque optimaux

1.

Soit (V1,...,V,) des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
{0,1}. On remarque que |Z,; — z;| a méme loi que V;. On en déduit que 6(Z,, z)
a méme loi que Y ;| V; et donc suit une loi binomiale de parametre (n,1/2).

. En utilisant (XI.18), il vient :

]P’(d(Zx, Zy) <nr|Z, = z) =P(6(Zy,2) <rn) =P(V, <71) < o)

. Ona:

IP’(&(Zx,Zx/) <nr)= Y IP’(&(Zx,Zx/) < nr|Zy = z)]P’(Zm = 2)
z€{0,1}™
< e—nAI/Q(T) '

On en déduit que :

h(x) < Z P<5(Zr7 Zx’) < ’I’L?") <2m e_nAI/Q(T) .
z'e{0,1}" z'#x

. Soit & € {0,1}™. On remarque que si pour tout z’ # x, on a 6(Z;, Z,) > nr

et 6(0, E) < nr, alors on a g(f(z) + F) = x. En particulier {g(f(z) + E) # =}
est inclus dans la réunion de {Il existe 2’ # x tel que §(Z;, Z,) < nr} et de
{6(Zy, Zy + E) <nr} ={d(F,0) <nr}. On en déduit donc que :

]P’(g( f(x) + E) # x) < h(z) +B(6(0, E) > nr).
Comme X est indépendant de E et (Z,,x € {0,1}™), on en déduit que :

P(o(f(X)+E) £ X) = > P(g(f(X)+E)#X|X =2)P(X =)

ze{0,1}™

= > P(sf@) +B) £ a)P(X = a)
ze{0,1}™

< > (Wx) +PB(0, E) > nr)) P(X =)
ze{0,1}™

= E[h(X)] +P(6(0, E) > nr).

5. On a E[R(X)] < 2me "2 ot P(5(0,E) > nr) = P(E, > r) < e ")

d’apres (XI.17).
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6. On a :
om o= o) _ n(E-A100)

Cette quantité converge vers 0 quand n tend vers I'infini des que 7 < A7 /2( r)—

€0 pour g9 > 0 fixé. Par ailleurs, la question IL.3 assure que A7 , (7‘) A} /2( D)
est positif, mais peut étre choisi aussi petit que 'on veut (avec r proche de p).
Donc, pour £ > 0 fixé, on peut trouver r tel que 0 < A1/2( r) — A7 )y (p) < e/3.
Pour m et n qui tendent vers l'infini et tels que ¢, —¢ < m/n < ¢, — 2¢/3,

on a que 2™ e i) converge vers 0. La question II.3 assure également que
A3 (r) est strictement positif et donc e %" converge vers 0 quand n tend vers
Pinfini.

On en déduit que ]P’(g(f(X) +FE) # X) < & pour m et n qui suffisamment
grands et tels que ¢, —e < m/n < ¢, —2¢/3. Dans la probabilité d’erreur précé-
dente, les fonctions de codage et de décodage sont aléatoires et indépendantes
du message et des erreurs. On en déduit donc qu’il en existe au moins une
(déterministe) telle que sa probabilité d’erreur soit tres faible pour un taux de
transmission proche de c,.

A

Ezercice X1.14. Pour deux permutations différentes correspondent des rangs par-
tiels différents. La fonction A est donc une injection de S,, dans E,. Comme les
ensembles S, et E, ont méme cardinal, la fonction h est donc une bijection.

I Préliminaires

1. Les candidates étant présentées au hasard, on en déduit que toutes les confi-
gurations sont équiprobables. On modélise donc la loi de X' par la loi uniforme
sur Sy,.

2. Comme h est une bijection, on en déduit que R est de loi uniforme sur F,. En
particulier, pour (r1,...,7,) € E,, on a P(Ry = r1,...,R, = 1,) = 1/nl. La
formule des lois marginales implique alors que P(Ry = ri) = 1/k, et donc Ry,
est de loi uniforme sur {1,...,k}.

3. On en déduit que :
(Rl_rlv"'a H Rk—'f'k

Ceci assure que les variables aléatoires (Ry, ... ,Rn) sont indépendantes.

4. Si la princesse k est la meilleure alors son rang partiel vaut 1 et les princesses
suivantes étant moins bien, leur rang partiel est donc strictement supérieur a
1. Comme h est une bijection et qu’il existe toujours un rang partiel égal a 1
(car R; = 1), on en déduit 1'égalité demandée.
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IT Les stratégies de seuil
1. On décompose suivant les valeurs de 7, :

P(Y,=1)=) P(Zi=1r1.=k)
k=1

n—1
= Y P(Re1>1,...,Rpy > LRy =15 =1)
k=c+2
+ P(RC+1 =1, EC+1 = 1) + P(Rc-i-l >1,...,Rp 1 >1,%, = ’I’L)
=P(Rey1=1,%41=1)

n
+ Z P(Rey1 >1,...,Rp_1 > 1, Ry =1, =1).
k=c+2

2. En utilisant 'indépendance des variables (R1,..., R;) et le fait que R; est de
loi uniforme sur {1,...,i}, on a pour ¢ > 1 :

]P(RC+1 - 17204-1 - ].) - P(RC+1 - 1,Rc+2 > 1, ce Rn > 1)

etpour k> c+2:

]P)(Rc—i-l >1,...,Rp_1 > 1,Rk:1,2k:1)
=P(Rey1>1,...,Rk-1 > 1, Ry =1,Rp41 > 1,... R, > 1)

()

i=c+1 j=k+1
_c 1
T nk-—1
On obtient donc :
n n—1
c 1 c 1
BE =)= S 1=, %

k=c+1 k=c

Pour ¢ =0, on a 7. =1 et donc :

P(S, =1)=P(5 = 1) :%.
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3.

Pour c€ {0,...,n—1}, on a:

7€) = nlg(e) ~ glc 1)) = Z Ly

Comme n > 3, on a f(1) = EZ;%% > 0. Pour ¢ > ¢, on a f(c) < 0 et donc
g(c) < g(ex). Pour ¢ < ¢, ona f(c) >0 et donc g(c) < g(ck). On en déduit que
g(c) est maximal pour ¢ = ¢,.

Par construction, 7., est la stratégie de seuil optimale. Elle consiste a choisir
la premiere princesse meilleure que les ¢, premieres princesses rencontrées.

Comme la somme ZZ;; 1/k diverge quand n tend vers l'infini, on en déduit
que ¢, tend vers I'infini quand n tend vers I'infini. On déduit de la définition
de ¢, que :

log(n/cy) +o(1/cy) > 1> log(n/cy) +o(1/cy) — cl =log(n/cs) + o(1/cy).

*

Ceci implique que log(n/cy) + o(1/¢x) = 1 et donc n/c. = e+o(1/cy) soit
ce/n=1/e+o(1/n). On aégalement g(c.) = (1+o0(1/cx))cs/n =1/ e4o(1/n).

IIT Les stratégies générales

On remarque que {r > k} = ﬂ?zl{(Rl,...Rj) ¢ A} = {(R1,...,Ri) € Cy}

avec

k k
=45 11 &),
j=1

i=j+1

ainsi que {T =k} ={r >k} N{r > k}°*={(R1,...,Rx) € By} avec :

1.
2.

316

Bk = (Ck—l X Ek) ﬂC,j

On a Gn(Tl, ce ,Tn) = 1{Tn:1}1{(7"1’.“’,4”)63”}.
En utilisant la question 1.4, il vient par indépendance :
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Gr(r1,...,m%)

n
=k P(Zi=17=iR =r,...,Ry=m)
i=k

=k P(Rp>1,...,Riu1 > L Ri=17=iR =ry,...,Ry=ry)
1=k

=k P(Ry>1,...,Ri > )P(Ri=1,7 =i, Ry =11,..., Ry = 1)

i=k
no.
= k! E iP(Rizl,T:i,Rl:Tl,...,Rk:Tk).
n
1=k

3. On a, en utilisant la question précédente pour 'avant-derniere égalité :

Gr(ry, .- 7k)

=Ky PR = 1,7 =i, Ry =11, Ry = 7%)
1=k

k
= =i Yo, m)eB FIP(Br = 715 Ry = 1)
+8 S PR =1,7=i,Ri =r1,..., Ry =13
i=k+1
k
= L=, By}
1 k+1 n i
+ ]{7—1—1 Z (k+1)' Z E]P)(RZ = 177— :ile :rl,...,Rk+1 :Tk-i-l)
re+1=1 i=k+1
L 1 k+1
- ﬁ1{rk=1}1{(r1,~--,rk)eBk} + k+1 Z Gr1 (115 Ty 1) Ly r)€C)
Tk+1:1

k
= L=y {meBi) T ElGri1(r1, 3Tk Ry 1)1 (r ) eCr}-

L’inégalité est alors évidente.
4. On remarque que g*(n) = 1/n et E[G,(r1,...,rn-1,Ry)] < P(R, = 1) =

1/n. Les inégalités se démontrent alors par récurrence descendante en utilisant
I'inégalité de la question précédente. Pour conclure, il suffit de remarquer que
G1(1) =E[G1(Ry)].

5. Par définition de g*, on a ¢*(n) =1/n=g(n — 1) et pour k € {1,...,n—1} :

317



XIII Corrections

—1 1 1
g =1, (k—l—l)—l—max< M). (XIIL.12)
k n’ k
Pour k > ¢, on a :
n—1
ko1 (k‘)—l—max<1 gk >: — 15 1, 1
k n 7
j=k
k—1w=1
EE
no

[y

n—

j=k—
Pour & < ¢, on a ) 0" 1/] > 1> k/e, et donce g(ci)/k > 1/n. 1l vient pour

k<ey:
k—1 1 ”
TQ(C*) + max <E’ g(; )> = g(cx).

On en déduit que g*(k) et g(max(k — 1,¢.)) vérifient I’équation (XIII.12) avec
la méme condition initiale en n. Ces deux fonctions sont donc égales.

mu—n
\_/

i 1

6. La question précédente assure que g*(1) = g(c«) et donc P(X; = 1) < g(cy) =
P(X;,, =1). Lastratégie 7., est la stratégie qui maximise la probabilité d’épou-
ser la meilleure princesse. C’est donc la stratégie optimale.

A

XIII.12 Probléemes (probabilités et statistique)

I Distribution du génotype : le modele de Hardy-Weinberg

Ezxercice XII.1. 1. On note (E7, E9) les génes de 'enfant, ou F; représente le gene
transmis par la mere et E5 celui transmis par le pere. L’espace d’états est :

2= {(El,Eg);El € {Ml,MQ} et By € {Pl,Pg}},

ou MMy est le génotype de la mere et PP celui du pére. On remarque
que le génotype de 'enfant est soit FqFEy soit FsF; : on ne distingue pas la
provenance des génes. On suppose les transmissions des génes de la meére et
du pére indépendants et indépendants des genes a ou A. On choisit sur {2 la
probabilité uniforme. Donc on a :

318



XIII.12 Problemes (probabilités et statistique)

P(E = aa|M = aA,P = aA)
_ Card {(E1, E2) = (a,a); By € {A,a} et Ex € {a,A}} 1
N Card {(Ey, Es); E1 € {A,a} et Ey € {a, A}} 4

P(E = aa|M = aa, P = aA)
_ Card {(E1, E2) = (a,a); By € {a} et Ea € {a,A}} 1

Card {(E1, E»); E1 € {a} et E5 € {a, A}} 2

et par symétrie P(E = aa|M = aA,P = aa) = et P(E = aa|M = aa,P =
aa) = 1.

. En distinguant tous les génotypes possibles pour les parents qui peuvent don-

ner lieu au génotype aa pour 'enfant, il vient en utilisant la définition des
probabilités conditionnelles :

P(E = aa) =P(E = aa|M = aA, P = aA)P(M = aA, P = aA)
+P(E = aa|M = aa, P = aA)P(M = aa, P = aA)
+P(E = aa|M = aA, P = aa)P(M = aA, P = aa)
+P(E = aa|M = aa, P = aa)P(M = aa, P = aa).
On suppose les mariages aléatoires. En supposant le génotype de la mere et

du pere indépendant et de méme répartition, on a P(M =i, P = j) = P(M =
i)P(P = j) = uju;. On obtient P(E = aa) = (Ul + %2)2

. Par symétrie on a P(E = AA) = (ug 72)
. En passant au complémentaire on a P(E = aA) =1-P(E #aA) =1-P(E =

aa) —P(E = AA) car les évenements {E = aa} et {E = AA} sont disjoints.
Donc on a P(E =ad) =1-6%—(1—-60)%=20(1—-0).

. Le parametre a la seconde génération est 05 = g1 + % = 0. La répartition est

identique & celle de la premiere génération. La répartition est donc stationnaire
au cours du temps.

IT Modele probabiliste

1.

Les variables aléatoires (l{Xi:j},z' € {1,...,n}) sont indépendantes et de
meéme loi : la loi de Bernoulli de parametre ¢;. La loi de N; est donc une
loi binomiale de parametre (n, g;).

2. On a E[N;] = ng; et Var(N;) = ng;(1 — g;).

3. L’estimateur N;/n de g; est sans biais. Comme 1;x,_;y est intégrable, on déduit

de la loi forte des grands nombres que N;/n est un estimateur convergent.
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4. Comme 1yy,_j) est de carré intégrable avec Var(lix,—;;) = ¢;(1 — g;), on
N.
déduit du théoréme central limite que +/n <—] —q; | converge en loi vers
n
N(0,g;(1—gj)). L’estimateur N;/n est donc un estimateur asymptotiquement
normal de variance asymptotique ¢;(1 — g;).
5. Ona:
P(lenl,Ngzng,Ngzng): Z P(Xl ::L'l,...,Xn:x‘n)
(1‘1,...7xn)€{172,3}n

Card {i;z;,=1}=n1
Card {4;z;=2}=no

par indépendance, et comme les X; ont méme loi :

P(N1 = n1, Na = ng, N3 = n3) = > a'tgytqy T

(x1,...,xn)€{1,2,3}"
Card {#;x;=1}=n1
Card {i;2,=2}=n2

|
n: ni _n2 n3
= 7 % 9279
7’L1"I’L2"I’L3' 1 42 43

6. La matrice de covariance de Z7 = (1{X1~:1}a l{Xizg}) est :

< Var 1x, -1 Cov(l{Xlzl}al{X1:2})>
COV(l{X1 1}71{X1 2}) Varl{Xlzg}

_ <q1(1 —q1) —qg >
192 q2(1 — q2)
Par indépendance, on a Cov(N1, Na) = n Cov(1ix,—1}, 1{x,=2}) = —nq1¢2. Les
variables aléatoires N1 et N2 ne sont pas indépendantes.

7. Les variables aléatoires vectorielles Z; = (1x,-1, 1x,-2) sont indépendantes, de
meéme loi et de carrés intégrables. Le théoreme central limite assure que :

i (Z Z— nE[Zi]) _ <N1[n\]/% a1 NQ[n\]/% nq2>

converge en loi, quand n tend vers U'infini, vers la loi gaussienne N (0, X).

IITI Estimation de 0 a 1’aide du génotype

1. On a c =log +n210g2

nl'n2
aLn(Nl,N2,N379) 2N1 Ny Ny 2N3

2.0naV, = 50 =3 _1_7_1__9_1_9.
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3. Ona:
0Ly, (N1, NoN3; 0)
1,(0) =—-E ’ ’
) = | T2
2N1  No No 2N3 2n
/ { 7 T T aeeg T (1—9)2] 91— 0)
4. Si (n1,n2) # (0,0) et (n2,n3) # (0,0), alors on a :
lim L, » 12, M35 = lim L, » 12, N33 = —0.
éﬂ)l (n1,n2,n3;0) 01%110 (n1,n2,n3;0) 00
Pour trouver les maximums on regarde les zéros de :
OLy(n1,n2,n3;0) 2ny N ng  ng  2ng
00 0 6 1—-60 1-6
On trouve un seul zéro : 0 = % + 2— Si (n1,n2) = (0,0), alors on a
L,(ny,n9,n3;0) = ¢+ nlogf. Le maximum est atteint pour § = 0 = ﬂ + ﬁ

Si (ng2,ng) = (0,0), alors Ly(ni,n2,n3;0) = c+nlog(l —6). Le max1mum est
atteint pour # = 1 = =y ;—2 Dans tous les cas le maximum de la vraisem-
n n
Ny

n1
blance est atteint en un point unique § = — + —. Donc 9n = —+ 2— est
n n

I'estimateur du maximum de vraisemblance de 0.
5. L’estimateur est sans biais car on déduit de I1.2. que Eg [én} =0%+0(1-0) = 6.

6. On a, grace aux questions I.2 et I1.6 :

N 1 1
Var(6,,) = e Var(2N; + No) = e (4 Var(Np) + Var(N2) +4 Cov (N1, N2))
1 6(1—6)
=— (4q: (1 — 1—q2)—4 = ———
1, Gl —a) + (1 - 2) — 4q102) o™
—1_ 00 -0) ,
La borne FCDR est I,,(#)"" = o L’estimateur est donc efficace. On

peut remarquer sur I’équation (XII.3) qu’il s’agit d’un modele exponentiel.

7. En utilisant les résultats de I1.3, on a que 6,, est un estimateur convergent de 0.
En remarquant que 6,, = 3 ;" ; ( ) Z;, on déduit du II.7 que 0,, est asymp-
0(1—6)

totiquement normal de variance asymptotique h_}m nVar(@n) = 5
n (o]
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IV Tests asymptotiques sur le modele de Hardy-Weinberg

1.

L’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ = (g1, d2, 3) est le vecteur
. .. Ni Ny Ns
des fréquences empiriques | —, —, — .
n’ ' n’'n

. On a ¢, égal a la statistique Cr(Ll) du test du x2. Le test du x? assure que

le test de région critique WT(LI) = {(n > 2z} est un test convergent de niveau
asymptotique a = P(Z > z), ot Z a pour loi la loi d’'un x? a 3-1-1=1 degré de
liberté. On a enlevé un degré de liberté pour l'estimation de 6 €]0, 1[C R.

On an ~ 3.88 109, 0,, ~ 1.9853 102 et les valeurs suivantes :

ny = 1580, G1~4.07221074,  q1(0,) ~ 3.9415 1074,
ng = 150900, G ~ 3.8892 1072, qo(f,) ~ 3.8918 1072,
ng = 1580, 43 ~ 9.6070 1071, g3(6,) ~ 9.6068 101,

On obtient Q(Ll) ~ 1.69. Pour a = 5%, on a z ~ 3.84. Comme Q(ll) < 3.84,
on accepte donc Hy au seuil de 5%. La p-valeur asymptotique de ce test est
p-val = 0.19. Ce qui confirme que I'on ne peut pas rejeter Hy.

On obtient {T(LI) ~ 1163. Comme {T(Ll) > 3.84, on rejette donc Hy au seuil de 5%
(la p-valeur asymptotique est de 'ordre de 1072%%). En fait le géne responsable
de I’hémophilie est porté par le chromosome sexuel X. Le génotype pour la
population féminine est donc aa, aA ou AA. En revanche le génotype pour
la population masculine est ¢ ou A. Le modele de Hardy-Weinberg n’est plus
adapté.

A

Ezercice XI1.2. T Modélisation

1.
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Les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p.

. La variable aléatoire est discrete. Sa densité est donnée par p(z1;p) = Pp(X1 =

x1), avec x1 € {0,1}. La densité de I’échantillon est :

P PRI .
pn(z;p) = <ﬂ> (1—-p)", ou z=(x1,...,2,) € {0,1}".

On remarque que p,(x;p) = ¥(Sy(x),p), ou Y(y,p) =pY(1 —p)" Y et Sp(z) =
>, x;. Par le théoreme de factorisation, on déduit que la statistique S, =
>, X est exhaustive. La statistique S, est en fait totale, car il s’agit d’un
modele exponentiel.



XIII.12 Problemes (probabilités et statistique)

4. Pour que h(S,) soit intégrable, il faut et il suffit que h, définie sur {0,...,n},
soit bornée. On a alors :

= Chn(k)pF(1—p)"*.
k=0

En prenant la limite de l’expression ci-dessus quand p tend vers 0, il vient
lim,_,0 E,[h(Sp)] = h(0). Soit § = h(S,) un estimateur intégrable sans biais
de 1/p. On a donc E,[h(S,)] = 1/p. Quand p tend vers 0, on déduit de ce qui
précede que h(0) = +o0. Or h(Sy,) est intégrable, implique que h est bornée. 11
y a donc contradiction. Il n’existe pas d’estimateur sans biais de 1/p fonction
de S,,.

On peut également démontrer directement que la statistique S,, est totale. En effet
p — E,[h(S,)] est un polynéme en p de degré au plus n. S’il s’annule pour tout
p €]0, 1], alors ses coefficients sont tous nuls. Ceci implique que h(k) = 0 pour tout
k €{0,...,n} et donc P, p.s. on a h(S,) = 0.

5. Soit ¢ un estimateur intégrable sans biais de 1/p. Alors 'estimateur E,[§]S,] =
h(Sy) est un estimateur sans biais de 1/p, qui est fonction de .S, seulement. Cela
est absurde d’apres la question précédente. Il n’existe donc pas d’estimateur
sans biais de 1/p.

IT Estimation asymptotique

1. Les variables aléatoires (X;,i € N*) sont indépendantes, de méme loi et inté-
grables. On déduit de la loi forte des grands nombres que la suite (.S, /n,n € N¥)
converge Pp-p.s. vers p. Comme lim,, o n/(n+1) =1 et lim,, o 1/(n+1) =0,
on en déduit que Pp-p.s. lim, o0(Sy, + 1)/(n + 1) = p. Comme la fonc-
tion g(x) = 1/x est continue en p, on en déduit que Pp-p.s. lim, o 6, =
lim,,—yo0(n +1)/(Sn + 1) = p. La suite d’estimateurs est donc convergente.

2. Ona:
n+1 n! n+1 4 ek
% 5] = -

"+1 ket n—k
— 1_
Z Grim—m? 1P

1”*1 n+1)! 1

—— fpjl_pn—l—l—]__l_pn—l—l
pjz::()]!(wrl—])! 4= p( )
1
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Le biais est b, = —(1 — p)"*!/p. On remarque que —pb, = (1 - %)HH ~

e—"mo/N gj nyg < N.

Les variables aléatoires (X;,7 € N*) sont de carré intégrable. On déduit du
S,

théoreme central limite que la suite <\/ﬁ <—" — p> ,n € N*> converge en loi
n

vers s,Go, ot G est de loi gaussienne N(0,1) et s2 = Var,(X1) = p(1 — p).
On a:

n+1 n

0§ﬁ< =t D) Sntl =

La suite converge donc Pp-p.s. vers 0. On déduit du théoréme de Slutsky que

la suite : <<\/ﬁ<%—p>,\/ﬁ<iﬂj1l_p>>’n€N*>

converge en loi vers (s,Go,0). Par continuité, on en déduit que :

Sn 1 Sn Sn 1 Sn en loi
Va(ST ) = (S oe) v (T - %) 2 e

Sn+1 Sn>_ n— Sy, < Vn < 1

n+1 n+1 n

La suite (1/6,,n € N*) est donc une suite d’estimateurs de p convergente et

asymptotiquement normale de variance asymptotique 312,.

. La fonction g(z) = 1/x est de classe C!' au point p €]0,1[. On déduit

du théoreme de convergence des estimateurs de substitution que la suite

<\/ﬁ <6n — %) M€ N*) converge en loi 0,Go ot o7 = s2(¢'(p))* = (1 —p)/p°.
La suite (6,,n € N*) est une suite d’estimateurs de 1/p convergente et asymp-
totiquement normale de variance asymptotique 0';2,.

La log-vraisemblance est Li(x1;p) = z1 log <1L> + log(1 — p). Le score de
-p

I’échantillon de taille 1 est :

_ 8L1(X1;p) :X1 <1 1 > . 1 X1 1

_|_
Op p 1l-p

1-p pl-p) 1-p

Wi

L’information de Fisher est :

1 1
I(p) = Var,(V1) = Var,(X1/p(1 = p)) = ———=p(l —p) = —-
Soit la fonction g(x) = 1/x. La borne FDCR de I’échantillon de taille 1, pour
Pestimation de g(p) = 1/p est (¢'(p))* /I(p) = (1 — p)/p?. La variance asymp-
totique de l'estimateur §,, est égale a la borne FDCR, de I’échantillon de taille
1, pour lestimation de 1/p. L’estimateur est donc asymptotiquement efficace.
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III Intervalle de confiance

1. Comme la suite (0,,n € N*) converge Pp,-p.s. vers 1/p, on en déduit que :

Pp-p.s.
G =06 /0n —1 2225 4.

n—oo

On déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((6y, v/ (6, — 1/p)),n € N¥)
converge en loi vers (o, 0,Go), out Gy est de loi gaussienne N(0,1). Par conti-

Illli(é, on en déduit que :
n 1 en loi
\/_ <(5n _ _> #) G07

On P n—o00

ot Gy est de loi gaussienne N(0,1). Soit z > 0. Comme G est une variable
aléatoire continue, on a :

P, G) e {5n 4 z%]) _p (*(f <5n _ %) € -z, z]> — B(Go € [-2.4).

Pour z = ¢1_,/9 le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0, 1), on en déduit que

On
I, = [5n + ¢1—a/2%
1—a.

2. L’estimateur de 1/p est 6, = (n+1)/(S, + 1) = 463/341 ~ 1.36. L’estimateur

de N est ngd, ~ 100.

3. Pour a = 5%, on a ¢;_o/9 =~ 1.96. On a G, ~ 0.81 et [, ~ [1.28;1.43].
L’intervalle de confiance asymptotique a 95% de N = ng/p est [95,106].

} est un intervalle de confiance de niveau asymptotique

IV Tests
1— Do T 1— n
1. Le rapport de vraisemblance est Z(x) = <M> < p1> , oll
(1 —=p1)po 1 —po
x = (x1,...,2,) € {0,1}". Le rapport de vraisemblance est une fonction de

Sp(x) = > | ;. La statistique de test est S, = > 1" | X;.
2. Comme Nj > Ny, on a pg > pi1. La condition Z(x) > k est équivalente a la

condition S,(z) < ¢, pour une constante ¢ qui ne dépend pas de z. Le test
UPP ¢ de niveau « est alors défini par :

plx) =1 si Sp(z) <ec,
p@) =7 si Sale)=c.
ex) =0 si Sy(z)>c,

Les constantes c et y sont définies par la condition Ep, [¢] = a.
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3.

Comme les constantes c et v sont définies par la condition E, [¢] = «, elles
sont indépendantes de la valeur de Nj. Le test ¢ est UPP de niveau « pour
tester Hy = {N = Ny} contre Hy = {N = Nj}, et ce pour toutes valeurs de
Ny (> Ny). En particulier il est UPP de niveau a pour tester Hy = {N = Ny}
contre H; = {N > Ny}.

Pour déterminer le test ¢, il faut calculer les constantes ¢ et . Elles sont
définies par Pp, (S, < ¢) +Pp,(Sn = ¢) = «a, o @ = 5%. La constante c est
également déterminée par la condition Py, (S, < ¢) < a < Py (Sp < ¢+ 1). A
la vue du tableau XII.1, on en déduit que ¢ = 341. Et on obtient v ~ 0.60.
Comme s, = 340 < 341, on rejette donc I'hypothese Hy au niveau 5%.

Le méme test permet en fait de rejeter ’hypothese N < 96, car il s’agit d’un test
UPP unilatéral dans le cadre du modele exponentiel. Le test UPP est ici plus
précis que l'intervalle de confiance de la question précédente (car on considere
un test unilatéral mais un intervalle de confiance bilatéral). Il est également
plus simple & calculer, dans la mesure ou il ne fait par intervenir la variance
asymptotique 0';2,, et donc ne nécessite pas son estimation. Enfin, le test est de
niveau exact alors que l'intervalle de confiance est de niveau asymptotique.

A

FEzxercice XI1.3. 1T L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6

1.
2.

3.
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On a fy(t) = - 2201

Comme les variables sont indépendantes, la densité de ’échantillon est :

= 0k(t — ’w)k_l (%_‘9(15_1”)]C 1{t>w}'

n

p:;(tl’ s lng 9) =0"k" (H(tl - w)k_l]‘{ti>w}) e_g Z?:l(ti_w)k :
i=1
La log-vraisemblance est définie pour ¢t = (t1,...,t,) €Jw,+oo[”, par :

n

L3 (t:9) = nlog(8) — 03 (t: — w)* + ¢ (1),

=1

ou la fonction ¢}, est indépendante de §. Pour maximiser la log-vraisemblance,
on cherche les zéros de sa dérivée. Il vient :

0Ly (t;0) n - ' i . B n
0= 50 =3 2z:;(tz w)”  soit 0= ST~ w)F
O2L% (t;0)

Comme de plus —37—~ = —n /6% < 0, on en déduit que la log-vraisemblance
est concave; elle est donc maximale pour § = n/ > " | (t; — w)k. L’estimateur
du maximum de vraisemblance est donc :
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L L R—
XL - w)

. L’information de Fisher est définie par :

4

I(6) = Eg [—w} 1

062 BE

. Comme p.s. T' > w, la variable (T' — w)ak est positive. On peut donc calculer
son espérance. On a pour o > 0 :

Eo[(T — w)**] = /(t —w)** fo(t) dt = /Oo Ole(t — w)olth—L o= 0(t=w)* gy

w

En posant y = 0(t — w)*, il vient :

o
Eo[(T — w)**] = 9_0‘/ y*e YV dy=0"I'(a+1).
0
En particulier, on a Eg[(T — w)*] = 07! et Eg[(T — w)?*] = 26072
. Comme les variables aléatoires (T) — w)*, ... (T, — w)* sont indépendantes de

méme loi et intégrables, on déduit de la loi forte des grands nombres que la suite
de terme général Z, = 1 3" (T, — w)* converge p.s. vers Eo[(T —w)*] = 6.
On considére la fonction h : z — 1/z. On a 0% = h(Z,). Comme la fonction h
est continue en 8! > 0, on en déduit que la suite (é;;, n > 1) converge p.s. vers
h(6~1) = 6. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc convergent.
Comme les variables aléatoires (T} — w)*,... (T, — w)¥ sont de carré inté-
grable, on déduit du théoréme central limite que la suite (v/n(Z, —0~1),n > 1)
converge en loi vers une loi gaussienne N (0, 02), ott 6 = Varg((T —w)*) = 672
Comme la fonction h est de classe C' en #~1 > 0, on en déduit que la suite
(vn(0: — 6),n > 1) converge en loi vers une loi gaussienne N(0,%3), ol
Y2 = o1/ (071)? = 6. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
asymptotiquement normal de variance asymptotique Xy.

. L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace, car
Y2=1(0)""1

. On remarque que (é;‘;)2 est un estimateur convergent de X2. On déduit donc
du théoréme de Slutsky que la suite (v/n (60 —0) /6%, n > 1) converge en loi vers

G de loi gaussienne N (0,1). Soit z > 0. Comme G est une variable aléatoire
continue, on a :

P, (9 e |0r + zf/’%l) —P (\/ﬁ(é; —0)/0* € |-z, z]) —— P(Go € [, 7))

327



XIII Corrections

Pour z = ¢1_, /5 le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1), on en déduit
que :
0 + gzsl_ap@]

Vn
est un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — o. Pour oo = 5%, on
a 1 a0 2 1.96. Il vient 6 = 17/33 175 533 ~ 5.124 1077 et

Iy =

Jy o~ [5.124. 1077 £2.46 1077 = [2.71077,7.6 1077].

IT Données censurées

1. La loi de X est une loi de Bernoulli de parametre p = Pg(X = 1).

328

.Onapourz=1:

Po(R>7m X =1) = Py(S > T > r) = /1{S>t>r}fg(t)g(s) dtds
- [ e a
et pour x =0 :
Po(R>r X = 0) = Po(T > § > r) = / Lo sony fo(t)g(s) dids
- [ sf .
On en déduit donc par dérivation que :
p(r,1;0) = fo(r)G(r) = g 0r—wl c(r,1) avec c(r,1)=k(w— r)li_l(_;(r),

et
p(r,056) = g(r) Fy(r) = e "0~ ¢(r,0) avec ¢(r,0) = g(r).
La fonction c est bien indépendante de 6.

La variable aléatoire N,, représente le nombre de souris pour lesquelles on a
observé les effets des produits toxiques.

La densité de I’échantillon de taille n est pour r = (r1,...,r,) € R", = =
(x1,...,2,) € {0,1}",

Polr, z;0) = Hp(m 25:0) = 92im1Ti 0TI im0l (g
i=1
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ot ¢p(r,xz) = [l e(ri,z;) ne dépend pas de 6. La log-vraisemblance de
I’échantillon est donc :

L, (r,2z;0) = log(0 le — 92 + log(cn(r, x)).

En raisonnant comme dans la question 1.3, on déduit que la log-vraisemblance
n n

atteint son maximum pour 6 = E xi/ g (r; — w)% . Cela reste vrai méme si
i=1 =1
Sy xi = 0. L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc :
6 all

" E?:l(Ri - w)i

Contrairement & é,’;, I’estimateur én tient compte des données censurées au dé-
nominateur. En revanche le numérateur représente toujours le nombre de souris
pour lesquelles on observe I'apparition des effets dus aux produits toxiques. On
remarque également que la loi de S n’intervient pas dans én En particulier, il
n’est pas nécessaire de connaitre explicitement la fonction ¢ ou G.

. Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes intégrables et de méme
loi de Bernoulli de parametre p. On déduit de la loi forte des grands nombres
que N, /n est un estimateur convergent de p. Comme Ey[N,,/n] = Ey[X] = p,
on en déduit que N,,/n est un estimateur sans biais de p.

. I’information de Fisher pour I’échantillon de taille 1 est définie par :

O’Li(R1,X1;0)] Eo[X1] p
10) =Fo |- 5 T o

. Comme la fonction h : (y,z) + y/z? est continue sur ]0,00[%, on en déduit
que la suite (h(N,/n,0,),n > 1) converge p.s. vers h(p,0) = p/6% = I(0).
L’estimateur —* 2 est donc un estimateur convergent de 1(0).

n

n

. L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace.
Donc la suite (y/n(6, — #),n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne
N(0,1/1(6)). Comme N,,/(nf?) est un estimateur convergent de I(f), on dé-
duit du théoreme de Slutsky que la suite (v/ Ny (0, —0)/60,,n > 1) converge en
loi vers la loi gaussienne A(0,1). En raisonnant comme dans la question 1.8,
on déduit que :

JIp =

R 0,
O £ P1-_a/2 \/—N_]
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est un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 —cv. Pour a = 5%, on a
$1—ay2 = 1.96. Il vient N, = 17, 0, = 17/(33 175 533+4 546 830) ~ 4.507 1077
et :

Jn = [4.507 1077 £2.1421077] = [2.41077,6.6 107 7).

L’intervalle de confiance J, est plus étroit que J). Mais surtout l’estimation
a l'aide de 6} donne des résultats pour 6 surévalués. De plus I'estimateur 6
n’est pas convergent en présence de données censurées.

ITI Comparaison de traitements

1.

330

. On cherche 6 qui maximise 0 +— p,,a ,5(r

Par indépendance, la densité de I’échantillon p,a ,~ est le produit des in-
tensités. Z;. Pour rd = (7“14,...,7“;414) € R”A, rB = (rlB,...,rfB) € R"B, et
A B
A = (xf,...,:pq‘;‘A) €{0,1}"" et 2% = (f,...,25;) € {0,1}"", on a:
A A B B A pB
pnA,nB(T y L, T ;07,0 )

B
k 0B i= 1(TB_w)§-

(HA) i=1T; (HB)ZLBl i e_eA Z? 1(T _w)

A,ﬂJ‘A) B,ﬂJ‘B).

cpa(r cpB (T

A 24 1B 2B:0,0). Des calculs simi-

laires & ceux de la question II.4 assurent que l’estlmateur du maximum de
vraisemblance de 6 est :

N4, + N5,
- )
S (RA — w)k + Y (RP — w)l
On déduit de la question I1.7 que, pour j € {A, B}, I'estimateur Nflj/(n]éfﬂ)

est un estimateur convergent de I(67). Les deux statistiques de test du test de
Hausman sont :

Oa s =

N 2 AA B/pB N 2 NBB
CnA nB =1 (9 Ona nB) A é;j}A)z +n (enB enA,nB) nB(éf )2
B A (enA HnA nB) B (enB enA nB)
SERNZNE S
R NA N5
2) A(pA 2 nA BB 2 nB
=n"(0 0,4, ~ +n7 (0, 0,4 ~
CnA nB ( A A B) nA(HnAmB) ( B A B) nB(HnA nB)2
. AA (0 AA 0n4nB) BB (enBA )
" (enAmB) " (enA,nB)
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Les régions critiques associées au test de niveau asymptotique « sont WT(LQ B =
{ng a5 2 Z1-a}, pour j € {1,2}, oll 21, est le quantile d’ordre 1 — « de la
loi du x? & 1 degré de liberté. Les tests sont convergents (quand min(n?, n?)
tend vers l'infini) et les p-valeurs asymptotiques sont, j € {1,2} :

Pval = B(Z 2 CG),
ot Z suit une loi du x? & 1 degré de liberté.
. On a déja calculé 9;?,4 ~ 4.507 10~7. 1l vient :

19
64 024 591 + 15 651 648

05, = ~ 23851077 et ,a,5~3.066 107"
Le quantile & 95% du x2? & 1 degré de liberté est z;_o, = 3.84. On obtient
Q(f) ~ 3.3 et {T(?) ~ 4.7 ainsi que p(M-val ~ 7% et p(@-val ~ 3%. (On remarque
que Q(f) est dans la région critique mais pas C,(Il).) On ne peut donc pas rejeter
Hy au niveau de confiance de 95%. Les pré-traitements A et B ne sont pas
significativement différents.

. Pour j € {A, B}, on déduit de la partie précédente que I'intervalle de confiance
3

—nd

J
\/ N:
variables aléatoires (HSA,NHA) et (95137 N,,») sont indépendantes. On en déduit
donc que :

de niveau asymptotique 1 — o/ pour 67 est Ji ;= éfl e R . Les

P(QA’QB)(GA S J;?A,QB S JEB) e ]PJQA(QA S J;?A)]PQB(QB S JnBB)

min(n4,nB)—oo (1 a OéA)(l B CYB).

Pour tout (a?,a®) €]0,1[% tel que (1 — a®)(1 — aP) = 1 — a, on obtient
des intervalles de confiance Jq‘;‘A pour 64 et J fB pour 67 tels que le niveau

asymptotique sur les deux intervalles soit de 1 — a. On peut choisir o/ = a? =

aP =1—/1T—=a. Pour a = 5%, il vient o/ ~ 2.5%, P1_ay2 = 2.24 et
JA ~[21077,71077] et JB ~[1.21077,3.6107].
Les deux intervalles J fA et J fB ne sont pas disjoints. On ne peut donc pas reje-

ter Hy. On retrouve le résultat de la question précédente. Ce test est toutefois
moins puissant que les tests précédents.
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IV Propriétés asymptotiques de ’estimateur 6.,

1. Onap="Py(T <5) = [Lycsyfo(t)g(s) dtds = [ fo(t)G(2) dt.
2. Il vient par indépendance :

Py(R>7)=Py(T > 7,8 >7r)=Po(T > r)Pe(S >r) = Fp(r)G(r).

Par dérivation de Pyp(R < r) =1—Py(R > r), on en déduit la densité h de la
loi de R :

h(r) = fo(r)G(r) + g(r) Fp(r).

= / (r —w)k fo(r)G(r) dr + / (r —w)k g(r)Fp(r) dr.
A Taide d’une intégration sur partie, il vient :

/ (r — w)h (") Fy(r) dr

1
|
Q
—~
E
N—
—
3
|
S
N—
+ =
e
—
E
N—
|

ou l'on a utilisé la relation fy(r) = 0k(r — w)]_fll*:'g(r). On en déduit donc que :

Eol(R - w)t] = 01 / fo(r)G(r) dr = 07p.

4. Les variables aléatoires (R —w)% , ..., (R,—w)" sont indépendantes intégrables

et de méme loi. Par la loi forte des grands nombres, on en déduit que la suite
1 n

(Zn = - Z(R, —w)k n > 1) converge p.s. vers Eg[(R — w)k] = p/6. De plus
i=1

la suite (N, /n,n > 1) converge p.s. vers p. Comme la fonction h(z,z) — x/z

est continue sur 0, 4+o00[?, on en déduit que la suite (6, = h(N,/n, Z,),n >

1) converge p.s. vers h(p,p/0) = 6. L’estimateur 6,, est donc un estimateur
convergent.
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5. En procédant comme pour le calcul de Eg[(R — w)'i], on a :

Eo[(R — w)%] = / (r — w)2* fo(r)C(r) dr + / (r — w)2*g(r)Fy(r) dr.

A Taide d’une intégration sur partie, il vient :

“+oo

[ = wg)Fotr) dr = [~GO) o~ wFFalr)]

- / 2k(r — w)2F L Fy(r)G(r) dr

—0o0

= [ = p)Ge) dr
— 29! / (r — w)* fo(r)G(r) dr
- [ = w2 p)Gr)
Comme
8 = Ealtprony(R = 0] = [ 1yt = 0 folt)g(s) dscs
- [t=whhnce a.
on déduit donc que :
Bal(R—w¥] =207 [ = w)h or)G(r) dr = 285

6. La matrice de covariance du couple est :

7. Les variables ((Ry—w)%, X1),..., (R,—w)%, X,,) sont indépendantes de méme
loi et de carré intégrable. On déduit du théoreme central limite que la suite
(v/n(Z, — p/0, N,/n — p),n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire
gaussienne N(0, A). La fonction h(z,z) + x/z est de classe C' sur |0, +oo[?.
On en déduit que la suite (v/n(0, — 0) = v/n(h(N,/n, Z,) — h(p,p/62)),n > 1)
converge en loi vers une variable aléatoire N(0,03), ot :
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o= (o) 2e00/0)) A (Lwi0) Petv0/0))
5

— (0/p,—0*/p) ( P _z_) (6/5,~0/p)’
0 [ 62
= 62 /p.

L’estimateur én est donc un estimateur asymptotiquement normal de 6 de
variance asymptotique o2 = 62/p. On remarque que la variance de I'estimateur
des données censurées est supérieure a la variance de 'estimateur des données
non censurées.

Comme 1/1(0) = 03, on en déduit que l'estimateur 6, est asymptotiquement
efficace.

A

Ezercice XII.4. I Modele gaussien a variance connue

1.

334

Dans un modele gaussien avec variance connue, l’estimateur du maximum de
vraisemblance de la moyenne est la moyenne empirique :

1 n
:E;Yj.

La moyenne empirique est un estimateur sans biais de la moyenne.

. Le vecteur (Y7,...,Y,) est un vecteur gaussien car les variables aléatoires

Y1,...,Y, sont gaussiennes et indépendantes. Comme 0, est une transfor-
mation linéaire du vecteur (Yi,...,Y,), sa loi est une loi gaussienne. On a

E,[on] = v et Var,,(z?n) = %0 Laloide 7y, est donc la loi N (v, 03 /n). En parti-
n
culier f

On en dedult que :

P <\/ﬁyn i € [_¢1—a/27 ¢1—a/2]> =1-aq,

a0

a méme loi que G de loi gaussienne centrée réduite N(0,1).

ol ¢, est le quantile d’ordre r de la loi gaussienne centrée réduite A(0,1). Donc
I'intervalle :

I, = |:Vn:l:¢1 a/2;g:|

est un intervalle de confiance exact de v de niveau 1 — a.
Pour o = 5%, on a ¢1_q /5 =~ 1.96. Il vient 1, ~ 6.42 et I, =~ [4.38, 8.46].
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. Les variables aléatoires (Yj,j > 1) sont indépendantes, de méme loi et inté-
grable. On déduit de la loi forte des grands nombres que p.s. la suite (,,n > 1)
converge vers v. On en déduit que 7, est un estimateur convergent de v.

. Comme les variables aléatoires sont indépendantes, la vraisemblance et la log-

vraisemblance du modele complet s’écrivent, pour z = (z1,...,2,) € R™ et
y=(y1,---,yn) ER™:
I | L
plz, g p,v) = H —(zi—p)? /203 H o (Wi—v)?/203

m+n 1 & 1
L(z,y;p,v) = — 5 10g(2ﬂ'ag) N — Z(xl _ N)2 - Z(yj . 1/)2.

. Lalog-vraisemblance est somme d’une fonction de y et d’une fonction de v. Elle
atteint son maximum quand chacune des deux fonctions atteint son maximum.
Ces deux fonctions sont quadratiques négatives. Leur maximum est atteint

pour les valeurs de p et v qui annulent leur dérivée, a savoir fi,,(x E x;

1
et op(y) = — Zyj. On en déduit que les estimateurs du maximum de vrai-
j=1

A 1 & N
semblance de (u,v) sont fi, = P Z:XZ- et o, = - ZYJ

. Comme les variables aléatoires X1,..., X, Y1,...,Y, sont indépendantes, on
en déduit que i, et ¥, sont indépendants. Les mémes arguments que ceux de la
question 1.2, assurent que la loi de fi,,, est laloi N'(u, 02 /m). Le vecteur (fim, 0y,)
est donc un vecteur gaussien de moyenne (u,v) et de matrice de covariance

% <1/0m 1[/)n>'

. La variable aléatoire g,&,)n est une transformation linéaire du vecteur gaussien
(fim, U). 11 s’agit donc d’une variable aléatoire gaussienne. On obtient :

[ mn u—v
EH,V[CT%,)?%]: m+n o ;

et en utilisant I'indépendance de fi,, et 7, :

mn Var,,(fim) + Var,,,(7n)
m+n o3

Var, ., ((n (1) ) = =1.

En particulier, sous Hy, la statistique de test Q(,i)n a méme loi que Gy.
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8. De méme qu’a la question 1.3, 'estimateur fi,, est un estimateur convergent de
. On remarque que :

mn . 1 min(m,n)
T T I
+ max(m,n)

En particulier, on a :
) mn
lim = +00.
min(m,n)—c0 M + N

On en déduit donc que la suite de vecteurs ((fum, Vn, \/mpm)m > 1,n > 1)
converge p.s. vers (u, v, +00) quand min(m, n) tend vers 'infini. Si p > v, alors
p.s.on a :

lim ((1) = +o00.

min(m,n)—oo

9. Avec les notations de la question 1.5, on définit la fonction sur R™™" :

A~

mn ,um(x) B ﬁn(y)
m-+n oy '

¢ (zy) =

En particulier, on a Cr(,}b7)n(X1, oy X, Y1, Y,) = <7(771,7)n- On consideére le test
pur de région critique :

Wonn = {(z,y) € R™ x R™; ¢V (2,y) > 2}.

m,n
Comme sous Hy, Q(,%,)n a méme loi que Gg, 'erreur de premiere espece est donc :
]P);,L,V(Wmﬂl) = Pmu(@%?n > Z) = ]P)(GO > Z)-

Le test est de niveau exact « avec z = ¢1_, le quantile d’ordre 1 — « de la loi
N(0,1). On vérifie que le test est convergent. D’apres la question précédente,
par convergence dominée on a sous Hi :

lim PuoWmn) = lim E,.[1

1
min(mvn)éoo min(m,n)—>oo {C’Sn,)nz(bl—a}

| =1.

Le test est donc convergent. La p-valeur du test est p-val; = P(Gy > (r(,nlb?rfbs),

ol Q(i)q’fbs = Q(,i)n(:n, y)) est la statistique de test évaluée en les observations.

10. Pour o = 5%, on a ¢1_q ~ 1.64. Il vient i, ~ 6.71, ¥, =~ 6.42, Cir™ ~ 0.187
et p-valy ~ 0.426. En particulier, on accepte Hy au niveau de 5%.
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IT Modéele non paramétrique de décalage

On fait quelques remarques préliminaires sur les résultats admis dans I’énoncé.
Sous Hy, on a p = [ 1<y f(z)f(y) dedy = 1/2. On vérifie que sous Hy la loi
de Uy, ne dépend pas de F. Soit a, le quantile d’ordre r de F'. Comme F' est
continue, on a F(a,) = r. Soit X de fonction de répartition F. Comme a, est un
point de croissance & gauche de F', on a {X < a,} = {F(X) < r}. On en déduit
que pour r €]0,1] :

r=P(X <a)=PX <a)=PFX) < Fla,)) =PF(X) <),

ou l'on a utilisé la définition du quantile pour la premiere égalité et la continuité
de F pour la deuxieme. On en déduit que F'(X) suit la loi uniforme sur [0, 1]. Soit
Y de fonction de répartition F' et indépendant de X. On a par croissance de F
que {Y < X} C{FY) < FX)} et {FY)< F(X)} c{Y < X} C{Y < X}.
D’autre part comme (F(Y), F(X)) a méme loi qu'un couple de variables aléatoires
de loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes, on en déduit que p.s. 1{py)—p(x)} = 0.
Ainsi p.s. on a 1fy<x} = L{pyv)<p(x)}- On en déduit donc que U, ; a méme loi
que >0 >0 Liycw,y ou (Vi Wiyd > 1,5 > 1) sont des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. En particulier, sous Hy, la loi de U, ne
dépend pas de F.

On vérifie maintenant que sous Hy, on a p > 1/2. Soit p > 0. Comme la densité
f est non nulle, il existe p/2 > ¢ > 0 et 9 € R tel que f[xo_gm} f(z) dr > 0 et

f[xo zo+e] f(z) dz > 0. On en déduit alors que pour tout z € [xg — &, x0] :

F(x+p) :F(a;)—i—/

[@,o-+0)

f(2') dz’ > F(x) +/ f(@) da’ > F(x).

[z0,z0+¢]
Comme f[wo—s zo] f(x) dx > 0, on en déduit que :
/ F(z+p)f(x) de > / F(x)f(x) dx.
[xo—e,z0] [xo—e,x0]

Comme de plus F(z + p) > F(z) pour tout z € R, on en déduit que [ F(z +
p)f(z) dx > [ F(z)f(x) dez. Donc sous Hy, on a

p— / 10,y f(2)g(y) dudy = / 10y <oy [(@)f(y + p) dedy

= /F(x+p)f(m) dx

1

> /F(:p)f(m) dr= .
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On en déduit donc que les valeurs possibles de p sous H; sont | %, 1].

Enfin, on renvoie a la correction de I'exercice XI.7 concernant I’étude de la
statistique de Mann et Withney, pour vérifier que o’ et 3’ sont positifs, et si
p & {0,1}, alors parmi o et 3, au moins un des deux termes est strictement
positif.

1. On a:
U, _ mn
@ s gy [ Ymn=F
(6 > o} = {—2—ts > 0}
12
{ Up.n — mnp mn(m+mn+1) mn(p — %) }
= > a—
V/ Var(Up, ) 12 Var(Up,.n) Var(Up.n)
On pose :

b _\/mn(m+n—|—1) mn(p— 3)

. .
12Var(Up,.z) Var (Up,. )
1

s , mn(p — 3)
Comme p > 1/2, on en déduit que lim —_— =
min(m,n)—oo Var(Um,n)

comme au moins 1'un des deux termes o ou 3’ est strictement positif, cela
mn(m+n+1
( ),mzl,nzl vers une
12 Var(Uy,.)
limite finie, quand min(m,n) tend vers l'infini. On a donc :

= +o0. De plus

implique la convergence de la suite <

- lim bp,n = —00.
min(m,n)—o00

2. De la question précédente, on en déduit que pour tout réel M > 0, il existe
ko > 1 tel que pour tout m > ko, n > ko, by, , < —M. Cela implique que pour
tout m > ko, n > kg :

PP >a)>P M>_M .
’ Var(Up, n)

Unm,n — mnp

,m>1n>1] vers Gy de la
Var(Up, n)

Gréce a la convergence en loi de (

loi continue, on en déduit que :

Unmn — mnp
Var(Up, n)

lim
min(m,n)—oo

> —M> :P(GQ > —M).

On a pour tout M, liminf i, m.mn)—oo ]P’(Q(i)n > a) > P(Gyp > —M). Le choix

de M étant arbitraire, cela implique que Hmpin (m,n)—soo ]P’(Q(,i)n >a)=1.
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3. On définit les fonctions :

m n
Umn xr y ZZl{yj<xL}7
=1 j=1
mn
g)n(x y) UM7n(x177mey177yn)_T
mn(m+tn+1)
12

On a {T(,i)n(Xl, e Xy, Y, = Cﬁ)n. On considere le test pur de région
critique :
Winm = {(2,y) € R™ x R"; (P (2,y) < 2}

m,n

L’erreur de premiere espece est P(Wp, ) = ]P’(Q(,i)n > z). Comme la loi de Q(,i)n
sous Hj est indépendante de F', on en déduit que P({,g,)n > z) est constant
sous Hy. Comme, sous Hy, Q(,%)n converge en loi vers Gy (quand min(m,n)
tend vers l'infini), l'erreur de premiere espece converge vers P(Gg > z). Pour
que le test soit de niveau asymptotique «, on choisit z = ¢1_,. Le test est
convergent d’apres la question précédente. La p-valeur asymptotique du test
est p-valy = P(Gy > Q(,i)ﬁ()bs), ol 7(73,)7;0})5 = 7(73)”(33 y) est la statistique de test
évaluée en les observations.

4. Pour a = 5%, on a ¢1_o =~ 1.64. 1l vient w,, ,, = 70, Cm n°bs ~ (.25 et p-valy ~

0.403. En particulier, on accepte Hy au niveau 5%.

Les résultats sont identiques si ’on considere la méme hypothese nulle Hy contre
I'hypothese alternative H; = {P(Y < X)) > 1/2}, car les réponses aux questions
1 et 2, et par conséquent les réponses aux questions 3 et 4, de cette partie sont
identiques.

IV Modele non paramétrique général

1. 11 s’agit du test de Kolmogorov-Smirnov a deux échantillons. C’est un test pur
de région critique :

Wi = {(z,y) € R™ x R™; ¢ (z,y) > 2'},

m,n

3
Cr(n,)n(xa y) = A/ m+n Slé[lé m Z 1{xl<z} JZ:; 1{ijZ} .

2. Comme le test est de niveau asymptotique a, on en déduit que 2’ = z1_, le
quantile d’ordre 1 —« de la loi de fonction de répartition K, i.e. K(z,) = 1—a,
ou la fonction K est définie par

avec
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“+o00

K(z)= Y (-1)Fe
k=—00
Pour a = 5%, on a z, ~ 1.358. Il vient g,Si’?,:ﬁbs ~ 0.508 et p-val3 = 1 —

K( ,Si’?,’fbs) ~ 0.958. On accepte sans aucun doute Hy.

Conclusion

On a p-val; ~ p-valy < p-valg. On remarque que pour le modele le plus général

(modele 3) la p-valeur est tres élevée. En revanche, plus on fait d’hypotheses sur
le modele et plus la p-valeur est faible. Dans tous les cas on ne peut pas rejeter Hy
sans commettre une erreur de premiere espece supérieure a 40%. Cela signifie que

les

données de 'expérience pratiquée en Floride reproduites partiellement ici ne

permettent pas de conclure a efficacité de ’ensemencement des nuages par iodure
d’argent. A

FEzxercice XI1.5. 1T Le modele

1.

340

L’hypothese nulle est Hy = {Les deuz méthodes de mesure sont similaires} et
Ihypothese alternative Hy = {La méthode B donne des valeurs significative-
ment inférieures a celle de la méthode A}. On a donc :

Hy = {,ul = 2,01 > 0,02 >0} et H; :{,u1 > po,01 > 0,09 >0}.

On espere rejeter Hyp, en controlant Ierreur de premiere espéce.

. Les variables aléatoires X1,...,X,,Y1,...,Y,, sont indépendantes de loi gaus-
sienne. On en déduit que (Xi,...,X,,Y1,...,Y,) est un vecteur gaussien.
_ n—1
La loi de X, est laloi gaussienne N (11,07 /n), laloi de ——V, est laloi x*(n—
01

1), enfin ces deux variables sont indépendantes. Cela détermine complétement

- -1
la loi du couple <Xn, n—Vn>.
o

. Comme les variables X1,...,X, et Yi,...,Y,, sont indépendantes, on en dé-

n—1 m —
duit que les variables —5—V,, et —5—W,,, sont indépendantes et suivent les
o1 03

lois du x? de degrés de liberté n — 1 et m — 1. En considérant les fonctions
caractéristiques, on obtient en utilisant I'indépendance :

1
1[)7:%1 Vot g W (u) = w’i;%l v, () w"gélwm(u) T (1= 2m)mim2)/2
L .,oon—1 m—1 . 2 s
On en déduit donc que la loi de —5—V,,+——5—W, est laloi du x* a n+m—2
g1 032

degrés de liberté.
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5. Comme Eg[X,,] = p1 (vesp. Eg[V;,] = p2), on en déduit que X,, (resp. Yy,) est
un estimateur sans biais de pp (resp. ps). Par la loi forte des grands nombres,

les estimateurs (X,,,n > 1) et (Y;,,m > 1) sont convergents.

6. Comme Eg[V;,] = 02 (resp. Eg[W,,,] = 03), on en déduit que V,, (resp. W,,) est
un estimateur sans biais de U% (resp. U%). Par la loi forte des grands nombres,
les suites (n™1 Y7 | X2 n > 1) et (X,,n > 1) convergent Pyp-p.s. vers Eg[X7] et
Eg[X1]. On en déduit donc que la suite (V;, = L5 (n ' 30 X2 — X2),n > 2)
converge Pp-p.s. vers Eg[X?] —Eg[X1]? = Vary(X;) = 0. La suite d’estimateurs
(Vn,m > 2) est donc convergente. De méme, on vérifie que la suite d’estimateurs

(Wi, m > 2) est convergente.

IT Simplification du modele

1. On a sous Hy :
(n — 1)V, /o? m—1
n—1 (m —1)W,, /03
On déduit donc de 1.4, que la loi de Z,, ,,, sous Hy est la loi de Fisher-Snedecor
de parametre (n — 1,m — 1).

Zn,m =

2. Comme (V;,,n > 2) et (W,,,m > 2) sont des estimateurs convergents de o7 et
03, la suite (Zy m,n > 1,m > 1) converge Py-p.s. vers o7 /05 quand min(n,m)
tend vers l'infini. Sous Hy cette limite vaut 1. Sous H; cette limite est différente
de 1.

3. Sous Hy, on a Pg-p.s. limpyin(n,m)—so0 Zn,m 7 1. En particulier, on en déduit que
sous Hy, Py-p.s. :

lim 1,z =1.
min(n,m)—oo Wnm}
Par convergence dominée, on en déduit que sous Hy, limyyin(n,m)—oo Pg(Wn,m) =
L. Le test est donc convergent. L’erreur de premiere espece associée a la région
critique W, ,,, est, pour 6 € Hy :

P@(Wmm) = P@(Zn,m < an—17m—17a1) + PG(Zn,m > bn—17m—17o¢2)
= ]P)(Fn—l,m—l < an—l,m—l,al) + P(Fn—Lm—l > bn—17m—17o¢2)

= o1 + a2,

ou l'on a utilisé le fait que an—1,m—1,01 < bp—1,m—1,a, Pour la premiere égalité, le
fait que sous Hy, Zy », a méme loi que F),_1 ,,—1 pour la deuxieme égalité, et la
définition de an—1m—1,a; €t bp—1,m—1,a, pour la troisieme égalité. En particulier
le niveau du test est donc @ = a1 + a9 Il est indépendant de n, m et de 8 € Hy.
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4. On a donc a; = as = 2.5%. On en déduit donc, avec n = 13 et m = 8, que
Up—1,m—1,00 = 0.277 et byp—1m—1,0, = 4.666. La région critique est donc

Wim = [0,0.277] U [4.666, 4+-00].

La valeur observée de la statistique de test est Z;;f;; ~ 0.584 (& 1073 pres).
D’apres la table XI1.9, la p-valeur du test :

p-val = 2min (]P(Zn,m < Z95) P(Zym > Z;;f;;)) ,

est d’environ 0.4 (car pour a; = 0.2, on a ap—1,m;,a; =~ 0.588 soit environ
Z;;b;l) Il est tout a fait raisonnable d’accepter H) (Z,?Lbﬁl n’est pas dans la
région critique et la p-valeur est trés supérieure aux valeurs critiques classiques

(telles que 0.1, 0.05 ou 0.01)).

5. Soit € €0, 1]. Comme F,, ,,, a méme loi que Zp41 m+1 sous Hp, on a :
]P)(an»b < 1-— E) = ]P)(Zn+17m+]_ < 1-— E).

On a vu que sous Ho, limpyin(n,m)—00 Zn,m = 1. Par convergence dominée, on
en déduit que :
lim P(Zym <1—¢)=0.
min(n,m)—oo
On a donc limyyip(n,m)—oc P(Fnym < 1 —¢) = 0. En particulier, pour min(n,m)
assez grand on a P(F), ,, <1 —¢) < ai, ce qui implique que apma, > 1 —¢.
Un raisonnement similaire assure que limyin(n,m)—oc0 P(Fnm > 1+¢€) = 0, et
donc by, e, < 1+¢ pour min(n, m) assez grand. Comme @y 1m0y < bpm,ay, O
en déduit que :

l-e< liminf apmae, < lmsup by ma, <1+e.
min(n,m)—oo min(n,m)—oo

Comme ¢ €]0, 1] est arbitraire, on en déduit que :

~ lim pma, =  lim bnm,as = 1.
min(n,m)—oo0 min(n,m)—oo

ITIT Comparaison de moyenne

-2
1. Laloide %Sn,m est d’apres 1.4 1a loi du x2 & n+m—2 degrés de liberté.
o
On a Py-p.s. limyin(n,m)—oo Vo = iMmin(n,m)—sc0 Wm = o2. On en déduit donc

que Pyp-p.s. hmmin(n,m)—)oo Smm =0
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. On déduit de 1.2 et de 1.3 que les variables aléatoires X,, et Y;, sont indépen-

dantes de loi gaussienne respective N'(u1,02/n) et N'(uz2,02/m). En particulier

- 1 nm - —
(Xn,Yn) forme un vecteur gaussien. Ainsi — n (X, — Yo, transforma-
o\ n+m

tion linéaire du vecteur gaussien (X, Y,,), suit une loi gaussienne de moyenne :

1 nm - — 1 nm
Eg |—4/ X,-Y,l =— — ,
0[0 n—l—m( )] o n+m('u1 N2)

et de variance, en utilisant I'indépendance entre X,, et Y;, :

1 B B 1 2 2
Varg (— "ok, - Ym)> = (J— + U—) =1
g

n+m Co2n+m\n m

1 nm
. D’apres 1.3, les variables aléatoires S, ,, et —
’ o\Vyn+m

dantes. La loi de (n 4+ m — 2)S,,.m/0? est la loi du x? & n +m — 2 degrés de

1 L
liberté. De plus, sous Hy, — 4/ all (X, —Y,) suit une loi gaussienne N (0, 1).
oc\yn+m

On en déduit que sous Hy :

(X, —Y,,) sont indépen-

1 nm - - n+m—2
Tom = X, -Y,
e n+m( " m)\/(n+m—2)5n,m/0'2

suit une loi de Student de parametre n + m — 2.

. Sous Hj, la limite de la suite (X,, — Y;,,n > 1,m > 1) quand min(n,m) tend
vers l'infini est pu1 — o Py-p.s. d’apres L.5.

. On déduit de ce qui précede, que sous Hi, la suite (X, — Yin)//Snm,n >
2, m > 2) converge Pyp-p.s., quand min(n, m) tend vers l'infini, vers (1 — p2)/o
De plus, on a :

. nm . 1
lim — = lim — = +00.
min(n,m)—oco | W+ M min(n,m)—oo /1 + 1
n ' m

On en déduit que sous Hi, Pyp-p.s., la suite (T},m,n > 2,m > 2) converge,
quand min(n,m) tend vers l'infini, vers +o00 car puy > puo.

. On considere la région critique :

Wn,m = {Tn,m > tn+m—271—a}7

ou ty, est le quantile d’ordre r de la loi de Student de parametre k. Comme
la suite (Sym,n > 2,m > 2) converge p.s. vers o> quand min(n,m) tend vers
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I'infini, on déduit du théoreme de Slutsky que la suite (T},,,n > 2,m > 2)
converge en loi, sous Hp, vers Gy de loi gaussienne centrée réduite N(0, 1)
quand min(n, m) tend vers U'infini. Comme Gy est une variable continue, on en
déduit que pour tout ¢ € R :

lim  P(T,m >c)=P(Gy > c).

min(n,m)—o0 -

En particulier, cela implique que la suite (t,,4m—21-a,n > 2,m > 2) converge
vers ¢1—, le quantile d’ordre 1 — v de Gy. Cette suite est donc majorée par
une constante, disons c. Par convergence dominée, on déduit de la réponse a la
question précédente que sous Hy :

liminf  Po(Thm > tnym—21-a) > lminf Py(T),,,m > ¢) = 1.

min(n,m)—oo min(n,m)—o0

Donc on a sous Hj :
lim Po(Wy,m) =1,
min(n,m)—o00
et le test est convergent. De plus 'erreur de premiere espece associée est, pour
0 e Hy:
P@(Wmm) = PG(Tmm > tn+m—2,1—a) = Q.

Le niveau de ce test est a.

On obtient pour o = 5%, ty4m—21-o =~ 1.729. La région critique est donc
[1.729, 0o]. La valeur de la statistique en les observations est Tﬁ};% ~ 3.648 (a
1072 pres). La p-valeur est p-val = P(T > T2%), ot T est de loi de Student
de parametre n + m — 2, est comprise entre 1/1 000 et 2.5/1 000 (en fait on a

p-val ~ 0.0013).
La valeur observée de la statistique de test appartient a la région critique. De

plus, la p-valeur est tres inférieure aux valeurs critiques classiques (telles que
0.1, 0.05 ou 0.01). On rejette donc Hy.

IV Variante sur les hypotheses du test

1.

2.
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On déduit de IIL5 que sous Hy, Py-p.s., la suite (T, m,n > 2,m > 2) converge,
quand min(n,m) tend vers U'infini, vers 400 si 1 > pa, et vers —oo si p; < pa.

On considere la région critique :

erz,m = {|Tn,m| > tn+m—2,1—a/2}'

Par convergence dominée, on déduit de la réponse a la question précédente que
sous Hj :
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lim ]P’(;(W,/%m) =

min(n,m)—oo
Le test est donc convergent. De plus 'erreur de premiére espece associée est
pour 6 € Hy :

Po(Wi.m) = Po(|Tnm| > tngm—21-a/2) = .

Le niveau de ce test est donc a. Pour o = 5%, on obtient btm—2,1—a/2 = 2.093.
La p-valeur du test est p-val = P(|T| > ‘T ,‘;}}ZD; elle est donc comprise entre
entre 2/1 000 et 5/10 000 (en fait p-val ~ 0.0026).
La valeur observée de la statistique de test appartient a la région critique. De
plus, la p-valeur est tres inférieure aux valeurs critiques classiques (telles que
0.1, 0.05 ou 0.01). On rejette donc Hy.

3. Sous P, 6. 5,0) X,, —Y,, a méme loi que X,, — Y}, + p11 — jt2 sous P(0,6,0,0)-
On en déduit donc que sous Hj :

Nl
P ,oz.0) (Tnim <€) = Pro,6,0,0) (Tn’m * )

nm-piy — o
\ Pnm

< P(O,U,O,U) (Tn,m > C)

car p11 < po pour la derniere égalité. En particulier, pour ¢ = tp4m—21-a,
I'erreur de premiere espece du test pur de région critique Wy, p, = {Tpm > ¢}
est donc majorée par P .0.5) (Tnm > Cntm—2,1-a)- Or cette derniere quantité
est égale a a d’apres II1.6. De plus ce test est convergent d’apres II1.6. En
conclusion, le test pur de II1.6 est un test convergent de niveau a pour tester

HY, contre H;. En particulier, on rejette H(), avec une p-valeur égale & 13/10 000.

A

FEzxercice XI1.6. I Estimations et intervalles de confiance du parameétre de
la loi de Pareto

1. Si o <1 alors X; n’est pas intégrable et E[X;] = 00, si @ > 1 on a E,[X;] =
a/(e —1). Si a < 2 alors X; n’est pas de carré intégrable, si @ > 2 on a
Eq[X{] = a/(a - 2).

2. La méthode des moments suggere de regarder Iestimateur &, = g_l(Xn), ol
g(a) = Eo[Xi] = o/(a — 1) et X, = 237, X;. Comme g~ = g, on en
déduit que &, = X,,/(X, —1). Si a > 1 alors (X,,,n > 1) converge p.s. vers
Eq[X1] = g(a) > 1. Comme g1 est continue sur ]1,4o0[, on en déduit que
(Gn,m > 1) est un estimateur convergent de a.
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On remarque que si a < 1, alors (X,,,n > 1) converge p.s. vers Eo[X;] = +o0,
car les variables aléatoires X; sont positives. On en déduit que la suite (&, n > 1)
converge p.s. vers 1. Donc l'estimateur n’est pas convergent si a < 1, et il est
convergent si a > 1.

3. La vraisemblance du modele est, par indépendance des variables aléatoires :

n
pu(@i, .. wpia) = o e (D Rz s Ty
=1

Par le théoréme de factorisation, on reconnait que S, = Y " ; log(X;) est une
statistique exhaustive. On peut également remarquer qu’il s’agit d’'un modele
exponentiel. L’estimateur &,, n’est pas une fonction de la statistique exhaustive.
Il peut donc étre amélioré.

4. On calcule la log-vraisemblance :
n n
L2 0) = nlog(a) = (o + 1) S log(e) + log([ ] 15,51
i=1 i=1

La dérivée de la log-vraisemblance est :

oL, n "
e n; = — — I i)
Do (xly » L OZ) o Zz:; Og([ﬂ)

L n
On en déduit que ——= = 0 pour a = . De plus la dérivée est

Oa Yo log(z;)
négative (resp. positive) strictement pour les valeurs plus petites (resp. grandes)
du parametre. On en déduit donc que la log-vraisemblance est maximale en

o = = L’estimateur du maximum de vraisemblance de « est donc :

Z?:l log(w;)
n

S log(X;)

5. Soit g une fonction mesurable bornée. Avec le changement de variable y =
log(x) de |1, +oo[ dans ]0, c0[, on a :

ap =

Elg(log(X1))] = / 9(l0g(2)) falz) dz = / o) 1ymq) dy.

On en déduit que la loi de log(X1) est la loi exponentielle de parametre a. En
particulier, on a E,[log(X1)] = 1/a et Eq[log(X1)?] = 2/a2.
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6. Comme log(X1) est intégrable, on déduit de la loi forte des grands nombres que

1 n
p.s. (— E log(X;),n > 1> converge vers E,[log(X1)] = a~!. Comme la fonc-
n
i=1

1 n
tion g(z) = 1/x est continue en 1/ €]0, 0], et que &, = g (ﬁ Zlog(Xi)),
i=1

on en déduit que la suite (&,,n > 1) converge p.s. vers a. L’estimateur du
maximum de vraisemblance est donc convergent.

7. Comme log(X7) est de carré intégrable, on déduit du théoréme central limite

1 n
que <\/ﬁ <— E log(X;) — a_1> ,n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne
n
i=1

N(0,0?), ot o2 = Var, (log(X1)) = a~2. Comme la fonction g(z) = 1/x est de
classe Ct en 1/a €]0, co[, on en déduit que la suite (y/n(d,—a),n > 1) converge

en loi vers la loi gaussienne centrée de variance o%¢g'(a™1)? = a7 2(a?)? = o

L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement normal de

variance asymptotique a?.

8. On calcule la dérivée seconde de la log-vraisemblance :

%(az Tnj@) = — =
8@2 1y---sdn, — a2
On en déduit donc que :
9L, n
In = —EQ[W(X:L, e ,Xn,a)] = @

Donc on a I} = a~2. La variance asymptotique de &, est égale & 1/I. L’esti-
mateur du maximum de vraisemblance est donc asymptotiquement efficace.

9. On déduit du théoreme de Slutsky que la suite ((\/ﬁ(dn —a),ay),n > 1)
converge en loi vers la loi de (aGy,a), ot Gy est une variable gaussienne de
loi N(0,1). Comme la fonction f(x,y) = z/y est continue sur R x R*, on en
déduit que la suite (\/ﬁ(dn — a)d;l, n > 1) converge en loi vers Gy. Donc, si
$1-y/2 est le quantile d’ordre 1 —7/2 de la loi N'(0,1), on en déduit que :

lim Py (vVi(éy — a)é, ' € [£61_,0]) =P(G € [£d1_,0]) =1 —1n.

n— o0

De I’équivalence :
. N . am
Vilan - )0z € o1yl = 0 € a2 010

A~

on déduit que I = [dn + P12 n} est un intervalle de confiance de « de

vn

niveau asymptotique 1 — 7.
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10. On a par indépendance, et en utilisant le fait que la loi de log(X;) est la loi
exponentielle de parametre «, que :

n o n n "
lﬁa&;l(u) = Z‘1;[11/%1ozlog(Xi)(u) = <m> - <n — zu> )

On en déduit que @, ! suit la loi gamma de parametre (n,n). Si z_ et z; sont
les quantiles d’ordre 7/2 et 1 —n/2 de la loi gamma (n,n), on en déduit que :

Po(a € [nze, Gnzy]) = Po(ad,t €[22, 24]) =1 — 1.

Ainsi I, = [Gn2_, Gnz4] est un intervalle de confiance pour v de niveau exact
1—n.

IT Comparaison d’échantillons

1. Les suites sont indépendantes a priori.

2. L’estimateur du maximum de vraisemblance s’écrit comme une fonction de
la somme des logarithmes des observations. La somme reste inchangée si on
classe par ordre décroissant les termes. En particulier, on peut donc calculer
I'estimateur & partir des données classées.

Soit K un compact de R. Si on reprend la démonstration du théoreme central
limite a I'aide des fonctions caractéristiques, on remarque que pour u € K, on peut
majorer uniformément les restes qui interviennent dans le développement & 1’ordre
de 2 des fonctions caractéristiques. Cela permet de vérifier que la convergence des
fonctions caractéristiques est uniforme sur les compacts.

aUSA

3. On note « la valeur commune de oF et . On utilise les fonctions carac-

téristiques. Par indépendance, on a :

b o gye s gysa() =¥ o pus (WP gusa (u)

_ . UE o m USA [ n
o <(\/n+mu>wm < n—i—mu)

- (e_ im u?o? /2 +9n,m(U)) (e_ e w2 +hn7m(U)>
_ e—u2a2/2 +€n,m(u),

ou les fonctions gy m,hnm et e, m sont telles que les égalités soient vraies.
m

Comme € [0,1], on déduit de la convergence uniforme de =Y

n+m’' n+m
et ISA vers la fonction caractéristique de la loi A0, a?), que :
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m  gpm(u) = im  hym(u) = lim gy, (u) =0.
min(n,m)—oo min(n,m)—oo min(n,m)—oco

On en déduit donc que :

—u a2/2

mln(rll/lgl _>OO n+m \/n_:_ImZ,yLSA (u) -

Donc la suite <1 [ ——— — 4/ LZUSA, neN" me N*> converge en
n—l—m n+m

loi, quand min(n,m) tend vers l'infini, vers une loi gaussienne A(0, a?).

UE USA
/ UE _  / USA
n+m Zn n+m Zm

, 0N a:
On.m

.Siat =«

Cnm =

De la convergence des estimateurs, on déduit que (&%m,n € N*,m € N*) est,
quand min(n,m) tend vers I'infini, un estimateur convergent de . On déduit
de la question précédente et du théoreme de Slutsky que si aVF = US4 la
suite (Gpm,n € N*, m € N¥) converge en loi, quand min(n, m) tend vers I'infini,

vers la loi A/(0,1).
. Sia%® < aYSA onaps. :

lim Q- —apt <0, lim
min(n,m)—oco min(n,m)—oc0 \| M + N

et par la loi forte des grands nombres p.s. :

UE’ aUSA) < UE’ aUSA).

min (o liminf 6y, < limsup Gy, < max(o
min(n,m)—00 min(n,m)—oco

De sorte que p.s. on a lim Cnym = —00.
min(n,m)—oo

. Par symétrique, p.s. on a lim Cnym = 400, si aUPF > qUSA,

min(n,m)— oo

. Vu les comportements sous Hy et sous Hy de la statistique de test, il est naturel

de considérer le test de région critique W = {(pm > c}.

. On note T, = &l /. Sa loi ne dépend que de n*. On a (,.m = houe(aVS4)

ou :

bl
alyg — vTusa '
22 22
\/na TEg + maTiga

En calculant la dérivée de h, et en utilisant que p.s. Tgy > 0 et Tysa > 0, on
vérifie que la fonction h, est décroissante. On a pour aVF < aUsh .

he(z) = vVnm
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PaUE7aUSA(Cn7m > c¢) =P(h,us (aUSA) >c)

ou pour la premiere égalité, on a utilisé que la loi de hy(x) ne dépend pas de
aYP ni de aYSA, la décroissance de h, pour I'inégalité, et le fait que h,(a) est
indépendant de a pour la derniére égalité. On en déduit donc que le niveau du
test est donné par :

sup P ue qusa (Cam = ¢) =P 1(Cnym > ©).
0<aUESaUSA

9. On déduit de la question précédente et de la question I1.4, que :

~ lim sup  P,ue qusa(Cum > €)
min(n,m)—00 g« qUE < USA

= lim  Py1(Gum > ¢) =P(Go > ),
min(n,m)—oco
ou Gy est de loi N(0,1). Le test est de niveau asymptotique 7 pour ¢ égal a
$1-n, le quantile d’ordre 1 — 7 de la loi N'(0,1).
10. Par convergence dominée, on a pour a9® > oUSA .

mln(}l,l,gl,l)_}oo EQUEyaUSA [1{<n,m26}] = ].

Le test est donc convergent.
11. La p-valeur asymptotique du test est P(Gg > (2P, ot Gy est de loi N'(0,1) et

n,m
g};; est la statistique de test évaluée en les observations. D’aprés la question

11.8, la p-valeur asymptotique est uniforme.

ITI Application numérique
1. On obtient aVF ~ 1.590, TVE ~ [1.399,1.782], et aUSA ~ 1.348, TUSA ~
[1.161,1.536].

Les intervalles de confiance de niveau asymptotique 95% sont tres proches des inter-
valles exacts (cf. la derniere question de la partie I) qui sont : IUF ~ [1.404, 1.787]
et TUSA ~ [1.168,1.542].

2. On obtient (; m, >~ 1.728 et une p-valeur asymptotique de 4.2% environ.

3. On rejette donc au niveau de 5% le fait qu’il existe relativement plus de tres
grandes villes dans 'UE qu’aux USA.
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IV Réduction des lois de Pareto

1. La fonction de répartition de la loi de Pareto est nulle pour x < S et pour
x>pPona:

Fop(x)=P(X;<2)=1-"—-
2. Il vient poury > Setz >1:

X - 1 —F,p(yx) 1
P sr | fsy) =L FaslD) 1y
y ) T AT R ) e 1)

La fonction de répartition de X /y sachant X; > y est 1 —P(X;/y > = | X; >
y) = Fa,1(z) pour x > 1. Elle est nulle si z < 1. On en déduit donc que la loi
de X;/y sachant X7 > y est la loi de Pareto de parametre (a, 1).

Nous démontrons les résultats admis de I'énoncé. On pose m = n + k. Le vecteur
(Xl, ey Xom ) possede une densité. En particulier p.s. X; #* X] pourl <i<j<m.
On en déduit donc que p.s. le réordonnement décroissant est bien défini et qu’il est
unique. De plus les évenements {X'J(l) > > Xa(m)} ou o parcourt I’ensemble
S, des permutations de {1,...,m} sont disjoints deux & deux, et d’apreés ce qui
précede leur union est de probabilité 1. Si h est une fonction mesurable bornée, on
a donc par la formule de décomposition

= > ERXqay - X)Lz, )5 5 })

O'ESNL

= Z E 0'(1 XO'(m))1{XU(1)>"'>XU(m)}]
O'ESNL

= Z / o(m))l{wa(1)>~~->ro(m)} H fo"ﬁ(wi) dry ... drm
O'GSm =

= m!/h(ml, v ) L s Hfaﬁ(xi) dxy ... dxm,,
i=1

ou l'on a utilisé pour la troisieme égalité le fait que les variables X1,...,X,, sont
indépendantes et de densité f, g et la symétrie pour la quatrieme égalité. On en
déduit donc que le réordonnement décroissant est un vecteur de loi continue et de
densité :

gm(xl, e ,:L’m) = m' 1{m1>--->xm} H faﬁ(xi).
=1
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3.

4.

352

Par la formule des lois marginales, la densité de (X(yy,. .., X(n41)) est :

flxy, ... xpe1) = /gm(:pl,...,a:m) dTpio...do,

n+1

= 1{x1>~~~>xn+1} H fa,ﬁ(xi) h(xn-i-l)?
i=1

m
ou h(xp41) = /l{xn+1>wn+2>...>xm} H fap(xj) drnyo ... dxy,. En intégrant
j=n+2
d’abord sur x,, il vient que h(z,4+1) est égal a :

m—2

/ 1{xn+1>-’En+2>”‘>m7n71}Fayﬁ(xm_l)fayﬁ(xm_l) H favﬁ(‘r]) dxn+2 st dxm_l
Jj=n+2

Une primitive de F, g(z) fa 5(x) est F, g(z)?/2. En intégrant sur @,,_1, il vient
que h(z,y1) est égal a :

1 m—3
5/1{xn+1>:cn+2>--->:cm_2}Fa,ﬁ (xm_2)2fa7g(l’m_2) H faﬂ(xj) dTpi2. .. dT, 2.
Jj=n+2

Par une récurrence immédiate, on obtient :

1

h(Tny1) = o) Fos(@ns1)" o p(Tng).

La densité de la loi de (X'(l), . ,X(nﬂ)) est donc :

m! _ -
m 1{x1>--~>xn+1}Fa7B($n+1)k 1fa7,8($n+1) Hfoc,ﬁ(ﬂ?z‘)'
i=1

Soit h une fonction bornée mesurable. On a :
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Elh(Yr,...,Ys)]
—E [h ( X Xw )]
X(nt1) Xn+1)
B /h <$:-1+1 Y 3:;) (lel)! 1{x1>"'>~’0n+1}Fa7,3($n+1)k_1
Ja8(Tni1) ﬁ fap(m) dzy ... drng
i=1
B /h <$:-1+1 Y 3:;) (lel)! 1{x1>"'>~’0n+1}Fa7,3($n+1)k_1
fap(Tni1) ﬁ % dxy...dx, 1
i=1 i

m! 3
= /h(y17 s 7yn) W 1{y1>...>yn>1}Fa’ﬁ(.Tn+1)k 1

n
o
fa,p(Tn1) H —7 T ot T Tnt1 Y1 - dyndn
i=1 Y1 n+1

n
1
= c/h(yl, v Un) Lyisesy>13 H —77 W1 - dyn,

i=1 i
ou l'on a utilisé pour la troisieme égalité que z; > x,4+1 > § impliquait z; >
pour supprimer les indicatrices 1, g}, le changement de variable y; = ;/7y, 11
dans la quatrieme égalité pour 1 < i < n, et ou ¢ ne dépend pas de y1, ..., Yn.
La densité du vecteur (Y1,...,Y,) est donc :

n
fise o yn) = el sny, 51y H %H

i=1 7%
On reconnait que f est proportionnel, et donc égal, a la densité du réordon-
nement décroissant de n variables aléatoires indépendantes de loi de Pareto de
parametre (o, 1). En particulier, on en déduit que ¢ = n! et que (Y7,...,Y,) a
méme loi que le réordonnement décroissant de n variables aléatoires indépen-
dantes de loi de Pareto de parametre (o, 1). La loi de (Y1,...,Y,) ne dépend
donc ni de £ ni de k.

A

Ezxercice XII.7. T Etude sommaire de la loi de Weibull

1. Comme ¢ > 0, on a pour tout z € R, P, g)(cX < x) = P, 3(X < z/c) =
f(aﬁﬁ)gx/c) = Flq,c3) (7). Laloi de cX est donc la loi de Weibull de parametre
a, cf).
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2.

3.

Par changement de variable y = (z/3)“, on obtient :
BlapX) = [ 2" faala) do = T2)5% = 57,
Bl X = [0 fa(e) do = ()% = 26%,
On utilise la méthode de la fonction muette. Soit g mesurable bornée. On a :

E(o g g(X%)] = /R 9(2) fas(e) do

5 () e (- ()
= /g(y)ﬁ_“ e PV 1, o ((y) dy,

ou l'on a effectué le changement de variable y = z® sur |0, oo[. On en déduit que
Y = X est une variable aléatoire de densité h(y) = f~%e P "V 1)0,00[(¥)- On
reconnait la loi exponentielle de parametre 5~%. Comme le moment d’ordre 1
(resp. 2) de la loi exponentielle de parametre A est 1/ (resp. 2/A2), on retrouve
bien les résultats de la question précédente.

IT Pourquoi la loi de Weibull ?

1.

354

Onal— F,(z) =P(minj<j<, X; > ) et :

P < min X; > a:> =P (ﬂ{XZ- > :c}) =[P >2) =1 - Fa)",
=1 =1

1<i<n

ou l'on a utilisé 'indépendance des variables (X;,7 > 1) pour la deuxiéme
égalité et le fait qu’elles ont méme loi pour la derniére égalité.

. La réponse a la question précédente assure que minj<y<, X3 suit la loi de

Weibull de parametre (o, n=1/®8). On déduit de la réponse & la question L1,
que n~Y/* X suit également la loi de Weibull de parametre (c, n_l/o‘,B).

D’apres la question précédente, le membre de droite de (XII.7) suit la loi de
Weibull de parametre (oz,cL/nn_l/ ®3). Le membre de gauche suit la loi de
Weibull de parametre (a, cr,3). On en déduit que I'égalité (XII.7) est satisfaite
en loi pour tout L des que ¢; = ¢1£~/* pour tout £ > 0. La loi de X() est
alors la loi de Weibull de parametre («, e LY “B).

Si on note Gy, la fonction de répartition de Xl(L/ n), on a :
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Gn(x) = P(X£L/n) <z)= P((L/n)_l/aX <z)= H((L/n)l/ax).

En particulier, il vient : pour x < 0, lim,_,(1 — G,(2))" = 0; et, pour x > 0,

1 sia> a,
i (1-G(2))" = lim (1 b(L/)" %" + o(n~/)) "= 5" ia=a,
0 sia < a.

Soit G la fonction de répartition de X (F). L’égalité (XII.7) implique que G(x) =

1—(1=Gp(x)"=1-1limyoo(1 — Gp(z))™.

— Si a > a, on obtient G(z) = 0 pour tout € R. La fonction G n’est pas la
fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle.

- Sia < a, on obtient G(x) = 1)9o((z). La fonction G n’est donc pas la
fonction de répartition d’une variable aléatoire strictement positive.

— Poura=a,onaG=Fgqg-1/q)

La fonction G correspond a une fonction de répartition si et seulement si a = a.

Il s’agit de la loi de Weibull de parametre (a, (bL)~'/®). La loi de X est alors

la loi de Weibull de parametre (o, b=1/).

IIT Estimation du parametre d’échelle

1. Par indépendance, la densité de I’échantillon est le produit des densités. Il
vient :

n n n n
(6% - Tret n @0 -1
pn(x; B) = Hf(ao,ﬁ)(l'i) = ﬁngo e AT R HOC?O H 1is>0)-
i=1 Jj=1 =1

2. Le théoreme de factorisation assure que S = > | X est une statistique
exhaustive.

3. On considere la log-vraisemblance L, (x; ) = log(pn(z;3)). On a :

L, (z; 8) = nlog(ag) — naglog(B) — B~ Zw?o + (ag— 1) Z log(z1z,~0})-
i=1 j=1

On a :
OLn(z;8)  nag -1\
=— + apB™ 0,
95 5 0B ; ;

1/a0
R 1 —
Ainsi la dérivée de la log-vraisemblance est nulle en 3, = <— E xio‘o) .
n
i=1

De plus, elle est positive pour § < Bn et négative pour g > Bn Ceci assure
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que la log-vraisemblance atteint son unique maximum en f3,. L’estimateur du
maximum de vraisemblance est donc :

A 1 n 1/ag
ﬁn: <EZXZQO> :

i=1

Les variables aléatoires X sont indépendantes de loi exponentielle de para-
metres S0, En utilisant les fonctions caractéristiques, on en déduit que la loi
1 n
de - Z X7 est la loi I' de parametre (nfS~%°,n).
i=1

Si Z suit la loi I'(\,a), on a :

1
E[ZY] :/ a? P S
j0,00f 1'(a)

F(a + b) ]. b _ _ F(a + b)
e S s - )\a-‘r a+b—1 Az dpr = —— 1" 7
NoT'(a) /}07OO[F(a+b) T YT NIa)

ou l'on a utilisé pour la derniere égalité le fait que l'intégrale de la densité de
la loi I'(A, @ + b) vaut 1.

n

1
On en déduit donc, avec Z = — ZXZ-O‘O, A=np"% a=n,et b=1/ag, que:
n

i=1
. I'(n+ L)
EteomlPn] = Sx7apmy
. I'(n+ ai)
Le biais est donc égal a E[5,]— 8 = UTI’(O) — 1] 8. L’estimateur est sans
n n

biais si ag = 1. On peut obtenir, & 'aide de la formule de Stirling & I'ordre 1 :

I(z) = e %2573 (2m) /2 [1 140 <i>} ,

122 22

que le biais, quand n tend vers l'infini, est asymptotiquement équivalent a
(1 —ag)/(2nad).

. On déduit de la loi forte des grands nombres que (Bﬁo,n > 1) converge p.s.

vers By 8)[X°] = 3. L'estimateur B2 de B est donc convergent.
On a Var(y, g)(X) = %20, Le théoréme central limite assure que la suite

(ﬁ(ﬁ,‘?jo — f*),n > 1) converge en loi vers la loi gaussienne centrée de va-

riance 32?0, L’estimateur Bgo de B est donc asymptotiquement normal de
variance asymptotique 520,
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6. La fonction g : x — x/% est continue et de classe C* sur ]0,00[. On déduit
de la question précédente que lestimateur G, = g(3°) de f = g(8*) est
convergent et qu’il est asymptotiquement normal de variance asymptotique :

2
g = (2

Qg

IV Estimation du parametre de forme
1. La vraisemblance est :

a™ BTN o (g— n og(x; -
pnlz; (o, B)) = We B i 2 +(a=1) 307 log(z;) H 1{Iz>0}‘
=1

La log-vraisemblance est :
La(w: (o, 8)) = nlog(a) — nalog(8) — 5~ ) af
i=1

+(a—1) > log(z;) + > log(1z50p)-

j=1 =1

2. Le théoréeme de factorisation ne permet pas de trouver d’autre statistique ex-
haustive que I’échantillon entier. Dans ce modele, on ne peut pas résumer les
données !

3. On a:

Inl@i (00 B) %y 10g(8) + 1om(8)3 Y a?

Ja
i=1

— B log(x;)af + Y log(w),
j=1 =1

=N

op B

Pour tout extremum local, le gradient de la log-vraisemblance s’annule. On
OLy(z; (Gn;s Br)) _ OLy(z; (an, Bn))
oo 0B

4. On obtient que 3, = Un (&), avec u, définie par :

OLn(x; (0, ) S tagety ay,
=1

recherche donc (&, 5n) tel que =0.
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1 1/a
up(a) = (ﬁ fo) .
i=1

D’apres la partie III, & « fixé, u,(«) maximise la log-vraisemblance. On en
déduit que 'estimation de 3 est calculée de maniere similaire que « soit connu
ou non : soit par u, () si « est connu égal & ag, soit, si « n’est pas connu,
par u(dy,), avec &, l'estimateur du maximum de vraisemblance de o (quand il
existe).

Vérifions que la fonction h,, est strictement croissante. On a :

n

n n 2
hp(a) = m kzl”%;iﬂ? log(x;)* — (; zy 10g(33l))

=1

2
n n n
En utilisant Cauchy-Schwarz, il vient Zaji Zx? log(z;)?* > <Z xy log(ajl)> .
k=1 j=1 =1
En particulier h], est strictement positive pour a > 0 car n > 2 et il existe i, €
{1,...,n} tels que x; # x;. Comme h,(0) = 0, ceci assure que h,, est strictement
positive sur |0, +-00|.

5. Comme f3,, = un (G, on obtient :
aLn(fEQ (dnuén)) n

e = a nhp ().

OLn(; (Gn, Bn))
O
La fonction a — hy(a)— = est croissante, et on a lim, o+ hn(a)— 1 = —oc ainsi
a
1
a

Comme = 0, on en déduit que &, est solution de h,(a) = 1/a.

que limg 00 hp(a) — 2 = limgy_y00 hyp(a) > 0, car hy, est strictement croissante

et hy,(0) = 0. Donc il existe une unique valeur &, > 0 solution de hy(a) = —.
a

OL,(a,up(a)))
op

1
vient ¢'(a) = n <— - hn(a)>, qui est une fonction strictement décroissante. La
a

Par définition de wuy(a), on a = 0. Par définition de h,,, il

fonction g est donc strictement concave. Elle est donc maximale en &, unique
solution de hy(a) = 1/a.

358



XIII.12 Problemes (probabilités et statistique)

D’apres la question I11.3, on sait que la fonction g — L, (z; (o, #)) est maximale
pour 8 = uy(a). Ce qui précede assure que la fonction o — Ly, (x; (o, up(v)))
atteint son maximum en é&,,. On en déduit donc que la log-vraisemblance atteint
son unique maximum en (@, B, = tn(Gn)).
. Les variables log(X1), X{ log(X1) et X{ sont intégrables pour tout a > 0. On
déduit de la loi forte des grands nombres que hy,(a) converge vers :

E (0,5 [log(X1)XT]

h(a) = —E(q,g)[log(X1)] + E[X¢] .

Un intégration par partie assure que :

Blon log(X0) X = [ " log(@)a® fup(x)dz
— [log()e® (Fap() — DIC

- /000(1 + alog(x))z* Y (Fyp(x) — 1) dr

= /000(1 + alog(z))z*! fa,p(x)dx

ama—l
ol l
— 5 (£ +Blog(x)]) .
Comme E, 3)[X{] = 8%, on en déduit que :

ha) = PRBE T — Bllog(x1) = 7

On montre la convergence p.s. de 'estimateur (&, 5n)

Par convergence dominée, on obtient que h est continue et dérivable avec :

1 a a a
= (B(a,) [XTTE (0,5 [X{ log(X1)?] — E(q,5) [X{ log(X1)]) -

W(a) = —
(@ E(a,8) [XT{]

En utilisant Cauchy-Schwarz, il vient :

E (0,8 [ XT1E (0,8 [X{ log(X1)?] > E 5 [X{ log(X1)]?

(avec inégalité stricte car pour tout A € R, P, ) (log(Xl)Xf/2 = )\Xf/2) <1). En

particulier A’ est strictement positive pour a > 0. Comme h(0) = 0, ceci assure que
h est strictement positive sur ]0, +oo[. Donc « est 'unique racine de h(a) = 1/a.
Le théoreme de Dini assure que p.s. h, converge uniformément vers h sur tout
compact de [0, oo[. Donc, I'unique racine de hy,(a) = 1/a, a,, converge p.s. vers a.

La convergence p.s. de I'estimateur [3,, vers ( se traite comme dans la partie III.
A
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FEzxercice XI1.8. T Modeéle de référence

1. Comme E,[Z,] = p, on a en utilisant 'indépendance des variables aléatoires :
_ _ _ 1 1-
R(Zy.1) = Byl(Zn — p)?) = Vary(Zy) = + Var,(z) = L2,

2. En utilisant 'indépendance des variables aléatoires (71, ..., Z,), il vient :
n
pn('z;p) = IED;D(Zl =21,y dn = Zn) = HPP(Zi = Zi) = pnzn(l - p)n—nzn‘

La dérivée de la log-vraisemblance est :

op p 1—p p(1—p)

8logpn(z;p) _ MZp N —NZy n Zn — D

Elle s’annule en p = z,, est strictement positive (resp. négative) pour p < z,
(resp. p > Z,). On en déduit donc que la log-vraisemblance atteint son unique
maximum pour p = Z,. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
Zp.

3. L’information de Fisher du modele est :

dlog pu(2;p) ) n? _ n
= [< ggp( P)> ] “pa—pr A Ty

Comme Z,, est un estimateur sans biais de p et que R(Z,,p) = , on en

1
_ I (p)
déduit que Z,, est un estimateur de p efficace (dans la classe des estimateurs
sans biais).
IT Méthode de stratification
I1.1 Etude & horizon fini

1. Soit X la réponse d’une personne interrogée au hasard. On a E,[X;] = p.
Cette personne appartient a la strate h avec probabilité Ny, /N. En décomposant
suivant la strate, S, a laquelle elle appartient, on a :

H
Ep[X1] =Pp(X1 =1) =Y Py(X1 =1[S) = W)Pp(S1 =h) = > pp—
h=1 h=1

On en déduit que p = Zthlthh/N.

360



XIII.12 Problemes (probabilités et statistique)

2.

3.

H th
h=1 N
Comme les variables aléatoires (Y, 1 < h < H) sont indépendantes de variance
o} /np, on a :

On a Ep[Y}] = pp, et par linéarité, on a E,[Y] = h=D.

H

R(Y = _ Nh N2 1
V — h 2
(Y,p) Varp(Y) h§ 1: ar < N Yh> _ h§ 1: - n_h o2,

On peut décomposer la variance p(1 —p) en la somme de deux termes : la variance
inter-strate Ethl(Nh/N)(ph —p)? et la variance intra-strate Zthl(Nh/N)U%.

4.

La méthode de stratification est bonne si son risque quadratique, Var,(Y"), est
inférieur au risque quadratique de Z,, & savoir p(1 — p)/n. Cela revient & dire
que Y est préférable & Z,,. (Remarquer que le nombre de personnes interrogées
est le méme.)

. On choisit p = 1/2, H = 2, pj = 1/4, pp = 3/4, N; = Ny = N/2, ny = n?,

13,1 1 1 1
n = n_l + ng. Pour ny 2_5, on a Vary(Y) = 11_6(71_1—1_7%_%) > Zm =
Vary(Zy). L'estimateur Z,, est donc strictement préférable a Y (dans la mé-

thode de stratification, I’estimation de p; n’est pas assez précise).

N, N TN
. On anVar,(Y) = nZ( h> — hph(l — pp). L'inégalité de

hel nNh N
Cauchy-Schwarz avec ap, = /Ny /N et b, = ph\/Nh/N assure que :

H

H H H -1 2
Np, Ny, Np, _
S Mt =o-3 i <o (S5) (S Nm) —n

h=1 h=1 h=1

L’égalité a lieu si et seulement si pp, = p pour tout 1 < h < H.

Ny, .
On minimise E < —h en (ny,...,ng), sous la contrainte Zthl ny = n.
np
h=1

Cela revient & minimiser :

H-1
Y ~\N/) ny, N) n-tn,

sur le compact A = {(n1,...,ng_1) € R ny >0 pour tout 1 <h < H -1
et Eth_ll np, < n}. Comme U%L > 0, on en déduit que ¢ prend la valeur 400 sur
la frontiere de A. La fonction ¢ atteint donc son minimum dans l'intérieur de
A. Comme la fonction ¢ est de classe C! dans I'intérieur de A, on recherche les
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zéros de son gradient. Comme a,zl > 0 pour tout 1 < h < H, on vérifie que la
nullité du gradient de ¢ implique que les termes Npop/(Nny) pour 1 <h < H
sont tous égaux, c’est-a-dire ny, proportionnel & Npop. Comme Zle np = n,
on en déduit qu’il existe un seul zéro du gradient de ¢ et que ¢ atteint son
unique minimum en ce point. On obtient donc que Var,(Y') est minimal pour
np = Nhah/(ZJH:l Njoj) pour tout 1 < h < H. Ce minimum vaut :

2
A:i@)? oh (H l)
h=1 N Nhah/(zle N]J]) N

h=1

Par ailleurs pour l’allocation proportionnelle Var,(Y) est donné par B =
Zthl O'}%Nh/N. L’inégalité de Cauchy-Schwarz avec ap, = /Np/N et by, =
ony/Np/N assure que A < B avec égalité si et seulement si o, est constant
c’est-a~dire si et seulement si py, est égal a p ou 1 — p pour tout 1 < h < H.
Le modele utilisé pour construire ’estimateur Y est plus riche que celui utilisé
pour construire Z,. Il n’est donc pas contradictoire de trouver dans ce modele
plus riche des estimateurs sans biais strictement préférables & Z,.

I1.2 Etude asymptotique

1.

362

11 découle de la loi forte des grands nombres que (Y}, n, > 1) converge p.s. vers
ph, et du théoreme central limite que (v/nn(Yn — pp),np > 1) converge en loi
vers une loi gaussienne N (0, O‘%).

. Comme il y a un nombre fini (fixe) de strates, le résultat découle de la question

précédente.
En utilisant 'indépendance des variables Y, il vient :

H

H
7/’ —p u) = rl[) —p u) = rlz) - _ chu),
W( ) g %\/%( ) g Vi (Y —pn) (Ch10)

H
P/ N S S N 2
N V nh Varp(Y) Nf% j:1 n] /

On remarque que 0 < ¢; < 1/0y. En utilisant la convergence uniforme locale
des fonctions caractéristiques, il vient pour tout |u| < K minj<p<p o, :

H H
vy ()= [T (722 4 Ru(en) ) = [ eohh*/2 4 R(w)
Varp (Y) he1l .

= e /2 £ R(u),
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ot la fonction R est définie par la deuxieme égalité. On déduit de la convergence
limyy, 00 SUP|y < i [R0(w)] = 0, que limuin, o, < 4 nj,—00 SUPJy < [R(u)] = 0. Ceci
assure que (Y — p)//Var,(Y) converge en loi vers une loi gaussienne centrée
réduite N(0,1) quand min;<p<pg np, tend vers linfini.

4. Pour tout 1 < h < H, on a que ps. (Np/N)*Yy(1 —Y},) converge vers
(Nh/N)2 o7 quand minj << np, tend vers Uinfini. En particulier, pour € > 0 et
pour minj<p< g 1y, suffisamment grand, on a |Yh(1 -Y) — am < EO’%L et donc :

S (N 2 Va(1=Ya) S (N 2 |v;,(1=Y)) =02 |
h=1\ N np 1l < h=1\ N np

<e.
Var,(Y) Var,(Y) =€
H 2
) 1 Np\* Yn(1 —Y3)
C —_— _— —-" 8. 1 d
eci assure que Var, (V) hEZI ( N> - converge p.s. vers 1, quan

minj << g np, tend vers l'infini.

5225{:(%)2 Yh(ln;Yh)’

h=1

5. On pose :

On déduit du théoreme de Slutsky et de la question précédente que quand
minj<p<p np, tend vers linfini, alors (Y — p)/S converge en loi vers une loi
gaussienne G centrée réduite A (0,1). Comme la loi gaussienne est continue,
on en déduit que quand minj<p<py ny tend vers linfini, alors P, (p e I) =
P, (Y —p)/S € [£p1_a/2]) converge vers P(G € [£¢1_4/2]) = 1 — a. Ceci
assure que [ est un intervalle de confiance sur p de niveau asymptotique 1 — a.

A

Ezxercice XII.9. 1. On a P1(Y = k) = 1/k(k + 1) pour k € N*. Le nombre théo-
rique attendu d’artistes ayant eu k disques d’or est n/k(k + 1). Les données
théoriques sont reportées dans le tableau XIIL.5 .

2. On utilise le test du x? d’adéquation & une loi. Soit Y de loi de Yule de para-
metre p = 1.
a) Modele : (X;,7 € N*) variables aléatoires indépendantes de méme loi a
valeurs dans {1,...,m}.

en loi

b) Hypotheses : Hy = {Xl erlol min(Y, m)} et Hy = {Xl # min(Y, m)}

c) Statistiques de test :

C(l) — ni (pobs(k) - pthéo(k))2 ot <(2) — ni (pobs(k) _pthéo(k))2
k=1 —

Pthéo (k) — Pobs (k) ’
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Nombre de Nombre||Nombre de | Nombre
disques d’or| d’artistes||disques d’or|d’artistes
1 668 (688.5) (|10 14 (12.5)
2 244 (229.5) (|11 16 (10.4)
3 119 (114.7)||12 13 (8.8)
4 78 (68.8)]|13 11 (7.6)
5 55 (45.9)|[14 5 (6.6)
6 40 (32.8)||15 4 (5.7)
7 24 (24.6)||16 4 (5.1)
8 32 (19.1)||17 et + 26 (81.0)
9 24 (15.3)

Table XIII.5. Nombres d’artistes observés (et théoriques entre parentheses, si le nombre de
disques d’or suit une loi de Yule de parameétre 1) par nombre de disques d’or.
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avec pops(k) = nk/n ot ny est le nombre d’artistes ayant eu k disques d’or
sil <k <m-—1etn,, est le nombre d’artistes ayant eu au moins m disques
d’or, et pineo(k) = Pi(min(Y, m) = k).

d) Les régions critiques de niveau asymptotique « sont an‘) = {Q(f) > Z1—a}
oll z1_q est le quantile d’ordre 1 — o de la loi du x? & m — 1 degrés de
liberté. Les tests sont convergents.

e) Les p-valeurs asymptotiques sont P(Z > ( @ Obs) ot Z suit la loi du x? a

— 1 degrés de liberté et (p (i),0bs
evaluee en les données.

est la valeur de la statistique de test Q(f)

On regroupe les cases k pour lesquelles on npy(1 — pg) < 5. Comme p, ~ k2
pour k grand, on regroupe les cases telles que k > /n/5 soit k > 17 environ.

et donc :

On remarque que P(Y =¢) =T'({)p H P

log(P(Y = 0)) = log(I'(¢)) + log(p Zlog (p+ k).

Soit ¥y = (y1,...,yn) € (N*)". On en déduit que la log-vraisemblance est :

yi
Z log(I'(y;)) + log(p) — Z log(p + k)

= Ny log(p ZNklogp—l-k —I-Zlog
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5. La condition 2% > (z + ¢)(z + ¢ — 1) est équivalente & ¢ — ¢? > (2¢ — 1)z. Cette
condition a lieu pour tout = > 1 si et seulement si 2¢ —1 < 0 et ¢ — ¢? > 0 soit
c<1/2.Ona:

1
k=1 k=1 2 3) PTa
On a:
*Ln(y;p) _ —Ni +§: Ni
d%p P> = (p+k)?
1 1
SN -5+ 1
popt3
N]_ 2
- (92 —2p—1).
p*(2p +1) ( )

La quantité 2p? — 2p — 1 est négative sur ]0, (1 + v/3)/2], on en déduit que
la fonction L, (y;-) est convexe sur cette ensemble. Comme lim, o L, (y; p) =
—o00, on obtient que la log-vraisemblance possede un seul maximum local sur

10, (14 /3)/2].

On remarque que :

Lu(y; p) < Nilog(1 4 1/p) — Nalog(p +2) + Y log(I'(y;))-

i=1
En particulier, si No > 1, on en déduit que lim,_,o Ly (y; p) = —oc. Donc la
log-vraisemblance posseéde au moins un maximum sur |0, co.
6. On utilise le test du x? d’adéquation & une famille de loi.

a) Modele : (X;,7 € N*) variables aléatoires indépendantes de méme loi a
valeurs dans {1,...,m}.

b) Hypotheses :
Hy = {Xl en ol min(Y,m) ou Y est de loi de Yule de parametre p > 0} ,

en loi
H, = {Xl # min(Y, m) pour tout Y de loi de Yule de parametre p > 0} )

c) Statistiques de test :

1 — % (pobs(k) _ﬁthéo(k))2 (2 — % (pobs(k) _ﬁthéo(k))2
n n; Pthéo (k) ou o "kZ::l Pobs (k) ’
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avec pops(k) = ngk/n ot ny est le nombre d’artistes ayant eu k disques d’or
sil < k< m-—1etn, et le nombre d’artistes ayant eu au moins m
disques d’or, et Pineo(k) = Pi(min(Y,m) = k), ou Y est de loi de Yule de
parametre p, 'estimateur du maximum de vraisemblance de p.

d) Les régions critiques de niveau asymptotique a sont Wéi) = {Q(f) > Zi—a})
oll z1_q est le quantile d’ordre 1 — o de la loi du x? & m — 2 degrés de
liberté. Les tests sont convergents.

e) Les p-valeurs asymptotiques sont P(Z > (,(f)’Obs) ol Z suit la loi du x? &
m — 2 degrés de liberté et C,(f)pbs est la valeur de la statistique de test Q(f)

évaluée en les données.

On rejette Hy (au niveau 107°). La notoriété (que I'on a modélisée par la loi de
Yule) ne suffit pas a expliquer le nombre d’or. Autrement dit, le talent existe.

La distribution du nombre d’artistes ayant moins de 18 disques d’or peut étre
modélisée par la loi de Yule (conditionnée & prendre des valeurs inférieures a
18), car la p-valeur est élevée. Une conclusion est que le talent existe pour les
artistes ayant au moins 18 disques d’or.

A
Exercice XI1.10. 1 Préliminaires
1 _ 1 Bla+v,b+w)
1. On aEy[P"(1 - P)¥] = / A W) LA : et
B(av b) 10,1] B(a,v)
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en particulier Eg[P] = a/(a + b).

. Un enfant pris au hasard dans une famille donnée a une probabilité P d’étre

un gargon ; la famille étant choisie au hasard, I'enfant a une probabilité Ey[P]
d’étre un garcon.

La loi conditionnelle de X, sachant P est la loi binomiale de parametre (n, P).
Autrement dit E[g(X,,) | P] = ¢(P) ot ¢(p) = E[g(Z,)] o Z,, est une variable
aléatoire de loi binomiale de parametre (n,p).

On a:

Eg[Xn] = Eg[E[X, | P]] = Eo[nP] = nEy[P],
Varg(X,) = Eg[X?] — Eg[X,]?
= Eg [E[X2|P] — E[X,|P]*] + Eg[nP?] — Eg[nP)?
= By [nP(1 — P)] + n? Vary(P),

ou l'on a utilisé pour la derniere égalité que la variance d’une loi binomiale de
parametre (n,p) est np(1 —p).
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5. Cela découle des résultats suivants, voir la question 1.1, Eg[P] = a/(a + b) et :

ala+1) B ab
@ibarorn & IE"[P(l_P)]_(a+b)(a+b+1)’

Ey[P?] =

IT Estimation des parametres

1. Sin =1, la loi de X,, est la loi de Bernoulli de parametre pg = a/(a + b). Le
parametre po est identifiable, mais pas 6 (il existe plusieurs valeurs possibles
de € pour une méme valeur de py).

2. On utilise la méthode des moments : on résout les équations :

et v:Varg(P):m(n_m) <1+ n—1 >

m=EglP] =no— n atbt1

pour obtenir :

a:mm(n—m)—v et b= (n—m) m(n —m) — v

nv —m(n —m)

nv—m(n—m)
L’estimateur des moments de 6 = (a,b) est donc Ok = (ax,bx) avec :

Mg (n — Mg) -V,
nVi — My(n — M)

Mg (n— Mg)— Vi '

t bx=(m-—M
et b= (n = M) o

ax = Mg

3. La convergence p.s. de l'estimateur des moments, éK, vers 0 se déduit des
convergences p.s. de la moyenne empirique et de la variance empirique, et de
la continuité de la fonction (m,v) — (a,b) en (Eg[P], Varg(P)).

4. La normalité asymptotique de I'estimateur des moments, éK, de 0 se déduit de
la normalité asymptotique du couple formé de la moyenne empirique et de la
variance empirique ainsi que de la propriété C! de la fonction (m,v) + (a,b)
en (Eg[P], Varyg(P)).

5. Les vérifications sont évidentes. Il vient K Mg = 13 037 et Vi ~ 1.23, soit
a~50.7, b~ 48.9 et pg ~ 0.508.

ITI Estimation de la probabilité d’avoir un gargon
1. On a:

Joi h(p)paHh=1(1 — p)btn—k=1 gp
Soa pr (L = p)itnk L dp = E(ath,btn—i)[2(P)].

Eg[h(P) | Xy = k] =
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On déduit de la question précédente que la loi conditionnelle de P sachant
X, est la loi 8 de parametre (a + X,,b+ n — X,;). Comme l'espérance d’une
variable aléatoire de loi 3 de parametre (a’, V') est a’/(a’ +1'), on en déduit que
P, =E[P|X,]=(a+ X,)/(a+b+n).

On note Z; = 1 si le i-eme enfant de la famille est un garcon et Z; = 0 sinon.
Ona X, =nZ, ounZ, = >, Zi. Conditionnellement & P, les variables aléa-
toires (Z;,1 € N*) sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre
P. La loi forte des grands nombres assure alors que, conditionnellement a P, la
suite (Z,,n € N*) converge p.s. vers P : E[1g, 7 _py|P] = 1. En prenant
lespérance dans cette derniere égalité, on obtient Py(lim, oo Z, = P) = 1.
Ceci assure que la suite (X,,/n,n € N) converge p.s. vers P.

Xn 4 a
Comme P, = 1”_1_7&#, on en déduit que p.s. lim,, oo P, = P.
n
.Ona:

Eg[(P — h(Xn))?] = Eg[((P — Pa) + (P — h(Xn)))?]
= E@[(P - Pn)2] + E&[(Pn - h(Xn))2]
+ 2Eg[(P — Po)(Pn — h(X0n))]
= EG[(P - Pn)2] + EG[(Pn - h(Xn))2]
> Eg(P — Pn)?,

ou 'on a utilisé pour la troisieme égalité, grace aux propriétés de ’espérance
conditionnelle, que :

Bgl(P = P)(Po = h(X2))] = B [Egl(P = Pa) (P — h(X,) | X,

= By [Bo[(P — )| X, (P — h(X,))] = 0.

Comme la loi conditionnelle de P sachant X,, est la loi § de parametre (a +
Xn,b+n — X,,), il faut choisir pour ¢ le quantile d’ordre 10% de la loi 8 de
parametre (a + X,,b+n — X,,).

A

Ezercice XII.11. On note F' la fonction de répartition de X.

I Préliminaires

1.
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Comme (X, X) a méme loi que (X', X), il vient :

P-V<z)=PX' - X<z2)=PX -X'<2)=PV < x).
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Les fonctions de répartition de V et —V sont identiques, donc V et —V ont
meéme loi. Onal—-P(V < —z)=P(V > —2) =P(-V < —z) =P(V < z).
.Ona:

2P(V<0)=1+P(V<0)-P(V<0)=1+P(V =0)

et :
WV <——e)=14P(V <—¢)-PV<e)=1-PV €] —¢,¢]).

. La premiere inégalité découle de {X €late/2[} ({X' €late/2[} C{X-X'¢€
| —¢,¢[}. Comme X et X’ sont indépendants et de méme loi, on en déduit que
pour tout a € R, e > 0 :

P(V €] —¢,e]) > P(X €la+¢/2))*> > (F(a+¢e/4) — F(a —£/2))%
Comme lim,_,_ o F'(z) = 0 et lim,_,o F(z) = 1, on en déduit qu’il existe a € R
tel que F(a+¢e/4) > F(a —¢/2). Ceci assure la seconde inégalité.

. On déduit de la question 1.2 que P(V < 0) > 1/2, ce qui assure que la médiane
est inférieure ou égale a 0. On déduit des questions 1.2 et 1.3 que pour tout
e>0,P(V < —¢) < 1/2, ce qui assure que la médiane est supérieure & —e. En
conclusion, la médiane est nulle.

. SoitveR. On a:

P(V =v) = E[1{x_x/=n}] = E[p(X)],
ot p(x) = E[1{;_x/—y}] = P(X' = 2 —v) = 0. On en déduit que P(V = v) = 0.
. Comme P(V = 0), il vient :
P(V >0)=P(—V <0) =PV <0)=P(V <0) =B(V <0) =1/2,

ou l'on a utilisé que V' et —V ont méme loi pour la deuxieme égalité et (XII.9)
pour la derniere. Comme {sgn(V) =1} ={V >0} et {sgn(V) =-1} ={V <
0}, on en déduit que sgn(V') est uniforme sur {—1,1}.

. On a, en utilisant que V et —V ont méme loi :

Elg(sgn(V))f(IVD] = g(WE[f (V)1 {vsoy] + 9(=DE[f (=V) 1y <oy
= (9(1) + 9(=D)E[f (V)1{yo0]
= Elg(sgn(V)2E[f (V)1{y>0y]-
Avec g = 1 dans I'égalité précédente, il vient E[f(|V])] = 2E[f(V)1{ysoy] et
donc :
Elg(sgn(V))f(IV])] = Elg(sgn(V)IE[f([V])]-

Ceci assure que sgn(V) et |V sont indépendants.
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IT Test des signes

1.

370

Sous Hy, les variables aléatoires (S,,n € N*) sont indépendantes de loi uni-
forme sur {—1, 1}. En particulier, elles sont de carré intégrable et on a E[S;] = 0
et Var(S;) = 1. On déduit du théoréme central limite que sous Hy, la suite
(Cn, n € N*) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne de loi N/(0, 1).

. Avec les notations de la partie I, il vient :

E[Si] = P(Xp, > Vi) —P(Xp < Vi) =P(X > X' — p) —P(X < X' — p)
=V > —p) =PV < —p)
V<p) =PV =-p)

Vel —p,pu).

—_ o~~~

P
P
P

L’inégalité (XII.10) assure alors que, sous Hy, E[Sk] > 0. La loi forte des grands
nombres assure que p.s. lim,_, o % ¢n = E[S1] > 0. On en déduit donc que la

suite (¢, n € N*) converge p.s. vers +o0.

La région critique est W,, = {(,, > a}. Pour a = ¢1_,, le quantile d’ordre 1 — «
de la loi gaussienne N (0, 1), la question II.1 assure que le test de région critique
W, est de niveau asymptotique a.

La question II.2 assure que sous Hi, p.s. limy o0 1{¢, >0} = 1. On déduit du
théoreme de convergence dominée que, sous Hj :

lim P(¢, > a) = 1.

n— o0

Le test est donc convergent.

. La p-valeur asymptotique est donnée par p-val = P(G > C,st) ou GG est de loi

gaussienne N(0,1) et (2P est la statistique de test évaluée sur les données.
On a C,st ~ 2.53, la p-valeur asymptotique correspondante est environ 5.7%.
I est raisonnable d’accepter Hy car la p-valeur n’est pas tres petite (elle est
supérieure a 5%).

Sous Hy, les variables aléatoires ((S, + 1)/2,n € N*) sont indépendantes de
loi de Bernoulli. On en déduit que sous Hp, (n/2) + > p_,(Sk/2) est de loi
binomiale de parameétre (n,1/2). Soit Z de loi binomiale de parametre (n,1/2).
Apres avoir remarqué que n — Z a méme loi que Z, on a (avec n = 10) :

10
1

P> () =P(Z29)=P(Z<1)=2""+ < >2‘1° =~ 0.1%.

Comme p-val ~ 0.1%, on rejette donc Hy. On voit que 'approche asymptotique
est de mauvaise qualité pour des petits échantillons.
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IIT Test de Wilcoxon

1. On déduit de la question 1.5 avec X = |Vj| et X' = |Vj| et v = 0 que P(|Vi| =
|Ve]) = 0. 11 vient :

P(Ek # (Vi| = Vo) < D P(|Vi| = |Vil) = 0.

k£l
Ceci assure 'unicité de la permutation 7,.

2. Les variables aléatoires (|Vil,...,|V,]) et (S1,...,S,) sont indépendantes.
Comme 7, est une fonction de (|Vi],...,|V4|), on en déduit que 7, est in-

dépendant de (Sy,...,Sy).

3. Soit s1,...,8, € {—1,1}. Comme 7, et (S1,...S,) sont indépendants, on a :

IED(ST,I(I) = S1--- 7STn(n) = Sn) = Z P(Tn =0, Scr(l) = S1--- 750'(”) = sn)

c€ESH

— Z P(Tn = U)P(Sa(l) = S1,..., Sd(n) — Sn)
0cESy

= Z ]P’(Tn = 0')2_”
cESH

:2_”:]P’(51:sl,...,5n:sn).

On en déduit que (S;, (1), --,S7,(n)) @ méme loi que (S1,...,5).
4. On a : . .
Tn = Z Rn(k)1{5k>0} = Z kl{STn(k)>0}'
k=1 k=1
On remarque que si U est uniforme sur {—1,1}, alors 1.0y est de loi
de Bernoulli de parametre 1/2. On déduit des questions II1.3 puis 1.6 que

(l{s‘rn(l)>0}"”’1{Srn(n)>0}) a méme loi que (1yg,50},---,1{s,>0y) et donc
méme loi que (Z1,...,2Zy,).

5. Par linéarité, il vient E[T)] = ), k/2 = n(n + 1)/4. En utilisant 'indépen-
dance, il vient :

Var(T)) = Zn:Var(k:Zk) = zn: k?/4 =n(n+1)(2n 4+ 1)/24 = o2.
k=1 k=1

6. On a :
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[§]

ﬁ ezuk(Zk—— /on]

k=1

E [ezuk(Zk—f /an}

¥n(u) = E [ewfn] ~E

—

(T~ "5 >/an]

E

|

Il
s

e
Il

1

( —iuk/(20m) | g—iuk/ (2on))

(o)

ol 'on a utilisé que T;, a méme loi que T, pour la deuxieme égalité, et 1'indé-
pendance pour la quatrieme égalité.

I
||::]:
N | =

Pour n suffisamment grand, on a |u|k/20, < 1/2 pour tout k € {1,...,n}. En
utilisant un développement limité des fonctions cosinus (au voisinage de 0) et
logarithme (au voisinage de 1), on obtient :

Zlog <cos > Zlog ( 2k2 — 4+ % g(n, k))

2
k=1 8oy,
2
= _% —l—O(TL_l),

ou les fonctions g et h sont bornées sur {1 < k < n}. On en déduit que

. 2 . .
lim 1, (u) = e */2. Ceci assure la convergence en loi de (£,,n € N*) vers une
n—oo

variable aléatoire gaussienne N(0,1).

La région critique est W) = {&, > a}. Pour a = ¢1_,, le quantile d’ordre 1 — «

de la loi gaussienne N (0, 1), la question précédente assure que le test de région

critique W), est de niveau asymptotique . Le test est convergent car sous Hy,
lim P(§, > a) = 1.

n— o0

La p-valeur asymptotique est donnée par P(G > £°P%) ot G est de loi gaus-
sienne NV(0,1) et £€9P° est la statistique de test évaluée sur les données. On
a §2bs ~ 2.40, la p-valeur asymptotique correspondante est environ 7.2%. Il
est raisonnable d’accepter H( car la p-valeur n’est pas tres faible. La p-valeur
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exacte, utilisant la loi de &, et non son approximation asymptotique, est de
0.7% ; on rejette alors Hy, car la p-valeur est faible. On retrouve que ’erreur
de 'approximation est, pour de petits échantillons, importante. Les p-valeurs
sont semblables a celles de la question II.5. Pour comparer ces deux tests, il
faudrait comparer les puissances.

A
FEzxercice XI1I1.12.

I Préliminaires

1. Il vient avec le changement de variable y = /1 —v x :

Eexp (567)] :/Re_é(l_v)xz j;r \/m 0 27r/d(y1—v)

m

ou l'on a reconnu que e~ 3(1-v)y? /727 /(1 — v) est la densité de (1 —v)G.

2. On remarque que les variables aléatoires (egx_92e9x—1,k > 2) sont indépen-
dantes, de méme loi intégrable et d’espérance nulle. On déduit de la loi forte
des grands nombres que p.s. lim,, 1 ﬁ Z,Ln:/f] €9k—289k—1 = 0. De maniere
similaire, on obtient que p.s. lim,_, 4 0o Lnlﬁ Z,EZ/EJ €ok—1€9k = 0. On en déduit
donc que la suite (7;,/n,n € N*) converge p.s. vers 0.

3. Il découle de la question I.1 et de I'indépendance des variables aléatoires (e, k €

A e 2 2\ —n/2
E[N, (u)] = (1 - UTU> .

En remarquant que N, (u)? = N,(v/2u), on en déduit que :

2 2\ —n/2 2 9\ —n
Var(Nn(u)) = (1 — 2u”o > _ <1 _wo > — eu202+0(1) _eu202+o(1) )

n

On a donc lim,,_, 4o Var(N,(u)) = 0.

4. Comme N, (u) est une fonction de €1,...,e,-1, il vient :

E[Ma(u)lex, . en 1] = Na(u) o V7 B [eenien VT e, |

i u2e2 2
= Ny(u)e  vn e ¥ En? /2n

u2o2V, . Thaa
=oxp | —5—— = | exp zu\/ﬁ )
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E[M,(u)] = E[E[M,(u)le1,...,en_1]] = E [exp <“22(’2 %) exp (iuTn_1>] .

En itérant n — 1 fois, on obtient E[M,,(u)] = 1.

6. En utilisant I'inégalité de Jensen deux fois, il vient :

U (W)E[Ny (u)] — E[Mnm)]( <E [

eI /™ (E[N,, ()] — Nn(“))u

—E |[E[Na(w)] = Na(w)|

< \/IE [‘E[Nn(u)] - Nn(u)ﬂ = /Var(N, (u)).

On déduit des questions 1.5 et 1.3 que :

tim [ (WEIN, ()] — 1| = 0.
Comme lim,,_,; E[N,(u)] = e“2"4/2, on en déduit que lim, o0 ¥p(u) =
e~u*o*/2 Cette limite est valide pour tout u € R. Comme e~u'ot/2 ot 1a

fonction caractéristique de o?G, on en déduit que la suite (T},//n,n € N¥)
converge en loi vers o2G.

IT Estimation des parametres
1. 11 suffit de remarquer que, grace a (XII.13), la densité de ¢ est donnée par :

1 e—22/202 — 1 e—(xk—axk,1—5)2/202 )

V2ro? Voro?

2. La log-vraisemblance est donnée par :

n
Ln(€17 <oy En; avﬁv U) = _g 10g(27TO'2) - % (:Ek’ — QT — 6)2

k=1
Il s’agit, a la constante % log(2mo?) pres, d'une forme quadratique négative en
a et B. Pour trouver les valeurs de («, 5) en lesquelles la log-vraisemblance
est maximale, il suffit d’annuler ses dérivées en « et en 5. On obtient alors le
résultat.

3. La formule se démontre trivialement en sommant (XIL.13) sur n de 1 a n — 1.
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Pour démontrer que p.s. lim,,_, 1o X,,/v/n = 0, on calcule par récurrence les mo-
ments successifs de E[X,,], E[X2], E[X?] et E[X}] et I'on vérifie que pour a €] —1,1]
ces quantités sont uniformément bornées en n. On en déduit que la variable
aléatoire ) 4 X2 /n? est intégrable et donc p.s. finie. Ceci assure que la suite
(X2/n%,n > 1) converge p.s. vers 0 et donc p.s. lim,, s o X,,/+/n = 0.

En utilisant la majoration précédente sur E[X2], on vérifie que E[I}] est de
lordre de 1/n?. Ceci assure que la suite > o, I} est intégrable et donc p.s. finie.
On en déduit que la suite (I,,,n > 1) converge p.s. vers 0.

1. La loi forte des grands nombres assure que p.s. limy, 1+ &, = 0. On en déduit

que p.s. lim,, 4o Xn(1 —a) = 6.
2. On déduit de (XII.13) que :

X13+1 = 3%+’ XE + z—:iﬂ + 2BaXy + 2Bekr1 + 20 Xkep 1.

En sommant cette relation pour k € {0,...,n — 1}, on obtient le résultat.
3. La loi forte des grands nombres assure que p.s. lim,_, 1o V;,/n = E[e?] = o2
On déduit de la question 4 que p.s. :

lim X2,(1—0a?) =p%+0%+28a P

n—-+o0o 11—«

- ﬁ2 0.2
pr— 1 2 pr—
et donc b nll)IEOOXn (1—0()2+1—oz2’

4. On déduit de (XII.13) que :
Xpi1 Xy = aX? + BXy + Xpehi-
En sommant cette relation pour k € {0,...,n — 1}, on obtient :
A, =aX2, 1+ BXp_1+ I,.

On déduit de ce qui précede que p.s. lim,, 1 A, = ab+ Sa.

5. Comme Ba — a® = aa?, on déduit que (&,,n € N*) converge p.s. vers :

ab+[3a—a2_ab—aa2_a
b— a? - b—a®

6. On vérifie que lestimateur du maximum de vraisemblance de o2 est :

o I . 2
cr?l = - Zei ou &= Xp—a,Xp_1— Bn.
k=1
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7. On a que 62 est égal a :
— 1 o . . . o
X2 1+ — (X3 = X3) 467 X201+ 57 — 26 Ay — 280 (X1 +0n) + 26 5 X1
On en déduit que p.s. :

lim 62 =b+ a’b+ 82— 2a(ab+ Ba) — 28a + 2afBa = o°.

n—-+0o0o

L’estimateur du maximum de vraisemblance de o est donc convergent.

IIT Test d’utilité du coefficient d’auto-régression

1. Un calcul élémentaire donne pour a =0 :

= —=+—F— —Vn——Epép_1+ ——=(61 — En).
\/ﬁ \/ﬁ \/_ n ncn—1 \/ﬁ( 1 n)
Comme +/ng, converge en loi vers oG et que &,_1 converge p.s. vers 0, on
déduit du théoréeme de Slutsky que /né,&,_1 converge en loi vers 0. On en

déduit que ﬁ(An —(Xp_1+ 6n)Xn_1) = % + R, out R/, converge en loi vers

0. Par ailleurs, on a que X2, 1 — X2, est égal & :

ﬂ(An — (Xp_1 + 5n)Xn—1)

Viier  (n—1)%_ Xo -8 1 n—1_
e (Xo—B)(1 - =) —2" 4.
On en déduit que ﬁn_l — be_l = % + R, ou R,, converge en loi vers 0.

2. La loi forte des grands nombres assure que la suite (V;,—1/n,n € N*) converge
p.s. vers o2. On déduit de la question 1.8 et du théoreme de Slutsky que sous
Hy la suite ((n,n € N*) converge en loi vers 02G/o? = G.

3. Sous Hj, &, converge p.s. vers « # 0. On en déduit que p.s. lim,, 1 (, €
{—00,+00}. La région critique du test est donc de la forme W,, = {|(,| > a}.
Ce test est de niveau asymptotique n pour a = ¢;_,/ le quantile d’ordre
1 — a/2 de la loi gaussienne N(0,1). Le test est convergent.

4. La p-valeur asymptotique de ce test est p-val = P(|G| > ¢5P%).

5. 0na:
G ~ 0.9317722, [, ~ 0.7845925, 62 ~ 3.7443066, (°P° ~ 17.801483.

La p-valeur est tres faible (< 10723). On rejette donc tres clairement Hy.
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FEzxercice XI1.13. 1T Préliminaires

1. On a:

:];E[Tk Zk <1—%> —2

La date moyenne de naissance du dernier ancétre est d’environ 2 x 20 x 10 000 =
400 000 ans.

2. On a E[L,] =Y _, kE[T};] = 2h,_1 et, par indépendance :

Var(L Zk2 Var(Ty) = 42 ek

Soit € > 0. On déduit de llnegahte de Tchebychev que :
L, 1 1

On en déduit que la suite (L, / hn—1,n > 2) converge en probabilité vers 2.

3. On a, en conditionnant par rapport a T} :

k
0
Eo[Vi] = Eg | Y Eo[YjlTil | = B0 [RTi] = +—
j=1

4. On a, en conditionnant par rapport a T}, :
by, i (u,0) = Eq [e™Yirti0Tk]
=E [Ee [eiqu—i-ika \Tkﬂ
=K [e“’Tk Ey [ iuY; |Tk”
=E { T, —5(1— e“‘)Tk]
k(k —1)/2 - Kk —1)

RO gy 01— ety k(k—1) =200 +0(1— )

5. En utilisant le fait que, conditionnellement a 7Tj, les variables aléatoires
Yik,..., Yy sont indépendantes et de méme loi, il vient :

ka T (u7 U) = E@ eiu Z§:1 Yj’k—i_wTk] =E [eika E9 [eiu Z§:1 Yik |Tk’]:|
) [ewTk E, [eiuYLk |Tk]k}
K [eika—k%(l—ei")Tk]

k—1
(k—1)— 202 + 6(1 — o)

377



XIII Corrections

6. On a:
i N Dk e;u
ka-H (u) =¢ ka (u) =e ¢Yk7Tk(u’O) - 1-— (1 —pk) etu’
avec
B k—1
PE= 9 1)

On reconnait la fonction caractéristique de la loi géométrique de parametre py,
ce qui implique que Y; + 1 est de loi géométrique de parametre py.

7. Par linéarité, on a Eg[S,] = > ) _5Ep[Ys] = 0h,—1. Par indépendance, et en
utilisant le fait que Var(Yy) = Var(Yy + 1) = (1 — pg)/p3, il vient :

n—1

n n _ 2
Vary(,) = 3 Varo(%) = 3 5 (Z — (6 Zﬁ 1)?) —h, 467
k=2 k=2 k=1

IT Propriétés de I’estimateur de Watterson

A~

1. L’estimateur de Watterson de 6 est sans biais car Eg[6,,] = 6.
2. Soit € > 0. On déduit de I'inégalité de Tchebychev que :

3

On en déduit que la suite (én, n > 2) converge en probabilité vers 6.

Vary(S,) = O(1/log(n)) —— 0.

N 1 N
0 — 6] > ) < 5 Varg(0) = 2h po.

) ) -1
3. On rappelle que Ey [eZ“Yk] = (1 + %(1 — e’“)) . On en déduit que :

Eq

e i Y <Y 0 >
X -
S T Ly -
—1
— <e’i’LL\/é/(k—1)\/hn_1 <1 + k f 1 (1 _ e’iu/«/@hn_1)>>

_ (1 iuvo u?0 O (5 — 13532 B
= ahvis e O (k)

—1
ZU\/g u? 1 —3/2
1= + + O (h
( (k—1)\/hn = 2(k—=Dhp—1 k-1 ( n—1 )
1+ w " u’f
20 — Dhn_1 20k — 1)2hn_;

u?

<1 T3 D

+0 (k= 1)7'h, %)

+0 (k=172 + (k=172
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Pour conclure, il suffit de remarquer que :

2

-1
—u?/(2(k—1Dhn—-1) _ A =2, -2
e <1+ 50k = Do, +0((k-1) hn_1)>

2 -1
U —1;,-3/2 —2;-1
— (1 1) 1 .
( s O ((k: I 4 (k- 1) hn_1>>

4. Par indépendance, on déduit de ce qui précede que :

n

n igm— ()| 1T e
HE@ e Voln—1 He
k=2
< Z
_ ZO( ) - 1))

—O( ‘”2) O(log(n)~*/?).

‘Ee [emzn(e)} _ e—u2/2‘ _

2 w2
Ey [ 0hn 1( k™ %= 1)] — @ 2k=Dh,_

5. On a : ‘ ,
lim Ey [ezuZn(G)} — o U /2’

n—-+00
autrement dit la suite (Z,(0),n > 2) converge en loi vers G. La suite
(Sn/(6hp—1),n > 2) converge en probabilité vers 1. On déduit donc du théo-
réme de Slutsky que ((Sn — Ohn1)/\/Sn,n > 2) converge en loi vers G.

6. Soit ¢1_q/2 le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1). On a :

Sy — 0h,_1 Sh \/
T c [i¢1—a/2] = |:hn ) hn 1¢1 a/2:|
I1 vient :
S «/ Sy — Ohy_
(02 [ s on] ) =ro (B e o]

_— ]P)(G S [i¢1—a/2] =1—a.

n—oo
On en déduit que :

~

On

n—

Sn VS, 5
I, = |:hn—1 hn— ¢1 a/2:| = |0+

¢1—a/2

est un intervalle de confiance pour 6 de niveau asymptotique 1 — a.
7. L’application numérique donne : ¢1_, 5 ~ 1.96, 6, =5.51 et I, = [3.4,7.6]. Le

taux de mutation par nucléotide est 6, /K = 0.0153 et I'intervalle de confiance
de niveau asymptotique 1 — « correspondant est I,,/ K = [0.0094,0.0212].
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ITI Comparaison d’estimateurs

1.

380

On a par indépendance :
k
Po(Yik =i YVer = UnilTe = tr) = [ [Po(Vik = vnl T = t)
j=1

k .
e G2
e Y k!

On en déduit que la vraisemblance de (T, Y] g, ..., Yi ) est :

k _
Kk = 1) —kk-1yt/2 I] /2 (0tg/2)vik

p(tkvyLk’)"')yk’,k) = 92 y],k'

Jj=1

On utilise I'indépendance des variables aléatoires (Tj,Y1,...,Yrk), k €
{2,...,n} pour conclure.

. La vraisemblance est de la forme h(z)¥ (3 7_, kte, 37—y S 4ix:60). On a

Ly =0 kTy et S, = S0, 5°% iy Le théoreme de factorisation assure
donc que (S, L,) est une statistique exhaustive. (Cette statistique est en fait
totale.)

Ona:
1< 1 e 25 S
k=2 k=2 i=1 k=2 """k
On a également 92L,(x;0) = — 5 S 7 ’-C: yir < 0, ce qui assure que la
9 0 k’ 2 =1 k)

fonction L,, est concave en 6. Elle possede donc un seul maximum dans |0, +o00[
ST Ele Yik > 0. On en déduit que I'estimateur du maximum de vrai-

semblance est :
D k=2 Z§:1 Yik _ 2&.
ShokTy Ly
La convergence de l'estimateur se déduit des questions 1.2 et 1.2 .

On a:

0, =2

1 Pp—
1,(8) = ~Eg[05Ln(X:6)] = 25 Eo[Sa] =~

L’estimateur de Watterson est sans biais de variance :

) 0 g2 1 1
Varg(0,) = o + —h%_l ; 2 > —In(H) .
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On en déduit que l'estimateur de Watterson n’est pas efficace. En revanche il
est fonction de la statistique exhaustive (S,,, L) (qui est en fait minimale car
totale). Il ne peut donc pas étre amélioré ; il est donc optimal.

5. La question II.4 assure que ( hp—1/0(0, —0),n > 2) converge en loi vers

G ; autrement dit, («/hn_l(én —0),n > 2) converge en loi vers v G. On
en déduit que l'estimateur de Watterson est asymptotiquement normal de vi-
tesse de convergence /h,_1 et de variance asymptotique X(f) = 6. Comme
52 /1,(0) = X(6), on obtient que l'estimateur de Watterson est asymptotique-
ment efficace.

6. L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace
ainsi que l'estimateur de Watterson. Ils ont donc asymptotiquement la méme
précision.

IV Comparaison du taux de mutations

1. L’hypothese alternative correspond, d’apres le texte, a un taux plus élevé de
mutation soit H; = {6 > 0p}.

2. D’apres la question I1.4, sous H, la statistique de test (,, converge en loi vers
G. On déduit de la question I1.2 que, sous Hy, la suite (S, /hn—1 — 0p,n > 2)
converge en probabilité vers 8 — 6y > 0. On en déduit que sous H; la statistique
de test (, converge en probabilité vers +oo.

3. La région critique est donc de la forme W,, = {(,, > ¢}. Comme :

Poo (Wh) =Py, ((n > ¢) —— P(G > ¢),

n—o0

on en déduit que la région critique est de niveau asymptotique a pour ¢ = ¢1_.

4. La p-valeur asymptotique est définie par :
p-val = P(G > ¢°P).

L’application numérique donne g;;bs ~ 62 et p-val < P(G > 10) < 1072, On
rejette donc Hy. Le taux de mutation de TADNmt est donc supérieur a celui
de ’ADN chromosomique.
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