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Peface

Ce livre d'exercices et de probemes corriges s'appuie sule texte de cours
Introduction aux probabilies eta la statistique . Il reprend, avec leur correction
ktailee, les exercices et les probemes proposs auxkves de premere anreea
I'Ecole Nationale Superieure des Techniques Avanees dejsl 1999. L'accent est
mis sur la mocklisation et les applications.

Gardant la structure du texte de cours, les exercices sont ggoupes en cha-
pitres, avec en probabilies : les espaces probabilies (probabilies discetes, -
nombrement, probabilies conditionnelles et incependance), les variables akatoires
discetes Il (loi, loi conditionnelle, esperance), les variables akatoires continues |
(loi, loi conditionnelle, esperance, fonction de epartition), les fonctions carace-
ristiques IV (ou transformee de Fourier), les treoemes limites V (les dierentes
convergences, loi forte des grands nombres, treoeme cémal limite), les vecteurs
gaussiens VI, la simulation VII (qui corresponda un paragraphe dans le livre de
cours) ; et avec en statistique : les estimateurs VIII (estination paranetrique, esti-
mateur du maximum de vraisemblance, proprees des estinateursa horizon ni et
asymptotique, comparaison d'estimateurs, anelioration d'estimateurs par condi-
tionnement par rapporta une statistique exhaustive), les tests I1X (tests asympto-
tiques, tests du 2 empiriques, tests d'acequation de loi et tests non parangriques)
et les intervalles et egions de con ance X. Dans chaque chgitre d'exercices, nous
nous sommes e or@s de pesenter des exercices de manipti@n qui permettent
d'appehender les concepts du cours, puis parfois des exa@ces speci ques (comme
sur les lois ou probabilies conditionnelles, sur le jeu depile ou face ou sur le
test du 2), et surtout des exercices de moctlisation avec des applitions di-
verses dans plusieurs domaines scienti ques (matrematiges, physique, sciences
de l'ingenieur, sciences du vivant,economie...). Citons par exemple : le calcul du
nombre de points xes d'une permutation 1.9, les notions de ensibilie et de spe-
ci cie des tests de cepistage 1.11, l'analyse du jeu \Let's Make a Deal" .14, une



nethode d'optimisation de col0t de depistage 11.18, un calcul (peu e cace) de
avec l'aiguille de Bu on 111.16, le calcul de la loi de Maxwell pour la distribution
des vitesses des mokcules d'un gaz 111.18, des calculs denites ceterministes par
des nmethodes stochastiques V.11 et V.12, le paradoxe de S#iPetersbourg V.13,
I'analyse des sondages V.14 (voir aussi les probemes Xlet XII.8), le treoeme
de Weierstrass V.17, un mocele de contamination au mercure/.18, la cetection
de la contamination dans I'agro-alimentaire VI11.10, la detection d'un vaccin ck -
cient IX.7, I'analyse du nombre de garcons dans les famillea 5 enfants 1X.18 (voir
aussi le probeme XI1.10), les ces (nonequilibes) de Weldon 1X.19, I'analyse des
intervalles de con ance d'une fequence X.3...

Viennent en n deux chapitres de probemes qui utilisent I' ensemble des concepts
du cours de probabilies (chapitre XI) et du cours de probabilies et de statistique
(chapitre XII). Les probemes ont une forte composante de nocelisation et d'ana-
lyse des mockles correspondanta des prenomnenes eelslls sont ewlateurs de la
diversie de l'utilisation actuelle des probabilies et des statistiques. Citons par
exemple : I'analyse des populations biologiques (leur dymaique avec le processus
de Galton-Watson XI.8 et I'estimation de leur taille XII.2) , I'analyse geretique
(mockle de Hardy-Weinberg XlI.1 et mocele de mutation de I'ADN XI1.13), I'ana-
lyse des temps d'attente (probemes du collectionneur XI3 et XI.4, paradoxe du
bus XI.5), les mockles eneconomie (mathematiques nanceres XI.12, strakgie op-
timale dans le probeme du mariage XlI.14, vente de disques K11 et XII.9, taille
des villes XII.6), la treorie de l'information XI.13, I'an alyse des sries temporelles
XI1.12, la theorie des sondages XI.10 et XII.8, des moceles de physique (loi de
Bose-Einstein XI1.9, esistance de eramiques XII.7, chdeur latente XII.5), les ne-
thodes statistiques de comparaison dechantillons XI1.11, XI1.6, XII.3, XlIl.4... Le
dernier chapitre comprend les corrections cetailees des exercices et des probemes.

Grace a la participation active des ekves et surtout des enseignants, ce fut
un plaisir de ediger ces exercices et probemes. Je soulita ainsi remercier : Mo-
hamed Ben Alaya, Hermine Bierme, Antoine Chambaz, Jean-Siphane Dhersin,
Roland Donat, Anne Dutfoy, Xavier Epiard, Marie-Pierre Eti enne, Josselin Gar-
nier, Julien Guyon, Far Hadda, Olivier Henard, Patrick Hos cheit, Lauris Joubert,
Regis Lebrun, Vincent Le eux, kréme Lelong, Eulalia Nu alart, Christian Pa-
roissin, Beredicte Puig, Victor Rivero, Rapha el Roux, Mohamed Sba& Simone
Scotti, Michel Sortais, Emmanuel Temam et Mathias Winkel. Je souhaite egale-
ment remercier Romain Abraham, Didier Chauveau, Benjamin burdain et Ber-
nard Lapeyre pour les nombreuses discussions ainsi que JeRhilippe Chance-
lier pour son aide pecieuse concernant l'utilisation deslogiciels Latex et Scilab
(http://www.scilab.org/ ). Enn je remercie les personnels du Cermics, labo-
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ratoire de I'Ecole des Ponts et Chausses, pour I'ambiance de travail agpble et
stimulante qu'ils ont su ceer et cevelopper.

Avec pour la n, les remerciementsa ceux qui m'ont entoue et soutenu tout
au long de la edaction de cet ouvrage.

Champs-sur-Marne,
Octobre 2011. Jean-Frarcois Delmas
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Espaces probabilies

[.1 Benombrement

Exercice 1.1 (Jeu de cartes)
On tire au hasard deux cartes dans un jeu de 52 cartes.

1.
2.

Quelle est la probabilie pour que la couleur des deux caes soit pique ?

Quelle est la probabilie pour que les deux cartes ne soig pas de la méme
couleur (pique, c ur, carreau, te e) ?

. Quelle est la probabilie pour que la premere carte sot un pique et la seconde

uncur?
Quelle est la probabilie pour qu'il y ait un pique etunc ur?
Quelle est la probabilie pour qu'il y ait un pique et un as ?

Exercice 1.2 (Jeu de s).

Le joueur A possede deux cesa six faces, et le joueuB possde un cea douze
faces. Le joueur qui fait le plus grand score remporte la misgmatch nul siegalie).
Calculer la probabilie que A gagne et la probabilie d'avoir un match nul. Le jeu
est-ilequilibe ?

4

Exercice 1.3 (Anniversaires simultares).
On consicere une classe deekves. On suppose qu'il n'y a pas d'anree bissextile.

1. Quelle est la probabilie, pn, pour que deuxekves au moins aient la méme date

d'anniversaire ? Trouver le plus petit entier n; tel que p,,  0:5. Calculer psee.

2. Quelle est la probabilie, gy, pour qu'au moins un ekve ait la méme date

d'anniversaire que Socrate ? Calculery,, et Ogee.



| Espaces probabilies

Exercice 1.4 (Jeu de pile ou face)
Eugene et Diogene ont I'habitude de se retrouver chaque smaine autour d'un verre
et de cecidera pile ou face qui egle l'addition. Eugene se lamente d'avoir paye
les quatre derneres additions et Diogene, pour faire pldsira son ami, propose de
modi er exceptionnellement la egle : \Eugene, tu vas lan cer la pece cing fois et
tu ne paieras que si on observe une suite d'au moins trois pgeconsecutifs ou d'au
moins trois faces consecutives”. Eugene se tlicite d'aoir un si bon ami. A tort ou
a raison?

4

Exercice 1.5 (Tirage avec remise et sans remise)

Une urne contient r boules rouges eb boules bleues.

1. On tire avec remisep 2 N boules. Calculer la probabilie pour qu'il y ait py
boules rouges efp, boules bleues ff; + p, = p).

2. On tire sans remisep r + bboules. Calculer la probabilie pour qu'il y ait
pr boules rouges e, boules bleues, r,ppy betp + py=p).

3. Calculer, dans les deux cas, les probabilies limites gandr !'1 ,b!1 et
r=(b+r)! 2]10; 1].

4
[.2 Formule du crible et applications
Exercice 1.6 (Formule du crible).
Soit Aq; ;A desewenements.
1. Montrer que P(A1[ A2) = P(A1) + P(A2) P(A1\ Ay).
2. Montrer la formule du crible par ecurrence.
|
- X X
P A = (1Pt P(Ai, N\ A (1.1)

i=1 p=1 1 i< <ip n

3. Iregalies de Bonferroni. Montrer, par ecurrence sur n, que pourl m n,

xn " X
(1P P(AiL N\ Aj)
p=1 1 i1< <ip n

S
est une majoration (resp. minoration) deP({L, A;) lorsquem est impair (resp.

pair).



1.2 Formule du crible et applications

Exercice 1.7 (Entente).

A n de savoir si lesekves travaillent indkependamment o u en groupe, un enseignant
donnem exercicesa une classe daekves et demandea chaqueekve de choisir k
exercices parmi leam.

1.

Calculer la probabilie pour que lesekves aient tous choisi une combinaison
»ee de k exercices.

Calculer la probabilie pour gue tous lesekves aient choisi lesk mémes exer-
cices.

Calculer la probabilie pour qu'une combinaison »e a l'avance, n'ait pasee
choisie.

Calculer la probabilie pour qu'il existe au moins une cambinaison dek exer-
cices qui n‘ait paset choisie. (On utilisera la formule du crible (1.1), cf. exercice
1.6)

. ANN. Donner les esultats pour n = 20, m = 4, k = 2. Comparer les valeurs

pour les questions 1 et 2 puis 3 et 4. Que peut dire I'enseignarsi tous les
ekves ont choisi la méme combinaison de 2 exercices ?

4

Exercice 1.8 (Nombre de Stirling).
On utilise dans cet exercice la formule du crible (1.1) (cf eercice 1.6). Soit 1 k

n.

1. Calculera l'aide de la formule du crible le nombre de surgctions def1; ;ng
dansfl; ;Kkg.

2. En ceduire E , le nombre de partitions d'un ensembleanekements en k sous-

. n -
ensembles non vides. Les nombresk sont appeks les nombres de Stirling de

deuxeme esyece.

3. Montrer que

n

n ) 1. n _ ; )
K K + k =1; =0si k>n:

Exercice 1.9 (Points xes d'une permutation) .
On utilise dans cet exercice la formule du crible (1.1) (cf eercice 1.6).



| Espaces probabilies

1. Pour féter leur eussitea un concours, netudiants se donnent rendez-vous dans
un chalet. En entrant chaque personne cepose sa veste dansiwestiaire. Au
petit matin, quand les esprits ne sont plus clairs, chacun pend au hasard une
veste. Quelle est la probabilie pour qu'une personne au mmms ait sa propre
veste ?

formuk par P. R. de Montmort en 1708) *

3. En s'inspirant de la question 1, calculer la probabilie (k) pour que k per-
sonnes exactement aient leur propre veste.

4. Calculer la limite (k) de (k) quand n tend vers linni. \erier que la
famille (' (k);k 2 N) determine une probabilie sur N. Il s'agit en fait de la loi
de Poisson.

4

I.3 Probabilies conditionnelles

Exercice 1.10 (Famillea deux enfants).
On suppose que I'on a autant de chance d‘avoir une lle ou un gaeona la naissance
(et qu'il n'y a pas de jumeau). Votre voisin de palier vous dit qu'il a deux enfants.

1. Quelle est la probabilie qu'il ait au moins un gaicon ?
Quelle est la probabilie qu'il ait un garcon, sachant que I'aYee est une lle?
Quelle est la probabilie qu'il ait un gaicon, sachant g u'il a au moins une lle ?

Vous ekphoneza votre voisin. Une lle decroche le t eephone. Vous savez que
dans les familles avec un garcon et une lle, la lle decroche le ekphone avec
probabilie p, quelle est la probabilie que votre voisin ait un gaicon ?

5. Vous sonneza la porte de votre voisin. Une lle ouvre la pate. Sachant que
I'a'ye(e) ouvre la porte avec probabilie p, et ce incependamment de la epar-
tition de la famille, quelle est la probabilie que votre voisin ait un garcon ?

La question 3 a une variante® (laisee a la sagacie du lecteur) : Quelle est la

probabilie que votre voisin qui a deux enfants, ait un garcon, sachant qu'il a une

lle qui est ree un mardi ?

E

4

1. L. Takacs. The problem of coincidences. Arch. Hist. Exact Sci., vol. 21(3), pp. 229-244

(1980).
2. T. Khovanova. Martin Gardner's Mistake. http://arxiv.org/pdf/1102.0173v1 (2011).



1.3 Probabilies conditionnelles

Exercice 1.11 (Test nedical) .
Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque & sa sensibilie , qui
est la probabilie que le test soit positif si le sujet est mdade, et sa speci cie |, qui
est la probabilie que le test soit regatif si le sujet est sain. Sachant qu'en moyenne
il y a un malade sur 1000 personnes, calculer la probabiligpour que vous soyez
un sujet sain alors que votre test est positif, avec = 98% et = 97%. Calculer
la probabilie d'¢tre malade alors que le test est regatif. Commentaire.

4

Exercice 1.12 (Couleur des yeux)
Le gene qui cetermine la couleur bleue des yeux est ecess Pour avoir les yeux
bleus, il faut donc avoir le genotype bh Les genotypesmm et bm donnent des yeux
marron. On suppose que les parents transmettent indieremment un de leurs genes
a leurs enfants. La s ur et la femme d'Adrien ont les yeux ble us, mais ses parents
ont les yeux marron.
1. Quelle est la probabilie pour qu'Adrien ait les yeux bleus ?
2. Quelle est la probabilie que le premier enfant d'Adrien ait les yeux bleus
sachant qu'Adrien a les yeux marron ?
3. Quelle est la probabilie pour que le deuxeme enfant d'Adrien ait les yeux
bleus sachant que le premier a les yeux marron ?
4. Comment expliquez-vous la dierence des esultats ente les deux derneres
guestions ?
4

Exercice 1.13 (Paradoxe de Bertrand (1889))

On consicere trois cartes : une avec les deux faces rougespyelavec les deux faces
blanches, et une avec une face rouge et une face blanche. Oretiune carte au
hasard. On expose une face au hasard. Elle est rouge. Pariezivous que la face
caclee est blanche ? Pour vous aider dans votre choix :

1. Determiner I'espace de probabilie.

2. Calculer la probabilie que la face caclee soit blanchesachant que la face visible
est rouge.
4

Exercice 1.14 (Let's Make a Deal).
Le probeme qui suit est inspie du jeu ekvie ameri cain \Let's Make a Deal"
(1963-1977) pesent par Monty Hall 3. On consicere trois portes : A, B et C.

3. Wikipedia : http://en.wikipedia.org/wiki/Monty _Hall_problem



| Espaces probabilies

Derrere I'une d'entre elles se trouve un cadeau et rien detere les deux autres.
Vous choisissez au hasard une des trois portes sans l'ouvrpar exemple la porteA.
A ce moment-&, le pesentateur, qui sait derrere quell e porte se trouve le cadeau,
ouvre une porte parmi les deuxB et C, derrere laquelle il n'y aevidemment rien.
On vous propose alors de changer ou non de porte, le butetantl'ouvrir la porte
qui cache le cadeau an de gagner. L'objectif de cet exercicest de determiner
votre meilleure stratgie.

1. On suppose que si le cadeau est derrere la port&, alors le pesentateur choisit
au hasard entre les deux autres portes. Calculer la probalié# pour que le
cadeau soit derrere la porte B sachant que le pesentateur ouvre la porteC.
Que faites-vous ?

2. On suppose que si le cadeau est derrere la porta, alors le pesentateur choisit
sysematiquement la porte B. Que faites-vous si le pesentateur ouvre la porte
B (respectivementC)?

3. Montrer que quelle que soit la valeur de la probabilie paur que le pesentateur
ouvre la porte B (respectivementC) sachant que le cadeau est derrere la porte
A, vous avez ineréta changer de porte. En deduire que la meilleure stratgie
consistea changer sysematiquement de porte.

4. Une fois que le pesentateur a ouvert une porte, et quel ga soit le necanisme
de son choix, vous tirez a pile ou face pour choisir si vous @dngez ou non
de porte. Quelle est votre probabilie de gagner le cadeau é&ri er que cette
strakegie est moins bonne que la peedente.

4



Variables atatoires discetes

[1.1 Exercices de manipulation

Exercice 1.1 (Lois discetes usuelles)
Calculer les fonctions gereratrices des lois usuelles : 8noulli, binomiale, gorre-
trique et Poisson. En ceduire leur moyenne et leur variance

4

Exercice 1.2 (Loi de Poisson)

Soit X une variable akatoire de loi de Poisson de paranetre > 0: P(X = k) =
k

e K k2 N.
, . o 1
1. \erier que est une variable akatoire inegrable. Calculer E 1T+ %
2. Calculer E = et en ceduire E 1
' 1+ X)2+ X) 2+ X

Exercice 11.3  (Ivresse).
Un gardien de nuit doit ouvrir une porte dans le noir, avecn clefs dont une seule
est la bonne. On noteX le nombre d'essais recessaires pour trouver la bonne clef.

1. On suppose que le gardien essaie les clefs unea une sansigadr deux fois la
méme. Donner la loi deX, son espgerance et sa variance.

2. Lorsque le gardien estivre, il melange toutes les clefa chaque tentative. Donner
la loi de X, son esperance et sa variance.

3. Le gardien est ivre un jour sur trois. Sachant qu'un journ tentatives ontee

recessaires pour ouvrir la porte, quelle est la probabilé que le gardien aitee
ivre ce jour &? Calculer la limite quand n tend vers ['in ni.



Il Variables akatoires discetes

Exercice 11.4 (Jeu de cks).
On jette 5 ces. Apes le premier lancer, on reprend et on larce les des qui n'ont
pas donre de six, jusqua ce qu'on obtienne 5 six. SoitX le nombre de lancers

recessaires.
1. Calculer P(X k) pour k 2 N.
2. SoitY une variablea valeurs dansN. Montrer que

R
ElY]= P(Y k)
k=1

3. Combien de lancers sont recessaires en moyenne pour ohteles 5 six ?

Exercice 11.5 (Melange de lois discetes).
Soit des variables akatoires incependantesX, de loi de Bernoulli de paranetre
p 2]0;1[, Y de loi geonetriqgue de paranetre a 2]0;1[ et Z de loi de Poisson de
parametre > 0.
1. Donner les fonctions gereratrices deY et Z.
2. Soit U la variable akatoireegalea 0 si X =0,egalea Y si X =1. Calculer la
fonction gereratrice de U, en ceduire E[U] et E[U?2].
3. SoitV la variable akatoireegalea Y si X =0,egalea Z siX =1. Calculer la
fonction gereratrice de V, en deduire E[V] et E[V?].
4

Exercice 11.6 (Questionnairea choix multiples) .
On pose 20 questionsa un candidat. Pour chaque questiok eponses sont propo-
$es dont une seule est la bonne. Le candidat choisit au hashune des eponses

proposes.

1. On lui attribue un point par bonne eponse. Soit X le nombre de points obtenus.
Quelle est la loi deX ?

2. Lorsque le candidat donne une mauvaise eponse, il peuthoisira nouveau une

des autres eponses proposes. On lui attribue alor% point par bonne eponse.
Soit Y le nombre de% points obtenus lors de ces seconds choix. Quelle est la

loideY ?
3. Soit S le nombre total de points obtenus. Determiner k pour que le candidat
obtienne en moyenne une note de 5 sur 20.

10



1.2 Jeu de pile ou face

Exercice 1.7 (Deux urnes).

On consicere deux urnes contenant chacundrk boules rouges etB boules bleues.
On note X le nombre de fois al en retirant une boule de chacune des deuxrnes,
elles n'ont pas la méme couleur. Les tirages sont sans rereis

1. Calculer la probabilie pour que lors du ieme tirage, les deux boules n'aient
pas la méme couleur. En ceduireE[X].

2. Calculer la loi de X . Est-il facile de calculer E[X ]a partir de la loi de X ?
4

Exercice 11.8 (Urne).
Une urne contientN boules nunerotees de 1a N. On tire n boules unea une avec
remise. SoitX et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus.
1. CalculerP(X  x) pourtout x 2f1;, ;Ng. En deduire la loi de X.
2. Donner la loi deY.
3. CalculerP(X >x;Y y) pour tout (x;y) 21 0; N g°. En ceduire la loi du
couple (X;Y).
4

Exercice 11.9 (Dea 11 faces).

On cesire epondre a la question suivante : Peut-on reproduire le esultat d'un
lancer d'un ceequilibea onze faces, nuneroees de 2 a 12, comme la somme d'un
lancer de deux cesa six faces, nuneroees de la 6, evertuellement dieremment
biaies ?

X est un polynéme. Quelles sont ses racines eelles ?

2. Etudier les racines de la fonction gereratrice assocee la somme d'un lancer
de deux cesa six faces. Conclure.

4

[1.2 Jeu de pile ou face

Exercice 11.10 (Egalie de pile).
Deux joueurs lancent une pece de monnaie parfaitementegilibee n fois chacun.
Calculer la probabilie gu'ils obtiennent le m&me nombre de fois pile.

4
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Il Variables akatoires discetes

Exercice 11.11 (Les botes d'allumettes de Banach)
Ce probeme?. est doa H. Steinhaus (1887-1972) qui le cediaa S. Banat (1892-

1945), lui aussi grand fumeur.
Un fumeur a dans chacune de ses deux poches une bote dalleites qui

contient initialement N allumettes. A chaque fois qu'il veut fumer une cigarette,
il choisit au hasard une de ses deux poches et prend une allutte dans la bo'te

qui s'y trouve.
1. Lorsqu'il ne trouve plus d'allumette dans la bote qu'il a choisie, quelle est la
probabilie pour qu'il reste k allumettes dans l'autre bote ?

2. Le fumeur cherche alors une allumette dans son autre poch&®uelle est la
probabilie pour que l'autre bote soit vide, ce qui sut a gacher la jourree ?
Application nurrerique : N = 20 (la bote plate), N =40 (la petite bote).

4

Exercice 11.12 (Loi binomiale regative) .

On consicere un jeu de pile ou face biais : les variablesedtoires (X,,;n 2 N ) sont
incependantes et de méme loi de Bernoulli de paranetrep 210;1[ : P(X, =1)= p
et P(Xp =0) =1 p. On note Tk linstant du k-eme suces : T; = inffn
1;Xn =1getpourk 2,

Tg=inffn Ty 1+1;, X, =1¢:

1. Montrer que T, et T,  T; sont incependants.

2. On poseTy = 0. Montrerque T; To, T2 Ta; i Tke1 Tk sont incependantes
et de méme loi.

3. Calculer E[T] et Var(Ty).

4. Determiner P(Tx = n) directement. Donner la fonction gereratrice de Ty. La
loi de Ty est appeke loi binomiale regative de paranetre (k; p).

On poszde une seconde pece de paranetre 2]0;1[. On note linstant du

premier suces de la seconde pece. On cecide de jouer agela premere pece

jusqu'au -eme suces (c'esta-dire T ).

5. Determiner la loi de T a l'aide des fonctions gereratrices. Reconnatre la loi
deT .

6. Retrouver ce esultata l'aide d'un raisonnement probabiliste sur les premiers

temps de suces.
4

1. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications , vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).
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11.3 Lois conditionnelles

Exercice 11.13 (Temps d'apparition d'une squence).

On consicere un jeu de pile ou face biaie : les variablesedtoires (X,;n 2 N ) sont

incependantes et de méme loi de Bernoulli de pararetrep 2]0;1[ : P(X, =1)= p

et P(X, =0)=1 p. On consicere le premier temps d'apparition de la quene

10:T=inffn 2;X,, 1=1;X, =0g, avec la convention inf; =+ 1 .

1. Montrer que P(T < +1)=1

2. Calculer la loi deT, et montrer que T a méme loi queU+ V a1 U etV sont des
variables akatoires incependantes de loi geonetrique de paranetre respectifp
etl p

3. Trouver la fonction gereratrice de T.

4. Calculer la moyenne et la variance deT .

Exercice 11.14 (Loi de Poisson)

Soit (Xn;n 1) une suite de variables akatoires incependantes de lode Bernoulli

de paranetre p 2]0;1[, P(Xn, =1) = petP(Xp =0)=1 p, et N une variable
abat0|reF,a valeurs dans N incependante de (X,;;n 1). On poseS=0si N =0

etS= -, Xk sinon. On cesire ceterminer les lois deN telles que les variables
SetN S soient incependantes. On note la fonction gereratrice de N.

1. On suppose que la loi deN est la loi de Poisson de paranetre > 0 : P(N =
n

n) = o7& pourn 2 N. Determiner la loi de (S;N  S). Reconn&tre la loi de
S. \Werierque SetN S sontincpendants.

On suppose ques et N S sont incependants.

2. Montrer que pourtout z2 [ 1;1], (20= (1 p+p2) (p+(@Q p)z).On
poseh(z) = qz)= (2), pour z 2]0; 1[. Montrer que h(z) = ph((1 p)+ p2) +
(1 ph(p+1 p2).

3. On supposep = 1=2. \erier que h(z) = h((1+ z)=2). En deduire que h(z) =

!lm h(r), puis que soitN =0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.
l

4. On supposep 2]0; 1=2[. Montrer, en s'inspirant de la question peecdente, que
soit N =0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.

4
11.3 Lois conditionnelles

Exercice 11.15 (Loi de Bernoulli).

Soit (X 1;:::;Xp) une suite de varlablq§ akatoires incependantes de loi @ Bernoulli

de pararretre p2]0;1[. Onnote Sp = ) X;.

13



Il Variables akatoires discetes

2. Calculer la loi de X; conditionnellementa S, (pour n ).

3. Les variablesX ;1 et X, sont-elles incependantes conditionnellementaS, (pour
n 2)?

4

Exercice 11.16 (Loi de Poisson)
Soit X1; X» des variables akatoires incependantes de loi de Poissode paranetres
respectifs 1 > 0et > 0.

1. Calculer la loi de X1 + Xo.
2. Calculer la loi de X1 sachantX; + X,. Reconnatre cette loi.
3. Calculer E[X 1jX 1 + X23].

Exercice 11.17 (Somme de variables akatoires geonetriques)

Soit X et Y deux variables akatoires incependantes de loi geonetrique de méme

paranetre p 2]0; 1[.

1. Calculer les fonctions gereratrices deX etdeY, en ceduire celle deS = X + Y.
Calculer P(S = n) pour n 2 N.

2. Determiner la loi de X sachantS. En deduire E[X|S].
3. \erier la formule E[E[X]|S]] = E[X]:

1.4 Moctlisation

Exercice 11.18 (Optimisation de coots).

Le colt de cepistage de la maladieM a I'aide d'un test sanguin est c. La probabilie
gu'une personne soit atteinte de la maladie M esp. Chaque personne est malade
incependamment des autres. Pour e ectuer un cepistage pami N personnes, on
propose les deux straegies suivantes :

Strakgie 1 : Un test par personne.

Strakgie 2 : On suppose queN=n est entier et on regroupe lesN personnes
en N=n groupes den personnes. Par groupe, on nelange les petvements
sanguins desn personnes et on e ectue le test. Si on cetecte la maladiev
dans le nelange, alors on refait un test sanguin pour chacua desn personnes.

14



1.4 Mocklisation

Calculer le colt de la strakgie 1, puis le coat moyen de lastraegie 2. On
supposeranp 1, et on montrera quen ' p 2 est une taille qui minimise
correctement le coat moyen de la straegie 2. Quelle stragie choisissez-vous ?
lllustrer vos conclusions pour le cas aip = 1%.

Cette cemarche aet utilie initialement par R. Dorfm an?, durant la Seconde
Guerre mondiale, dans un programme commun avec |'United Stas Public Health
Service et le Selective Service System, a n de eformer lefiturs appeks du contin-
gent ayant la syphilis (taux de syphilis en Anerique du nord : de l'ordre de 1%
a 2% dans les anrees 1940 et de l'ordre de 5a 20 pour 100 000nel990). De
nombreuses gereralisations ont ensuiteetetudee s.

4

Exercice 11.19 (Temps de panne)

On cesire mockliser la loi du temps d'attente d'une panne de machine a l'aide
d'une loi sans memoire : la probabilie pour que la machine tombe en panne apes
la date k + n sachant qu'elle fonctionnea l'instant n est incependante den. Plus
peciement, on dit qu'une variable akatoire X a valeurs dans N est de loi sans
nmemoire si P(X >k + njX >n ) est incependant de n 2 N pour tout k 2 N.

1. Montrer que la loi geonetrique de paranetre p est sans nemoire.

2. Caracetriser toutes les lois sans nemoire des variable akatoires X a valeurs
dansN . On pourra calculer P(X > 1+ n) en fonction de P(X > 1).

3. Caractriser toutes les lois sans memoire des variable akatoires X a valeurs
dansN.

Exercice 11.20 (Medailles) .
La France a eu 38 nedailles dont 13 d'or aux jeux olympiques d Sydney en 2000,
sur 928 mredailles dont 301 d'or. On estime la populationa 6 milliards dont 60
millions en France. Peut-on dire que les sportifs de haut nigau sont uniformement
epartis dans la population mondiale ?

4

Exercice 11.21  (Suites typiques).
On s'ineresse aux nombres de suites typiques contenant de0 ou des 1. Plus
peciement, on consicere , I'ensemble des nsuites! = (lqiitn) 2 £0,19"

muni de la probabilie P(f! g) = p =1 fig" = 'i. On e nit le sous-ensemble

2. R. Dorfman. The detection of defective numbers of large populations. Ann. Math. Statist.
vol. 14, pp. 436-440 (1943).
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Il Variables akatoires discetes

de des suites typiques de longueun par :

n 10 0
Ch= !'2 4, = i p n

allimy  n=0etlimuyn P n , =+ 1 .Le butde I'exercice est de montrer que
I'ensemble C,, est de probabilie proche de 1 et d'estimer son cardinal (qu peut
etre signi cativement plus petit que celui de , qui vaut 2").

1. Soit 2]0;1[. Montrer,a l'aide de l'iregalie de Tchebychev que po ur n assez
grand, on aP(C,) 1

On ce nit I'entropie de la loi de Bernoulli de paranetre pparH, = plog(p)
(1 plogl p).
2. Pour quelle valeur dep I'entropie est-elle maximale ?
3. Montrer que pour n assez grand, on a pour tout 2 C :

e N(Hp+ n) P(fl g) e n(Hp n=2) e n(Hp n)-.

avec0 = ¢ n, la constante ¢, cependant seulement dep.
4. Montrer que pour tout n assez grand, on a :

e n) card (Cp) @' Het ),

5. Quel esultat obtenez-vous sip=1=2, sip' Ooup' 17

Certaines techniques de compression consistenta trouveles suites typiques pour
une longueurn e, eta les coder par des quences courtes (d'al la canpression).
La contrepartie est que les suites non-typiques sont cod=epar des fquences plus
longues. Comme les suites non-typiques sont tes rares, les apparaissent peu
souvent et donc la compression est peu degracee par les deis non-typiques. La
compression est d'autant plus importante que l'ensemble de suites typiques est
petit. Dans le cas de quences akatoires traiees danset exercice, cela correspond
aux casp' Ooup' 1.
4

Exercice 11.22 (Renouvellement).

On souhaite moceliser des plenonenes qui se egetent a des intervalles de temps
akatoires incependants et identiquement distribies ( theorie des processus de re-
nouvellement). On ne peut pas pedire la date ai ces ptenarenes vont se produire
mais on peut estimer la probabilie que ces prenonenes segroduisenta un instant

n donre, pour n 2 N,
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1.4 Mocklisation

P(le prenonene se produita l'instant n) = vy:

L'objectif de cet exercice est d'utiliser les fonctions greratrices pour calculer ces
probabilies en fonction des lois des intervalles de tempsakatoires, puis, d'en
ceduire les lois des intervalles de temps quand les probalies v, sont stationnaires,
i.e. inckependantes den.

On note T, linstant de n-eme occurrence du ptenonene consicee. On pose
X1=Tq,etpourn 2, X,=T, T, 1, lintervalle de temps ou le tempsecoué
entre la n-eme et la (n  1)-eme occurrence du pkenonene. On suppose que les
variables akatoires (X,;n 1) sont incependantes, queX, esta valeurs dansN
et que les variables akatoires K;n  2) sont identiquement distribieesa valeurs
dansN . La loi de X1 esta priori dierente de celle de X, car le choix du temps
a partir duquel on commencea compter les occurrences est rditrair

Pour k 2 N, on poselby = P(X1 = k) etpours2 [ 1;1], B(s) = &:o hesk la

fonction gereratrice de . Pour k 2 N, on posefy = P(X2 = k) (avecfg =0) et
pours2[ 1;1],F(s) = &:o fi s la fonction gereratrice de Xo.
Oncnit up=1et, pourj 1,
I
& !
u =P Xi=jpourunk2f2:::;j +1g

i=2 P . o P .
Pour s2] 1;1[, on poseU(s) = .-, S"un ainsi queV(s)= -, VnS".
1. \eri er que les fonctions U et V sont bien ce nies pour s2] 1;1[.
2. Montrer que v, = bhug+ by qup + by 2un + + Ipun. En deduire que pour
s2] 1;1[,onaV(s)= B(s)U(s).
3. Montrer que up = fqup 1+ fou, 2+ + fLug. En deduire que

B(s)
V(s)= ———— pours2] 1;1]. 1.1
(9= TF@ Pours2l Ll (1.1)
On suppose que les probabiliesv,, sont stationnaires et non triviales, i.e. il existe
p 2]0;1[ et vy, = p pour tout n 0.
4. Calculer V. Calculer by. Montrer, en calculant les derivees successives d& en

fonction de celles deB, quef, = % pour tout n 1.

5. On suppose de plus que le choix arbitraire du tempsa parti duquel on com-
mencea compter les occurrences ne change pas le processes @éccurrences :
plus peciement s'il n'y a pas d'occurrencea l'instant initial, alors le temps
de la premere occurrence a méme loi quéX,. Autrement dit, on suppose que
la loi de X1 sachantfX, > Og est la loi de X,. Montrer alors que X suit la
loi geonetrique de paranetre p,i.e.fp,=p(l p)" tpourn 1, etqueX;a
meéme loi queX, 1.
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Il Variables akatoires discetes

Ce mocele simple permet, par exemple, de rendre compte de®mps d'arriees
des particules a un compteur Geiger : les probabilies d'observer l'arrivee d'une
particule au compteur Geiger ne varie pas avec le temps d'observatiornegime
stationnaire), et le choix du cebut des mesures ne change la loi d'attente de la
premere mesure. Avec une discetisation egulere du temps, on peut mocktliser les
intervalles de temps entre deux arrivees de particules par des variables akatoires

incependantes de loi geonetrique.
4
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Variables akatoires continues

[11.1 Calculs de probabilies ou d'esgrance

Exercice I11.1  (Loi de Rayleigh).
Soit la fonction f e nie sur R par:f(x)= xe x*=2 1> og-

1. \Verier que f est une densie de probabilie.

2. Soit X une variable akatoire continue dont la loi a pour densie f. Montrer
queY = X2 est une variable abatoire continue, dont on pecisera la densie.
Reconnatre la loi deY .

3. Calculer l'esperance et la variance deY

La densie f corresponda la loi de Rayleigh.

Exercice 111.2  (Galette des rois).
On consicere une galette des rois circulaire de rayoiiR, une £ve de rayonr cactee
dans la galette R > 2r > 0). Calculer la probabilie de toucher la £ve quand
on donne le premier coup de couteau dans la galette. (On suppe que le coup
de couteau corresponda un rayon de la galette.) Donner unguivalent de cette
probabilie pour r petit.

4

Exercice 111.3  (La cerise sur le gateau)
On consicere un gateau circulaire avec une cerise sur le bd. On cecoupe le gateau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasdr

1. Avec quelle probabilie la part contenant la cerise estelle plus petite que la
part ne contenant pas la cerise ?

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contemt la cerise ?



Il Variables akatoires continues

Exercice 111.4  (Couper un baton).

On consicere un baton sur lequel on trace au hasard deux majues. On decoupe
le baton suivant les deux marques. Quelle est la probabiét pour que I'on puisse
faire un triangle avec les trois morceaux ainsi obtenus ? 4

Exercice I1I.5 (Somme de variables akatoires exponentielles)
Soit (Xn;n 1) une suite de variables akatoires incependantes de loexponentielle
de paranetre respectif , > 0. Montrer que les trois conditions suivantes sont
equil\éalentes.
1., 1 .t<1.
hp |
2.E 1 Xn <1:

P
3.P Xn<1l >0,

n
P

Pour 3) 1, on pourra consicerer E[e  n %],

[11.2 Calculs de loi

Exercice 111.6  (Loi exponentielle synetrique).

Soit Y une variable akatoire de loi exponentielle > 0 et" une variable akatoire
discete inckpendante de Y ettelle queP(" =1)= P(" = 1)=1=2. Montrer que
la loi de la variable akatoire Z = "Y possde une densit et la calculer. Cette loi
est appeke loi exponentielle symnetrique. 4

Exercice I1l.7  (Lois gamma).
Soit X et Y deux variables akatoires incependantes de loi respectie (;a) et
(;b)aveca;b; 2]0;1 [.

X
1. Calculer la loi d [ +Y; .
alculer la loi du couple X X +Y)

X _ . , .
2. Montrer que X + Y et X+ Y sont inckependantes et identi er leur loi.

Exercice 111.8 (Loi de Cauchy).
Soit X une variable akatoire de Cauchy.

20



111.2 Calculs de loi

1. Determiner la loi de 1=X.

2. Montrer que siY et Z sont deux variables gaussiennes centees eduites ind
pendantes, alorsY =Z suit une loi de Cauchy.

3. Retrouver ainsi le esultat de la question 1.

4
Exercice 111.9  (Loi du 2).
Soit X 1; X des variables akatoires incependantes de loiN (0; 1).
1. Montrer que X 2 suit la loi  2(1).
2. Montrer que X2 + X3 suit la loi  2(2).
4

Exercice 111.10  (Loi du min et du max) .

Soitn 2 etXy;:::; Xy une suite den variables akatoires incependantes de loi
uniforme sur [G1]. OnnoteY =min; |  XjetZ =maxy i n Xj.

1. Calculer la loi de (Y; Z).

2. En ceduire la loi de Y et la loi de Z. Reconnatre ces deux lois.

3. Calculer E[YZ].

4. Calculer E[g(Y =2)jZ], pour une fonction g mesurable borree. En deduire puis
reconna’tre la loi de Y=Z conditionnellementa Z. Retrouver le esultat de la
guestion 3.

5. Montrerque (1 Z;1 Y)a méme loi que (Y;2).
6. En ceduire que (1 Z)=(1 Y) estincependantde Y.

Exercice I11.11  (Lois conditionnelles).
Soit Y une variable akatoire de loi (1;1=2) de densit :

1
fy(y) = ﬁ?e Y 1tysog°

On suppose que la loi conditionnelle deX sachant Y est une loi gaussienne

1
N 0 —
2Y

1. Calculer la loi du couple (X;Y).
2. Calculer et reconnatre la loi conditionnelle deY sachantX .
3. Calculer E[YjX].
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Il Variables akatoires continues

I11.3 Moctlisation

Exercice 111.12 (Duee de vie).
La duee de vie, exprimee en anrees, d'un circuitelectr onique est une variable aka-
toire T dont la fonction de epartition F estceniepar: F(t)=(1 e t2=2)1ft 0g-

1. Donner la densike de probabilie f de T. Calculer E[T].

2. Sachant que le circuit a dep fonctionre durant 1 an, qu elle est la probabilie
gu'il continuea fonctionner encore durant au moins 2 ans ? la loi est-elle sans
nmemoire ?

Unequipementelectronique E est compos de 10 circuits dentiques et incepen-

dants. Au circuit i (1 i  10) est assocee la variable akatoireX;, avecX; =1

si la duee de vie du circuit i est inkrieurea un an et X; = 0 sinon.

3. Quelle est la loi du nombreN, de circuits de E dont la duee de vie est inkrieure
alan?

4. Lequipement E est dit en rie si la defaillance de I'un de ses circuits entrame
sa cefaillance. Quelle est alors la probabilie qu'il soit defaillant avant 1 an ?

5. Lequipement E est dit en paralele si sa cefaillance ne peut se produire que
si tous ses circuits sont cefaillants. Quelle est alors la pbabilie qu'il soit
cefaillant avant 1 an ?

4

Exercice 111.13  (Stockage)

On utilise des fats pour stocker un dechet toxique liquide. On suppose que sur la
tes longue periode de stockage les fOts se degradent. B particulier, par corrosion
des perforations akatoires apparaissent sur les fats. € liquide toxique sécoule
alors par ces perforations.

On consicere n fats de hauteur h et on suppose que le nombre de perfora-
tions par fat suit une loi de Poisson de paranetre et que ces perforations sont
uniformement eparties sur la hauteur du fot.

On s'ineressea un seul fat.
1. On note Z la variable akatoire correspondanta la hauteur de la perforation la
plus basse sur le coe du fot etN la variable akatoire donnant le nombre de

perforations sur ce ft. Donner la loi deZ conditionnellementa N .

2. Quel pourcentage de liquide peut-on esgerer conserveroonaissant le nombre
de perforations du fot?

On consicere I'ensemble des fats, avec n grand.
3. Quel pourcentage du liquide toxique peut-on esgerer coserver ?
Application nunerique : =5.
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111.3 Mocklisation

Exercice 111.14 (Le paradoxe de Bertrand).
Le paradoxe de Bertrand! est un exemple classiqué qui met enevidence la di -
cule detendre la formule classique des probabilies uniformes :

nombre de esultats favorables
nombre de esultats possibles

Probabilie d'unewenement =

aux espaces detats non cenombrables.

On choisit au hasard une corde sur un cercle de rayon et de centre O. On
note L sa longueur. Pour les trois choix[fi-dessous de la corde, doer la loi de L,
son esperance, sa variance gb = P(L > = 3r) la probabilie pour que la corde soit
plus longue que le coe du triangle equilaeral inscrit (i.e. la distance de la corde
au centre du cercle est intrieurear/2).

1. On se donne un rayon au hasard et un poinl uniformement sur le rayon. La
corde choisie est perpendiculaire au rayon et passe par.

2. On choisit la corde AB @ A et B sont choisis independamment et uniforme-
ment sur le cercle. On pourra faire intervenir I'angle au cetre AOB et montrer
qgu'il est de loi uniforme sur [G; 2 ].

3. On choisit le milieu de la corde| , uniformement dans le disque : les coordonrees
. - _ L1
(X;Y ) del suivent la loi uniforme sur le disque de densmﬁlfxz,,yz r2g-

Quelle est votre conclusion ?

Exercice I11.15 (GPS et loi de Rayleigh).

Les \ehicules spatiaux cesirant s'arrimera la Station S patiale Internationale (I1SS)
s'appuient sur le syseme de guidage GPS (Global Positiomg system) pour la
phase d'approche de la station. Cependant,a faible distace de I'ISS, les sighaux
emis par la constellation de satellites qui constituent lesyseme GPS sont fortement
perturtes par les pfenonenes de e exions multiples sur la structure netallique
de la station. L'onde electromagretique recue par le e cepteur GPS du \ehicule
spatial se pesente donc comme la superposition de deux oed en quadrature
dont les amplitudes X et Y sont des variables akatoires de loi gaussienni (0; ?)
supposes inependantes (pour des raisons d'isotropie)Letude de I'amplitude

1. Joseph Bertrand, mathematicien frarcais (1822-1900) .
2. H. Poincae. Calcul des probabilies. Gauthier-Villars (1912).
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Il Variables akatoires continues

Poos—s L :
R =" X2+ YZ2delonde recue est de premere importance pour assurer uiguidage

able du vaisseau lors de la man uvre d'arrimage 3.
1. Quelle est la loi du couple K;Y )?

2. En faisant le changement de variableX = Rcos;Y = Rsin , donner la loi
du couple R; ).

3. Montrer que R et  sont incependants. Reconnatre la loi de . Donner la
densite de la loi de R. Cette loi est appeke loi de Rayleigh.

4. Calculer I'esperance et la variance deR.

Exercice I11.16 (L'aiguille de Buon (1777)) .

On lance des aiguilles de longueur sur un parquet dont les lames sont paralkles,
toutes identiques et de largeurd > " . Les lancers sont incependants et s'e ectuent
tous dans les mémes conditions. On paranetre la position @dine aiguille par rapport

aux lames de parquet par I'abscisse de son milie, et sa direction, donree par
I'angle , qu'elle fait par rapporta une droite orthogonalea la dir ection des lames.

1. Traduire le fait qu'une aiguille coupe une rainure du parqieta l'aide des va-
riables X et

2. Proposer un mocele pour la loi de &; ). Calculer la probabilie pour qu'une
aiguille coupe une rainure du parquet.

3. On e ectue n lancers et on noteN,, le nombre d'aiguilles coupant une rainure
. Ny
du parquet. Que vaut lim —?
n!l n
4. On suppose que 2= d. Trouver n pour que la pecision sur 1= soit de 10 ?
avec une probabilie d'au moins 95%.

5. On e ectue 355 lancers avec 2= d, et on obtient 113 intersections. On a ainsi
une approximation de 1= a 3:10 ‘. Ce esultat est-il en contradiction avec le
esultat de la question peedente ? Que devient la pecision de I'approximation
avec un lancer de plus?

4

Exercice I11.17 (Devinette).
Votre ami choisit deux nombres positifs sans vous faire partle la manere dont il
les choisit. Apes avoir lan@ une peceequilibee, i | vous donne le plus petit s'il

3. D. E. Gaylor, R. Glenn Lightsey and K. W. Key. E ects of Mult ipath and Signal Blockage
on GPS Navigation in the Vicinity of the International Space Station (ISS). ION GPS/GNSS
Portland, OR (2003).
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111.3 Mocklisation

a obtenu face et le plus grand sinon. Vous devez parier s'il ws a donre le plus
petit ou le plus grand. Votre objectif est de maximiser votre probabilie de gagner
votre pari.

1. Vous lancez une peceequilibee ou non. Si vous obtene face, vous pariez qu'il
vous a donre le plus petit, sinon vous pariez qu'il vous a dore le plus grand.
Quelle est la probabilie de gagner votre pari?

2. Vous simulez une variable akatoire positive continueZ ayant pour support
R* (i.e. P(Z 2 O) > 0 pour tout ouvert O non vide de R*). Si le nombre
donre par votre ami est plus petit que Z, alors vous pariez qu'il vous a donre
le plus petit, sinon vous pariez qu'il vous a donre le plus gand. Quelle est la
probabilie de gagner votre pari?

3. On suppose que les deux nombres de votre ami, ontee obteus par simulation
suivant une loi (continue de densie strictement positive sur ]0; 1 [) donree et
connue de vous. Determiner votre straegie optimale (i.e. la loi de Z que I'on
ne suppose plus continue). Quelle est alors la probabiliede gagner votre pari ?

4

Exercice 111.18 (loi de Maxwell).
On ckesire ceterminer la distribution des vitesses des macules d'un gaz monoato-
mique parfaita lequilibre (loi de Maxwell (1859)).

1. Soit (X;Y;Z), un vecteur akatoire continua valeurs dans R® dont la loi est
invariante par rotation autour de l'origine et dont les composantesX; Y; Z
sont incependantes. Caraceriser* les lois marginales deX; Y et Z dans le cas
al les densies des lois marginales sont des fonctions ddasseC!.

2. Onrepesente la vitesse d'une mokcule d'un gaz monoaimique parfaita lequi-
libre dans un repere orthonormal par un vecteur akatoire V = ( Vi; Vo; V3). Le
choix du repereetant arbitraire, il est naturel de supposer que la loi deV est
invariante par rotation. Il est de plus naturel de supposer qie les coordonrees
de V sont incependantes. Si on suppose de plus que la loi d¢ possde une
densie cerivable, on en dceduit que le vecteur V \erie les proprees de la
qguestion 1. Determiner la densie de probabilie de la vi tesse d'une mokcule,
sachant que lenergie ciretique moyenne d'un atome du gazde massem est
%kT @l k est la constante de Boltzmann efT la temperature du gaz. (Pour des
mokculesa plusieurs atomes, lenergie ciretique moyenne tient compte d'e ets
complexes comme la rotation, les oscillations... La loi de Mixwell n'est plus
\eriee dans ces cas.)

4. En fait, on peut, en utilisant les fonctions caracerist iques, caraceriser toutes les lois des
vecteurs akatoires qui sont invariantes par rotation aut our de l'origine et dont les coordonrees
sont incependantes, voir l'exercice IV.6. Hormis la varia ble nulle, on ne trouve pas d'autres lois
que celles obtenues sous les hypotteses de cet exercice.
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Il Variables akatoires continues

3. Montrer que si X et Y sont deux variables akatoires incependantes de loi
respective (;a)et (;b), alorslaloideX + Y est une loi gamma dont on
pecisera les parametres. 0

4. Calculer laloi deV/2. En ceduire la loi de jVj2 etlaloidejVj= " V2+ VZ+ V7
dite loi de Maxwell.

4

Exercice 111.19 (Formule de duplication de la fonction ).
Soit X et Y deux variables akatoires incependantes de loi respectie (; ) et
(; + %) avec > Oet > 0.O0n rappelle que la densie de la loi (;a) est

x 7! % a2 le X 1 e (8= 4 x* le Xdx.

1. Determiner la loi de (IO XY; P Y).

2. Calculer la loi de” XY . On pourra utiliser legalie suivante :
Z, p_—

S 2u .
e TZdV—Ep—_e :

0

3. Reconnafre la loi %epW (identie en loi duea S. Wilks °). En ceduire, en

utilisant  (1=2) = , la formule de duplication de la fonction : (2 )=
2 1 () (*+3)
1=2)

5. S. Wilks. Certain generalizations in the analysis of vari ance. Biometrika , vol. 24, pp.471-494
(1932).
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Fonctions caraceristiques

V.1 Calculs de loi

Exercice IV.1 (Stabilie de la loi gamma par addition) .
Proprees des lois gamma.

1. Soit X1, X» deux variables akatoires independantes et de loi gamma @ pa-
rametres respectifs (; 1) et (; »2). (Le paranetre est identique.) Montrer
que laloi de X, + X, est une loi gamma de paranetre (; 1+ »2).

2. Soit (Xp;n 2 N ) une suite de variables akatoires incependantes de loi g
ponentie'_JJe de pararmetre > 0. Donner la loi de la moyenne empirique
Xn=§ i Xi

4

Exercice 1V.2 (Loi exponentielle synmetrique et loi de Cauchy).
Soit Y une variable akatoire de loi exponentielle de paranetre > 0 et" une
variable akatoire incependante de Y et telle queP(" =1)= P(" = 1)=1=2.

1. Calculer la densie et la fonction caraceristique de Z = "Y . La loi de Z est
appeke loi exponentielle synetrique.
2. En ceduire la fonction caraceristique de la loi de Cauchy.

Exercice 1V.3 (Matrice akatoire) .

Le but de cet exercice est le calcul de la loi du determinant duine matrice akatoire

gaussienne.

1. Soit V et W deux variables akatoires eelles ou vectorielles contiues ince-
pendantes. Montrer que si' est une fonction borree, alorsg[' (V;W) j W] =
h(W), ai la fonction h est & nie par h(w) = E[' (V;w)].



IV Fonctions carackristiques

2. Soit (X 1; X2; X3;X4) des variables akatoires incependantes de loi gaussiame
X1 X2
X3 Xy
Y =det( A) le ceterminant de A. Calculer E €YY jX1;X, , puis en dceduire la
fonction caraceristique de Y.

centee N (0;1). On consickre la matrice akatoire A = et on note

4

Exercice IV.4 (Formule de Wald).

Soit N une variable akatoire de care inegrable et a valeurs dans N. Soit

(Xk;k 2 N) une suite de variables akatoires eelles, de méme loide care in-

EgrablLe, incependantes et incependantes deN. On poseSy =0, et pour n 1,

Sn = Ezl Xk.

1. Calculer E[Sy] et Var(Sy) (formule de Wald).

2. Calculer la fonction caraceristique de Sy et retrouver les esultats peedents.
4

Exercice IV.5 (Loi symnetrique) .
Soit X une variable akatoire eelle dont la fonction caracer istique est x (u).
1. Montrer que X est synetrique (i.e. X et X ont méme loi) si et seulement si
x (U) 2 R pour tout u 2 R.
2. Montrer que j x (u)j? est la fonction caraceristique d'une variable akatoir e
eelle. On pourraecrire j x (u)j> comme le produit de deux fonctions.

3. Que peut-on direa propos des fonctions caraceristiqes des variables akatoires
eelles dont la loi est synetrique par rapporta a6 0 (i.e. X et2a X ont

méme loi) ?
4
Exercice IV.6 (Loi invariante par rotation) .
Soit X = (X1;::::X4) un vecteur akatoirea valeurs dans RY. On suppose que la
loi de X est invariante par rotation et que les variables akatoires X 1;:::; X4 sont

incependantes. Le but de cet exercice est de ceterminer ldoi de X . On note x,
la fonction caraceristique de X.

1. On poseg(x) = xl(p X) pour x 0. \erier que g est eelle et solution de :
Yd xd

a(vk) = g Vk ; pourtout vi;::i;vg 2 [0;1 [ (IV.1)
k=1 k=1
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IV.2 Mocklisation

2. En ceduire que x,(ui) =e ui=2 pour 0. Montrer que soit X =0 p.s.

V.2 Moctlisation

Exercice IV.7 (Loi de defaut de forme).

La loi de defaut de forme est utiliee pour la matrise statistique des proedes
(MSP). Cette loi est cecrite dans les normes AFNOR (E60-18) et CNOMO
(E 41 32 120 N) et serta quanti er les cefauts georretriqu es de type plareie, pa-
ralelisme, circularie. Il s'agit de la loi de jX Yja X etY sont deux variables
akatoires incependantes suivant respectivement les lis gaussienneN ( ; 2) et
N(y; 2.

1. Calculer laloideX Y.
2. En ceduire la loide Z = jX  Y].
3. Calculer E[Z] et Var(Z).
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Vv

Theoemes limites

V.1 Quelques convergences

Exercice V.1 (Loi exponentielle).
Soit (Xn;n 2 N ) une suite de variables akatoires de loi exponentielle dparanetre
n. Etudier la convergence en loi dans les trois cas suivants :

1. nI!ilm n= 2]0;1 [,
2. Im ,=+1,
n!l

3. r]I!|1m n=0.

Exercice V.2 (Convergence de lois geornretriques)
Soit (Th; N ng) une suite de variables akatoires de loi geonetrique deparanetre

. T .
pn = — avecno > > 0. Montrer que la suite F”;n no converge en loi et

ceterminer sa limite.

Exercice V.3 (Maximum de variables uniformes).
Soit (Up;n 1) une suite de variables akatoires independantes de louniforme sur
l'intervalle [0; ], au > 0. On pose pourn 1, M, =max1 ; nU;.

1. Montrer que (Mp;n 1) converge p.s. et ceterminer sa limite. On pourra cal-
culer P(iM,  j>") pour "> 0.

2. Etudier la convergence en loi de la suite rf( Mp);n 1)



V Theoemes limites

Exercice V.4 (Moyenne empirique de variables de Cauchy)

Soit (Xn;n 1) une suite de varia‘QIes akatoires incependantes de lode Cauchy
de paranetre a> 0. Onnote S, =  _; X. Etudier les convergences en loi et en
probabilie des suites suivantes.

S

1. p=:n 1.
n

Sh.
2 F,n 1

S . . S S ,
3. Fn;n 1 . On pourra ceterminer la loi de % 7” et en ceduire que la

Son Sh

suite on 7; n 1 ne converge pas en probabilie vers 0. On montrera
alors que I'on ne peut avoir la convergence en probabilie @ la suite %”; n 1.
4

Exercice V.5 (Le TCL n'est pas une convergence en probabilie)
Soit (X,;n 2 N ) une suite de variables akatoires eelles de méme loi, rce-

pendantes de care inegrable. On note = E[X1], 2 = Var(X3i) et Z, =
1 X
= X )
n
k=1

1. Rappeler la convergence en loi de la suiteZ;n 2 N ).

2. Etablir la convergence de la suite Zon Zn;n 2 N ) et donner sa limite.

3. En deduire que la suite (Z,;n 2 N ) ne converge pas en probabilie si 2> 0.
4

Exercice V.6 (Approximations pour une jeu de pile ou face)
On e ectue n sries de 400 tirages de pile ou face avec une pece equilee. On

1. Quelle est (approximativement) la loi de probabilie du nombre N de ces fe-
quences Fi;1 i n) qui ne \erient pas la condition 0 :45 < F; < 0:55,
lorsquen =207

2. Est-il plus probable queN =0, que N =1 ouqueN 2°?

Exercice V.7 (Produit de variables akatoires).
Soit (Ug;k 2 N ) une suite de variables akatoires inckependantes de loi niforme
sur [0; 1]. Soit > 0.
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V.1 Quelques convergences

1. Pourn 2 N, onposeX, =(U; U, ™. Montrer que la suite (Xp;n 2 N )
converge presque sirement et donner sa limite. On pourra osicerer dans un
premier temps la suite (logXy);n 2 N ).

p_
2. Montrer que la suite (Yo;n 2 N ), cenie par Y, = (Xn,e ) ", converge en
loi et determiner la loi limite. On calculera la densie de la loi limite s'il s'agit
d'une variable akatoire continue.
4

Exercice V.8 (Loi hypergonetrique) .
Soit X une variable akatoire de loi hypergeonetrique de paranetre (N;m;n).
On rappelle que Xy repesente le nombre de boules blanches obtenues lors d'un
tirage sans remise den boules hors d'une urne contenantm boules blanches et
N  m boules noires.

m N m
1. \erier que P(Xy = k)= —X < k=

n

n n
Kk Kk

pourn N+m Kk m

323z

etn k O.

2. On suppose que le nombre de boules blanches, est », n et N tendent vers
+1 avec limy: +1 n=N = p 2 [0;1] (p est la proportion limite du nombre de
boules obtenues lors du tirage). Montrer que la suite Xy ;N 2 N ) converge
en loi vers la loi binomiale de paranetre (m;p).

3. On suppose que le tirage est de taille »> et que m et N tendent vers +1
avec limy, +1 m=N = 2 [0;1] ( est la proportion limite du nombre de
boules blanches dans l'urne). Montrer que la suite Xn; N 2 N ) converge en
loi vers la loi binomiale de paranetre (n; ).

4

Exercice V.9 (Majoration du treoeme des grandes ceviations) .
Soit (Xp;n 1) une suite de variables akatoires incependantes et de lame loi que
X . On suppose queX est une variable akatoire borree non constante de moyena
= E[X]. Le but de cet exercice est de trouver une majoration expontielle de
1 X o
levenement rare X, ")y avec"> 0, X, = — X;. Cette majoration
i=1
est un exemple particulier des esultats de la treorie desgrandes ceviations?.
On note la transformee de Laplace deX cnie par () = E[e*X ] pour

2 R
1. Les tteoemes des grandes ckviationsetudient lese quivalents logarithmiques des probabi-
lies devenements rares. L'exemple typique dévene ment consicee est f X,  E[X1] >" g, dont

letude est due a Cramer (1938). D'autre part, la treori e des grandes ckviations est un sujet
détude qui connat un essor important depuis les anrees 1980.
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V Theoemes limites

1. Montrer que est de classeC! . Calculer ses ceriees.

2. Montrer que ( 9? 9 En ceduire que la fonction = log( ) est convexe.
\erier que (0) =0.

On consicere la transformee de Legendre de , |, & nie pour X 2 R par :
I(xX)=supf x ()o:
2R

3. Montrer que | est convexe, positive et nulle en .
4. Montrer que P(Xp +") e (*F*n(=M) pour 0. En deduire que :

P(Xn +") e ni(+") =g ninfflgix  +"g.

5. Montrer que :
P( X, " 2e ninffl(x)jx j "g. (V.1)

6. Calculer explicitement la majoration exponentielle quand X suit la loi de Ber-
noulli de paranetre p 2]0; 1[.

La majoration exponentielle (V.1) est en fait vraie pour desvariables akatoires
non borrees. La treorie des grandes ceviations permet egalement d'obtenir un
equivalent logarithmique de P(X ).

4

V.2 Calcul de limites

Exercice V.10 (Convergence du maximum)
Soit X une variable akatoirea valeurs dans N.
X1
1. Montrer que P(X k)= E[X].
k=1
On suppose queX est inegrable. Soit (Xn;n 1) une suite de variables akatoires
de méme loi queX .

X1
2. Soitm 2 N . Montrer que la variable akatoire Yy, = 1 xn 14 est p.s. nie.
n:1 n m
: X I
3. En ceduire que 7” converge p.s. vers 0 quanah tend vers I'in ni.
4. Montrer que — max(X1;:::;Xy) converge p.s. vers 0 quanch tend vers l'in ni.
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V.3 Mocklisation

5.

Soit X une variable akatoire eelle inegrable et ( X,;n 1) une suite de va-

p.s. vers 0 quandn tend vers ['in ni.

Exercice V.11 (Calcul de limites d'inegrales) .
Soit f une application continue borree deR dansR.

1.

En consicerant une suite de variables akatoires indpendantes de loi uniforme
sur [Q; 1], calculera l'aide de la loi (faible) des grands nombres :
z

lim f(
" o n

X1+ + X
1T Ty Ak, dxn:

Soit (Yx; k 1) une suite de variables akatoires I'gpobpendantes de lode Poisson
de paranetre > 0. Determiner la loi de Z, = = ;_; Yi.

Montrer que la suite des moyennes empiriquesYg = Zp=n;n 1) converge
vers une limite que I'on ceterminera. Calculer, en s'insprant de la question 1 :

- n (n)*C ko
nI!|{n k 0e K f(n),

a > 0etf estune application continue borree deR dansR.

Exercice V.12 (Unequivalent de e").
Soit (Xp;n 1) une suite de \@riables akatoires incependantes de lode Poisson
de paranetre 1. On note S, = ;_; Xk.

1. Montrer que§?5>ﬁ—n !:lnllOi N (0; 1).

. . . _ n"
2. Determiner la loi de Sy, puis montrer quen!|1m e "(1+n+ §+ + W) =

2

» NI

V.3 Moctlisation

Exercice V.13 (Paradoxe de Saint-Petersbourg)
Le paradoxe de Saint-Petersbourg est d'abord un probemermagire par Nicolas
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V Theoemes limites

Bernoulli, qui obtint une solution partielle donree par Da niel Bernoulli (1738)
dans les Commentaires de I'Acacemie des sciences de SaiRetersbourg (d'al son
nom). Aujourd'hui encore, ce probeme attire I'attention de certaines personnes en
mathematiques et eneconomie?.

Un casino propose le jeu suivant qui consistea lancer plusurs fois de suite une
pece equilibee jusqua obtenir pile. Le joueur gagne 2% euros si le premier pile
a lieu au k-eme jet. La question est de savoir quel doit étre le prixa payer pour
participera ce jeu.

Soit X, le gain ealie lors du n-eme jeuet S, = X1+ + Xp le gain obtenu
lors den jeux successifs.

1. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour damer un prixequi-
table ?

Les fonctions d'utilie qui quanti ent I'aversion au risq ue permettent de proposer
des prix pour ce jeu. La suite de I'exercice est consaceeétude de la convergence
de la suite (Sp;n _ 1) convenablement renormaliee’.

2. On poseS? = k=1 X2, @i pour k2f1;:::;ng:
Xy = Xkltx, nlog,ngs

@ log, x est le logarithme en base 2 de& > 0 : 2°92% = x. Apes avoir \erie
que pour tout "> 0 :

SIEI) 1 > n
n log, n

782 E[Sg] >"=2 + P 7E[Sg] 1>"=2; (V.2
n log, n n log, n o

0

"_.n 1 converge en probabilie vers 1.
n log, n

3. Calculer P(S, 6 S9), et en ceduire sa limite quand n tend vers I'in ni.

montrer que la suite

4. En ceduire que la suite _Sn n 1 converge en probabilie vers 1.

nlog,n’

Exercice V.14 (Sondage)
Pecision des sondages.

2. G. Szkely and D. Richards. The St. Petersburg paradox and the crash of high-tech stocks
in 2000. Amer. Statist. vol. 58, pp. 225-231 (2004).

3. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications , vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).
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V.3 Mocklisation

1. A quelle pecision peut petendre un sondage sur deux candats e ectle sur
unechantillon de 1 000 personnes? Est-ce que ce esultatepend de la taille
de la population ?

2. En Floride, pour lelection pesidentielle anericai ne en 2000, on compte 6 mil-
lions de votants. Sachant qu'il y a eu environ 4 000 voix deart, quel est le
nombre de personnes qu'il aurait fallu interroger dans un sedage pour savoir
avec 95% de chance qui allait étre le vainqueur ?

4

Exercice V.15 (Points de chute).
On consicere la epartition des points de chute des bombessur Londres lors de la
Seconde Guerre Mondialé.

1. Soit (Ym; m 2 N) une suite de variables akatoires de loi binomiale de para
nmetres (M; pm). On suppose quem tend vers l'in ni et que lim i1 Mpm =
2]0;1 [. Montrer que la suite (Yn;m 2 N) converge en loi vers la loi de
Poisson de paranetre .

Cette approximation est utile quand m est grand car le calcul nunerique des

coe cients binomiaux X est peu e cace.

2. Les donrees suivantes repesentent le nombre de bombegii sont tomkees dans
le sud de Londres pendant la Seconde Guerre Mondiate Le sud de Londres a
et divie en N =576 domaines de taille 025 kn? chacun. On a recens dans
la table V.1 le nombre Ny de domaines qui ontet touctes exactement k fois.

k 0|1 |2]|3|4]|5+
Nk|| 22921193 (35|7| 1 |

Table V.1. Nombre Nx de domaines du sud de Londres qui ontet touctes par exact ement k
bombes.

Faire un moctle simple qui repesentecette experience.Le nombre total d'im-
pacts dans le sud de Londres est = | ; kN =537. Calculer les probabili-
es treoriques pour qu'un domaine contienne exactementk impacts. Comparer
avec les fequences empirique®N =N ci-dessus.

4

4. W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Applications , vol. 1, pp. 160-161. Wiley,
third ed. (1968).

5. R. D. Clarke. An application of the Poisson distribution. J. of Institute of Actuaries , vol.
72, p. 481 (1946).
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V Theoemes limites

Exercice V.16 (Nombres asbolument normaux)
L'objectif de cet exercice est de cemontrer le theoeme wuivant dda Borel (1909) :
\Tout nombre kel choisi au hasard et uniformrement dans [0; 1] est presque sQOre-
ment absolument normal”.

Soit x 2 [0; 1], et consicerons sonecriture en baseb 2 :

NEROTS
n=1 b
avecx, 2f0;:::;b 1g. Cetteecriture est unique, sauf pour les fractions ratior

nelles de la formex = a=8' eta 2 f1;:::;0" 1g. En eet, dans ce cas, deux
repesentations sont possibles : l'une telle quexy = 0 pour k n +1 et l'autre
telle quexy = b 1 pourk n+1. Onditque x est simplement normal en base
b si et seulement si pour touti 210;:::;b 1g, r]I'ilrn ﬁCard f1 Kk n;xgx=g
existe et vaut 1=h Cela revienta dire que les feqUences d'apparition dei dans le
ceveloppement de x en baseb sont uniformes.

On dit que x est normal en baseb si et seulement si il est simplement normal
en baseb pourtout r 2 N . Ainsi, un nombre est normal en baséb si et seulement
si pour tout r 2 N, la flequence d'apparition d'une quence donree de lomueur
r, dans le ceveloppement dex est uniforme (et vaut donc 1=H) i.e. pour tout
i2f0;:::;b 1d

H 1 s fn . re e — H — 1 .

r]I!|1m ﬁCardfO Ko ni(Xek+13 00 Xpken) ) = 19 = R
Le nombre de Champernowné dont la partie cecimale est la suite consecutive des
entiers (0.12345678910111213...) est normal en base 10slfeactions rationnelles

ne sont pas normales, quelle que soit leur repesentation.
On dit que x est absolument normal si et seulement si il est normal en tow

baseb 2.
Soit X une variable akatoire de loi uniforme sur [Q 1].

X en baseb?

2. Calculer la loi de X,,. Montrer que les variables akatoires X,;n 1) sont
incependantes et de méme loi.

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer queX est p.s. simplement
normal en baseb.

4. Montrer que X est p.s. normal en basdy, puis qu'il est p.s. absolument normal.

6. D. G. Champernowne. The construction of decimals normal in the scale of ten. J. London
Math. Soc., vol. 8, pp. 254-260 (1933).
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V.3 Mocklisation

Bien que presque tous les eels soient absolument normaux|, est tes di cile de
montrer qu'un kel donﬂe est absolument normal /. On ne sait toujours pas si des
nombres tels que , e, 2 ou log(2) sont absolument normaux, ni méme normaux

en base 10.
4

Exercice V.17 (Treoeme de Weierstrass).
Cet exercice s'inspire de la cemonstration de Bernstein duteoeme de Weierstrass
(1885) :\Toute fonction continue sur un intervalle ferne b orre est limite uniforme
d'une suite de polynémes".

Soit (Xn;n 1) une suite de variables akatoires incependantes de lode Ber-
noulli deppararretre X 2 [0;1]. Pour n 1, on consicere la moyenne empirique
Xnp = % k=1 Xk. Soit h: [0;1] ! R une fonction continue. Soit > 0. On pose

n=FfXn x> g

1. Montrer que P( n) 2E[(Xn  x)?]. Majorer P( ,) incependamment de
x 2 [0;1].
2. Determiner lim sup h(x) E[h(X,)], enecrivant :
x2[0;1]

h(x) h(Xn) = h(x) h(Xa) 1 .+ h(x) h(Xn) 1 c:

n

3. Quelle est la loi denX, ?
4. En ceduire que :

X0
im sup h(x) " hk=nxkL x)" k =o:
" e ko K

5. Soitf : R ! R continue borree. Montrer, en s'inspirant des questions Ee-
dentes, que pour toutx 2 R* :

R (nx)
H nx
r]I!|1m f(x) e T

k=0

f(k=n) =0:
Si l'on supposef uniformement continue, la convergence ci-dessus est-@luni-

forme enx ? (Prendre par exemplef (x) = cos(x) pour X, = n.)
4

7. J.-P. Delahaye. Champernowne et quelques autres.Pour la Science, pp. 102-106 (decembre
1998).
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V Theoemes limites

Exercice V.18 (Contamination au mercure).
Cet exercice pesente un moctle pour la contamination au nercure.

1. Soit (Xn;n 1) une suite de variables akatoires incependantes de méae loi.
On suppose qu'il existe deux eels > 0; > 0 tels qu'au voisinage de l'in ni :

P(X1>x —:
(X1>x) ~
Montrer que la suite (Z,;n 1) ¢k nie par :
1
Zn=n " max(Xq;::; Xp)

converge en loi vers la loi de Fechet. On rappelle que la foction de epartition
de la loi de Fechet de paranetre (; ) 2]0;1 [ esty 7! exp( Y )Lty 0g-

2. Le mercure, netal lourd, est pesent dans peu d'aliments. On le trouve essen-
tiellement dans les produits de la mer. L'Organisation Mondale de la Sane
xe la dose journalere admissible en mercurea 0.71 g par jour et par kilo de
poids corporel. Desetudes statistique$ donnent la forme de la queue de distri-
bution empirique de la contamination globale annuelle en ganmme de mercure
pour un individu de 70 kg :

P(X>x)= o pour x assez grand,

avec =3:5410°%et =2:58.

Seriez-vousetonre(e) qu'au moins une personne soit expvea ce risque sani-
taire en France ? Dans le 1%me arrondissement de Parfs? Dans une promotion
de centetudiants? A partir de quelle valeur de n pouvez-vous armer, avec

seulement 5% de chances de vous tromper : \Parmi cas personnes, au moins
une a un niveau de mercure tropelew"?

4

8. P. Bertail. Evaluation des risques d'expositiona un con taminant alimentaire : quelques
outils statistiques. www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf (2002).
9. Population du 1%me arrondissement de Paris, Recensemat 1999 : 225 362 personnes.
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VI

Vecteurs gaussiens

VI.1 Exemples

Exercice V1.1 (Exemple nunerique).
Soit X = (X 1;X2; X3;X4) un vecteur gaussien cente de matrice de covariance :

0 1
2101

B0
- 01
1102

Que peut-on dire deX3 et de (X1;X2;X4)?

Donner la loi marginale de K 1;X7) et calculer E[X 1jX2].

Méme question pour K 2; X 4).

En ceduire deux variables incependantes deX ,, fonctions respectivement de
X1, X2 et de Xo; Xg4.

5. \erierque X1 XgoetXs Xz sontingependants etecrire X comme la somme
de quatre vecteurs gaussiens incependants.

Hw DR

4

Exercice V1.2 (Couple de variables gaussiennes)

Soit X et Z deux variables akatoires eelles incependantes, X etant de loi gaus-
sienne centee eduite N (0;1) et Z deloice niepar P(Z =1)= P(Z = 1)=1=2.
On poseY = ZX.

1. Determiner la loi de Y.

2. Calculer Cov(X;Y).

3. Le vecteur (X;Y ) est-il gaussien? Les variablesX et Y sont-elles indepen-
dantes?



VI Vecteurs gaussiens

Exercice V1.3 (Somme et produit de variables gaussiennes)
Soit X et Y deux variables akatoires eelles gaussiennes incepehantes.

1. Donner une condition recessaire et su sante pour queX + Y et X Y soient
incependantes.

2. On suppose de plus quX et Y sont des gaussiennes centees eduites. Calculer
la fonction caraceristique de Z; = X 2=2 puis celle deZ, = (X? Y?)=2.

3. Montrer que Z, peut secrire comme le produit de deux variables akatoires
normales inckependantes.

4

VI.2 Proprees et applications

Exercice V1.4 (Theoeme de Cochran).

Le but de cet exercice est la cemonstration du treoeme deCochran. Soith 2, et
X1;:::; X des variables akatoires inckependantes de méme loi gamerpe centee
eduite N (0;1). SO|t e= fel;:::;eng la base canonique deR" et X = -1 Xi§

1. Soit f ffl;:::'fng une base orthonornee deR" et Y = (VY1;:::;Yy) les
coordonrees deX dans la basef . Montrer que les variablesYy;:::;Y, sont
incependantes de loi N (0; 1). On rappelle qu'il existe une matrice U de taille
n n telle que six = (X1;:::;Xp) sont les coordonrees d'un vecteur dans la
basee, alors ses coordonrees dans la bade sont donrees pary = Ux. De plus
onaU'U = UU!'=I,, a1 |, estla matrice identie.

2. Soit Eq;:::;Ep une famille dep 2 sous-espaces vectoriels d@" orthogo-
naux deuxa deux tels que E, Ep=R":sif® = ff] M. lg,
n; = dim( E;), est une base orthonornee deE;, alorsf = [ 1 i pf (') est une
base orthonormee deR". On note Xg, la projection orthogonale deX sur E;.

Montrer que les variables akatoires Xg,;:::;Xg, sont incependantes et que
la loi de kX g, k? est une loi du 2 dont on ceterminera le nombre de dege de
libere.

3.0n n e la droite vectorielle engendee par le vecteur unitaire f
n 172 ., & etH le sous-espace vectoriel orthogonal (en particulier ~ H
R"). Calculer X elg kXH k> = kX X k. Retrouver alg\3| que la moyenne
empirique X, = & [, X; est incependante de T, = [L; X; Xn 2
donner la loi de T,.
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VI.2 Proprees et applications

Exercice VI.5 (Moyenne et variance empirique de variables gaussiennes)

_ 1 X . 2 _
o Mo . " i=1 i=1
On suppose que, pour touti, la loi de X; est la loi gaussienneN (m; 2).
1. Quelle est la loi deX, ?
2. Quelle est la loi den 2= 2?
3. Montrer que X, et V, sont incependantes.
4. Montrer que (N 1)V,= ?suitlaloi ?(n 1)

Exercice V1.6 (Moyenne et variance empirique incependantes)

care inegrable, d'esperance m et de variance 2. On suppose que la moyenne
. 1 X _ . 1
empirique X, = o X et la variance empiriqueV, = 1 (Xi Xn)? sont
i=1 i=1
des variables akatoires independantes. Le but de cet exeice est de cemontrer que
la loi de X; est alors la loi gaussienneN (m; ?2).

On note la fonction caraceristique de X;. On supposem = 0.

1. Calculer E[(n 1)V, ] en fonction de 2. Montrer que pour tout eel t :
E[(n 1)V,e"*r]=(n 1) ()" %
2. En ceveloppant V,, dans legalie peedente, \eri er que :
E[(n DVa€"X]= (n 1) R " *+(n 1) ) " %

3. En deduire que, sur un voisinage ouvert de 0, est solution de lequation

dierentielle : 8
< 00 02 )

0=1; Y0)=0:

4. En deduire que la loi des variablesX; est la loi gaussienneN (0; ?2).
5. Que peut-on dire si I'on ne suppose plusn =07
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VI Vecteurs gaussiens

Exercice VI.7 (Estimation optimise) .

Soit (Xn;n 1), une suite de variables akatoires incdependantes, dedi gaussienne
N(; ), avec > 0. L'objectif de cet exercice est de pesenter une nmethodepour
estimer , et de donner un (bon) intervalle de con ance pour cette estination. On

note :
_ 17 _ o1 X 2.
Xn=— Xk et V= —— Xk Xn)<:
N =1 no1 k=1
1. Donner la loi de X,,, son esperance et sa variance. Determiner la limite de
(Xn;n 1)
2. Donner la loi de V,, son esperance et sa variance. Determiner la limite de
(Mn;n  2).
3. Donner la loi du couple X;Vn). Determiner la limite de (( Xn;Va);n  2).
4. On consickere la classe des variables akatoires,, de la forme :
T, = Xpn+t(1 Wh, 2R
Calculer leur esperance, leur variance, et montrer la conergence presque sire
de (T,;n 2).
5. Etudier la convergence en loi de ( n(Xp );n 1),
6. Etudier la convergence en loide ( n(V, );n 2).
7. Etudier la convergence en loide ( n(X, ;Vna );n 2).
8. Etudier la conyergence en loi de ( n(T, );n  2).
9. On pose = 2 +2(1 )2 2 Construire,a partir de T,, etn, unin-

10.

11.

12.

44

tervalle de con ance de de niveau asymptotique 95%. Autrement dit trouver
un intervalle akatoire |, fonction de T,,, et n, qui contient le paranetre
avec une probabilie asymptotique de 95%.

Comme est inconnu on l'estime par = 2T, +2(1  )%(T,)%etonle
remplace dans l'expression dd,. Montrer que l'intervalle obtenu est encore
un intervalle de con ance de de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour la ealisation =0:5,n =100, x, =4:18 etv, = 3:84.

\eri er qu'il existe un unique eel 2 [0; 1], fonction de , qui minimise la

longueur de l'intervalle de con ance, I ,. On consicere maintenant les variables

_ 2V, .
akatoires |, = 1+2”V . Montrer que la suite ( ,;n  2) converge presque
n

sirement vers

Etudier la convergence en loi de la suite I% n(Ty" );n  2). En ceduire
un intervalle de con ance de de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour les valeurs nuneriques peseneesa la question 10.

4



VII

Simulation

Exercice VII.1  (Loi exponentielle et loi geonretrique) .
Soit U une variable akatoire de loi uniforme sur [Q 1]. Soit > O.

1. Montrer que T = log(U)= est une variable akatoire exponentielle de para-
nmetre

2. Montrer que X =[T]+1, a1 [ x] repesente la partie entere de x est une variable
akatoire geonretrique dont on determinera le coe cien t.

4

Exercice VII.2 (Loi de Poisson)
Soit (Up;n 2 N ) une suite de variables akatoires incependantes de loi niforme
sur [0;1]. Soit > 0.

1. Donner la loi de>P<k = log(Uyx)=".
2. Donner la loi de | _; X.

n 0
3. Calculer la loi deN e nipar N =inf n2 N;Qﬂzi U<e .

4. En ceduire une nethode pour simuler des variables akdoires de Poisson.

Exercice VII.3 (Loi gaussienne)
Soit X;Y des variables incependantes de IoN (0; 1).

1. On poseR = pX2+ Y2et 2[0;2 [,cenispar Rcos( )= X etRsin( )=
Y. Calculer la loi de (R; ). En deduire que R et sont independants.

. 2 —
2. Reconnatre la loi e R™=2,

3. Soit Ug; U, des variables akatoires incependantes de loi uniforme sr [0; 1].
Deduire des questions peedentes la loi du couple K % Y9 & ni par :



VIl Simulation

X %=cos(2 U 1)p 2jlogU,j et Y°=sin(2 U 1)p 2jlog Uyj:

Cette transformation dite de Box-Muller permet de simuler smultarement deux

variables akatoires gaussiennes centees eduites icependantes.
4

Exercice VII.4 (Methode du rejet) .
Le but de cet exercice est de pesenter la nethode du rejet pur la simulation
d'une variable akatoire de densie h donree.

Soit X une variable akatoire a valeurs dans RY et soit A RY un ensemble
mesurable tel queP(X 2 A) > 0. Soit (Xp;n 2 N ) des variables akatoires
incependantes de méme loi queX. On poseT =inffn 2 N ; X, 2 Ag, avec la
conventioninf; =+ 1 ,etY = X7 siT<+1 etY=0siT=+1.

1. Montrer que les variables akatoiresY et T sont incependantes.

2. Montrer que la loi de T est la loi geonetrique de paranetre P(X 2 A).

3. Montrer que la loi de Y est la loi conditionnelle deX sachantfX 2 Ag: pour
tout boelien B RY P(Y 2 B)= P(X 2 BjX 2 A).

Soit h la densie d'une variable akatoire a valeurs dans R. On suppose qu'il
existe une densie g et une constantec > O telles quech g (et que l'on sait
simuler des variables akatoires incependantes de densi Q).

Soit (Z,;n 2 N ) une suite de variables akatoires incependantes de mérma loi
de densit g. Soit (Uy;n 2 N ) une suite de variables akatoires de loi uniforme
sur [0; 1], incependantes et independantes de Z,;n 2 N ). On poseT%=inf fn 2
N ;U, ch(Zn)=9Zn)get A= f(z;u);g(z) > 0etu ch(z)=gz)g.

4. Calculer P((Z1;Uq) 2 A9.

5. Montrer que la variable akatoire Zto (que I'on peut donc simuler) a pour
densie h.
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VIII

Estimateurs

VIII.1 Mockles paranetriques usuels

Exercice VIII.1  (Estimation lireaire de la moyenne).

Soit X1;:::; Xy n variables akatoires inckependantes de méme loi et de cae in-

egrable. Trouver l'estimateur de la moyenne, = EB(l], qui soit de variance

minimale dans la classe des estimateurs Iineaires’,\n = Ezl a Xk, et sans biais.
4

Exercice VIII.2  (Loi exponentielle).

de lois exponentiellesP = fE( ); > 0g. On veut estimer

1. A partir de la methode des moments, construire un estimateu convergent’\n
de

2. \eri er qu'il s'agit de I'estimateur du maximum de vrais emblance.

3. Determiner la loi de = [, X;. Calculer E ["]. L'estimateur est-il sans biais ?

4. Determiner un estimateur ", sans biais et un estimateur”,, qui minimise le
risque quadratique parmi les estimateurs :

Ne) = FL’ al c>0:

" in=1 Xi
5. Calculer le score, l'information de Fisher et la borne FDQR.
X
6. Les estimateursetudes font intervenir la statistiqu e Sy = Xi. Est-elle ex-

i=1
haustive et totale ?

7. Resune : quelles proprees An a-t-il parmi les suivantes ?
a) Sans biais.
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b) Optimal.

c) E cace.

d) Petrablea .

e) Inadmissible.

f) Regulier.

g) Asymptotiqguement normal.

Exercice VIII.3  (Loi de Poisson)

de lois de PoissorP = fP ( ); > 0g. On cherchea estimerP (X; =0).

1. Montrer que le moctle est exponentiel. Determiner la statistique canoniqueS,,.
Est-elle exhaustive et totale ? Donner sa loi.

2. Calculer P (X = 0) et montrer que l¢x,-qq €N est un estimateur sans biais.

3. Montrer que la loi conditionnelle de X1 sachant S, est une loi binomiale de
paranetres Sp; = .

4. En ceduire que s, = 1 1 S

convergent?

est I'estimateur optimal de P (X; = 0). Est-il

5. Calculer le score et I'information de Fisher.

6. En ceduire la borne FDCR pour l'estimation de P (X; = 0). Est-elle atteinte
par s?

Exercice VIII.4  (Loi keta) .

(3;1=), > 0, de densie :

PG )= S0 )" My (x):

1. Donner une statistique exhaustive. Est-elle totale ?
2. Determiner l'estimateur du maximum de vraisemblance T, de

3. Montrer que log(1 X;) suit une loi exponentielle dont on pecisera le para-
netre.

4. Calculer le biais et le risque quadratique d& . Cet estimateur est-il convergent,
optimal, e cace ?

48



VIII.2 Mocklisation

5. Etudier la limite en loi de P n(Th ) quand n tend vers l'in ni.

Exercice VIII.5 (Loi exponentielle et censure)
Soit Z et Y deux variables independantes suivant des lois exponentlles de pa-
rametres respectifs > 0 et > 0. On dispose d'unechantillon de n variables

1. S'agit-il d'un moctle exponentiel ? Si oui, peut-on exhber une statistique ex-
haustive ?

2. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance (n;*n) de (; ).

3. Montrer qu'il est asymptotiguement normal et cetermine r sa matrice de cova-
riance asymptotique.

On suppose doenavant que les observations sont censuseet que l'on observe

4. Calculer la fonction de epartition de la variable X;.

5. Ecrire le mockle statistique correspondant. Le mockle e&il identi able ? Quelle
fonction de (; ) est identi able ?

6. Donner les estimateurs du maximum de vraisemblance de= + fondes sur
les observations :

Est-il naturel que ces estimateurs soient dierents ?
7. Comparer les proprees asymptotiques de ces estimaters.

VIIl.2 Mocklisation

Exercice VIII.6  (Estimation de la qualie) .

Une machine produit N micro-chips par jour, N connu. Chacun d'entre eux a un
cefaut avec la méme probabilie  inconnue. On cherchea estimer la probabilie
d'avoir au plus k defauts sur un jour. A ce propos, on teste tous les micro-chips
pendant une periode den jours et on retient chaque jour le nombre de cefauts.

1. Choisir un mockle. Est-ce un moctle exponentiel ?
2. Determiner une statistique S exhaustive et totale. Calculer sa loi.
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3. Construire un estimateur sans biais qui ne fait intervenir que les donrees du
premier jour.

4. En ceduire un estimateur optimal s. \erier que g est la fonction de epar-
tition de la loi hypergeonetrique ® de paranetre (Nn;S;N )evaliee en k.

4

Exercice VIII.7  (Loi geonetrique) .
On consicere la famille paranetrique des lois georretri ques. Soit X une variable
akatoirea valeurs dans N de loi geonetrique de paranetre 2]0;1].

1. \eri er que le moctle est exponentiel. Donner une statistique exhaustive.
2. Determiner | ( ), I'information de Fisher sur d'unechantillon de taille 1.

méme loi queX.

3. Determiner ’\n, I'estimateur du maximum de vraisemblance de construita
partir de lechantillon de taille n.

4. Montrer directement que l'estimateur du maximum de vraisemblance est
asymptotiguement normal.

5. Donner un intervalle de con ance pour de niveau 1

Une socet de transport en commun par bus veut estimer le rombre de passagers
ne validant pas leur titre de transport sur une ligne de bus etermiree. Elle dispose
pour cela, pour un jour de semaine moyen, du hombrag de tickets composes sur
la ligne et des esultats de I'enquéte suivante :a chacundes arréts de bus de la
ligne, des contréleurs comptent le nombre de passagers $ant des bus et ayant
valice leur ticket jusqua la sortie du premier fraudeur i nclus. Le tableau VIII.1
regroupe les donrees (simukes).

441 09 |11|59|81| 44 [19|89|10| 24
07| 21 {90|38|01| 15 [22|29|19| 37
26|219|02|57|11| 34 |69(12|21| 28
34| 05 |07]|15|06(129(14|18|02(156

Table VIII.L1.  Nombres (simuks) de passagers jusqu'au premier fraudeur inclus

1. On peut cecrire la loi hypergonetrique dans un mocel e d'urne. Soit une urne qui contient
m boules dont b blanches etm b noires. Soit Y le nombre de boules blanches obtenues lors
de n tirages sans remise. La loi deY est la loi hypergonetrique de pararetres ( m;b;n). Pour

b
k

n

b
P(Y = k)= -

fo-1
|

m

n
m
n

o3|z3
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VIII.2 Mocklisation

6. Estimer la probabilie de fraude et donner un intervalle de con ance de niveau
asymptotique 95%. Estimer le nombre de fraudeurss si ng = 20 000.

Exercice VIII.8 (Estimation devenements rares) .
La hauteur maximale H de la crue annuelle d'un euve est mockliee par une
variable akatoire de Rayleigh, H, qui a pour densie :

2

X X
00 = 1r, () S0P 5

al a> 0estun pararetre inconnu. Le tableau VII1.2 donne les haukeurs maximales
annuelles de crue (simukes) sur 8 ans.

[2.5[1.8[2.9[0.9[2.1[L.7[2.2[2.8

Table VIII.2.  Hauteurs maximales annuelles de crue (simukes)

1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance,ap, de a.
2. Quelles proprets 4, posede-t-il parmi les suivantes ?
a) Sans biais.
b) Optimal.
c) E cace.
d) Asymptotiguement normal et donner la variance asymptotique.

3. Une compagnie d'assurance estime qu'une catastrophe, goorresponda une
crue de plus de 6m, n'arrive qu'au plus une fois tous les millans. Ceci peut-il
etre justie par les observations? (En gereral les mod eles paranetriques ne
sont pas adapes pour estimer des probabilies devenements rares. La theorie
des valeurs extremes aet ceveloppee pour epondrea ce type de question.)

4

Exercice VIII.9  (Mocele additif et mocdele multiplicatif)

étre mockli® par une variable abatoire de loi normale N m;; 2 . On suppose
les constantesm; > 0 et > 0 connus. Une campagne publicitaire est meree

2. L. de Haan. Fighting the arch-enemy with mathematics. Stat. Neerl., vol. 44(2), pp. 45-68
(1990).

51
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an de permettre 'augmentation des ventes. On note X; la vente mensuelle du
magasini apes la campagne publicitaire. On suppose que les variabk X; sont
incependantes.

1. On suppose que l'augmentation des ventes se traduit par wenaugmentation
de chacune des moyennem); d'une quantie . Determiner l'estimateur du
maximum de vraisemblance de . Donner sa loi et ses proprees.

2. On suppose que l'augmentation des ventes se traduit par tnmultiplication de
chacune des moyennesy; par une quantie . On consicere I'estimateur de

Donner sa loi et ses propreesa horizon ni.

3. Determiner l'estimateur du maximum de vraisemblance de . Donner sa loi et
ses propreesa horizon ni.

4. Application nurnrerique aux donrees simukes du tableau VIIL.3, avec n = 15
et =12

1023 981|1034({1007| 988/1021/1005 995
i |1109/1075(11291123/1092/108711291122,

i11020/1013/1030{ 104610031039 968
1105{1124/1103|1072/1065/1069{1098

m

x

3

X

Table VIIL.3.  E et (simuk) d'une campagne publicitaire

Exercice VIII.L10  (Contamination).
Dans l'industrie agro-alimentaire, on s'ineressea la cetection de la contamination 2
du lait par un micro-organisme : les spores delostridia. Cette bactrie, naturelle-
ment pesente dans les organismes humains et animaux, pewtauser des maladies
chez les individus fragiles, qui peuvent méme &tre mortéds. Le lait ne gure pas
parmi les premiers alimentsa risque mais il est tes important de contréler une
eventuelle contamination.

Deux probemes importants se posent :

3. La nethode pesenee, MPN (most probable number), e st une nethode largement utili-
£e pour cetecter des contaminations dans I'agro-alimen taire, maisegalement en environnement
(rivere, ...).
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{ On ne dispose pas de l'observation du nombre de micro-orgasmes pesents

mais seulement de l'indication pesence-absence.

{ Sans connaissance priori de l'ordre de grandeur du taux de contamination,

I'estimation du taux risque de ne donner aucun esultat exploitable.

L'exgerience meree consistea observer la pesence-abence de ces spores dans
un tube de 1ml de lait, le butetant au nal d'estimer la densi € en spores :
(nombre de spores par unie de volume).

Soit Zi la variable akatoire (hnon obsenee) cesignant le nombre de spores pe-
sents dans le tubek et Xy = 17, -o4 la variable akatoire (obsenee) valant 1 s'il
n'y a pas de spore dans le tube&k et 0 sinon. On suppose que&y suit une loi de
Poisson de paranetre p

On e ectue une analyse surn tubes incependants et Y = = p_, Xy donne le
nombre de tubes striles (regatifs).

1. Donner les lois deX et Y. On notera = P(Xk = 1).

2. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance de . En deduire 'estima-
teur du maximum de vraisemblance de .

3. Donner les intervalles de con ance de et

4. Donner les esultats nuneriques des deux questions pFedentes lorsqu'on ob-
serve 6 tubes seriles sur 10 au total. Pour les intervallesde con ance, on se
placera au niveau = 5%.

5. Indiquer quels sont les probkemes lorsque la densie est tes faible ou tes
forte.

Des densies extrémes induisant des probemes d'estimiion, on va utiliser le

principe de la dilution :

{ Si on craint de n'observer que des tubes regatifs, on e ecte I'analyse sur de
plus grands volumes. Dans un volumal fois (d 1) plus grand, le nombre
de spores suit une loi de Poisson de paranetred .

{ Si on craint de n'observer que des tubes positifs, on ajoutales experiences
sur des tubes diltes. Dans un tube dilte 1=dfois (d 1), la densit en spores
estegalea d, et le nombre de spores suit une loi de Poisson de paranetre
d.

Pour utiliser cette methode on doit avoir une icee a priori de l'ordre de grandeur

de la densit.

Consicerons N echantillons contenant chacun n; tubes avec une dilutionegalea

di, aveci 2f 1;::;;Ng. On note Y; le nombre de tubes regatifs du iemeechantillon.

6. Donner la loi deY;.

7. Donner lequation qui determine l'estimateur du maxim um de vraisemblance
de
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8. Donner unequivalent de la variance asymptotique de cet stimateur.

9. Onetudie le cas particulier d'un petit nombre de dilutio ns. Donner le esultat
literal pour N =2, d; =1, dy = % Donner les esultats nuneriques, esti-
mation et intervalle de con ance de , si on observey; = 3 et y, = 6 pour
N1 =Ny = 10.
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Tests

IX.1 Mise en uvre

Exercice IX.1 (Test de Neyman).
On distingue deux types de plantesa graines : les plantes qudiseminent leurs
graines localement (type 1) et les plantes qui diseminenteurs graines tes loca-
lement avec une grande probabilie et loin avec une faible pobabilie (type 2). La
loi de la position relative (X;Y ) d'une graine par rapporta la plante est :

{ pour le type 1, la loi uniforme sur [ 2; 2% de densie :

1
pi(x;y) = El[ 202 (X3 Y);
{ pour le type 2, la loi gaussienne centee eduite de densk :

1 24 y2)=
. — (xe+y%)=2.
p2(X;y) = Pﬁe :

La graine d'une plante est obserneea la position relative (x;y) par rapporta la
plante. On souhaite savoir s'il s'agit d'une plante de type 2

1. Decrire le test de Neyman de niveau = 5% et sa kegion critique.
2. Decrire le test de Neyman de niveau = 1% et sa kegion critique.

Exercice I1X.2 (Loi exponentielle et mocele exponentiel).

dantes de méme loi exponentielle de paranetre 2 > 0. Soit o> 0O et 2]0;1].

1. Construire le test UPP de niveau pour I'hypotlese nulle Ho = f = g
contre I'nypottese alternative Hy = f > (g.
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2. Construire le test UPPS de niveau pour I'hypottese nulle Ho = f = (g
contre I'hnypottese alternative Hy = f 6 og.
4
Exercice IX.3 (Test degalie des moyennes dans un moctle gaussien)
On consicere unechantillon gaussien (X1;Y1);:::;(Xn;Yn) de variables akatoires
2
incependantes de loi N S 01 02 ,al 1et ,sontinconnus.
2 2

1. Decrire le test de Wald pour tester I'hypothese nulle Hg = f 3 = »g contre
I'hypotrese alternative Hy = f 16 20.

2. On suppose 1 = . Donner une egion critique de niveau exact 2]0; 1],
construite a l'aide de la méme statistique de test que cek utliee dans la
guestion peedente. Faire I'application nurrerique pour n =15et =5%.

4

Exercice 1X.4 (Tests asymptotiques dans un mockle gaussien)

Soit (Xn;n 1), une suite de variables akatoires incependantes, dedi gaussienne
N(; ), avec > 0. (La loi gaussienneN (; ) apparat comme approximation de
la loi de Poisson de paranetre pour grand.) Soit o> 0 . L'objectif de cet
exercice est de pesenter deux tests pour I'hypotrese nde Hg = f = (g contre
I'hypotrese alternative Hy = f > (g. On note :

Xp = Xk et Vp= Xk Xp)?= ! X2 N _xz2.
""'n k "“h 1 k "1 k n 17™
k=1 k=1 k=1

1. Determiner An, I'estimateur du maximum de vraisemblance de . Montrer di-
rectement qu'il est convergent, asymptotiquement normal € donner sa variance
asymptotique. Est-il asymptotiquement e cace ?

2. Construire un test asymptotique convergenta l'aide de lestimateur du maxi-
mum de vraisemblance.

On consicere la classe des estimateur$, delaforme:T, = Xp+(1 )V, 2

R.

3. Montrer que la suite d'estimateurs (T, ;n 2) est convergente, sans biais.
Donner la variance deT,, .

- - . _ P PR

4. Etudier la convergence enloideZ,;n 1),avecZ, = n(X, ;n Xk

k=1
2).
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IX.1 Mise en uvre

5. Etudier la convergence en loi de la suitel%ﬁ(Tn );n  2). En deduire que
la suite d'estimateurs (T,,;n  2) est asymptotiquement normale. Calculer la
variance asymptotique.

6. On consicere pourn 2, la statistique de test :

n(T, 0)
2o+2(1 )25

n

Construire un test asymptotique convergenta partir de cette statistique de
test.

7. On consicere maintenant la valeur — qui minimise 2 o+2(1 )2 3. Comparer

les variances asymptotiques d&,, et . Reprendre la question pe@dente avec

= . Comparer asymptotiquement le test construita partir de T,, et celui
construita partir de I'estimateur du maximum de vraisembl ance.

8. On donne les valeurs nuneriques suivantes ;o = 3:8, n = 100, x, = 4:18 et
Vp = 3:84. Calculer lap-valeur des deux tests. Quelle est votre cecision ?

4

Exercice IX.5 (Test UPPS).

toire X . On consicere I'hypottese nulle Hg = f = (g et I'nypottese alternative
Hy=f = i1gavec o< 1 s.Soit 2]0;1].
1. Donner un test UPP de niveau .

2. Quelle est la plus petite valeur den permettant de construire un test UPP de
niveau 2 ]0;1[ et d'erreur de deuxeme espece inkrieure ouegalea 2]0;1[?

On consicere I'hypottese alternative bilagre suivant eH)=f 6 og.
3. Peut-on construire un test UPP deHq contre H)?

On se propose de trouver un test de niveau unifornement plus puissant sans
biais parmi les tests purs pour tester I'hypotteseHq contre I'hypottese H?.

4. Soit 1 2 R distinct de (. Montrer qu'il existe deux constantesc( 1) et ¢ ( 1)
telles que I'ensemble ¢k ni par :

We= x;pn( 1) o 1)pn(X; o)+ C ( 1)%0« 0
est incependant de ; et \erie:
@

P,WY)=P (X2W)= et @P(Wr?)j: , =0:
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5. Montrer que le test pur de egion critique W2 est UPP dans la classe des tests
purs sans biais,i.e. weriant P (W= etP (W% pour tout 2 R.
4

IX.2 Moctlisation

Exercice IX.6 (Impartialie) .

En 1986,a Boston, le docteur Spock, militant contre la guere du Vietnam, fut juge
pour incitation publiquea la cesertion. Le juge charge d e I'a aireetait soupconre
de ne pas etre equitable dans la slection des jues. En e et, il y avait 15% de
femmes parmi les 700 jues qu'il avait nommnes dans ses pres peedents, alors
qu'il y avait 29% de femmeseligibles sur I'ensemble de la Vie.

1. Tester si le juge est impartial dans la slection des jues. Quelle est lap-valeur
de ce test?

2. Que conclure sietant plus jeune, le juge n'a pas nomne 70, mais seulement
40 jues?

Exercice I1X.7 (Vaccin).

Des plaignants® ont poursuivi en justice le Minisere israelien de la Sane suitea
une campagne de vaccination meree sur des enfants et ayannh&a’ye des dom-
mages fonctionnels ireversibles pour certains d'entre ex. Ce vaccin etait connu
pour entramer ce type de dommages en de tes rares circotences. Des etudes
anerieures merees dans d'autres pays ont monte que ce isqueetait en moyenne
d'un cas sur 310 000 vaccinations. Les plaignants avaiente inforrmes de ce risque
et I'avaient accepe. Les doses de vaccin ayant provogeds dommages objet de la
plainte provenaient d'un lot ayant servia vacciner un groupe de 300 533 enfants.
Dans ce groupe, quatre cas de dommages ontet ceteces.

1. On mocklise lexvenement\le vaccin provoque des dommages fonctionnels ire-
versibles sur I'enfanti” par une variable akatoire de Bernoulli, X;, de paranetre
p. Calculer la valeur pg correspondant aux esultats desetudes anerieures.

2. Justi er qu'on peut mockliser la loi du nombre N de cas de dommages par une
loi de Poisson de paranetre . Calculer la valeur g attendue si le vaccin est
conforme auxetudes anerieures.

1. M. O. Finkelstein and B. Levin. Statistics for lawyers. Springer, 2nd edition (2010).

2. M. Aitkin. Evidence and the Posterior Bayes Factor. Math. Scientist, vol. 17, pp. 15-25
(1992).
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IX.2 Mocklisation

3. L'hypottese nulle Hp = fp = pog correspond au risque que les plaignants
avaient accepe, I'hypotrese alternativeetant H; = fp > pog. Construire un
testa partir de la variable N. Donner la p-valeur de ce test. Accepte-t-onHg
au seuil de 5% ?

4
Exercice 1X.8 (Sondage)
L'objectif de cet exercice est detudier la variabilie d es sondages.
1. SoientX1;:::; Xy des variables akatoires incependantes ethdenthuemendls-

tribtees de loi de Bernoulli p 2 [0;1]. On posepy =
liregalie Var p(pn)  1=(4n).

2. Un institut de sondage souhaite estimer avec une pecisin de 3 points @
droite eta gauche) la probabilie qu'un individu vote pou r le maire actuel
a la prochaineelection municipale. Combien de personnesest-il recessaire de
sonder ?

3. Sur unechantillon repesentatif de 1000 personnes, orrapporte les avis favo-
rables pour un homme politique. En novembre, il y avait 38% davis favorables,
et 36% en dcecembre. Un editorialiste dans son journal prerl tes au rieux
cette chute de 2 points. Con rmer ou in rmer la position du jo urnaliste.

S i=1 Xi. Montrer

4

Exercice 1X.9 (Une question de point de vue)

Dans les conditions usuelles d'emploi, la duee de vie desgees produites par une
machine sont mocklises par une loi gaussienn® ( o; 2), avec ¢ = 120 heures
et =19:4 heures.

Le repesentant d'un fournisseur propose un nouveau mode de machine, en
promettant un gain sur la duee de vie des peces produitesde 5% en moyenne,
pour unecart-type identique

On cecide de tester le nouveau mockle de machine sur unecantillon de n =
64 peces produites. On note K;;i 2 f1;:::;ng) les duees de vie desn peces
produites par le nouveau mocele de machlne.

1. Quelle est la loi de ;i 2f1;:::;nQg)?

2. Soit la duee de vie moyenne des peces produites par le nouveamocktle
de machine. Donner un estimateur sans biais de . Identier la loi de cet
estimateur.

3. On ne souhaite pas changer de mockle si le nouveau n'est p@lus performant
gue l'ancien. Plus peciement, on souhaite que la probaliie d'adoptera tort
le nouveau mockle ne depasse pas le seuil de = 0:05. Quelle est alors la
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proedure de decision construitea partir de I'estimate ur de ? Les 64 peces
tesees ont eu une duee de vie moyenneegalea 12% heures. Conclusion.

4. Evaluez le risque que cette proedure vous fasse rejeter leouveau mockle si
l'annonce du repesentant est exacte.

Le repesentant conteste cette pro@dure, petextant qu'il vaut mieux partir de
I'hypotrese HJ, selon laquelle le gain de performance moyen est eellemede 5%,
tout en conservant le méme seuil pour ce test.

5. Quelle est alors la proedure de decision ? Quel est le sque de I'acheteur ? Quel
est le esultat de cette proedure au vu des observations dites. Conclusion.

6. Quelle proedure peut-on proposer pouregaliser les sques de I'acheteur et du
vendeur ? Quel est alors ce risque ?
4

Exercice 1X.10 (Concurrence)

On reprend la probematique de I'exercice 1X.9. Un repesentant d'une autre socet

se pesente et ceclare avoir un produit moins cher etequivalenta celui des questions
peedentes (de moyenne et de variance ). L'acheteur le teste sur unechantillon

de m peces. Le esultat obtenu est une moyenne de 124.8 avem = 64. On veut
tester si les deux moctles sont de performancesequivaléesi.e. si =

1. Expliciter ~ et ~y les estimateurs du maximum de vraisemblance de et

2. Construire un test pura l'aide de la statistique de test *, . Que peut-on
dire des performances relatives des deux machines ?

4

Exercice IX.11 (Production d'ailettes) .

Une machine outil fabrique des ailettes de eacteur avec kg caraceristiques sui-
vantes : la longueur d'une ailette suit une loi gaussienneN (o; 3) avec o =

785mm et o = 2mm. Une trop grande dispersion dans les caraceristiqus de
la machine peut induire une production d'ailettes trop longues, qui ne sont pas
utilisables, ou d'ailettes trop courtes, qui nuisent aux peformances du eacteur.
On a donc calibe la machine a n de maitriser au mieux le parametre o, qui est
donc consicee comme connu et invariable. En revanche, lalongueur moyenne a
tendancea varier au | de la production. On cesire \eri e r que les caraceristiques
de la machine n'ont pas trop cerive,a savoir que la longueur moyenne " reste dans

l'intervalle de tokrance [ 9 o] avec "¢ = 1:5mm. On proedea l'analyse de
_ _ _ . 1 X
n = 200 ailettes, ce qui conduita une moyenne empiriqueL, = 0 L; obsenee
i=1
L9bs = 788:3 mm.
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1. \eri er que le moctle est exponentiel. Construire un estimateur de .

2. On souhaite tester I'hypotltese Hg = f~ 2 [ “glgcontre Hy = f~ 2 [
" 0]g. Construire un test bilatral UPPS au seuil  pour tester Hg contre H.

3. Faire l'application nunerique pour = 5% et conclure.
4. Calculer un intervalle de con ance de niveau 95% pour et le comparer a
[o ol
4

IX.3 Tests du 2

Exercice 1X.12 (Gererateur de nombres akatoires).
On souhaite \eri er la qualie du gererateur de nombres akatoires d'une calcula-

X 0/1/2|3[4|5|6|7|8]|9
N (x) |28|32|23|26|23|31|18|19|19|31

Table IX.1. Resultats de 250 simulations d'un gererateur de nombres akatoires : N (x) repesente
le nombre d'occurrences dex.

Exercice 1X.13 (Gesarienne).

On cesireetudier la epartition des naissances suivant le type du jour de semaine
(jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d'accoucheent (naturel ou par
@sarienne). Les donrees du tableau IX.2 proviennent du WNational Vital Statis-

tics Report" 2 et concernent les naissances aux USA en 1997. (On a omis 35 240
naissances pour lesquelles le mode d'accouchement n'a pets retranscrit.)

NaissancesNaturelles| Gesar. Total NaissancesNaturelles| Gesar. || Total
J.O. 2 331 536663 540(2 995 074 J.O. 60.6 %17.3 %|| 77.9%
W.E. 715 085135 493| 850 578 W.E. 18.6 % 3.5 %|| 22.1%

| Total | 3 046 621[799 03:{|3 845 654 | Total | 79.2 %|20.8 %||100.0%|

Table 1X.2. Naissances aux U.S.A en 1997.

3. http://www.cdc.gov/nchs/products/nvsr.htm
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On note py;n la probabilie qu'un keke naisse un jour ouvrable et sans -
sarienne, pw:n la probabilie qu'un keke naisse un week-end et sans @sarienne,
ps.c la probabilie qu'un kelke naisse un jour ouvrable et par cesarienne, pw.c la
probabilie qu'un keke naisse un week-end et par esarienne.

1. Rappeler l'estimateur du maximum de vraisemblance des mbabilies p =
(Pan 5 Pw:N 5 Pac 5 Pwic)-
2. Alaide d'untestdu 2, peut-on accepter ou rejeter I'hypottese d'independance

entre le type du jour de naissance (jour ouvrable ou week-endet le mode
d'accouchement (naturel ou @sarienne) ?

3. On cksire savoir s'il existe une evolution signi cativ e dans la epartition des
naissances par rapporta 1996.A l'aide d'un test du 2, peut-on accepter ou
rejeter I'hypothese p = pg, @ po correspond aux donrees de 1996, voir le
tableau 1X.3?

NaissancesNaturelles|Gsariennes
J.O. 60.5 %) 17.0 %
W.E. 18.9 % 3.6 %

Table IX.3. Naissances aux U.S.A en 1996.

Exercice 1X.14 (Old Faithful) .

On consicere les donrees sur le geyser \Old Faithful" du parc national de Yel-
lowstone aux Etats Unis d'Anrerique. Elles sont constitiees de 299 couges corres-
pondanta la duee d'uneeruption, et au temps d'attente ¢ orrespondant au temps
ecouk entre le cebut de cetteeruption et la suivante. L es donrees sont collecees
contindment du ler au 15 ao0t 1985.

Le temps d'attente (en minutes) moyen est de 72.3, lecarttype de 13.9, et la
nmediane de 76. Un temps d'attente est dit court (C) s'il est inkrieura 76, et long
(L) s'il est superieur ouegala 76. (On constate qu'un temps d'attente inerieur
a 72 minutes est toujours suivi par une longueeruption et qu'un temps d'attente
superieura 72 minutes est suivi enegale proportion par uneeruption soit longue
soit courte. La duee d'uneeruption varie entre 2 et 5 minutes.)

On note wg 2 f C; Lg la duee qualitative du temps d'attente entre le cebut de
la k-emeeruption et la suivante. On consicere les couples X; Yk) = ( Wox 1;Wok)
pour 1 k K =149, qui repesentent les duees qualitatives de deux temps

4. A. Azzalini and A. W. Bownman. A look at some data on Old Fait hful. Applied Statistics,
vol. 39, pp. 357-365 (1990).
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d'attente successifs. On noteN;; pour i;j 2 f C;Lg le nombre d'occurrences de
(i;j ) pour la suite ((Xk;Yk);1 k K). On observe les valeurs suivantes :

Ncc =9; NcL =70; Npc =55 et Ny =15:

On suppose que les variables akatoires ¥«;VYx);1 k K) sont incepen-
dantes et de méme loi.

1. Tester si deux temps d'attente successifs sont inceperahts (i.e. X« estincepen-
dant de Yy). Pourquoi n'utilise-t-on pas les occurrences des couple®vy; Wi+1 )
pour ce test?

2. Tester si deux temps d'attente successifs sont inceperahts et de méme loi {.e.
Xk estincependant de Yy et X a méme loi queYy). Etes-vousetonres de votre
conclusion vu la eponsea la question peedente ?

Exercice I1X.15 (Test de McNemar ou degalie des lois marginales).
On consicere deux juges quievaluent les mémes situation et epondent chaque

fois par I'a rmative (+) ou la regative ( ). On note pf,i) la probabilie que le juge

i eponde par I'a rmative et p(') la probabilie qu'il eponde par la regative. On
esire savoir si les lois des eponses des deux juges soeslmémes, hypothese nulle
Ho = fpf,l) = pf,z) g, ou non, hypotrese alternative H; = fpf,l) 6 pf,z)g. On suppose
gue toutes les eponses possibles pour les deux juges (sqitatre cas possibles) ont
une probabilie strictement positive.

1. \krier que, sous Hg, la loi du couple de eponses ne cepend que de deux
paranetres et telsqueO< < < 1 , = pf,') et le tableau 1X.4
donne les probabilies des eponses possibles.

ep. juge 2 = + |ep. juge 2 =

ep. juge 1
ep. juge 1

1
Table IX.4. Probabilie d'observer les eponses des juges 1 et 2.

2. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance de ( ).

3. On cesire ealiser un test sur unechantillon de taille n. Donner la statistique
de test , du 2 et \erier que :

:w-
Ny +N

n
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al N; estle nombre de fois ai le juge 1 a epondu + et le juge 2 a epndu
, et N , estle nombre de fois a le juge 1 a epondu et le juge 2 a epondu
+. Donner la egion critique de niveau asymptotique 5%.
4. Pour n =200, on observeN, =15et N , =5, calculer la p valeur asymp-
totiqgue du test et conclure.

4

Exercice 1X.16 (Reactionsa des vaccins).

On se propose de comparer les eactions produites par dewaecins B.C.G. corcus
par A et B ®. Un groupe de 348 enfants aet divie par tirage au sort en deux
ries qui ontek vaccirees, l'une par le vaccin de A, l'autre par le vaccin deB. La
eaction aee ensuite lue par une personne ignorant le vaccin utilie. Les esultats
gurent dans le tableau IX.5. En ce qui concerne les eactims, peut-on dire que
les vaccins deA et de B sont identiques ?

Vaccin|Reaction egere |Reaction moyenne |Uleration |Abes || Total
A 12 156 8 1 177
B 29 135 6 1 171
[Total | a1 | 201 [ 14 | 2 [ 348]

Table IX.5. Reactionsa deux vaccins de B.C.G..

Exercice I1X.17 (Accidents de cavalerie)

Le tableau IX.6 donne, sur une periode de vingt ans (1875-184), le nombre de
tee@s par an et par egiment dans la cavalerie prussiennecauses par un coup de
sabot de chevaP. On dispose de 280 observations. Appliquer le test du? pour
\eri er si les donrees suivent une loi de Poisson (dont on etimera le paranetre).

~

Nombre de cee@s par an et par egiment | 0 1|23
Nombre d'observations 144/91/32|11(2

Table IX.6. Dees par an et par egiment.

4

5. D. Schwartz et P. Lazar. Eements de statistique nedicale et biologique. Flammarion (1964).
6. A. Gulberg. Les fonctions de fequence discontinues et les ries statistiques. Annales de I'l.
H. P., vol. 3, pp.229-278 (1933).
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Exercice 1X.18 (Famillesa garcons ou famillesa lles?) .

La epartition du nombre de garcons et de lles dans 5128 familles’ de cing enfants
est donree dans le tableau IX.7. On veut savoir si ce esulat est compatible avec
I'nypothese dequiprobabilie de la naissance d'un garcon et de la naissance d'une
lle. On note r la probabilie d'avoir un garcon.

Nombres de gaicons et de lles|(5,0)|(4,1)((3,2)((2,3)|(1,4)|(0,5)|| Total
Nombre de familles 204 | 841 |1585|1544| 810 | 144 || 5128

Table IX.7. Nombres de garcons et de lles dans 5128 familles de cing enénts.

1. Calculer la proportion de garcons. Utiliser le test du 2 de niveau asymptotique
= 0:01, base sur cette proportion, pour ceterminer si r = 1=2. Donner la p-
valeur asymptotique de ce test.

2. Donner un intervalle de con ance pourr de niveau asymptotique . Remarquer
que le test du 2 estequivalenta l'intervalle de con ance.

3. Utiliser le test du 2 de niveau asymptotique = 0:01, directementa partir des
donrees du tableau IX.7. Donner approximativement la p-valeur asymptotique
de ce test. Conclusion? (En gereral, on obtient un test plus pecis en gardant
la epartition par famille, c'esta-dire en tenant compt e de toute l'information
contenue dans les donrees. La epartition des donrees ersous-ensembles est
appeke nmethode de strati cation.)

4. Utiliser le test du 2 pour \eri er si les donrees du tableau IX.7 suivent une
loi binomiale de paramnetre (5;r), avecr inconnu. Donner approximativement
la p-valeur asymptotique de ce test. Conclusion ?

Exercice IX.19 (Les ces de Weldon).
Weldon a eectte n = 26 306 lancers de douze des a six face® On note X
le nombre de faces indiquant cing ou six lors du-eme lancer. Les fequences

empiriques obsenees sont noeeg*= N;j=n, a1 N; est le nombre de fois a1 I'on a
X
obsene j faces indiquant cing ou six, sur les douze lancer; = lix,=jg- LES
i=1
observations sont donrees dans les tableaux IX.8 et IX.9.
7. M.-P. Schetzenberger. Resultats d'une enquéte sur la distributio n du sexe dans les familles
nombreuses.Semaine des Hopitaux de Paris vol. 25(61), pp. 2579{2582 (1949).

8. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications , vol. 1, p. 148. Wiley,
third ed. (1968).

65



IX Tests

No =185 |N1 = 1149|N, = 3265[N3 = 5475

N4 = 6114 |Ns5 = 5194 |[Ne = 3067 N7 = 1331

Ns =403 N9:105 Nlo:l4 N11 =4

le =0
Table 1X.8. Observations.

Po = 0:007033|p1 = 0:043678 P2 = 0:124116| p3 = 0:208127
P2 = 0:232418|ps = 0:197445 ps = 0:116589| p7 = 0:050597
Ps = 0:015320(pPs = 0:003991fp10 = 0:000532p11 = 0:000152
P12 = 0:000000

Table IX.9. Fequences empiriques obsenees.

Si les des sont non biaiges, la probabilie d'observer les faces cing ou six dans
un lancer de ces est de £3. Les variables akatoires Ki;1 i n) suivent donc
la loi binomiale de paranetres 12 et E3. Les fequences treoriques sont donrees
dans le tableau 1X.10.

po = 0:007707

p1 = 0:046244

p2 = 0:127171

ps = 0:211952

ps = 0:238446

ps = 0:190757

ps =0:111275

p7 = 0:047689

ps = 0:014903

po = 0:003312

P10 = 0:000497

P11 = 0:000045

p2 = 0:000002

Table 1X.10. Fequences treoriques.

1. Donner la statistique du test du 2 et la p-valeur. En ceduire que I'on rejette
I'nypothese des des non biaises.

2. Rejette-t-onegalement I'hypotrese selon laquelle les variables sont distriblees
suivant une loi binomiale de méme paranetre (12r), r etant inconnu?

4
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Intervalles et egions de con ance

Exercice X.1 (Loi exponentielle synetrique cecake) .
Soit X une variable akatoire exponentielle syretrique decake de densie :

f(x)= %ejx I 8x 2 R;

@ 2 R est un paranetre de decalage inconnu.
1. Calculer E [X] et Var (X). Construire un estimateur T, de a partir d'un

loi que X.

2. Construire un intervalle de con ance de niveau asymptotque 95% de pour
n = 200.

4

Exercice X.2 (Loi uniforme).

forme sur [ ] ar > 0 est un paranetre inconnu. Soit o > 0. On veut tester
I'hypotrese nulle Hg = f 0g contre I'nypotlese alternative Hy = f > (g au
seuil

1. Donner le test pur de Neyman correspondant et la egion citique W, assocee.
2. Calculer la puissance du test ( ).

3. On choisit ¢ = % Calculer z en fonction den pour que le test soit de niveau
5%.

4. Avec ¢ = % et = 5%, calculer n pour que la puissance du test soit d'au
moins 98% en = %. Que vaut la puissance du test en = % sin=27?
5. On consicere les hypottesesH) = f = oget H? = f > (g Quel test

proposer?



X Intervalles et egions de con ance

6. Soit %> 0 donre. Calculer k, 1 tel queP ( ko, max; ; n Xj) soitegala
1 O En ckduire un intervalle de con ance pour au niveau 1  ©

7. Montrer que la suite (n( max; ; n Xj);n 2 N ) converge en loi vers une loi
exponentielle. En ceduire un intervalle de con ance pour de niveau asympto-
tique 1 O Le comparer avec l'intervalle de con ance de la question pedente.

4

Exercice X.3 (Intervalle de con ance d'une fequence).

On consicere des variables akatoires Kn;n 2 N ) incependantes de loi de Ber-
noulli de méme paranetre p 2]0; 1[ inconnu. Soit  2]0; 1[. On desire donner plu-
sieurs intervalles de con ance pourp de ni\ﬁeau exact ou approcte 1, construits

a partir de la moyenne empirique X, = % ", Xi de lechantillon de taille n.

1. \erier que Var p(X,) 1=4n. Deduire de liregalie de Tchebychev, un inter-
valle de con ance (synetrique) de niveau par exes 1 pour p.

2. Montrer que Xn(1 X;,) est un estimateur convergent de 2 = Var p(X1). De-
duire du theoeme central limite un intervalle de con anc e de niveau asymp-
totique 1 pour p.

Pa

3. On consicere la fonctiong, (x; p) = p% Montrer que la suite (g, (Xn; p),
p p

n 2 N ) converge en loi vers une loi incependante du paranetrep (la suite de
fonction (gy;n 2 N ) est asymptotiqguement pivotale). En consicerant l'inver se
dep 7! gn(Xx;p), donner un intervalle de con ance de niveau asymptotique 1
pour p.

4. En utilisant la majoration x(1 x) 1=4, deduire du treoeme central limite
un intervalle de con ance de niveau asymptotique par exesl pour p.

5. Trouver une fonction g telle quepgo(Ep[X 1])2Varp(X 1) Soit constant pour tout
p 2]0; 1[. Montrer que la suite ( n(g(Xn) 9(p));n 2 N ) converge en loi et
ceterminer la limite. En ceduire un intervalle de con anc e de niveau asympto-
tique 1 pour p (methode de stabilisation de la variance).

6. Soft 1>a>;p . Montrer, en utilisant liregalie de Markov, que Pp(Xn > a)

E, e Xn @ pourtout > 0.En ceduire que :

Po(Xn>a) exp n alog(@=p+(1 a)log((1 a=1 p) :

Deduire de cette majoration une majoration de Pp(X, <a) pour0<a<p.
Construire un intervalle de con ance de niveau par exes 1 pour p.

7. Donner les intervalles de con ance lorsque I'on observX, = 0 pour n grand.
Conclure.

4
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Probémes (probabilies)

XI.1 Loi uniforme sur la splere

Exercice XI.1 (Loi gaussienne et loi uniforme sur la sptere)
Le but de I'exercice est de cemontrer le esultat suivant, attribie @ tort 1)a H.
Poincae : en dimension n, la prerBEre coordonree d'une variable akatoire de
loi uniforme sur la sptere de rayon' n, est approximativement de loi gaussienne
N (0; 1).

dp—

Pour n 2 ety, = (X1;:::;%Xy) 2 R", on note jy,j = k=1 XE la norme
de yn, € 1 1 = Yn=jYynj la direction du vecteur y,, avec , 1 unekment de
S, 1= fz, 2 R";jzhj =19 la sptere de rayon 1 deR".

Soit (Xn;n 2 N ) des variables akatoires incependantes de loi gaussiare cen-

tee eduite N (0;1). On consicere Y, = ( X1;:::;Xy) le vecteur akatoire dans R"
et on pose : v
u
X Y
Rn:anjztJ XE et n1:_n
Rn

k=1

. . P .
1. Apespavmretude la convergence de (% key X 2-n  2), montrer que la suite
(Rn= n;n 2) converge p.s. vers 1. Autrement dit, en grande dimensiony,
se concentre p.s. sur la sptere de rayon n.

Onnote , 1(d , 1), avec , 12 S, 1, la mesure de Lebesgue sus, ;. On dit
gu'une variable akatoire Z,a valeurs dansR" est de loi uniforme surS,, 1 si pour
toute fonction borree g e niesur S, i, ona:

Z

Elg(Zn)] = C—ll 2 1(dn D dln D)

Sh 1

1. P. Diaconis and D. Freedman. A dozen de Finetti-style results in search of a theory. Ann.
Inst. H. Poincae Probab. Statist. , vol. 23(2) : pp. 397-423, (1987).
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al

Ch 1= n 1(Sn,) est la surface de la sprereS, ;.
On rappelle la formule de changement de variable suivante,lienue en posant

'h = jynj € n 1= Yn=rn, pour toute fonction h mesurable inegrale surR" :

XI.

4 4 4

h(yn) dyn = rn Ldr, n 1(dn 1) h(rn n 1):

R 10;+1 [ Sn o1

Donner la densie deY,, puis montrer que , 1= Y,5Yyj est de loi uniforme
surS, 1.

. Pourn 2, soit UM =( U{”); i Ur(]”)) une variable aSatoire de loi uniforme

sur la sphere de R" de rayon P n, autrement dB U(M="n est de loi uniforme
surS, 1. Remarquer queU(™ a méme loi que” N Y,=jY,j. Puis, montrer que

(Uf‘); n 2) converge en loi vers la loi gaussienne centee eduitdN (0; 1).

2 Le collectionneur

Exercice X1.2 (Le collectionneur).

Votre petit fiere collectionne les images des joueurs de lacoupe du monde que
l'on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose gu'iexiste n 1 images
dierentes et qu'elles sontequitablement eparties, a raison d'une par tablette. On
note T, le plus petit nombre de tablettes qu'il faut acheter pour obtenir une image

en double.
1. Donner un mockle probabilisteeEmentaire qui permette detudier T,. Montrer
que pourk 2f1;:::;ng,ona:
¥ i1
P(Th, >k) = 1 e

70

i=1

Montrer en utilisant les fonctions de epartition que ( Ty P n;n 1) converge
en loi vers une variable akatoire X . (On rappelle que log(1 +x) = x + O(x?)
au voisinage de 0.)

. Montrer que la loi de X possde une densit et la calculer.
. Determiner et reconnatre la loi de X 2.
. On consicere un groupe dek personnes. On suppose qu'il n'y a pas danree

bissextile. Donner une approximation de la probabilie, px, pour que deux per-
sonnes du groupe au moins aient la méme date d'anniversair®n traitera les
valeurs suivantes dek : k =20, k =40 et k = 366.



XI.2 Le collectionneur

Exercice X1.3 (Le collectionneur).

Votre petit fiere collectionne les images des joueurs de lacoupe du monde que
I'on trouve dans les tablettes de chocolat. On suppose qu'iexiste n images dif-
Erentes et qu'elles sont equitablement eparties, a r aison de une par tablette.
On note X; 2 f1; ;ngle nunero de limage contenue dans laieme tablette.

On note Nk le nombre de tablettes achetes pour obtenirk images dierentes :

Ng =inf fj 1;Card fX;;i jg= kg. Enn, Tx = Nx Ny 1, avec la conven-
tion T; = 1, repesente le nombre de tablettes achetes pour obteir une nouvelle
image alors que l'on en possde cepk 1. Le but de cet exercice est letude du
nombre de tablettes,N,,a acheter pour avoir la collection compete. Ce probeme
est connu sous le nom du probeme du collectionneur de coups? 2 ou \coupon

collector" en anglais.

1. Quelle loi proposez-vous pour la suite de variables alaires (Xi;i 2 N )?

2. Calculer P(T, = 7) pour ~ 2 N . En ceduire que T, suit une loi geonretrique
dont on pecisera le paranetre.

3. Montrer que pour ;32 N

P(To= "2, T3 = ‘3)X | | |
= PX1=j1; X, =X, =2

1;j 2;j 3 distincts ;
j1ijz2;is2f Lusng

;X‘2+‘3 ijl;jZQ;X‘2+‘3+l = jS):

4. En ceduire que T3 suit une loi georretrique dont on pecisera le paranetre .

5. \erier que T, et Tz sont independants.

6. Decrire Ty comme premier instant de suces et en ceduire sa loi.

On admet doenavant que les variables akatoires T1; To; ; Th sont incepen-
dantes.

7. Calculer E[N] et werier que E[N,]= n(log(n)+ O(1)) a1 O(1) cksigne une
fonction g telle que sug, 1jog(n)] M< 1.

8. Calculer Var(N,) et en donner unequivalent quand n tend vers I'in ni.

. ) Nn
9. Soit" > 0. Majorer P 1>"
) EIN, ]

2. P. Flajolet and R. Sedgewick. Analytic combinatorics, Symbolic Combinatorics . Cambridge
University Press, http://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.pd f (2009).
3. D. Aldous. Probability approximations via the Poisson clumping heuri stic. Springer (1989).
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: N -
10. Montrer que la suite - Io;n ;n2 N converge en probabilie vers 1.

Exercice X1.4 (Le collectionneur).

Soit (Xk;k 2 N ) une suite de variables akatoires incependantes de loi Bponen-
tielle E( ) de paranmetre > 0. La variable akatoire X; repesente le temps de
panne de la machine. On suppose qu'une fois en panne les machines ne sont pas
epaees. Soit n 2. On note Xy Xy le eordonnement croissant de

ieme panne quand on consicere I'ensemble dea machines. On pose
Y1 = Xy = min Xj;
! @ =

le temps de la premere panne,Y, = X5y X(y) le temps entre la premere et la

Yk= X(k) X(k 1):

Le but de ce probeme est dans un premier temps detudigr lecomportement de
linstant ai la dernere machine tombe en panne, X,y = iL; Vi, quand n tend

En n nous donnerons une application de ces deux esultats a probeme du col-
lectionneur dans une troiseme partie.

P
| Comportement asymptotique de Xmy = 4 Vi
1. Calculer la fonction de epartition de Xy = maxy i n Xj.

2. Montrer que la suite (X (n) Llogn;n 2 N ) converge en loi vers une variable
akatoire Z dont on ceterminera la fonction de epartition.

3. Pour =1, en ceduire la densie f de la loi de Z. [Bterminer,a la premere
ecimale pes, a et btels que i‘ f(z)dz=2:5% et b” f (z)dz = 2:5%.

Il Loi du vecteur ( Yq1;:::;Y ).

1. Soiti 6 j. Calculer P(X; = Xj).

2. En ceduire que P(9i & j;X; = Xj) = 0. Remarquer que presque srement le
eordonnement croissant est unique, c'esta-dire X ;) < < X (ny- Ainsi p.s.
aucune machine ne tombe en panne au méme instant.
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XI.2 Le collectionneur

3. On suppose danscette question et la suivante seulement quen = 2,
Soit g; et gp des fonctions borrees mesurables. En distinguant X; < X »g et
f X, <X 19, montrer que :
z

Elo(YD)®R(Y2)l = 0u(yD)G(yY2) 2 2e 2Y1 Y21y 5 0y,5 09 dyrdys:

En ceduire une expression deE[g:i(Y1)] puis la loi de Yi.

4. Deduire la loi de Y, et \erier que Y et Y, sont independants. Donner la loi
du vecteur (Y1;Y2).

5. En cecomposant suivant lesexenementsfX ;) < <X (@ @ parcourt
'ensembleS, des permutations def1;:::;ng, montrer que pourn 3:

Elg1(Y1)  on(Yn)]= NE[01(X1)@(X2  X1)  h(Xn  Xn 1)lix,< <x ngh

al les fonctions g1;:::gn sont mesurables borrees. On pourra utiliser, sans le

7. En ceduire la fonction caraceristique de X ).

11 Application

Votre petit fere collectionne les images de Polemons qud'on trouve dans les
plaguettes de chocolat. On suppose qu'il existe images dierentes et qu'elles sont
eparties au hasard dans les plaquettes. On notél., le nombre de plaquettes qu'il
faut acheter pour avoir une nouvelle image, alors que I'on epossde cea k 1.
On a doncTyn = 1. Pour avoir toutes les images, il faut donc acheterTy., + +
Th:n = Np plaquettes. On admet (voir I'exercice XI.3) que les variabés akatoires

Tin: i1 Ton SONt incependantes et que la loi deTy., est la loi geonetrique de
k 1 N
pararnetre 1 — On admet de plus queE[N,] nlogn et que - Iogj - converge

en probabilie vers 1 quand n! +1 . Le but de cette partie est de determinera
quelle vitesse a lieu cette convergendeet d'en ceduire un intervalle akatoire pour
le nombre de plaquettes de chocolat que votre petit fiere da acheter pour avoir
sa collection compkte.

Soit .5 la fonction caraceristique de %Tn k+1n, W kK2fL:ir;nget ¢ la
fonction caraceristique de la loi exponentielle de paramtre K.

4. P. Erdes and A. Renyi. On a classical problem of probability theor y. Publ. Math. Inst. Hung.
Acad. Sci., Ser. A, vol. 6, pp. 215{220 (1961).
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. 1 : .
1. Montrer que la suite ﬁTn k+1:n; N Kk converge en loi vers la loi exponen-

tielle de paranetre k.
On admet que pour tout u 2 R, il existe n(u) et C, tels que pourtoutn n(u)

1

o C (X1.1)

j Kn(u) k(UH

al(jaxj letjbj 1)alorsona:

y w X _
ay by jax e (X1.2)
k=1 k=1 k=1

2. Montrer que :
e () cOn,
@l Xy est cenie au paragraphe |, avec = 1.
De manere formelle, on a pourn grand et des variables akatoires inckependantes :

%Géom(l)+ %Geom(n - Lhe %Géom(%) YE )+ E( 1+ + EQ):

3. Montrer que la suite (n *(N, nlogn);n 2 N ) converge en loi vers la variable
akatoire Z ke nie au paragraphe 1.

4. Donner un intervalle akatoire, |, de niveau asymptotique = 95% pour N, :
P(Nh 2 1,) " 95%) pour n grand.

5. Quel est le nombre moyen de plaquettes de chocolat que vetmpetit fiere doit
acheter pour avoir la collection den = 151 Polemons compkte. Donner un
intervalle akatoire qui contienne avec une probabilie de 95% le nombre de
plaquettes que votre petit fiere risque d'acheter pour avar une collection com-
pete.

Refaire I'application nurrerique pour n = 250, qui correspond au nombre de
Polemons de la deuxemeedition.
4

XI.3 Le paradoxe du bus

Exercice X1.5 (Paradoxe du bus)
A l'arrét de bus, il est indique que le temps moyen entre lespassages de bus est
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XI.3 Le paradoxe du bus

d'environ 10 minutes. Or, lorsqu'un client arrivea l'inst ant ta l'arrét de bus, il
attend en moyenne une dizaine de minutes. On en ceduit nevement, par synetrie,
qgue le temps moyen entre deux passages de bus est de 20 minuties but de cet
exercice est de ceterminera l'aide d'un mocele simple qu, de la socee de bus ou
du client, a raison. Le paradoxe du bus est aussi connu dans laerature sous les
noms de \inspection paradox", \Feller's paradox"® ou \waiting time paradox" ©.

On note T; le temps de passage du premier bus eTiﬂ le temps entre le
passage duieme et du i + 1eme bus. En particulier \l/jg = [, T estle temps
de passage duf™® bus, avec la convention queVy = iO:l T; = 0. A cause des
conditions akatoires du tra ¢, on suppose que les variabks akatoires (Tj;i 2 N )
sont inckependantes et de loi exponentielle de paranetre > 0.

| Peliminaires

1. Quel est, d'apes ce moctle, le temps moyen entre les pasages des bus annone
par la socee de bus?

2. Determiner et reconnatre la loi de V,, pourn 1.

On note N¢ le nombre de bus qui sont passes avant l'instantt :

X
Ny =supfn O0; T tg
i=1
3. Quelle est la valeur deP(N; = 0)?
4. Ecrire levenement fN; = ng en fonction deV,, et Tp+1.

5. Pour n 1, calculer P(N; = n), et \erier que la loi de N; est une loi de
Poisson dont on pecisera le paranetre.

Il Les temps moyens

P .
OnnoteRy =t iN:‘l T;, le tempsecouk entre le passage du dernier bus avant

t et t, avec la convention queR; = t si Ny = 0. Et on note S; = i'\':tfl T tle

temps d'attente du prochain bus lorsqu'on arrivea l'instant t. Soitr;s 2 [0; 1 [.
1. Que vautP(R; t)? CalculerP(R; rS;y s;N¢{=0).
2. On note z; = max(z;0). \erier que, pour n 1:

PRt rS; s;Ny=n)=e '(1 es)n—r:[t” t

5. W. Feller. An introduction to probability and its applications , vol. 2. Wiley (1966).
6. L. Takacs. Introduction to the theory of queues. Oxford University Press (1962).
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3. Calculer P(R¢ Sy s) la fonction de epartition du couple ( R¢; S¢). On
distinguera les casr <t etr t.

4. Determiner et reconnatre la loi de S;.
5. Montrer que R; a m&éme loi que min(Ty;t).

6. En ceduire le temps moyen d'attente d'un bus lorsqu’on arivea l'instant t ainsi
gue lecart moyen entre le dernier bus juste avant l'instant t et le premier bus
juste apes l'instant t. Pouvez-vous epondrea la question initiale du probeme ?
Quel est le paradoxe ?

Il Loi du temps entre deux passages de bus

On cesire maintenantetudier la loi du temps entre le dernier bus juste avant
l'instant t et le premier bus juste apes l'instantt : U; = Ry + S;.

1. \eri er que les variables R; et S; sont incependantes, autrement dit que les
ewenements fRy rgetfS, sgsontindpendants pour tout (r;s) 2 R2.

2. \erier que ( U;;t> 0) converge en loi vers une variable akatoirdJ. Determiner
et reconnatre la loi limite.

3. Calculer laloi deU; = Ry + ;.

Exercice X1.6 (Paradoxe du bus)
Les parties | et Il sont independantes.
Soit T une variable akatoire p.s. strictement positive, i.e. P(T > 0) = 1.

| Le temps d'attentea l'arrét de bus

Soit (Th;n 1) une suite de variables akatoires independantes et de ame
loi que T. Soitn 2 ». Alinstant t = 0 un premier bus (bus 1) passe devant
l'arrét de bus. Le tempsecouk entre le passage deg-eme et (k + 1)-eme bus est
mockli®e par la variable akatoire Ty. L'experiencepest termiree lors du passage du
(n + 1)-eme bus. On pose, pourk 2 N, S = :‘:1 T; le temps de passage du
(k +1)-eme bus, et Sp =0.

On suppose qu'un client arrive au hasard apes le premier ba (t = 0) et avant le
dernier bus (t = Sp). On note N, le nurrero du dernier bus pass avant son arriee,
et T, = Ty, le tempsecouk entre le passage du bus juste avant son anee et le
passage du bus juste apes son arrivee. Le but de cette pare est de determiner la
loi de T,,, et de donner son comportement asymptotique quana tend vers I'in ni.

Soit U une variable akatoire de loi uniforme sur [Q 1] et independante de
(Th;n  1). On mocktlise le temps d'arrivee du client par US;.
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1. Expliquer brevement pourquoi on mocelise le temps d'arrivee du client par
UsS.
2. Montrer que les variables akatoiresT=S, ont méme loi.
. T
3. En ceduire E[Xp] =1, au X, = %
n
4. Soit Z une variable akatoirea valeurs dans R" de densit h, incependante de
U. Montrer que pour toute fonction ' borree mesurable, on a :
Z,
E[' (U;Z2)]=E du' (u;2) : (XI1.3)
0

On admettra que (X1.3) est vraie pour toute variable akatoire Z vec-

torielle incdtpendante de U.

5. Remarquer que pour 1 k n,onafN, = kg = fU 2]S¢ 1=5; Sk=5]0.
Soit g une fonction borree mesurable. Montrer, en cecomposant givant les
valeurs deN,, et en utilisant (X1.3), que :

HWRH=E[%%Uﬂ: (X1.4)

On suppose queT est inegrable et on pose = E[T].

6. Montrer que la suite (X,;n 1) converge p.s. vers une limiteX . Calculer
E[X].

7. On ¢k nit la fonction ' 4 (x) = max(x;0). \erier que la fonction ', est
continue et que ' +(X y) X pour tout x Oy 0. Montrer que
limnn  E[' + (X Xy)]=0.

8. \erier que jxj = x+2'4(x) pour tout x 2 R. En cduire alors que

9. Soit g une fonction borree mesurable. Deduire de la question pe@dente que
la limite lim i1 E[9(T, )] existe et la ceterminer.

10. En utilisant (XI.4) pour un choix judicieux de fonctions g, montrer que la suite

(T,;n 1) converge en loi vers une limiteT quand n tend vers l'in ni. La loi
deT est appeke loi deT biaiee par la taille.

Il Loi biaige par la taille

On suppose queT est inegrable, et on pose = E[T]. Soit T une variable
akatoire suivant la loi de T biaisee par la taille : pour toute fonction g positive
mesurable :

E[g(T )= SE[ToT):

1
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On suppose queT est de care inegrable. On note 2 sa variance. Calculer
E[T ] et comparer avecE[T].

. On suppose que la loi der possede une densief . Montrer que la loi de T

posede une densie, noeef , et l'identi er.

. SiT est une variable akatoire de loi exponentielle de paramére , montrer que

T ameme loi queT + T°a TC%est une variable akatoire incependante de T
et de méme loi queT. (La loi exponentielle est la seule loi de variable akataie
strictement positivea posseder cette propree.) En d eduire en particulier que
E[T ]=2E[T].

On poseG(a) = E[(T )li1 agl poura 0. Montrer que G est cecroissante
sur [0; ] et croissante sur [; 1 [. En ceduire que pourtout a 0,G(a) O
puis que P(T a P(T a).

. Soit Z une variable atatoire eelle de fonction de epartitio n Fz. On note F, *

linverse gereraliee de Fz : pour p 2]0;1[, F, Yp)=inffx 2 R;F(x) pg, ai
par convention inf; =+ 1 . (Si Fz est continue strictement croissante, alors
F, ! corresponda l'inverse deFz.) On admet que

Fz() p0 x F (p)

Soit U une variable akatoire uniforme sur [0, 1]. Montrer en utilisant les fonc-
tions de epartition que F, 1(U) a meéme loi queZ.

. Deduire des deux questions peedentes, qu'il existedes variables akatoiresT,

de méme loi queT, et T , de méme loi queT , telles que p.s. T~ T. (On dit
queT domine stochastiquementT.)

Conclusion

On ceduit des deux parties que si les tempsecouks entre és passages de deux

bus consecutifs peuvent étre moctlies par des variabés akatoires independantes
de méme loi et de moyenne , alors quand le client arrive au hasarda l'arrét de

bus, le temps moyen ecouk entre le passage du bus peeent et le passage du
prochain bus est plus grand que (etegala 2 dans le cas de la loi exponentielle).
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Xl.4 La statistigue de Mann et Whitney

Exercice X1.7 (Statistique de Mann et Whitney) .
L'objectif est detudier le comportement asymptotique des statistiques de Mann
et Whitney 7 8.

| Calculs peliminaires

Soit X, Y deux variables akatoires eelles incependantes de derit respective
f et g. On introduit les fonctions de epartitions :
Z, zZ,
F(x)= P(X x)= f(u) du et G(y)= PlY y)= g(u) du:
1 1
On suppose quep = P(Y  X) 2]0; 1].
1. Quelle est la loi delsy xq? Donner Var(liy xg) en fonction dep.

2. Determiner p comme une inegrale en fonction deG et f (ou en fonction deF
et g). \erier que, si X etY ont méme loi (i.e.f = @), alors p=1=2.

3. OnposeS=E 1liy xgiX etT=E lfy xgjY . Determiner SetT. Donner
E[S] et E[T].

4. Onpose =Var(S)et =Var(T).Calculer (respectivement ) en fonction
dep; G etf (respectivementp;F et Q).

5. Montrer que, siX et Y ont méme loi, alors = . Donner alors leur valeur.

6. Calculer Cov(S;1liy xg) et Cov(T;1liy xg)-

On admet que p 2]0; 1] implique que (; ) 6(0;0).

Il Etude de la projection de Hjek de la statistique de Mann et
Withney

Soit (Xj;i 1) et(Yj;] 1) deux suites incependantes de variables akatoires
incependantes. On suppose de plus qu&; a méme loi queX pour tout i 1, et
Y; a méme loi queY pour tout j 1. La statistique de Mann et Whitney est la
variable e nie pour m 1,n 1, par:

XX
Unin = 1ty xi¢f
i=1 j=1
7. H. B. Mann and D.R. Whitney. On a Test of whether one of two ra ndom variables is
stochastically larger than the other. Ann. Math. Stat. , vol. 18(1), pp. 50{60 (1947).

8. P. Capera et B. van Custem. Methodes et mockles en statistique non paranetrique . Dunod
(1988).
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XX
OnposeUp,., = Unn  E[Unn] = lty, x;g P .Laprojectionde Hjek 9
i=1 j=1
de Up,., est ck nie par :
xXn _ X _
Hm;n = E[Um;njxi] + E[Um;nJYj ]:
i=1 j=1

On poseS; = G(Xj) et Ty =1 F(Y)).
1. \erierque Hpn=n 1, (S p+ mP (TP
2. Calculer Var(Hn:n) en fonction de et
3. Determiner la limite en loi des suites :
I 0 1

1 X
Vm=p= (S pim 1 et @Nn:p—ﬁ (T, pin 1A

Il est facile de \eri er,a partir de la cemonstration du t heoeme central limite,
la convergence uniforme locale des fonctions caracerigjues. Soit Zx;k 1) une
suite de variables akatoires incependantes, de méme loet de care inegrable,

telles queE[Z¢] =0 et Var(Zx) = 2. Alorson a:

2,2= )
o P g (W)=e 2+ Ry (u);

et pour tout K 0, lim sup jRg(u)j =0.
k!l jui K
q___
3. Ecrire Hy.n= Var(Hm:n) comme une combinaison lireaire deVy, et Wy. En
utilisant la proprtae ci-dessus, montrer que, quand min (m;n) tend vers I'in ni,
la suite Hpmn= Var(Hmn);m 1;n 1 converge en loi vers la loi gaus-
sienne centee eduite N (0;1).
4. On admet la formule suivante (voir la partie IV pour une e monstration) :

Var(Unn)= mn?2 + m?n + mn(p p? ): (X1.5)

q__
Ceterminer la limite en loi de la suite Hpn= Var(Unpn);m Ln 1

guand min(m;n) tend vers I'in ni.

9. J. Hajek. Asymptotic normality of simple linear rank sta tistics under alternative. Ann.
Math. Stat., vol. 39, pp. 325-346 (1968).
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Il Convergence de la statistique de Mann et Whitney

1. Montrer que Cov(Hm;n; Uy ) = M2 Cov(S;1iy x )+ hm? Cov(T; 1ty xg).

2. En ceduire Var(Hm:;n ~ Upp ).

3. Calculer la limite de Var(Hm:;n ~ Up.p )=Var(Umy:n ) quand min(m;n) tend vers
I'in ni. |

Hm: Uy
4. En deduire que la suite Jfe)m’niim'”;m 1;n 1 converge en probabilie

vers 0 quand min(m; n) tend vers l'in ni.

5. Montrer que la suite :
!
Unn  MNp

———m 1n 1
Var(Um:n)

converge en loi quand minfn; n) tend vers l'in ni. Determiner la loi limite.

IV Calcul de la variance de la statistique de Mann et Whitney

Soit X % et Y%des variables akatoires de méme loi quéX et Y. On suppose de
plus que les variables akatoiresX; X %Y et Y%sont independantes.
1. On consicere la partitonde = f(i;i%j;j 92 (N)%i m;i® m;j n;j©°
ng en quatre sous-ensembles :

1=f055 )2 o

2= f(i;i%;)2 ;i6i%;
s=fGii 92 ;i6i%

4= 1Gi%i92 ;i6i% 6%

Calculer le cardinal des quatre sous-ensembles.
2. \erier que Cov( iy xgilivo xg)= etCov(liy xg:ilfy xog) =
3. Calculer la variance deUy,., et \eri er ainsi la formule (XI.5).
4. Donner Var(Um:n) dans le cas a1 les variables akatoiresX et Y ont méme loi.
4
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XI.5 Le processus de Galton Watson

Exercice X1.8 (Moctle de population).

En 1873, Galton publie un probeme concernant le calcul de & probabilie d'ex-
tinction des noms de familles. N'obtenant pas de eponse d#sfaisante, il contacte
Watson qui fournit une eponse partielle. Ce n'est qua partir de 1930 que ce
probeme attirea nouveau l'attention et obtient alors un e eponse cetailee 1°.

Le but du probeme qui suit est,a partir d'un moceleek mentaire devolution
de population, appet mockle de Galton-Watson, de determiner cette probabilie
d'extinction.

On consicere un individu masculina l'instant 0, et on note Z,, le nombre de des-
cendants masculins de cet individua lan-eme gereration ( Zo = 1 par convention).
On suppose que les nombres de garcons de chaque individu sancependants et
de méme loi qu'une variable akatoire, ,a valeurs enteres. Plus peciement, soit
(in;t L;n  0) une suite doublement indiece de variables akatoires mdepen-
dantes de méme loi que . Le nombre d'individus de la n + 1-eme gereration est
la somme des garcons des individus de la-eme greration, pour n 0 :

Xn
Zn+1 = in s
i=1

avec la convention queZ,+; =0 si Z, = 0. On c nit la probabilie d'extinction
de la population :

= P(il existe n 0Otel queZ, =0):

Pour k 2 N, on note px = P( = k), et 'on suppose que po > 0] (si po = 0, alors
la probabilie d'extinction est nulle).

| Calcul de la probabilie d'extinction

1. Montrer que est la limite croissante de la suite P(Z, =0);n  0).
On suppose que est inegrable, et on posem = E[ |.

2. Calculer E[Z+1]Zn]. En ceduire que E[Z,] = m".

3. Montrer que sim < 1, alors =1, i.e. p.s. la population skteint.

On note la fonction gereratrice de , o(z) = z pour z 2 [0;1] et, pourn 2 N,
n la fonction gereratrice de Z,.

10. D. Kendall. Branching processes since 1873.J. London Math. Soc., vol. 41, pp. 385-406
(1966).
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4. Calculer E[z%"**jZ,] pour z 2 [ 1;1]. En ceduire que 41 = n , pUiS que
n+l = n-
5. Montrer que P(Zn+1 =0) = (P(Z, = 0)). En ceduire que  est solution de
lequation :
x) = x: (X1.6)

6. Calculer Y1). \erierque si m 1, alors est strictement convexe sur [01].
Tracer le graphez 7! (z) pour z 2 [0;1].

7. En deduire que sim =1, alors =1.

On suppose doenavant quem > 1.

8. Montrer que (XI.6) posede une unique solutionxg 2]0; 1].

9. Montrer que P(Z, =0) Xg pour tout n 0. En deduire que = Xp.

Il Comportement asymptotique sur un exemple

Les donrees concernant les U.S.A. en 1920 pour la populatomasculine (cf la
etrence 10 en bas de page 82) sont telles que I'on peut meliser la loi de  sous
la forme :

po= ; etpourk 1, p=(1 )1 )K1 (X1.7)

avec 0< < < 1. On suppose doenavant que la loi de est donree par (X1.7).
1. Calculerm = E[ ], wrier que m> 1 et calculer , l'unique solution de (XI.6)

dans ]Q1[, au est la fonction gereratrice de . Application nurrerique (cf la

note 10 en bas de page 82) : =0:4813 et =0:5586.

1

(2) 1_ 2
(2)
3. Calculer la fonction caraceristique de XY , au X et Y sont incependants, X

est une variable akatoire de Bernoulli de paranetrep 2 [0; 1], et Y une variable
akatoire exponentielle de paranetre > 0.

2. \eri er que 1. En ceduire  ,(2).

4. Montrer que la suite (m "Z,;n 1), au Z, est une variable akatoire de
fonction gereratrice , converge en loi vers une variable akatoireZ dont on
reconnaira la loi.

4

X1.6 Loi de Bose-Einstein

Exercice X1.9 (Loi de Bose-Einstein).
Lenergie d'une particule est quantiee, c'esta-dire que les valeurs possibles de
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lenergie forment un ensemble discret. Mais, pour un nivea denergie donre, une
particule peut étre dans dierents sousetats, que I'on peut cecrirea I'aide du mo-
ment ciretique (nombre quantique secondaire), du moment nagretique (nombre
quantigue magretique) et de la rotation propre deselectrons de I'atome (spin). Il
existe deux types de particules :

{ Les fermions glectron, proton, neutron, etc.) ont un spin demi-entier et
oleissenta la statistique de Fermi-Dirac : au plus une patrticule par sous-
etat.

{ Les bosons (photon, phonon, etc.) ont un spin entier et olBssenta la statis-
tigue de Bose-Einstein : plusieurs particules peuvent ocquer le méme etat,
et les particules sont indiscernables.

Le but de cet exercice est, apes avoiretabli la loi de BoseEinstein 11 12, deva-

luer plusieurs quanties naturelles assoceesa cette bi.

| Convergence en loi pour les variables atatoires discetes

Soit (Xp;n 1) une suite de variables akatoiresa valeurs dansN. On pose
Pn(K) = P(Xn = k) pour k2 N, n 1.

1. On suppose que, pour tgutk 2 N, la suite (ph(k);n 1) converge vers une
limite, noee p(k), et que ﬁ:o p(k) = 1. Soit g une fonction borree mesurable.
Montrer que pourng2 N >»>e,ona:

" #

Xo Xo

ps
E[9(Xn)] p(k)a(k) k gk ipn(k)  p(k)j +2 (Pn(k) + p(k)) ;
k=0 k=0 k=0

al kgk = supfj g(x)j;x 2 Rg. En ceduire que la suite (X,;n 1) converge en
loi vers la loi d'une variable akatoire discete X a valeurs dans N, a1 p(k) =
P(X = k) pour k 2 N.

2. Montrer que si la suite (X,;n 1) converge en loi vers la loi d'une variable
akatoire X, alors pour tout k 2 N, les suites @,(k);n 1) convergent vers
une limite. De plus, la variable akatoire X est discetea vale%_l,rs dans N, et si
on note p(k) =lim ni1 pn(k), alors on ap(k) = P(X = k) et &:0 p(k) = 1.

Il La loi de Bose-Einstein

On suppose que I'on dispose de particules indiscernables pouvant occupemn
sousetats (appeks aussi botes) du méme niveau derrgie. Dire que les particules

11. W. Feller. An introduction to probability and its applications , vol. 1. Wiley, 3rd ed. (1968).
12. Y. ljiri and H. A. Simon. Some distributions associated w ith Bose-Einstein statistics. Proc.
Nat. Acad. Sci., vol. 72(5), pp. 1654{1657 (1975).
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sont indiscernables revienta dire que toutes les con guraions sontequiprobables.
Ainsi pour r = n =2, on dispose des 3 con gurations dierentes

I 1 A I I R S R B
al lesetoiles repesentent les particules et les barresverticales les bords des botes.
Chaque con guration est donc de probabilie 1/3.

(n+r 1)
r'(n 1)

babilie d'une con guration (loi de Bose-Einstein).

1. Montrer qu'il existe con gurations dierentes. En ceduire la pro-

On supposen 2. Létat du syseme est cecrit par X,y = (x,ﬁ%r);:::; (”)) al
X,ﬁ'? est le nombre de particules dans la bote.

2. Remarquer que sik particules sont dans la premere bote, alors il rester k
particules dans lesn 1 autres bo'tes. En deduire la loi de Xy (1)

3.0Onsupposequa !l ,n!l1 etr=n! 2]0; 1 [. Montrer que sous ces

hypotteses la suite (X,(]lr)n 2 N ;r 2 N) converge en loi vers la loi d'une
variable akatoire entere X . Donner la loi de X, \eri er que la loi de X +1 est
la loi geonetrique dont on pecisera le pararetre.
. =) .

4. Donner la loi de X{), pour i 2 f1;:::;ng. Calculer " X8 En dduire
E[X 1.

5 \erierquesi r!l ,n!l etr=n! 2]0;1 [, alors E[X r(]lr)] converge vers
E[X], a1 la variable X est & niea la question I1.3.

6. On supposer 1. Donner une relation entreP(X r(]lfl + 1= k)et P(X r(]lr) = k).
En dceduire E[r (1)] puis retrouver E[X (1)]

7. En s'inspirant de la question peedente calculer egdement E[(X (1))2] pour
r 2 \erierquesi r!l ,n!l1l etr=n! 2]0;1 [, alors E[(X (1))2]
converge versE[X 2], ai la variable X est & niea la question 11.3.

1l Quand on augmente le nombre de particules

On suppose que l'on dispose da botes et der particules disposes dans ces
botes suivant la loi de Bose-Einstein. Conditionnellemeta letat du syseme, X,
guand on ajoute une particule, elle est mise dans la boté avec une probabilie
proportionnelle a X(') + 1. Ainsi la nouvelle particule a plus de chance d'&tre
mise dans une bo'te contenant dep beaucoup de particuls. On note X141 =

X xW,0) le nouveletat du syseme.

1. Calculer la loi de X n.r+1 sachantXp. .
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2. En ceduire la loi de Xy +1, et reconnatre cette loi.

XI.7 Sondages (1)

Exercice X1.10 (Sondages)

On consicere un sondagé® * pour le deuxeme tour de lelection pesidentielle
frarcaise e ectie sur n personnes parmila population dedN electeurs, dont Ny~ 2
(resp.Ng  2) votent pour le candidat A (resp.B), avecN = Na+ Ng. Le butdu
sondage est d'estimer la proportion,p = Na=N, de personnes qui votent pourA.
On se propose de comparéf les nethodes de sondage avec remise et de sondage
sans remise.

| Sondage avec remise

Dans le sondageavec remise , on suppose que l&k-eme personne interrogee
est choisie au hasard parmi ledN electeurs, inckependamment des personnes pe-
@demment choisies. (En particulier, une personne peut &e interrogee plusieurs
fois.) La eponse de lak-eme personne interrogee est mocklise par une variable
akatoire Yy : Yx =1 (resp. Yk = 0) si la personne interrogee vote polyr le candidat
A (resp.B). On estime pa l'aide de la moyenne empirique, Y, = ﬁ k=1 Yk

1. Donner la loi des variables abatowesYl; .3 Yn. En deduire la loi de nY,. Cal-
culer E[Yy] et Var(Y,). Montrer que FJ 1) cgnverge p.s. verp. Montrer,a
l'aide du theoeme de Slutsky, que ( n(Yn p)= Ya(l Yp);n 1) converge
en loi vers une limite que I'on pecisera.

2. Donner un intervalle de con ance surp de niveau asymptotique 1 . Pour
n =1000 et = 5%, quelle est la pecision (i.e. la demi largeur maximalg de
l'intervalle de con ance ?

Il Sondage sans remise

Dans le sondagesans remise, on suppose que l&k-eme personne interroge
est choisie au hasard parmi ledN k + 1 personnes qui n‘ont pas encore et
interrogges. La eponse de la k-eme personne interrogee est moctlise par une

13. Y. Tile. La theorie des sondages Dunod (2001).

14. W. Cochran. Sampling techniques Wiley, thrid ed. (1977).

15. S.N. Lahiri, A. Chatterjee and T. Maiti. Normal approxim ation to the hypergeometric
distribution in nonstandard cases and a sub-Gaussian Berry-Eseen theorem. J. Stat. Planning
and Inference, vol. 137, pp. 3570{3590 (2007).
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variable akatoire Xy : Xx =1 (resp. X¢ = 0) si la personne interrogee vote pour
le candidat A (resp.B). On $ippose que 1 n N, eton estimep,a l'aide de la

moyenne empirique, X, = % =1 Xk-

I.1 Loi faible des grands nombres
1. Montrer que :

NaNg!(N n)! .
(Na S)(Ng (n s)IN!

P
@ S= g5 Xk et (Xg;:::;%p) 2 £0;1g". On pecisera les valeurs possibles
pour s.
2. \erier que la loi de ( X (1y;:::;X () ne cepend pas de la permutation de
f1,:::;ngQ.

3. Deduire de la question 11.1.2 queE[Xk] = ppourtout1 k N, puis E[X,].
4. Calculer E[X ?] et E[X1X]. Montrer, avec la question 11.1.2, que Var(X,) =

1 n
ﬁp(l p) 1 N 1

5. Montrer, en utilisant l'iregalie de Tchebychev, que X, p converge en pro-
babilie vers 0 quand N et n tendent vers I'in ni.

. Que se passe-t-il poum = N ?

I1.2 Tlroeme central limite

Soit (Vk;k 1) des variables akatoires incependantes de loi de Bernolli de

paranetre a1 2]0;1[ est ». On rappelle que p = T\I—A'

. . N
1. Montrer que, quandN tend vers I'in ni avec ’\Illlr? WA = etnreste xe, pour

n2

S n s.
C—min(NA;NB)p(l p . (X1.8)

Soit (gn;n 1) une suite de fonctions mesurables borrees paM, avec g,
¢k nie sur R".
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parametre p. Montrer que, pour tout 1 n? min(Na;Ng) :

n2

JElOn(X1; i Xn)]  Elgn(Z1;:::;Z,)]) MC m

3. En utilisant la majoration :

%] 1 n s S l n s;

el p A L2 N

sx’(1 x)" S—+ (n s)x" (1 x)°*—;
m: ] X 1 pl ] X
Z Z max(a;b)

avec la convention f (x)dx = f (x)dx, montrer que :
[a;b] min( a;b)

JE[on(Z1;::55Zn)]  Elgn (Vi Vel 2Mnjp
4. En ceduire que quand N et n tendent vers l'in ni, n>=N etn(p ) tendent

que 0< < 1)

5. En deduire de quandN %t n tendent vers l'in ni, et n>=N etn(p ) tendent
vers 0, alors” n(X,, )= X, X,)converge en loi vers une variable aka-
toire gaussienne centee. (On rappelle que & < 1))

6. Deduire de la question peedente un intervalle de conance sur p de niveau
asymptotique 1 . Quelle est la dierence entre un sondage avec remise et
un sondage sans remise quanhl est grand et n?=N petit? Que pensez-vous
de la pecision d'un sondage sans remise pour le deuxemeour de lelection
pesidentielle frarcaise en 2007 portant surn = 1 000 personnes (aved\ =
44 472 834 inscrits).

XI.8 Loi de Yule (1)

Exercice X1.11 (Loi de Yule).
La loi de Yule ¢ permet de mockliser de nombreux prenonenest’ eneconomie, so-
ciologie, en biologie ou encore en physique. Par exempleesfpermet de repesenter

16. U. Yule. A mathematical theory of evolution based on the ¢ onclusion of Dr. J. C. Willis.
Philosophical Transactions of the Royal Society (B), vol. 213, pp. 21-87 (1924).
17. H. Simon. On a class of skew distribution functions. Biometrika , vol. 42, pp. 425-440 (1955).
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la loi du nombre de consultations d'une page web, du nombre dpersonnes vivant
dans une ville, du nombre de publications d'un scienti que,du nombre d'occur-
rences d'un mot dans un texte, du salaire (comprendre nombre&'euros gagres)
d'un individu, du nombre de disques vendus, ...
Pour illustrer la probematique, on consicere le cas du nombre de disques ven-
dus. On fait I'nypottese suivante : le neme disque vendu est,
{ avec probabilie  2]0; 1[, celui d'un nouvel aloum (pour lequel aucun disque
n‘avait encoreet vendu).
{ avec probabilie proportionnellea k, celui d'un album pour lequel k( 1)
disques ont cepek vendus;
Alors, le nombre de disques vendus pour un album, pris au hasé parmi les albums
ayant au moins un disque vendu, suit asymptotiquement quandle nombre de
disque vendus est grand la loi de Yule. La premere partie del'exercice permet
de cemontrer ce esultat. La deuxeme partie de I'exercice etudie la loi de Yule.
Les deux parties sont incependantes.

| Etude asymptotique

On consicere le mockle suivant. On dispose d'une in nie de botes vides.A
linstant n = 1, on met une boule dans une bote.A linstant n > 1, on met une
nouvelle boule dans une boYe vide avec probabilie 2]0;1[. Sinon, on met la
nouvelle boule dans une bote non vide avec une probabikt proportionnelle au
nombre de boules dans cette boteA l'instant n on dispose den boules eparties
dans N, botes non vides. On noteZ,, = 1 si on met la 'goule dans une bote vide
a linstant n 1etZ, =0 sinon. On a donc N, = Ezl Zx. Remarquer que
Z]_ =1.

(Dans I'exemple pee@dent, une bo'te corresponda un album et le nombre de
boules dans la bote au nombre de disques vendus de cet albuire nombre total
de disques vendus esh, et le nombre d'albums (dierents) vendus est Ny, Z, =1
si la n-eme vente est la premere vente d'un album.)

1. Donner la loi de Zn;n  2).

2. En ceduire que la suite (N,=n;n 1) converge en un sensa peciser vers une
limite que 'on ceterminera.

Pour k 2 N , on note Frﬁk) le nombre de botes contenant exactemenk boulesa

l'instant n. P P P

3. Calculer T_, kF "0 F®M et P E[FM).

Pour n 2 N , on note Y, le nombre de boulesa l'instantn 1 de la boea laquelle

on rajoute la n-eme boule. En particulier, on a Z, = 1 si et seulement siY, = 0.

4. Pourk 2 N , exprimer F,E?l a l'aide de F,gk), livoa=k 19 €t deliy,,; =kg-
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(k)
Pour k 2 N , on posep (k) = E[i” I

5. Montrer que, pourk 2, P(Yn+1 = KjZn+1 =0) = kp n(K).

6. En ceduireque (n+1)pn+1(1) = np (1) + (3 ) pn(1). Etdonner une
relation entre pn+1 (K), pn(k) et pa(k 1) pour k 2.

On admet que pourtoutk 2 N , il existe p(k) 2 [0;1 [tel quelimpir  pr(K) = p(k)

al p(k) est une solution stationnaire desequations de la questio peedente. En

fait, on peut facilement montrer que pour tout k 1, (Frgk): n;n 1) converge

en probabilie (et donc en moyenne car F,ﬁk)zn est borre) vers p(k). On pose
=151 ).

7. Deduire de ce qui peede que :

p(l)= =1+ ); etpourtout k 2, p(k)= %p(k 1): (X1.9)

Il Loi de Yule
On rappelle la ¢ nition et quelques proprees de la fon ction  : pour tout
a>0,b>0:
V4
(@) = x2leXdx; ()=1; (a+1)= a (a)
R+

aI!ilm 4(?3? =1; B(ab=

Z
— (a) (b) — x@ 1(1 X)b ldX:
a” z2e

(@a+b oy

Soit (p(k); k 2 N ) & ni par (XI.9), avec  2]0;1 [ .

1. \erier que pour k 2 N, p(k) = B (k; +1). Montrer que (p(k);k 2 N)
e nit la loi d'une variable akatoire discetea valeu rs dansN . Cette loi est
appeeke loi de Yule.

2. Montrer que ilzkp(i) = B (k; ). Donner un equivalent de p(k) et de

ilzkp(i) quand k tend vers l'in ni. On dit que la loi de Yule est une loi
en puissance suml .

3. Calculer la moyenne et la variance de la loi de Yule. (On poua utiliser le
calcul de la moyenne et de la variance de la loi geonetriquepour obtenir le
esultat.)

4
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X1.9 Matlematiques nanceres

Exercice X1.12 (Matrematiques pour la nance) .

On pesente une application du mocele de Cox-Ross-Rubintein® qui est une
version discete du mockle de Black-Sholes?®, mockle fondateur en matrematiques

pour la nance. On consicere un marche avec un actif sans rsque (par exemple un
placement sur un livret) et un actif risque (une action, une obligation, ...)a des

instants discretsn 2 N. On note :

Se=(1+ r)"sg

le prix de l'actif sans risquea l'instant n, ai r repesente le taux d'inerét xe.
On note S, le prix de l'actif risquea l'instant n, et on suppose que levolution de
I'actif risque est donre par :

Sn+1 = Xn+1 Sn;

al les variables akatoires (X,;n 2 N ) sonta valeurs dansf1 + d;1 + mg avec
l<d<r<m
Soit h une fonction positive. L'option h de maturie N promet le gain h(Sy )a
l'instant N. On peut distinguer deux notions de prix pour cette option :
{ Le prix du gain moyen esgee : E[h(Sy)]. Ce prix corresponda un point de

non connue. Il ne sera pas consicee ici.
{ Le prix de couverture qui correspond au colt d'une straegie auto nanee de
couverture, que l'on cetaille dans ce qui suit.
Une stratgie est e niepar = (( 9; n);n2f0;:::;Ng), a9 repesente
la quantie d'actif sans risque cetenua l'instant n et , la quantie d'actif risqe
cetenua l'instant n. La valeur de la straegie a l'instant n est :

Vo= 982+ .Sy (X1.10)

La straegie est une straegie de couverture pour l'option h de maturie N si elle
donne la méme valeur que l'optiona la maturie :

VN = h(Sn): (X1.11)

La straegie est dite auto nanee si les variations de la valeur de la stiaegie sont
dues aux variations des actifs : on changea l'instantn la epartition (sans colt de

18. J. C. Cox, S. A. Ross and M. Rubinstein. Option pricing : a s impli ed approach. Journal
of Financial Economics, vol. 7, pp. 229-263 (1979).

19. F. Black and M. Scholes. The pricing of options and corporate liabilities. Journal of Political
Economy, vol. 81(3), pp. 637-654 (1973).
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transaction) entre actif sans risque et actif risque en forction des cours obsenes
jusque &, mais on ne rajoute ni ne pekve d'actifs : pour tout n2f0;:::;N 1g:

Vit1 = 0Shi1 + nSnen: (X1.12)

Le prix de couverture estVy : le colta l'instant initial qui permet la mise en
uvre de la strakgie auto nanee de couverture. Quelle g ue soit levolution de
I'actif risque, la straegie auto nanee de couverture donne Vy = h(Sy)a la
maturie N.

Le but de l'exercice est de ceterminer la strakgie auto nanee de couverture
et le prix de couverture d'une option h de maturie N.

On introduit la probabilie risque neutre P (a priori dierente de la probabilie
eelle P, dite probabilie historique), et E I'esgerance correspondante, sous laquelle
les variables akatoires X;n 2 N ) sont independantes et de méme loi ce nie par :

PX1=1+ m)=(r d)=m d) et P(Xi=1+d)=(m r)=(m d):
Soit une option h de maturie N. On pose v(N;s) = h(s) et pour n 2
fO;:::;N 1g:
" #
W
v(n;s)=(1+ r) N*"E  h(s X)
k=n+1

et:

(= LT M v+ )

Soit une strakegie auto nanee de couverture pour l'option h de maturie N.

| Le casa une riode : de N la N

1. Deduire de (XI.11) et (XI.12) lesequations suivantes :

Q1@+ 1Sy 1+ N 1@+ m)Sy 1= h((X+ m)Sy 1);
Q1@+ 1)SY 1+ N 1@+ d)Sy 1= h((L+ d)Sy 1):

2. \erierque n 1="(N;SN 1)
3. Montrer que Vy 1= V(N 1;Sy 1).

Il Le cas greral

1. Montrer que pourn2f1;:::;Ng,ona:v(n 1;8)=(1+ r) E [v(n;sXy)].
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2. Montrer que, pourn2f0;:::;N 1g,on a:
Va=v(nN;Sy) et n="(n+1;Sy): (X1.13)

3. En ceduire qu'il existe une unique strakgie auto nancee de couverture pour
l'option h de maturie N. Montrer que le codt initial de cette strakgie, i.e. le
prix de couverture de l'option, est :

Vo=(1+ r) NE [h(S\)]: (X1.14)

4. Le prix de couverture de 'option donre par la straegie auto nanee de couver-
ture semble sans risque. Qu'en pensez-vous ? (Repondre enoms de 5 lignes.)

Il Call et Put

1. Calculer E [Q Nopsg Xklpour0 n N 1.

2. Deduire de (XI.14) le prix de couverture de l'option qui promet Sy a la ma-
turie N. Donner,a l'aide de (XI.13), la strakegie auto nanee d e couverture
correspondante.

On note x; = max(x; 0) la partie positive de x. Soit K > 0. On consicere deux
options tes epandues sur les marctes nanciers : le Cal de strike K et de maturie
N qui prometle gain (Sy K):alinstant N, etle Put de strike K et de maturie
N qui promet le gain (K  Sy)+ a linstant N. On note C(s;K;N ) le prix de
couverture de ce Call etP(s;K;N) le prix de couverture de ce Put quand la
valeur initiale de l'actif risque est Sp = s.

3. Montrer,a l'aide de (XI.14), la relation de parie ?° Call-Put :
C(Sp;K:N) P(Sp;K:N)=Sy (1+r) VK
4. Montrer la formule du prix du Call :
C(s;K;N)

N (r d)k(m r)N k (1+ m)k(1+ d)N kS K

— N .
=@+ K m N -

k=0

4

20. Pour des raisons d'absence d'arbitrage sur les marctes cette relation est toujours \eriee.
Les moceles matlematiques sur levolution de I'actif ri  sque doivent donc permettre de la retrouver.
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XI.10 Transmission de message

Exercice X1.13 (Transmission de message)
On souhaite envoyer un message forme de 0 ou de 1 en utilisanin canal bruie.

Si on envoie un message = (z1;:::;2,) de longueurn par le canal, on recoit le
message/ noe z+E, & E = (Eq;:::;En) repesente les erreurs ety = (y1;:::;Ym)
avec,pourl i n:
( .
Z si E;=0;

Vi=z+E mod2= (XI1.15)

1 z si E=1:

Sion aE; =0 alors le signal z; est correctement transmis.

On suppose que les erreurs dues au candki(i 2 N ) sont des variables aka-
toires independantes, incependantes du message envoyet de méme loi de Bernoulli
de paranetre p 2]0; 1=2[. Le paranetre p s'interpete comme la probabilie d'erreur
du canal.

A n d'aneliorer la qualie de la transmission, on utilise un schema de codage :
on code le message initial de longueum en un message de longueun m;
ce message de longueur est envoye par le canal puis decoce en un message de
longueur m.

Plus peciement un sctema de codage (ou code) est ¢k nipar une fonction de
codagef :f0;1g™ ! f 0;1g", et une fonction de decodageg : f0;1g" ! f 0;1g™.
Un messagex 2 f 0;1g™ de longueurm est coce par z = f (x), puis transmis par
le canal. On recoit le message bruief (x) + E = z+ E (¢ ni par (X1.15)), a
E = (E1;:::;En) repesente les erreurs dues au canal. Le message recu estoce
a l'aide de la fonction g : le message recu est alors®= g(y(x;E)). Le taux de
transmission du schema de codage est & ni parm=n et saprobabilie d'erreur
par :

Prg = P g(f(X)+ E)6 X ;

a X est de la loi uniforme surf0;1g™ et est independant de E. La probabilie
d'erreur du schema de codage repesente la probabilie dobtenir un message ne
correspondant pas au message initial, pour un message iratipris au hasard.

L'objectif du probeme est de montrer que I'on peut trouver asymptotiquement
(pour m grand) des sctemas de codage dont les probabilies d'erngr sont arbi-
trairement proches de O et dont le taux de transmission peutgfre arbitrairement
proche d'une constantec, e nie par (XI.19) non nulle. De plus on peut montrer
que cette constante est optimale. Ces esultats sont dusaShannon?!; il s'agit du
treoeme fondamental de la theorie de l'information.

21. C. E. Shannon. A mathematical theory of communication. Bell System Technical Journal,
vol. 27, pp. 379-423 and 623-656, 1948.
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| Codea epetition

On supposem = 1. On choisit le code a eetition suivant : n = 3, f(x) =
(x;x;x) pour x 2 f 0;1g et la egle de la majorie pour le decodage :

R Si yi+y2+ys 1
0y1:¥2i ¥s) 1 si y1+y2+ys 2

1. Calculer la probabilie d'erreur du codea egetitio n.

2. Donner un code dont la probabilie d'erreur soit ineri eurea " > 0 . Que
devient le taux de transmission quand” tend vers 0?

Il Probabilies deenements rares

Soit (Vh;n 2 N ) une suite de variables akatoires incependantes et de rafne
I0|Pde Bernoulli de paranetre 2]0;1[. On consicere la moyenne empiriqueV, =
ﬁ -, Vi. Soita2]; 1[.

1. Expllquer pourqguoi intuitivement levenement fV, > ag est unevenement rare
c'esta-dire de faible probabilie. hooi

2. Montrer que pour > 0,onaP(V, a) E eVt "ean
On consicere la transformee de Legendre de la log-Laplacele la loi de Bernoulli :
(v)=vlog v= +(1 wv)log 1 wv)=(1 ) ; v2]01[ (X1.16)

3. Montrer que la fonction est strictement convexe sur 1Q1[, nulle en et
atteint son minimum en

4. Montrer que :
P(V,>a) P(V, a e" @; (X1.17)

5. Deduire de la question peedente que pourb2]0; [:
PV, b e O: (X1.18)

Il Codes presque optimaux

Soit m n. On ck nit la distance de Hamming  sur I'ensemblef 0; 1g" par :

X
(y;y9 = yi y? pour y=(y1; yn)ety’=(yY yd)2f0;1g":
i=1

Soit (Zyx;x 2 f0;1g™) une famille de variables akatoires incependantes de
méme loi uniforme surf0;1g". Soit p<r < 1=2.
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1. Soitx 2f0;1g™ et z 2 f 0;1g". Determiner la loi de (Zy; 2).
2. Soit x;x%2 f 0;1g™ distincts. Montrer que, pour z 2 f 0; 1g" :

P (ZX;ZXO) nerX =7Z e n 1:2(r):

Pour x 2 f 0;1g™, on poseh(x) = P(ll existe x°6 x tel que  (Zy;Zyo) nr).
3. Deduire de la question pe@dente que la fonctionh est borree par 2" e " 1=2(1)

On consicere le codage (akatoire) suivant. La fonction de codagef est e nie par
f(x) = Zx pour x 2 f0;1g™ et la fonction de cecodage, poury 2 f 0; 1g", par :

x s'il existe un uniquex 2 f 0; 1g™ tel que (Zx;y) nr,

9y) = 0 sinon

Soit un message akatoire de longueum, X, de loi uniforme sur f0; 1g™ et les

dantes de loi Bernoulli de paranetre p, telles queX;E et (Z4;x 2 f 0; 1g™) soient
incependantes.

4. Montrer que P g(f (X)+ E) 6 X E[h(X)]1+ P( (O;E) >nr).
5. Deduire de (X1.17) que P g(f (X)+ E) 8 X  2Me " =204 N 5(),
On rappelle (XI1.16) et on pose :

log2 °

(X1.19)

6. Montrer que pour tout " > 0, il existe m n (grands) et un codage (ceter-
ministe) ;g tels queP g(f (X)+ E) 6 X <" etg " m=n<cp (On
choisirar proche dep.)

7. Conclure.

Il est toutefois di cile en pratique d'exhiber des codes optimaux simplesa impé-
menter.
4

XI.11 Mariage d'un prince

Exercice X1.14 (Mariage d'un prince).
Le probeme du choix de la princesse pour un prince, appegprobeme du mariage
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et dans un autre contexte probeme du recrutement d'une seetaire 22, date des
anrees 1960 et a donre lieua de nombreuses analyses. Ce giseme s'inscrit dans
la theorie plus gererale du controle optimal 23.

Le prince doit choisir une princesse pour son mariage. Il esien 3 candidates
qui lui sont pesenees pour la premere fois. Les candidates sont pesenees au
hasard I'une apes l'autre. A lissue de l'entretien avec une princesse, le prince
lui donne une eponse ferme. Soit il [epouse et il arréte les entretiens; soit il ne
lepouse pas (et il ne revient plus sur cette decision) et il rencontre la princesse
suivante. On suppose que l'on peut classer les princesses ldemeilleurea la pire
sans avoir degalie. Et on souhaite trouver une straeg ie optimale qui maximise la
probabilie pour le prince depouser la meilleure princesse. (Si on modi e le criere
a optimiser, alors la straegie optimale est modiee.)

On consicere le mockele suivant. On note ; le rang (de la meilleurea la pire)
de la ieme princesse rencontee. Le prince souhaite recruterd princessei telle
que ; =1. Le vecteur desrangs = ( 1;:::; pn) est une variable akatoirea

de la rencontre avec la princess&, son rang est inconnu (sauf sk = n). Mais le
prince observeRy son rang partiel parmi lesk premeres princesses rencontees.

comme uncbfonction,h, de :R=h( ).Onadmetqueh est une bijection deS,
dansE, = Ezlfl; :::;kg. On a en particulier Ry =1 et R, = . Par exemple,
pour n =5 et la permutation = (2;5;3;1;4), les rangs partiels correspondants
sonth( )=(1;22;1,4).

Le but du probeme est de montrer que la strakgie optimale (pour n grand)
consistea rencontrer 37% des princesses, puisa choisialprochaine meilleure. Ceci

assure depouser la meilleure princesse avec une probaitild'environ 37%.

| Peliminaires

1. Justi er en quelques mots que la loi de est la loi uniforme sur S;.
2. Determiner la loi de R. Puis, en deduire que Ry est de loi uniforme sur

4. \erierque f ,=1g=fR,=1getque pourk2fl;:::;n 1g:
f xk=1g=fRx=1;Rxs1 > 1;:::; Ry > 10
22. T. Ferguson. Who solved the secretary problem. Stat. Sciences vol. 4(3), pp. 282-296,

(1989).
23. D.P. Bertsekas and S.E. Shreve.Stochastic optimal control. Academic Press Inc. (1978).
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Il Les strakegies de seuil

Soitc2f0;:::;n 1g. On consicere la straegie de seuil suivante : le prince
rencontre lesc premeres princesses, puisa partir de lac + 1leme rencontre, il
choisit depouser la premere princesse meilleure que le c premeres et s'il n'y en
a pas, ilepouse la dernere princesse rencontee. llepuse donc la princesse :

avec la convention . = nsifk2fc+1;:::;ng;Rx =1g= ;. On cherche le seuil
C qui maximise P( . = 1).
1. Montrer, en cecomposant suivant les valeurs de ¢, que pourc2f 1;:::; 1g

P( .=1)= P(Res1 =1; ¢r1 =1)

X
+ P(Re+1 > LiiiiRe 1> LRy =1; ¢ =1):
k=c+2

2. En utilisant la question 1.4, montrer que P( ., = 1) = g(c), ai la fonction g
est e nie par g0)=1=netpourc2fl;:::;n 1g:
K 1
c 1
g(c) = n K

k=c

3. Etudier le signe def(c) = n(g(c) g(c 1)) pourc2fl;:::;n 1geten
ceduire que g(c) est maximal pour c= ¢ ¢ nipar:

X 1 X 1
} 1> }
k=c k=c +1

4. En ceduire que est la straegie de seuil optimale.
5. On rappelle que | 1=k = log(n=c) + o(1=c). Montrer que :

k=c
lim, %: % et lm P( , =1)= %
Il Les straégies grerales
Une straegie corresponda une famille d'ensemble®\y Ey = Q!‘:lfl;"';lg,
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avec la convention = nsifk2fl:::;n 1;,0,(R1;:::;Rk) 2 Akg = ;. (Les
straegies de seuil ¢ sont un cas particulier de straegies gererales avecAyx = ;
pourk cetAg= Ex 1 f 1gpourk >c.) La variable akatoire >* esta valeurs

pour des ensemble®8y Eyx et Cx  Eg que l'on ne cherchera pasaecrire.

On ¢k nit la probabilie de recruter la meilleure princes sea partir de l'instant k
et conditionnellementa fRy = rq;:::; Rk = ryg, pour (rq;:::;rg) 2 E1 Ex,
par :

Gi(ry;:i:nr) = P =1, kKiRy=r1;::1; Rk = rg):
Ainsi, la probabilie que le princeepouse la meilleure princesse avec la strakegie
estGi1(1)= P( =1).

1. Calculer Gp(ra;:::;rn).
2. En utilisant la question 1.4, montrer que :

K
Gr(ri;iinr) = k! —P(Ri=1; =0R1=rg;:11Re = ry)
i=k n
3. En ceduire que pourk 2 1;:::; 1g
Gi(ry;:io;re) = ﬁlfrkzlglf(rl;:::;rk)ZBkg
+ E[Gk+1 (rl;”:;rk;Rk+1)]lf(r1;:::;rk)2ckg;
et donc :
Gk(ry;:iiirg) max ﬁlfrkzlg;E[Gkﬂ (ro;:iosr Risn)] Lt (riur)2Byl Cugt

k
g (0= E max —lip,-1g:g (k+1)

On reprend les notations de la partie II.
4. Montrer que E[Gy(ry;:::;rk 1;Rk)] g (k) pour k2f0;:::;n 1g, et donc
queG1(1) g (D).

24. On dit que est un temps d'arrét assoce aux variables akatoires ( R1;:::;Rn).
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5. Montrer que pour k > ¢ onag (k) = gk 1)etquepourk ¢ ona
g (k)= g(c).
6. En ceduire que la strakgie . est la strakegie optimale.
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Xll.1 Le moctle de Hardy-Weinberg

Exercice XIl.1 (Mockle de Hardy-Weinberg pour la distribution d'un geno type).
Le but de cet exercice est letude simpliee du mocele de Hardy-Weinberg?! pour
la epartition d'un genotype dans la population humaine 2.

On consicere un gene poskdant deux caraceresa et A. Le genotype d'un
individu est donc soit aa, Aa ou AA. On note 1 le genotype aa; 2 le genotype Aa
et 3 le genotype AA. On s'ineressea la proportion de la population possdant le
genotype j 2f 1;2;3g.

| Distribution du genotype : le moekle de Hardy-Weinberg

Le but de cette partie est detablir que la epartition du g enotype de la popu-
lation est stable des la premere gereration.
On consicere la gereration 0 d'une population de grande taille dont les propor-

tions sont les suivantes :
8
2 proportion de aa: us;

S proportion de aA : uy;
" proportion de AA . us:

On suppose les mariages akatoires et la transmission duege a ou A uniforme.

On note M le genotype de la nere, P le genotype du pere et E celui de I'enfant.

1. Montrer que P(E = aajM = aA;P = aA) = %, P(E = aajM = aa;P = aA) =
3, P(E = ag)M = aA;P = aa) = 1, et P(E = ag)M = aa;P = aa) = 1.

1. G. Hardy. Mendelian proportions in a mixed population. Science vol. 28(706) pp. 49{50
(1908).

2. D. L. Hartl and E. W. Jones. Genetics : analysis of genes and genomeslones and Bartlett
Publishers, 5th ed. (2001).
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2. Montrer, en pecisant les hypotteses, que :

1 Uy 2
PE = aa)= U}+ Ujup+ ZU3= up+ —
4 2
3. Montrer sans calcul queP(E = AA) = uz+ %
u
On pose donc = u; + ?2
4. Montrer, sans calcul, que la epartition du genotypea la premere gereration
est : 8
> proportion de aa: o = 2
S proportiondeaA: p=2 (1 ); (XI1.1)

" proportion de AA : =1 )%

5. Calculer la epartition du genotypea la seconde gn eration. En deduire que la
epartition (XI1.1) est stationnaire au cours du temps.

Il Mockle probabiliste

On suppose que la taille de la population est grande et que l@partition du
genotype suit le moctle de Hardy-Weinberg (XII1.1). On dis pose d'unechantillon
den personnes. On noteX; 2 f 1; 2; 3g le genotype de laieme personne. On a donc

sont incependantes. On note :

X
N; = Nj[n] = lix,=jg (X11.2)
i=1
le nombre de personnes de lechantillon possdant le geotype j.
1. Donner la loi 1¢x,=j4. En ceduire la loi de Nj.
2. Donner E[N;] et Var(N;j).
3. Deduire des questions peedentes un estimateur sansbiais de ¢. Est-il
convergent?
4. Montrer gu'il est asymptotiguement normal et donner sa vaiance asympto-
tique.
5. On rappelle quen; + nz + n3 = n. Montrer que :

P(N1=n1;N2 = n2iN3 = ng) = — (ORI (XI11.3)

1'nalng!

On pourra utiliser que le nombre de partitions d'un ensembl@ nekments en
|

trois sous-ensembles daq, n, et nzebments est ——.
ni'nalng!
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6. Calculer la matrice de covariance du vecteur 1¢x, -1 4; 1ix,=24 - En ceduire
COV(N]_; Nz).

7. Donner la limite en loi du couple quand n tend

Ni[n] ng; Ng[n] nop
Pﬁ ’ i ﬁ

vers l'in ni.

Il Estimation de a l'aide du gnotype

On note P la loi de (N1;N2;N3) c& nie par lequation (XI11.3) de paranetre
210; 1].
1. \eri er que la log-vraisemblance L(n1;n2;n3; ) de lechantillon de loi P est:

Ln(ni;nz;ng; )= c+2nglog + nzlog + nzlog(l ) +2nglog(l );

al c est une constante incependante de .
2. Calculer le score de lechantillon.

3. Calculer la cerivve du score en . En ceduire que l'information de Fisher de
lechantillon de taille n est:

2n

A I

4. Onrappelle queN1+ N+ N3 = n. Montrer que ", = m+ % est I'estimateur
du maximum de vraisemblance de . n n

5. L'estimateur de , ’\n, est-il sans biais ?

6. Est-il e cace?

7. Montrer que l'estimateur ", est convergent. Montrer qu'il est asymptotique-
ment normal et donner sa variance asymptotique. On pourra sib utiliser di-
rectement (XI1.2) soit utiliser le esultat de la question 11.7.

IV Tests asymptotiques sur le moatle de Hardy-Weinberg

On cesire savoir si le mocele de Hardy-Weinberg est validepour certaines ma-
ladies geretiques. On teste donc I'hypotlese Hg : la proportion (oi; ¢p; gg) des
genotypes aa; aA; AA satisfait lequation (XI1.1).

1. Calculer (&; &; ¢z) I'estimateur du maximum de vraisemblance de (h; ib; O).
On consicere la statistique de test :

@ el
=1 4
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2. Donner un test asymptotiquea partir de la statistique de test .
3. En ceduire un test asymptotique convergent.

4. La mucoviscidose est une maladie geretique. Le genotpe aa correspond aux
cas pathologiques. Les gnotype®A et AA sont sains. Les valeurs nuneriques
suivantes sont inspiees de valeurs eelles : nombre de rigsances aux USA en
1999n ' 3:881F, nombre de nouveau-res atteints de la maladien; = 1580,
nombre de nouveau-res portant le ggnea : n; + n, = 152480. Rejetez-vous le
mocktle au seuil de 5% ?

5. On dispose des donrees suivantes sur I''emophilie. Nobre de nouveau-res
atteints d'remophilie : n; = 388, nombre de nouveau-res portant le gnea :
ni+ np, = 1164. Rejetez-vous le moctle au seuil de 5% ? En fait on saiue
I'emophilie concerne essentiellement la population masuline. Commentaire.

4

XI1.2 Estimation de la taille d'une population

Exercice XlIl.2  (Capture et recapture).
On cesire estimer le nombre inconnuN de chevreuils vivant dans une forét. Dans
une premereetape, on capturea l'aide de peges ng chevreuils que I'on marquea
I'aide de colliers, puis on les relache. Dans une deuxenstape, des observateurs se
rendent en plusieurs points de la forét et comptent le nombe de chevreuils qu'ils
voient. Un chevreuil peut donc étre compe plusieurs fois Parmi les n chevreuils
comptabilies, s, portent un collier. On suppose qu'entre la premere et la daixeme
etape, la population de chevreuils n'a pasevolwe, et queles chevreuils avec ou sans
collier ont autant de chance d'&tre vus. En n, on suppose qe les chevreuils ne
peuvent pas perdre les colliers. Le but de ce probeme esktude de l'estimateur
de Bailey® de N ¢ nipar ng(n+1)=(s, +1). (On ne consicerera pas l'estimateur
de Petersenngn=s,, qui n'est pas e ni si s, =0.)

On posep = ng=N 2]0;1[. Commeng est connu, on remarque que donner une
estimation de 1=p permet de donner une estimation deN .

| Moctlisation

On note X; = 1 si le #™ chevreuil vu porte un collier et X; = 0 sinon. On

3. G.AF. Seber. The Estimation of Animal Abundance and Related Parameters. Caldwel
(1982).
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5.

\eri er que la densie de la loi de X est p(xi;p) = p*(1 p)t X1, avec
X1 2 f 0;1g. En deduire la densie de lechantillon.

Montrer que S, = in=1 Xi est une statistique exhaustive. Quelle est sa loi ?

rier que lim 1 o Ep[h(Sy)] = h(0). En ceduire qu'il n'existe pas d'estimateur
inegrable de 1=p, fonction de S,,, qui soit sans biais.
Montrer alors qu'il n‘existe pas d'estimateur inegrab le de 1=p sans biais.

Il Estimation asymptotique

. Montrer que la suite P n

. \eri er que la suite n

On souhaiteetudier I'estimateur de Bailey de N ce ni par ng ,, Qi :

_n+l
TS, +1

. Montrer que ( n;n 2 N ) est une suite d'estimateurs convergente de3p.
. Quel est le biais de l'estimateur ,, ?

S .
=@ p :n2N converge. Determiner le mode

de convergence et la limite.
P— S+l S

— :n2N converge p.s. vers 0. En
n+1 n g€ p

. Sh+1 . .
ceduire que n”+ 1 ;n2 N  est une suite d'estimateurs convergente de

asymptotiguement normale.

. En deduire que la suite d'estimateurs ( 5;n 2 N ) est asymptotiquement nor-

male de variance asymptotique 5 = (1 p)=p>.

. Calculer le score et l'information de Fisher de lechanillon de taille 1. La suite

d'estimateurs ( ,;n 2 N ) est-elle asymptotiqguement e cace ?

Intervalle de con ance

Donner un estimateur convergent de S En deduire un intervalle de con ance
pour 1=p de niveau asymptotique 1  , @ 2]0; 1[.

Les donrees nuneriques suivantes proviennent d'un sié detudes au Dane-
mark 4 dans les anrees 1960 ng = 74, n = 462 et s, = 340. Donner une
estimation de 1=p puis deN.

Donner un intervalle de con ance pour Eppuis pour N de niveau asymptotique
95%.

4, G.A.F. Seber. The Estimation of Animal Abundance and Related Parameters. Caldwel
(1982).
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IV Tests

On consicere I'nypottese nulle Ho = fp = pog, @ po = ng=Np, et I'nypotrese
alternative H1 = fp= p1g, & p1 = ng=N;1. On supposeN7 > N q.
1. Calculer le rapport de vraisemblanceZ (x), aw x 2 f 0;1g" et ceterminer la
statistique de test correspondante.
2. Decrire le test UPP de niveau a l'aide de S,.
3. Ce test est-il UPP pour testerHg = fN = Ngg contre H; = fN >N ¢g?

4. On reprend les donrees nunreriques de la question 111.20n consicere I'nypo-
trese nulle Hg = fN = 969 contre son alternative H, = fN  97g. Rejetez-
vousHg au niveau =5%7
On utilisera les valeurs du tableau Xll.1 de la fonction de epartition de Sy,
avecn =462 et pp = 74=96 :

c 338 339 340 341 342
Ppo(Sn ©)||0:02709180:0344991 0:04351250:05435940:0672678

Table XIl.1.  Fonction de epartition de S,, avecn =462 et po = 74=96.

XI1.3 Comparaison de traitements

Exercice XI1.3  (Donrees censuees et comparaison de traitements)
On consicere une population de souris en pesence de prodts toxiques. Le but
de cet exercice est detudier I'e et d'un pe-traitement ° sur le temps d'apparition
des e ets dus aux produits toxiques, tout en tenant compte du &it que certaines
observations sont censuees (i.e. certaines souris sonetiees de I'exgerience avant
I'apparition des e ets).

Le temps d'apparition, en jour, des e ets dus aux produits toxiques est mocelise
par une variable akatoire T qui suit une loi de type Weibull de paranetresw 0O,
k> 0et > 0.Plus peciement, en posantF (t)= P (T >t),ona:

(

e W pour t w;

F (1) =
® 1 pour t<w:

5. M. Pike. A method of analysis of a certain class of experiments in carcinogenesis.Biometrics,
vol. 22, pp. 142-161 (1966).
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Le paranetre w corresponda la periode de latence des produits toxiquesLe pa-
rarmetre k est lea levolution du taux de mortalie des souris en f onction de leur
age. Enn le paranetre  correspond plus directementa la sensibilie des souris
aux produits toxiques. En particulier, on souhaite \eri e r si le paranetre peut
etre modie par un pe-traitement. On consicere que les paranetres w et k sont
connus, et que seul le paranetre est inconnu.

| L'estimateur du maximum de vraisemblance de

1. Calculer la densie f delaloideT.

loi que T. Donner la densie p,(t; ) de lechantillon @ t = (tg;:::;ty) 2
Jw;+1 [".

3. Calculer la log-vraisemblance de lechantillon, puis ", I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de .

4. Calculer l'information de Fisher | ( ) de lechantillon de taille 1 assoceea

R
On rappelle que la fonction est ce nie, pour > 0,par ( )= 01 x le X dx.

Etsi estentier, alorsona ( )=( 1.
5. CalculerE [(T w)X]etE [(T w)%].

6. En ceduire que l'estimateur du maximum de vraisemblanceest un estimateur
convergent et asymptotiquement normal de .

7. Calculer la variance asymptotique de'\n. Et \eri er que l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est asymptotiquement e cace.

8. On an = 17 observations dont les valeurs sont pesentees dans ldgableau
I.2. Pour ces observations, on admet quew = 100 et k = 3. On donne
"L, (ti 100y = 33 175 533. Donner une estimation de et un intervalle de

con ance de niveau asymptotique 95%.

143/164{188(188/190/192(206/209(213
216|220|227|230|234|246|265|304

Table XIl.2.  Temps d'apparition des e ets toxiques pour n =17 souris.

Il Donrees censuees

Durant I'exgerience, certaines souris sont retiees de b population obsenee pour
diverses raisons (maladie, blessure, analyse) qui ne sonag leesa l'apparition des
e ets dus aux produits toxiques. Pour une souris donree, on fobserve donc pas le
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temps d'apparition des premiers e ets, T, maisR =min( T;S), au S est le temps
akatoire al la souris est retiee de la population etud ee. On observe egalement
la variable X = 1lf1 g4, @ X = 0O si la souris est retiee de I'exgerience avant
que les e ets dus aux produits toxiques apparaissent eX = 1 si les e ets dus
aux produits toxiques apparaissent avant que la souris soitetiee de I'exgerience.
On suppose que les variable$ et S sont incependantes et queS est une variable
akatoire positive continue de densie g, et g(x) > 0 six > 0. On consicere la
fonction : Z,

G(s)= P(S>s)= g(u) du; s2R:
S

Les fonctionsG et g sont inconnues et on ne cherche pasa les estimer. En revaneh
on cesire toujours estimer le paranetre inconnu

Onnotep= P (X =1).
1. Quelle est la loi deX ?

La densie des donrees censueesp(r;x; ) est la densie de la loi de (R;X).
Elle est ¢ nie pour tous x 2f0;1g, r 2 R par :

Z,
p(u;x; Ydu=P (R>rX = x):
r

2. CalculerP (R>rX =x),a1 x2f0;1getr 2 R. Puis, erierque p(rx; )=

xd (" WElrx), @ z, =max(z;0) csigne la partie positive dez et ai la
fonction c est independante de .

dantes de mérpe loi que R; X ). Cetechantillon moctlise les donrees censuees.
Onnote N, = [L; X;.

3. Que repesenteN, ?

4. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance”, de . Quelle est la
dierence avec I'estimateur ", & ni peedemment?

5. Montrer que B, = N,=n est un estimateur sans biais convergent de.

6. Determiner pour les donrees censuees l'informationde Fisher,1 ( ), de pour
lechantillon de taille 1.

On admet doenavant que l'estimateur du maximum de vraisenblance est un es-
timateur convergent asymptotiguement e cace (voir la part ie 1V).

7. Deduire des questions pe@dentes un estimateur conergent del ( ).
8. Dans la question 1.8, on a omis les donrees censuees ecespondanta X; =0,

c'esta-dire a I'observation de S; et non deT;. Il s'agit des 2 valeurs suppé-

mentaires suivantes, : 216 et 244. On suppose toujours = 100 et k = 3. On
n+2

donne la valeur de” [7,;(si  100)* = 4 546 880.
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Donner une estimation de et un intervalle de con ance de niveau asympto-
tique 95%. Comparer cet intervalle de con ance avec celui aigenua la ques-
tion 1.8.

1l Comparaison de traitements

On cesire comparer I'in uence de deux pe-traitements A et B e ectues avant
l'exposition des souris aux produits toxiques. On note # la valeur du paranetre
correspondant au pe-traitement A et B celui correspondant au pe-traitement
B. On desire donc etablir une proedure pour comparer “ et B. On note
(RE;X1): i (R XA,) les donrees censuees de la population den” souris
ayant subi le pe-traitement A et (RE;XP);:::;(RB ;X 5;) les donrees censuees
de la population den® souris ayant subi le pe-traitement B. On suppose de plus
que les variables R! ;Xi’), awl i nletj2fA;Bg, sontinkpendantes. On
note :

P = Pracey(X2 =1) et p®=Pa, s (XP =1):

1. Donner la densie de lechantillon de taille n® + nB :
(RYX) s (RA XA (R X P )it (RPa s X (o ):

2. Sous I'hypotteseHg = f A = Bg donner I'estimateur du maximum de vrai-
semblance”™, de = A= B,

3. En utilisant la question I1.7, donner les deux tests asympotiques convergents
de Hausman pour tester I'hypothese nulle Hy contre I'hypotlese alternative
Hl =f A 6 Bg.

Les donrees de lechantillon A correspondenta celles de la question 11.8. Les don-

rees de lechantillon B sont les suivantes. La population comporten® = 21 souris

dont :
{ 19 souris pour lesquelles les e ets des produits toxiques a@mre obsenes
aux instants t%;:::;t;9® donres dans le tableau XI1.3, % (t® 100) =
64 024 591,
{ %souris qui ontek retiees de I'experience aux insta nts siB : 204 et 344, avec
2, (s 100§ = 15 651 648.

142]156(163(198|205(232(232|233|233|233
233|239|240(261|280{280|296(296|323

Table XI1.3.  Temps d'apparition des e ets pour n =19 souris avec le pe-traitement B.

4. Calculer ™A, "B et ",. Les pe-traitements A et B sont-ils dierents ?
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5. Donner des intervalles de con ancel®, pour * et J% pour B tels que la
con ance asymptotique sur les deux intervalles soit d'au mins 95% (.e. pour
n* et n® asymptotiguement grand, P a. ey( A 2 J#; B 2 JB)  95%).
Retrouvez-vous la conclusion de la question peecdente ?

IV Proprees asymptotiques de l'estimateur g

Exprimer p comme une inegrale fonction def et G.

CalculerP (R >r )a l'aide de F et G. En deduire la densie de la loi de R.
Montrera l'aide d'une inegration par partie que E [([R w)X]= p=.
Montrer directement que "\, est un estimateur convergent de .

Onpose = E [lix=14(R w)X]. Montrer que E [([R w)¥*]=2 =
Donner la matrice de covariance du couple @ w)X; X).

N o gk wDdPE

Montrer que l'estimateur ", est asymptotiquement normal et donner sa va-
riance asymptotique.

8. \eri er que l'estimateur "\, est asymptotiquement e cace.

XIl.4 Ensemencement des nuages

Exercice XIl.4 (Ensemencement des nuages)

Il existe deux types de nuages qui donnent lieua des pecifiations : les nuages
chauds et les nuages froids. Ces derniers possdent une tgmature maximale de
l'ordre de -10Ca -25C. lls sont composs de cristaux de g lace et de gouttelettes
d'eau. Ces gouttelettes d'eau subsistent alors que la tengrature ambiante est
inkrieure a la temperature de fusion. On parle d'eau surfondue. Leur etat est
instable. De fait, quand une particule de glace rencontre ua gouttelette d'eau, elles
s‘agegent pour ne former qu'une seule particule de glaceles particules de glace,
plus lourdes que les gouttelettes, tombent sous I'action déa gravie. En n si les
temperatures des couches d'air inerieures sont su sammenteleees, les particules
de glace fondent au cours de leur chute formant ainsi de la pla.

En l'absence d'un nombre su sant de cristaux de glace pour intier le pre-
nonene cecrit ci-dessus, on peut injecter dans le nuage fiid des particules qui
ont une structure cristalline proche de la glace, par exem@ de l'iodure d'argent
(environ 100a 1000 grammes par nuage). Autour de ces partides, on observe la
formation de cristaux de glace, ce qui permet, on l'esgeregde ceclencher ou d'aug-
menter les pecipitations. Il s'agit de I'ensemencement s nuages. On signale que
cette methode estegalement utilisee pour limiter le ris que de gréle.
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Il estevident que la possibilie de modier ainsi les pe cipitations pesente
un grand inerét pour l'agriculture. De nombreusesetud es ontet et sont encore
consaceesa letude de I'e cacie de I'ensemencement des nuages dans divers pays.
Letude de cette e cacike est cruciale et celicate. Le d ebat est encore d'actualie.

L'objectif du probeme qui suit est détablira lI'aide de s donrees concernant
I'ensemencement des nuages en Floride en 1975i 'ensemencement par iodure
d'argent est e cace ou non.

On dispose des donrees des volumes de pluie ceverse en ’1@n3, voir les
tableaux XlI.4 et XII.5, concernant 23 jours similaires dont m = 11 jours avec en-

i 1} 2| 3| 4 5@ 6 7/ 8 9 10| 11
Xi|7.45|4.70/7.30/4.05/4.46|9.70/15.10|8.51(8.13|2.20|2.16

Table XI1.4.  Volume de pluie en 10’ m® ceveree avec ensemencement.

j 1 2| 3| 4 5 6 7 8 9 10/ 11| 12
Y; [15.53|10.39|4.50|3.44(5.70|8.24(6.73|6.21|7.58/4.17|1.09/3.50

Table XI11.5.  Volume de pluie en 10’ m® ceveree sans ensemencement.

On consicerera divers mockles pour la quantie d'eau ceversee par les nuages
an de construire des tests pour I'hypothese nulle Hy = fl'ensemencement nac-
crot pas de manere signi cative la quantie d'eau cev ereeg contre I'hypothese
alternative H; = fl'ensemencement accrot de manere signi cative la quanie
d'eau ceverseg.

| Mockle gaussiena variance connue

On suppose queY; suit une loi gaussienneN ( ; 3), w2 R estinconnu et
2 -
6 =13.
1. Calculer 4, I'estimateur du maximum de vraisemblance de . Est-il biaie ?

6. W. L. Woodley, J. Simpson, R. Biondini and J. Berkeley. Rai nfall results, 1970-1975 : Florida
Area Cumuls Experiment. Science vol. 195, pp. 735{742 (1977).
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2. Donner la loi de %,. En deduire un intervalle de con ance de de niveau exact
1 . Faire l'application nunerique avec = 5%.

3. Montrer directement que “, est un estimateur convergent de .

On suppose queX; suit une loi gaussienneN (; 2), a1 estinconnu. L'hypotrese

nulle secrit dans ce mockle Hg = f = getl'hypotrese alternative H; = f > g.
On consicere le mocele complet forme des deux echantillons independants

4. Ecrire la vraisemblance et la log-vraisemblance du moceleomplet.

5. Calculer "y, l'estimateur du maximum de vraisemblance de . \érier que
I'estimateur du maximum de vraisemblance de est bien %,.

6. Donner la loi de ("m; ™n).

7. On consicere la statistique de test

r
L — mn “mo M

T m+n 0

m:n

Donner la loi de ,qu;)n. En patrticulier, quelle est la loi de ,(T};)n SOUsSHg ?
8. Montrer que pour tout > ,onap.s.:

lim D =+1:
min( m;n)!1 mn
9. Deduire des questions pe@dentes un test convergentde niveau exact . De-
terminer la egion critique correspondante.

10. On choisit = 5%. Rejetez-vous I'hypotlrese nulle ? Calculerp-val; la p-valeur
du mockle.

Il Mockle non paranetrique de ckcalage

On note F la fonction de epartition de X; et G la fonction de epartition de ;.
On suppose quda=(x + )= G(x), au est le paranetre de decalage inconnu. En
particulier, X; a méme loi queY; + . On suppose de plus que la loi d&X; possde
une densie note f. On ne fait pas d'hypotrese sur la forme de la densie; on
parle alors de modtle non-paranetrique. L'hypothese nulle dans ce moctle est
doncHy = f = 0g et l'hypottese alternative H, = f > 0g. On consicere la
statistique de Mann et Whithney :

XX

Unin = lty, xi¢f
i=1 j=1
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On posep = E[lty, x;gl, etil vient E[Un;n] = mnp. On rappelle que :
Var(Unn)= mn? %+ m?n %+ mn(p p> ° O
avec © Oet © 0.De plus sip 62 D;1g (cas non cegeree), alors au moins I'un
des deux termes %ou Cest strictement positif. On supposep 2]0; 1[. On pose :
Unm:n  mMnp.
Var(Unn)
On rappelle que si minn; n) tend vers l'in ni, alors la suite ( Zm:n;m  Ln 1)

converge en loi vers la loi gaussienne centee eduitéN (0; 1).
On rappelle que sousH (i.e. X; et Yj ont méme loi), on a :

Zmin =

mn(m+ n+1)
12
On admet que la loi deUp-n sousHq ne cepend pas deF . On admet que sousH,
on ap > 1=2. Le casp = letant cegerere, on supposera donc que sous Hj, on a
p 2]1=2; 1.
On consickre la statistique de test :

p=1=2 et Var(Umn)=

@ - mn T
m;n

mn (m+ n+1)
12

1. Montrer que :
f r(r%;)n ag= fZmn bmin

al I'on ceterminera by, . \erier que sous Hi, on a lim Bon = 1
min( m;n)!1
2. En ceduire, que sousHy, onapourtouta> 0, lim  P( @ a)=1.
min( m;n)!1 '

3. Deduire des questions pe®dentes un test asymptotique convergent de niveau
. Ce test est appeek test de Mann et Whithney.

4. On choisit = 5%. Rejetez-vous I'hypottese nulle ? Calculerp-val, la p-valeur
pour ce moctle.

1l Mogkle non paranetrique gereral

On note F la fonction de epartition de X; et G la fonction de epartition de ;.
On suppose que- et G sont des fonctions continues. On desire tester I'hypothese
nulle Hy = fF = Gg contre son alternative H; = fF 6 Gg. On consicere la
statistique de test :

@) ' mn 1 X 1 X
m;n

= sup = Iiy. i PV
mtn oo m._ fXi zg o Y zg
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1. Donner un test asymptotique convergent de niveau construita partir de r(T?;)n .

2. On observe la ealisation $h°" ' 0:5082. Rejetez-vous I'hypotrese nulle au

niveau asymptotique de 5% ? Calculemp-vals la p-valeur de ce mockle en utili-
sant les quelques valeurs, voir le tableau XII.6 de la fonctin de epartition K

de la loi limite sousHg de ,E?;)n quand min(m;n) tend vers I'in ni.

x 10.519/0.571/0.827|1.223|1.358
K(x)| 0.05|0.10| 0.50| 0.90| 0.95

Table XII.6.  Quelques valeurs de la fonction de epartition K.

IV Conclusion

L'experience d'ensemencement pratiquee en Floride eselle concluante ?

XI1.5 Chaleur latente de fusion

Exercice XI1.5 (Chaleur latente de fusion).

On consicere deux nethodes A et B de mesure de la chaleur latente de fusion
(ou enthalpie de changement détat) de la glace en eau. Le thleau XII.7 donne
pour les deux methodes de mesure, les valeursde la chaleur latente de fusion de
la glacea -0.72C en eaua OC en calories par gramme. On dispose den = 13
mesures pour la nethodeA et de m = 8 pour la nethode B. On souhaite savoir
si la nethode B n'a pas tendance a donner des valeurs intrieuresa cellede la
nmethode A.

Methode A
Methode B
79.98/80.04(80.02/80.04/80.03
80.03/80.04(79.97/80.05/80.03 80.02/79.94(79.98/79.97|79.97
80.02/80.00/80.02 80.03|79.95|79.97

Table XII.7.  Mesures de la chaleur latente de fusion de I'eau en calories pr gramme par deux
nethodes dierentes.

7. J. Rice. Mathematical statistics and data analysis. International Thomson Publishing, 2nd
ed. (1995).
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| Le moakle

On mocklise laieme mesure par la methodeA (resp.B) par la variable akatoire
Xi (resp.Y;) et on note x; (resp.y;) 'observation correspondante. On suppose que :

les variables akatoires Xi;i 1) sont incependantes de loi gaussienne de moyenne
1 et de variance %, les variables abatoires (fj;j 1) sont incependantes de loi
gaussienne de moyenne; et de variance 2, et les variables atatoires Ki;i 1)
et (Y] 1) sont incependantes. On note n le nombre de mesures faites avec
la methode A et m avec la nmethode B. On note = ( 1; 1; 2; 2) 2 =
R R, R R, leparanetre du moctle.
On pose :
!
X 1 X 2_ N X, 2 .
Xn— ﬁi_l XI: Vn— n 1i_l(X| Xn) - ﬁ Hi_l Xi Xn ’
- - 0~ 1
1 1 X 2_ M X, 2A .
Ym = Ejzl\(,, W = m—ljzl(v, Ym)? = m—l@ﬁjzle Y2A

On note Xn;Vn;Yn;Wn les valeurs deX,; Vn; Yn; W, evallees en les observations.
On donne les valeurs nuneriquesa 103 pes correspondant aux observations :

n=13; x,' 8002 v,' 5710% (X11.4)
m=8; ym' 7998 wp,' 9810 % (X11.5)

1. Decrire simplement, pour ce mockle, les hypotteses niie et alternative corres-
pondanta la question pose.

. n 1
3. Rappeler la loi de Xp; ——Vh

1

4. Deduire des deux questions peedentes la loi du coupd n >—Vh; —5—Wn

et calculer la loi de :

5. RappelerE [X]. En ceduire un estimateur sans biais de 1, puis un estimateur
sans biais de ;. Ces estimateurs sont-ils convergents ?

6. RappelerE [V,]. En ceduire un estimateur sans biais de #, puis un estimateur
sans biais de 3. Ces estimateurs sont-ils convergents ?
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I Simpli cation du mockle

An de simpli er le probeme, on cesire savoir si les varia nces 7 et 3 sont
signi cativement dierentes. Pour cela, on construit dan s cette partie un test asso-
cea l'hypothese nulle Ho=f 1= 5; 12 R; 22 Rg et I'hypottese alternative
H1:f 16 2, 12R; 22 Rg.

On consicere la statistique de test :

A
W

Zom =

1. \erier que la loi de Zp, sousHg est une loi de Fisher-Snedecor dont on
pecisera les paramnetres.

2. Quelles sont les limites de Z,.m;n 2m 2) sousHg et sousH1 quand
min(n; m) tend vers ['in ni ?

Soit 1, 22]0;1=2[. On note an:m: , et bym; ,) les quantiles d'ordre 1 etl >
de Fp.m de loi de Fisher-Snedecor de paranetrerf; m) i.e. :

P(Fhm  @nm; )= 1 et P(Fpm bym ,)= 2
On admet les convergences suivantes :

anm; , = lim bhm: , = 1: (X11.6)

min(n;m)!1 min(n;m)!1
3. Montrer que le test pur de egion critique :
Wom = fZnm 6220 1m 1 b 1m 1 L[0

est un test convergent, quand ming; m) tend vers I'in ni, pour tester Hg contre
H 1. Determiner son niveau, et \eri er qu'il ne cepend pas de (n;m).

4. On choisit usuellement 1 = . Determiner, en utilisant les tables XII.8
et XII.9, la egion critique de niveau = 5%. Calculer la p-valeur du test.
Conclure.

5. Etablir les convergences (XII.6).
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?k!_II)H Hy 0.400 |{0.300/0.200]0.100{0.0500.025]
(12;7) 1:2441|1.510/1.906|2.667|3.574|4.666
(12;8) 1.219 |1.465/1.825(2.502]3.284(4.200
(13;7) 1.247 |1.510/1.901/2.655|3.550/4.628
(13;8) 1.221 |1.464/1.820/2.487|3.259/4.162
(7;12) 1.142 |1.373)1.700{2.283|2.913/3.607
(7;13) 1.134 |1.359/1.676|2.234|2.8323.483
(8;12) 1.148 |1.371]1.686|2.245|2.848/3.512
(8;13) 1.140 |1.357|1.661{2.195/|2.767|3.388

Table XII.8.  Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. SoitFy, une variable akatoire de loi de
Fisher-Snedecor de paranetre (k;|). On pose P(Fy; f)= . La table fournit les valeurs de f

en fonction de (k;1) et . Par exemple| P(F12.7; 1:244)' 0:4|

':k!_II)H Hy 0.025 |{0.050/0.100]0.200{0.300]0.400]
12;7) 0:277)(0.343/0.438|0.588/0.728/0.875]
(12;8) 0.285 [0.351]0.446|0.593/0.729/0.871]
(13;7) 0.287 |0.353/0.448/0.597|0.736|0.882
(13;8) 0.295 |0.361/0.456|0.602/0.737|0.877
(7;12) 0.214 |0.280]0.375|0.525/0.662/0.804]
(7;13) 0.216 |0.282/0.377|0.526{0.662|0.802
(8;12) 0.238 [0.305]0.400|0.548/0.683/0.820]
(8;13) 0.240 (0.307]0.402/0.550/0.683/0.819

Table XII.9.  Quantiles de la loi de Fisher-Snedecor. SoitFy, une variable akatoire de loi de
Fisher-Snedecor de paranetre (k;|). On pose P(Fy; f)= . La table fournit les valeurs de f

en fonction de (k;1) et . Par exemple|P(F12.7 0:277)' 0:025|.

1l Comparaison de moyenne

On suppose doenavantque 1 = », etonnote lavaleur commune (inconnue).
On consicere les hypotleses nulleHg = f 1 = 5; > 0g et alternative Hy =
f 1> 2, > 0g. Onpose:

(n LVh+(m 1)Wp
n+m 2 ’

Sn;m =

et on consicere la statistique de test :

117



XII Probemes (probabilies et statistique)

. . . n+m 2 . .
1. Deduire de la partie | la loi de —————Snm, €t la limite de la suite (Sp:m;n

2;m  2) quand min(n; m) tend vrers I'in ni.
nm
T Xn  Ym).

3. \eri er que sous Hy, la loi de T,,.;, est une loi de Student dont on pecisera les
pararetres.

4. Determiner la limite sous H; de la suite X,  Ym;n 1;m 1) quand
min(n; m) tend vers ['in ni.

5. En ceduire sousH la valeur de limpyincnmyr Toym -

2. Deduire de la partie | la loi de 1

6. Construire un test pur convergent quand minf; m) tend vers l'in ni de niveau
pour tester Hg contre Hj.

7. Onchoisit = 5%. Determiner la egion critique du test asymptotique. Donner,
en utilisant la table XI1.10 une valeur approctee de la p-valeur. Conclure.

(r(-? 0.05000[0.025000.01000 0.005000.002500.00100 0.00050 0.000250.00010Q
19 ||| 1:729]| 2.093 | 2.539 | 2.861 | 3.174 | 3.579 | 3.883 | 4.187 | 4.590
20 || 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 3.153 | 3.552 | 3.850 | 4.146 | 4.538
21 || 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 | 3.135 | 3.527 | 3.819 | 4.110 | 4.493

Table XI1.10.  Quantiles de la loi de Student. Soit Tx une variable akatoire de loi de Student de
paranetre k. On poseP(Tx t)= . La table fournit les valeurs de t en fonction de k et . Par

exemple| P(T19 1:729)' 0:.05|

IV Variante sur les hypotleses du test

On reprend les notations de la partie Ill. Si on ne pesuppog pas, 1 2,
alors on consicere I'hypottese alternative H=f 16 ; > 0gau lieu deHj.

1. Quelles sont soust les valeurs de im  Thm?
min(n;m)!1

2. En s'inspirant des questions de la partie Ill, construireun test pur convergent
pour tester Hg contre H ? et donner une valeur approcree de s@-valeur. Conclu-
sion.

3. On consicere I'hypotrese nulle HY = f 4 2; > 0g et I'nypothese alterna-

tive H1. Verier que pour c2 R:
!

_ nm 1 2
Pey 2)(Tam ©=Poio; ) Tam € n+mpﬁ
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En ceduire que le test pur de la question I11.6 est un test corvergent de niveau
pour tester HY contre H;. Conclusion.

4

XI1.6 Taille des grandes villes

Exercice XI.6 (Loi de Pareto et taille des villes).
Les lois en puissance semblent correspondrea de nombreukgmonenes @ : nombre
d'habitants des villes, nombre de ekchargements des pges web, nombre d'occur-
rences des mots du langage... L'objectif de ce probeme edktudier la famille des
lois de Pareto, et de comparera l'aide d'un tel moctle les rombres, convenablement
renormalises, d'habitants des plus grandes villes europennes et anericaines.

On consickre la loi de Pareto (eduite) de paranmetre > 0, de densie :

f (x)= X—+11fx>1g3

La partie | est consacee a la recherche d'estimateurs du ranetre . Dans
la partie Il, on construit un test pour comparer les paranetres provenant de
deuxechantillons dierents (villes europeennes et vil les anericaines). La partie I
concerne l'application nunrerique. La partie 1V est incep endante des autres parties,
et permet de comprendre que les donrees sur les plus grandeifles sont su santes
et naturelles pour I'estimation du paranetre

| Estimations et intervalles de con ance du paranetre de la loi de
Pareto

Soit (Xk;k 2 N ) une suite de variables akatoires incependantes de mérma loi
de Pareto de paranetre > 0.

1. Calculer E [X4], puis E [X?].

2. Deduire du calcul de E [X1] un estimateur ~, de , construita partir de
Xq;ii0; Xp. \erier que, pour > 1, l'estimateur (~,;n 1) est convergent.

3. Donner la vraisemblance du moctle et determiner une stdistique exhaustive.
Que dire de l'estimateur ~ ?

4. Montrer que l'estimateur du maximunm de vraisemblance de , construita

8. M. E. J. Newman. Power laws, Pareto distributions and Zipf 's law. Contemporary Physics,
vol. 46(5), pp. 323-351 (2005).

119



XII Probemes (probabilies et statistique)

5. Montrer que la loi de log(X1) est une loi exponentielle dont on pecisera le
paranetre. En ceduire E [log(X1)] et E [log(X1)?].

6. \eri er directement,a l'aide de la question 1.5, que la suite (*n;n 1) est un
estimateur convergent de .

7. Montrer directement, a l'aide de la question 1.5, que l'estimateur (“n;n 1)
est asymptotiquement normal. Montrer que sa variance asymiotique est 2.

8. Calculer linformation de Fisher. L'estimateur est-il asymptotiquement e -
cace?

9. Construire un intervalle de con ance de niveau asymptotgue 1 pour

10. Montrer, a l'aide des fonctions caraceristiques, que la loi de ~,! est une
loi gamma dont les paranetres ne dependent pas de . Construire alors un

intervalle de con ance de niveau exact 1 pour , utilisant les quantiles des
lois gamma.

Il Comparaison déchantillons

Pour une egion du globe r, on suppose que les nombres d'haiints des villes
suivent approximativement une loi de Pareto gererale qui sera introduite dans
la partie IV. Ce mockle est raisonnable pour les grandes vies®. On note xf(l) >

> X{(nr+1) 1€ nombres d'habitants desn” +1 plus grandes villes'®. On \eri era
[
*w
X’(n'+1)

dans la partie 1V, que les observations renormalies pard minimun >

r
X(nr)
X(nr+1)

> correspondent alors au eordonnement cecroissant de mlisations de

paranetre .

Le paranetre ' peut s'interpeter comme le rapport du taux de naissance
plus le taux d'apparition de nouvelles grandes villes sur ldaux de naissance de la
egion r. Plus ' est grand et plus la probabilie d'observer des (relativement) tes
grandes villes est faible.

On dispose des nombres d'habitants des 26GE = 265) plus grandes villes de
I'Union Europeenne (UE) et des 200 (nYSA = 199) plus grandes villes desEtats-
Unis d'Anerique (USA). Les histogrammes des gures Xll.1 (UE) et XII.2 (USA)
concernent les donrees estinees en 2005. On aegalementope la densie de la
loi de Pareto avec le paranetre estine, pour se convaincregue la mocelisation est
cedible.

9. Y. ljiri and H. A. Simon. Some distributions associated wi th Bose-Einstein statistics. Proc.

Nat. Acad. Sci. U.S.A. , vol. 72, pp. 1654-1657 (1975).
10. Donrees disponibles sur http://www.citymayors.com/
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Pour simpli er Ecriture, on pose n=nYE|et|m=nUsA

Le but de cette partie est de savoir s'il existe relativementmoins de tes grandes

villes dans I'UE qu'aux USA. Pour cela on consicere les hyptteses Hg = f YE
USAgetH, = f UE > USAg

2. Comme les nombres d'habitants des villes sont donres paordre decroissant,
cela signi e que l'on observe seulement une ealisation dueordonnement de-
NI

croissant. \eri er que I'estimateur du maximum de vraisemblance de ", .,
e ni dans la partie I, peut secrire comme une fonction du eordonnement

cecroissant.

P . .
Pourk 2 N ,onposeZ; = k(" ")etonnote | lafonction caraceristique
deZ;. La question I.7 assure la convergence simple de {; k 2 N ) vers la fonction
caraceristique de la loi gaussienneN (0;( ")?). On admet que la convergence est
en fait uniforme sur les compacts, pour toutu 2 R :
.|2u2( r)2:2 — O

lim sup (('u) e
k!l "2[0:1]

3. Montrer que si YE = USA alors la suite :

r r

m n
nemZn pamim n2Nim2N

converge en loi, quand minf; m) tend vers l'in ni, vers une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance 2.

On consicere : UEo USAND
N2 — n(/\n ) + m(Am ) .
nm n+m '
et la statistique de test :
r—
UE USA UE USA
n'm - nm An Am - p mp An Am
’ n+m Nm n("YE)2 + m(~USA)2

4. Deduire de la question peedente que, si Y5 = YSA alors la suite ( n:m;n 2
N ;m 2 N ) converge en loi, quand minQ; m) tend vers l'in ni, vers la loi
gaussienne centee eduiteN (0; 1).

5. Si YE < USA donner le comportement asymptotique de la suite (q:m;n 2
N ;m 2 N ) quand min(n; m) tend vers l'in ni.

6. Si YE > USA donner le comportement asymptotique de la suite (n:m ;N 2
N ;m 2 N ) quand min(n; m) tend vers l'in ni.
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7. En ceduire la forme de la egion critique pour tester asymptotiquement Hg

contre H;.

8. Montrer, en utilisant le fait que laloi de ~|;= " ne cepend pas de ' (cf question
1.10), que l'erreur de premere espece est maximale pour YE = USA,

9. En admettant le esultat de la question peedente, do nner la egion critique
de niveau asymptotique pour tester Hg contre Hj.

10. Ce test est-il convergent?

11. Comment calculer lap-valeur asymptotique de ce test?

Il Application nunerique

On donne = 5% et dans le tableau XIl.11 les statistiques pour les nombes
d'habitants des plus grandes villes de I'Union Europeenneet desEtats-Unis d'Arre-

rique.

Region : r UE USA
Nombre de donrees : n' 265 199
Plus grande ville : %) |(Londres) 7.07|(New York) 8.08
Plus petite ville © X4y 0.15 0.12
T X 676.8 620.8
o xE 5584.6 8704.6
o by log(xk) 166.6 147.6
" n, log(xk)? 210.2 207.6

Table XI1.11.  Donrees 2005 sur les plus grandes villes de I'UE et des USA. les nhombres d'ha-

bitants sont en millions.

1. Donner les estimations par maximum de vraisemblance deVE, YSA et leurs
intervalles de con ance asymptotiques de niveau 1 (cf. partie I).

2. Calculer la p-valeur du test pesene dans la partie Il.

3. Conclusion?

IV Reduction des lois de Pareto

Soit une suite X;3;n 2 N ) de variables akatoires incependantes de loi de
Pareto de paranetre (; ) 2]0;1 [ de densie :

f. x)=
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Figure XII.1.  Histogramme des nombres d'habitants desn = 265 plus grandes villes de I'Union
Europenne (diviees par la taille de la ( n + 1)-eme grande ville), et densie de la loi de Pareto
de paranetre ~ Y& (sur le graphique de droite seulement).

Figure XII.2.  Histogramme des nombres d'habitants desm = 199 plus grandes villes desEtats
Unis d'Anerique (diviees par la taille de la ( m + 1)-eme grande ville), et densie de la loi de
Pareto de paranetre » 5>* (sur le graphique de droite seulement).

1. Calculer la fonction de epartition, F. , de laloi de Pareto de paranetre (; ).

2. CalculerP X1=y>x |jX1>y poury> etx> 1. En ceduire la fonction
de epartition, puis la loi, de X;=y sachantX; >y, a1 y >

Soit n;k 2 N . On consicere le eordonnement cecroissant, appeé awssi sta-

123



XII Probemes (probabilies et statistique)

En particulier on a X5y =maxy i n+k Xi €t X(n+k) =Ming i n+k Xj. On admet
que le eordonnement cecroissant est un vecteur de loi cotinue et de densie :

vk
On+k(X1; i Xnsk) = (N+ K Ly s hg Fr (X0):
i=1

Le but de ce qui suit est de ceterminer la loi desn plus grandes valeyrs diviees
X(n)

n+ k)! ¥
H Lixi> sxnagF; (Xn+1)k i o (Xn+1)  Fo ()
: i=1
2. Montrer que (Y1;:::;Yn) @ méme loi que le eordonnement decroissant de
(X1;:::;Xn), i les variables X 1;:::; X, sont incependantes de méme loi de

nide nidek.

Quittea consicerer les n+1 plus grandes valeurs de la suite Xi;1 i n+ k),
on peut les remplacer par les plus grandes diviees par la (+1)-eme, et supposer
ainsi que l'on consicere le eordonnement cecroissant e n variables akatoires
incependantes de loi de Pareto de paranetre (; 1).

4

XIl.7 Resistance d'une @ramique

Exercice XlII.7 (Resistance d'une @ramique et loi de Weibull).

Les @ramiques possdent de nombreux defauts comme desques ou des micro-
ssures qui sont epartis akatoirement. Leur esistan cea la rupture est moctliee
par une variable akatoire de loi de Weibull 2.

La premere partie de I'exercice permet de manipuler la loi de Weibull. La
deuxeme permet d'expliquer le choix de la loi de Weibull paur la loi de la esis-
tance a la rupture. Les troiseme et quatreme parties ab ordent I'estimation des
paranetres de la loi de Weibull'?. La partie Il d'une part, et les parties Il et IV
d'autre part, sont incependantes.

11. Norme ISO 20501 : 2003 http://www.iso.org/iso/fr/
12. P. Murthy, M. Xie and R. Jiang. Weibull models. Wiley Series in Probability and Statistics
(2004).
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La densie de la loi de Weibull de paranetre (; ) 2]0;1 [ est ¢ nie sur R

par :
1

X X

f.o x)=- exp Lty og
et la fonction de epartition par F. (x)=0si x Oet:
X
F. x)=1 exp — pour x 0.

Le paranetre de forme est, en analyse des esistances des eramiques, appee
module de Weibull. Ce pararetre, qui caracerise 'homogreie de la @ramique,
est adimensionnel. 1l est d'autant pluseleve que la eramique est homogne. Les
valeurs actuelles sont de l'ordre de 5a 30. Le paranetre @chelle est parfois
appek contrainte caraceristique (F. () =1 e !' 6321%). Il est exprime
dans les mémes unies que les contraintesi.e. en Pascal), il depend de la qualie
et de la taille de la eramique.

| Etude sommaire de la loi de Weibull

On rappelle la & nition de la fonction Gamma, pour r> 0:
Z

(N= Lot te'dt

Ona (r+1)=r1 (r)pourr> 0,et (r+1)= r!lpourr2N.
Soit X une variable akatoire de loi de Weibull de paranetre (; ) 2]0;1 [%.

1. Soit c > 0. Determiner,a l'aide des fonctions de epartition, la loi de cX.
2. Montrer que E¢. j[X ]= etE(, y[X?2]1=2 2.

3. Calculer la loi de X et reconnatre une loi exponentielle dont on ceterminera
le parametre. Retrouver les esultats de la question peedente.

I Pourquoi la loi de Weibull ?

On consicere une barre de @ramique de longueul. soumise a une force de
traction. On mocklise la esistance de la barre de eramique, i.e. la valeur de la
force de traction qui fait se rompre la barre, par une variabé akatoire X (1), On

ecompose la barre de eramique em tranches de longueur_=n, et on noteXi(L:”)

est simplement la esistance de la tranche la plus faible :

X L) = min X = (XIL7)
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Ce mockle de tranche la plus faible intervient egalement en abilie quand on
consicere la duee de fonctionnement d'un appareil forme de composants en rie,
i.e. quand la duee de fonctionnement de l'appareil est la plus gtite duee de
fonctionnement de ses composants. On suppose que :

(A) Les variables akatoires (Xi(":n);i 2 f1;:::;ng) sont incependantes de
méme loi.

(B) Pour tout ~> 0, X () a méme loi quec- X, ar ¢ > 0 est une constante qui
tepend de " (et de la qualie de la eeramique) et X est une variable akatoire
strictement positive.

Le but des questions qui suivent est d'identi er les lois posibles deX telles

que les hypotreses A) et (B) ainsi que lequation (XII.7) soient satisfaites.

Soit (Xk;k 1) une suite de variables akatoires incependantes et de rdme loi.

1. On noteF la fonction de epartition de X1 et F, celle de min, ¢  Xk. Montrer
quel F,(x)=(1 F(x))" pourtout x 2 R.

2. Deduire de la question peedente et de la question I.1que si la loi deX; est la
loi de Weibull de paranetres (; ), alors 1rr?<in Xk a méme loi quen ¥© Xj.
n

3. Montrer que si X suit la loi de Weibull de pararnetres (; ), alors sous les
hypotreses (A) et (B), legalie (XI1.7) est satisfaite en loi ks que ¢ = ¢;” ¥
pour tout > 0. Determiner la loi de X (1),

On suppose que la fonction de epartition de X, H, posede lequivalent suivant

quand x tend vers 0 par valeurs sugerieures :

H(x) = bx®+ o(x?) (x> 0);

al a> 0ethb > 0. On supposeegalement que la esistance est inversemerro-
portionnellea la longueur de la barre de @ramique :¢c = ¢~ ¥ , avec > 0.

Xi(L:”); n

4. Donner la limite de la fonction de epartition de la varia ble akatoire (miny ; n
1). En ceduire que legalie (XI1.7) implique que a = ainsi que X (1) et X
suivent des lois de Weibull.

En fait la treorie des lois de valeurs extremes= 14 assure que si l'on suppose les
hypotreses (A) et(B), legalie (X11.7) et le fait que la esistance X (1) n'est pas
ceterministe (et donc sans hypotrese sur la fonction de epartition de X ni sur
c) alors X (1) et X suivent des lois de Weibull. En particulier lindependance des
esistances des tranches conduisenta moctliser la esstance d'une eramique par
une variable akatoire de Weibull.

13. J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels and J. Segers.Statistics of extremes. Wiley Series in

Probability and Statistics (2004).
14. P. Embrechts, C. Klueppelberg and T. Mikosch. Modelling extremal events for insurance
and nance. Springer (1997).
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Il Estimation du paranetre dechelle

Soit (Xk; k 1) une suite de variables akatoires incependantes de mée loi de
Weibull de paranetre ( o; ) 2]0;1 [2, a1 ¢ est supposconnu .

1. Montrer que la vraisemblance assoceea unechantilln X ;:::; X, de taille n
skecrit, avec X = (xk;k2f1;:::;nQ)
n WP 0 Y 1Y‘
pr(X; )= n o € =1 X 0 1fx|>Og:
j=1 I=1

2. En utilisant le treoeme de factorisation, donner une statistigue exhaustive
pertinente.
3. Determiner l'estimateur du maximum de vraisemblance, "\, de
4. En utilisant la question 1.3, calculer le biais de ", \erier qu'il est nul si
0= 1.
5. A l'aide des esultats de la question 1.2, montrer directement que Ano est un
estimateur convergent et asymptotiquement normal de °.

6. En ceduire que ", est un estimateur convergent et asymptotiquement normal
de . Donner la variance asymptotique.

IV Estimation du paranetre de forme

Soit (Xk;k 1) une suite de variables akatoires incependantes de mée loi de
Weibull de pararetre ( ; ) 2]0;1 [2. On suppose que le paranetre () 2]0;1 [?
est inconnu.

1. Pour unechantillon de taille n, donner la vraisemblance et la log-vraisemblance,

La(X;(; ) @ x=(x¢;k2f1:::;n0).

2. Peut-on esumer les donreesa l'aide d'une statistique exhaustive ?

3. Donner les equations satisfaites par tout extremum, (+; ™), de la log-vrai-
semblance.

4. \erier que T, = Un(~n), pour une fonction u, qui cepend de x. Que pensez-
vous de l'estimation de que soit connu ou hon ?

On & nit la fonction hy, sur]0;1 [ par :

P
1 X N, log(x; )x2
ha(@= = log(xi)+ B,
i=1 =1 2
a Xj > Opourtouti 2f1;:::;ng. Onsupposen 2etqu'ilexistei;j 2f1;:::;ng

tels quex; 6 x;. On admet que la fonctionh, est strictement croissante.
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5. \erier, en utilisant ~, = un(~n), que ~, est l'unique solution de lequation
1
hp(a) = —.
n(@) = 7
6. Montrer que la fonction g : a 7! Ly(x;(a;un(a))) est strictement concave. En
ceduire que la log-vraisemblance atteint son uniqgue maxinum en (~,; ™).

7. Montrer que h,, ai I'on remplace x; par Xj, converge p.s. vers une fonctiorh
que l'on ceterminera. \erier que h( )=1= .

Ce dernier esultat permet de montrer la convergence p.s. d I'estimateur (~n; ™)
vers (; ). Par ailleurs les estimateurs sont fortement biaises.
4

XI1.8 Sondages (II)

Exercice XII.8 (Sondage et strati cation) .
On consicere un sondage pour le deuxeme tour de lelecton pesidentielle frarncaise
e ecte sur n personnes parmi la population desN electeurs, dont Na 2 (resp.
Ng  2) votent pour le candidat A (resp.B), avec N = Na + Ng. Le but du
sondage est d'estimer la proportion,p = Na=N, de personnes qui votent pourA.
CommeN (environ 44 Millions d'inscrits pour lelection peside ntielle frarcaise
de 2007) est grand devantn (de l'ordre de 1000), on consicere uniquement des
sondages avec remise (en particulier une personne peut etinterrogee plusieurs
fois). Le but de cet exercice est letude des nmethodes de sati cation.

| Moctle de eérence

La eponse de la k-eme personne interrogee est moceliee par une variale
akatoire Zy : Zx =1 (resp. Zx = 0) si la personne interrogee vote pour le candidat
A (resp. B). Les variables akatoires ;k 1) sont incependantes de loi de
?gnoulli de paranetre p. On estime pa l'aide de la moyenne empirique, Z, =

= =1 Zk. Rappelons queZ, est un estimateur sans biais dep convergent et

asymptotiguement normal.
1. Calculer le risque quadratiqueR(Zn; p) = Ep[(Zn p)?] pour I'estimation de p
par Zy.
2. \eri er que la vraisemblance du mockle est p,(z;p) = p"* (1 p)" ", avec
1 . .
z=(z1;:::;27) 210, 19" et z, = RS En deduire que Z, est I'estimateur

du maximum de vraisemblance dep.

3. Calculer l'information de Fisher du mockle. Montrer que Z,, est un estimateur
e cace de p (dans la classe des estimateurs sans biais ¢é.
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Il Methode de strati cation

L'objectif des nmethodes de strati cation est d'aneliore r la pecision de l'esti-
mation de p, tout en conservant le méme nombre,n, de personnes interrogees.
Pour cela on consicereH strates (ou groupes) »es. La strate h comporte N, 1
individus (N}, est connu), et on notepy la proportion inconnue de personnes de
cette strate qui votent pour A, n, le nombre de personnes, interrogges dans cette
strate. Le nombre total de personnes interrogees esh = Ezl nn. On suppose
que pn 2]0;1[ pour tout 1  h  H. On consicere la proportion des personnes
interrogees dans la strate h qui votent pour A :

al la variable akatoire Xi(h) mocktlise la eponse de laieme personne interrogee
dans la strate h : Xi(h) =1 (resp. Xi(h) = 0) si la personne interrogee vote pour
le candidat A (resp. B). La variable akatoire Xi(h) suit une loi de Bernoulli de

paranetre p,. On suppose que les variables abatoires)(i(h); 1 i1 h H)
sont independantes.

L'estimateur de Horvitz-Thompson *° (initialement construit pour des sondages
sans remise) dep est ¢k ni par :

XN
Y= Ny
N
h=1

II.1 Etudea horizon ni

1. On choisit un individu au hasard. Quelle est la probabilie qu'il soit dans la

X

. N
strate h? En ceduire que Whph =p.
h=1

2. \eri er que l'estimateur de Horvitz-Thompson est sans biais : Ep[Y] = p.

3. Calculer le risque quadratique deY : R(Y;p) = Ep[(Y p)?] en fonction des

variances 2= pn(1  pn).

4. Pourquoi dit-on que la strati cation est mauvaise sinVarp(Y) >p(1 p)?
5. Donner un exemple de mauvaise strati cation.

15. D. G. Horvitz and D.J. Thompson. A generalization of samp ling without replacement from
a nite universe. Journal of the American Statistical Association , vol. 47, pp.663-685 (1952).
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On epondra aux trois questions suivantes en admettant quen;, peut prendre
toutes les valeurs eelles positives et pas seulement dealeurs enteres. On rappelle
I'iregalie de Cauchy-Schwarz. Soit a;;bh 2 R pouri 21 etl ni,ona:

I I I

X 2X )X
aib aj o
i21 i21 i21
avecegalie si et seulement si il existe (; ) 2 R?nf(0;0)g tel que a ; = b; pour

tout i 2 1.

. . N
6. Montrer que pour l'allocation proportionnelle, ny = nWh, on anVarp(Y)

p(1  p). Donner une condition recessaire et su sante pour quen Vary(Y) <
p(l  p).

7. Montrer que l'allocation optimale (i.e. celle pour laquelle Vag(Y') est minimal)
corresponda l'allocation de Neyman ai ny, est proportionnela lecart-type de
la strate h : N,, . Donner une condition recessaire et su sante pour que l'al
location de Neyman soit strictement meilleure que l'allocgéion proportionnelle.

8. Deduire de ce qui peede que sous des conditions assegrerales, on peut
construire un estimateur de p sans biais qui est strictement petrablea I'es-
timateur e cace (dans la classe des estimateurs sans biais¥,. En quoi cela
n'est-il pas contradictoire ?

1.2 Etude asymptotique

1. Montrer que (Yh;nn, 1) converge p.s. vergy et que (p Nh(Yn  pPn);nn 1)
converge en loi vers une loi gaussienne dont on peciseradgararnetres.

2. Montrer que p.s. Y converge versp quand min;  y hp tend vers I'in ni.

On rappelle le esultat suivant sur la convergence uniforme locale des fonctions
caraceristiques. Soit (Vk;k 1) une suite de variables akatoires incependantes,

de meéme loi et de care inegrable, avecE[Vi] = et Var(Vi) = 2. Alors, on a:
2,2 1 X
Prove (W =€ "UPHRe(U); @ V= W

i=1

et pour tout K 0, lim sup jRg(u)j =0.
k!l jui K

N N P—0———r
3. Montrer que, si miny , y Ny tend vers linni, alors (Y p)= Varp(Y)
converge en loi vers une loi gaussienne centee eduit®l (0; 1).
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4. Montrer que :
1 X Ny V@ Ya)

Varp(Y) het N N
converge p.s. vers 1, quand min , y Ny tend vers l'in ni. On pourra, apes

l'avoir justie, utiliser que pour tout "> O0onajYs(1 Ys) 2 " 2pour
lrrginH N su samment grand.

5. Deduire de la question peedente que :
2 Y 3
PXONG Y@ Yh)g
=2 N Nn '

= 4Y 1
h=1

al | estle quantile d'ordrer de la loi gaussienne centee eduiteN (0; 1), est
un intervalle de con ance surp de niveau asymptotique 1 ( 2]0; 1]) quand
miny n H Nh tend vers I'in ni.

XI1.9 Loi de Yule (I1)

Exercice XI1.9 (Disques d'or et loi de Yule).
On suppose que les ventes des disques d'un artiste cependette sa eputation
seulement {.e. du nombre de disques cep vendus) et donc pas de son talerif.
Dans ce cas, il est naturel de mockliser le nombre de ventesopir un artiste par
la loi de Yule!” , voir I'exercice (X1.11). On mesure la notoree d'un art iste par
le nombre de disques d'or qu'il a obtenus. Le tableau XII.12 dnne le nombre
d'artistes ayant eu un nombre de disques d'or e pendant la periode de 1959 a
1989. Pour information, le tableau XII.13 indique les artiges ayant eu au moins
14 disques d'or. On compten = 1377 artistes ayant eu un ou des disques d'or.
Si on estime que la probabilie d'acheter un disque d'un ariste inconnu est
tes faible, alors on peut moceliser le nombre de disques tr d'un artiste par une
variable akatoire Y de loi de Yule de paranetre > 0. On rappelle que siY suit
une loi de Yule de paranetre 2]0;1 [, alors on a:

P(Y=k)= B(k; +1); k2N;

16. K. H. Chung and R. A. K. Cox. A Stochastic Model of Supersta rdom : an application of
the Yule distribution. The Review of Economics and Statistics, vol. 76, pp. 771{775 (1994).

17. L. Spierdijk and M. Voorneveld. Superstars without tale nt? The Yule distribution contro-
versy. SSE/EFI Working Paper Series in Economics and Finance . http://swopec.hhs.se/
hastef/abs/hastef0658.htm  (2007).
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al pour a;b2]0;+1 [:

z
a) (b
B(a;b) = _@ O x2 Y1 x)P ldx
(a+ b 10:1
1. Determiner la loi de Yule de paranetre = 1. Comparer les donrees obsenees
du tableau XI1.12 avec les donrees tteoriques attendueside nombre de disques
d'or pour un artiste pris au hasard suit la loi de Yule de parametre =1.
2. Apes avoir peci® le moctle, indiquer en cetail un e nethode pour tester si
les donrees obserees correspondenta la ealisation tuinechantillon de taille
n de loi min(Y;m), w m =17 et Y suit une loi de Yule de paranetre =1.
3. Justi er le fait que, pour epondrea la question 2, on ait regroupe dans le
tableau XI1.12 les artistes ayant eu plus de 17 disques d'or.
On suppose que les donrees obsenees correspondenta lkaalisation d'unechan-
tillon de taille n de loi de Yule de parametre inconnu. On note Ny le nombre
d'artistes ayant eu au moinsk disques d'or; ainsiN1 correspond au hombre d'ar-
tistes ayant eu au moins un disque d'or.
4. Exprimer la log-vraisemblance du moctle en fonction de Ny;k 2 N ).

5. Trouver la plus grande constantec > 0O telle quex® (x+ ¢)(x+ ¢ 1) pour
tout x > 1. En deduire que :

R 1 1
L (TKZ ]

Montrer que la Iog—vraisemBIimce de la question peedete posede un seul
maximum local sur ]J0; (1 +  3)=2] et, siN, 1, alors elle possde au moins
un maximum sur ]0; 1 [.
Pour les donrees du tableau XII.12, on obtient la valeur appochee suivante pour
I'estimateur du maximum de vraisemblance de : 1.137.

6. Apes avoir pecie le mockle, indiquer en cktail un e methode pour \eri er si
les donrees obserees correspondenta la ealisation tunechantillon de taille
n de loi min(Y;m), a m =17 et Y suit une loi de Yule.

7. Les p-valeurs pour les questions 2 et 6 sont plus petites que 18. Quelle est
votre conclusion concernant le talent des artistes ?

8. Les auteurs de letude proposent de ne pas tenir compte deartistes ayant plus
de 18 disques d'or et de consicerer la loi de Yule conditioreea prendre des
valeurs inkrieures a 18. Il obtiennent alors une p-valeur de l'ordre de 17%.
Quelle est leur conclusion, concernant le talent des artigs ?
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Nombre de [Nombre ||Nombre de |Nombre
disques d'or|d'artistes ||disques d'or|d'artistes
1 668 10 14

2 244 11 16

3 119 12 13

4 78 13 11

5 55 14 5

6 40 15 4

7 24 16 4

8 32 17 et + 26

9 24

Table XI1.12. Nombres d'artistes par nombre de disques d'or.

Artiste Nombre de||Artiste Nombre de

disques d'or disques d'or
Beatles 46||John Denver 18
Elvis Presley 45||Kiss 18
Elton John 37||Kool and the Gang 18
Rolling Stones 36|{|Rod Stewart 18
Barbra Streisand 34{|Andy Williams 17
Neil Diamond 29||Frank Sinatra 17
Aretha Franklin 24||Billy Joel 16
Chicago 23||Hank Williams, Jr. 16
Donna Summer 22||Linda Ronstadt 16
Kenny Rogers 22||Willie Nelson 16
Olivia Newton-John 22||Doors 15
Beach Boys 21{|Glen Campbell 15
Bob Dylan 20(|Queen 15
Earth, Wind and Fire 20||REO Speedwagon 15
Hall and Oates 20[|Anne Murray 14
Barry Manilow 19||Doobie Brothers 14
Three Dog Night 19||Jethro Tull 14
Bee Gees 18||Johnny Mathis 14
Carpenters 18||0'Jays 14
Creedence Clearwater Revival 18

Table XI1.13.  Artistes ayant eu au moins 14 disques d'or entre 1958 et 1989.

XI1.10 Sexe des anges

Exercice XII.10 (Sexe des anges)

Soit po la probabilie (inconnue) d'avoir un gaicona la naissan ce (oo est de l'ordre
de 051 environ). On remarque, a l'aide d'un test du 2 sur les donrees'® du ta-
bleau XII.14 (p-valeurs asymptotiques de I'ordre de 5%), que le hombre de g&ns

18. M.-P. Schetzenberger. Resultats d'une enquéte sur la distributio n du sexe dans les familles
nombreuses.Semaine des Hopitaux de Paris vol. 25(61), pp. 2579{2582 (1949).
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d'une famillea n 2 enfants ne suit pas une loi binomiale de paranetre ; po)
(voir I'exercice 1X.18). Une des raisons possibles est quea lprobabilie d'avoir un
garcon cepende de la famille consiceee, et qu'elle sot donc akatoire. Le moctle
que nousetudions est un mockle classique de la statistiga bayesienné®.
On note P la probabilie (akatoire) d'avoir un garcon pour une fa mille choisie
au hasard. On moctlise P par une variable akatoire de loi keta de paranetre
=(a;b) 2]0;1 [?, dont la densit est :

1
B(a;b

x2 1 x)® Mygq(x):

On note X, le nombre de gaicons parmi lesn premiers enfants d'une famille choisie
au hasard (parmi les familles ayant au moinsn enfants).

| Peliminaires

1. CalculerE [P]etE [PY(1 P)¥]pourv;w?2[0;1 [.
2. Justier legalie pg = a=a+ b).

3. Quelle est la loi conditionnelle deX,, sachant P ? Determiner la fonction
telle que E[g(X,) J P]= (P) en fonction deg.

4. Montrer que E [Xp] = nE [P] et Var (X,)= nE [P(1 P)]+ n?Var (P).
5. En ceduire que :

EXn]=n_—= et Var (Xn)= —E [Xp](n E [Xp]) 1+ _————
(XI1.8)

Il Estimation des paranetres

On consickre les famillesa n enfants. On notexr(]k) le nombre de garcons de
la keme famillea n enfants. On suppose que les variables aéatoire@((,gk); k 1)
sont incependantes et de m&me loi queX,,.

1. Montrer que sin =1, alors la loi de X, ne cepend que depg. En ceduire que
le mockle n'est pas identi able.
On supposen 2.
2. Construire, en utilisant (X11.8), un estimateur "« de a partir de :
1 X 1 X 2
Mk = o X et v = e X (0 M2:
k=1 k=1

19. C. Robert. Le choix bayesien : Principes et pratique. Springer (2006).
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. Montrer que (’\K ;K 1) est un estimateur convergent de .
. Montrer, sans calculer explicitement la matrice de covalnce asymptotique,

que l'estimateur ("« ;K 1) de est asymptotiquement normal.

. OnposeNy = iy 1o, . \erier que::
X X 2 X
X =" N, et X = 2N
k=1 r=0 k=1 r=0

Donner une valeur nurrerique pour I'estimation de a partir du tableau XI1.14.
Pour des raisons de temps de calcul, on ne donnera pas d'inte&lle de con ance
asymptotique pour

Nombres de gaicons et de lles|(5,0)|(4,1)((3,2)((2,3)|(1,4)|(0,5)|| Total
Nombre de familles 204 | 841 (1585|1544 810 | 144 || 5128

Table XIl.14. Nombres de garccons et de lles dans 5128 familles de cing enénts.

Estimation de la probabilie d'avoir un gacon
On note P, = E [P j Xp].

k] ce ni par :

E [h(P) | X, = K] = E (P)1rx,=kgl.

P (Xn = Kk)
. Calculer et reconnatre la loi conditionnelle deP sachantX . \eri er que :
_a+ Xy
Pn= 2+ b+ n

. Montrer que la suite (X,=n;n 2 N) converge p.s. versP.
. En ceduire que P, est un estimateur convergent deP : p.s. limpiy Py = P.
. Montrer que P, est le meilleur estimateur deP au sens quadratique : pour

toute fonction h mesurable borree, on aE [(P  h(X.)?] E[(P Pn)?.
(On pourra faire intervenir la quantie P, h(X,) pour ecrire le membre de
droite de l'iregalie ci-dessus.)

. Deduire de la question 111.2 un intervalle de con ance de niveau exact 90% de

la forme [c;1] sur P en fonction de X .
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On consicere n la valeur minimale den, telle que pour une famille aven enfants
qui sont tous des garcons, l'intervalle de con ancea 90% ¢ P est [c;1] au ¢ > 1=2.
En patrticulier, on peut a rmer que dans cette famille le n + 1-eme enfant @

venir)a plus d'une chance sur deux d'étre un gaicon (avecune con ance de 90%).
Pour les valeurs nuneriques de de la question Il.5, on trouven =12 (c'
0:501 etP, ' 0:56). Ce esultat est sensible aux erreurs d'estimation de . Pour

=(1;0:97) et doncpy ' 0:508, on obtientn =3 (¢' 057 etP, ' 0:80).

4

XI1.11 Comparaison déchantillons appares

Exercice XIl.11 (Test des signes et test de Wilcoxon)

On consicere le esultat d'une intervention chirurgical e sur des patients atteints
de troubles de la etine?°. Les donrees consistent en des mesures de la fonction
etinienne a l'aide d'un electro-etinogramme 3 mois a vant l'ogeration et 3a 5
mois apes l'ogeration pour n = 10 patients. Pour le patient k, on moctlise par
Xk le esultat de la mesure avant I'operation et par Yy celui de la mesure apes
l'operation. Les deux variables akatoires Xy et Yy sont apparees et ne peuvent
étre traiees epaement. Le tableau XII.15 donne les mesures e ectwees sur 10
patients (oeil gauche).

Table XII.15.

Xk [Ye |[Vk = Xk Yi|Sk =sgn(Vk)|Rn (k)
8.12|6.50 1.62 1 10
2.45(2.10 0.35 1 8
1.05/0.84 0.21 1 6
6.86|5.32 1.54 1 9
0.14(0.11 0.03 1 3
0.11|0.17 -0.06 -1 4
0.19(0.16 0.03 1 2
0.23(0.16 0.07 1 5
1.89|1.54 0.35 1 7
0.07(0.05 0.02 1 1

Mesures en micro Volt avant ( Xk ) et apes ( Yk ) l'ogeration de l'activie etinienne

de l'oeil gauche parelectro-etinogramme pour n =10 patients. La variable Sy repesente le signe
de Vk = Xk Yk et Ry (k) le rang de jVkj (voir la & nition dans la partie IlI).

On consicere le mockle suivant. Soit X une variable akatoire eelle de loi in-
connue. On suppose que K«; Yk);k 2 N ) est une suite de vecteurs akatoires

20. B. Rosner, R. J. Glynn and M.-L. T. Lee. The Wilcoxon signe d rank test for paires compa-
risons of clustered data. Biometrics, vol. 62, pp. 185-192 (2006).
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incependants de méme loi, queX et Y sont incependantes, queX, a méme loi
que X et que Yy a méme loi queX a2 R. Le paranetre de cecalage
est a priori inconnu. On ckesire construire un test pour les hypotlreses suivantes :
Ho = f = 0g (I'oeration ne diminue pas la mesure de lelectro-eti nogramme)
et Hy = f > 0Og (I'operation diminue la mesure de lelectro-etinogra mme). On
peut construire un testa partir de la dierence des moyenn es empiriques avant
l'ogeration et apes l'ogeration, mais le peu de donree s et I'absence d'information
sur la loi de X rendent cette approche peu pertinente. On a alors recours goau
test des signes soit au test de WilcoxoR'. Ces deux tests ne cependent pas de la
loi de X, on parle de tests non-paranetriques. Le test de Wilcoxon st en gereral
pete au test des signes, car plus puissant. Nousetudons dans les parties Il et
Il les comportements asymptotiques de ces deux tests. En gptique, les tailles des
echantillons etant faibles, on utilise la loi exacte des datistiques de test obtenue
soit par calcul direct soit par simulation.

Les esultats de la partie peliminaire |, peuvent étre d irectement utilises dans
les parties Il et Ill. Les parties Il et 11l sont incependant es. Dans les parties Il et
[1l, on suppose que la fonction de epartition de X est continue .

Pourv 2 R, on note sgn{/) = ltyso9 liy<og l€ signe dev. OnposeVy = Xy Yk
et Sk = sgn( V).

| Peliminaires

Soit X ° une variable akatoire incependante de X et de méme loi queX. On
poseV = X X0 On rappelle que la mediane deV est son quantile d'ordre 1/2
tkeniparinf fv2 R;P(V v) 1=2g.

1. Montrer que V et V ont m&éme loi et que, pour toutx 2 R :
P(V x)=1 PV < x): (XI11.9)

2. Deduire de (XI1.9) que 2P(V  0) =1+ P(V =0) et que, pour tout "> 0,
2P(V Y=1 P(V2] "“"D.

3. Montrer que pour tout " > O, il existe > 0 tel que pour tout a2 R, P(V 2
] "D P(X2Ja :a+ [[X°2]a :a+ [).En dduire que pour tout
"> 0:

PV2] ""D>0: (XI1.10)

4. Deduire des questions peedentes que la nediane dev est nulle.

21. F. Wilcoxon. Individual comparisons by ranking methods . Biometrics Bulletin , vol. 1(6),
pp. 80-83 (1945).
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On admet que si est une fonction borree mesurable e nie sur R? alors, siZ et
Z9%sont deux variables akatoires eelles incependantes,on a :

E[ (2;29]= E[ (Z2)]; avec, pourz2 R, '(z)= E[ (z;Z9]: (X11.11)

On suppose quela fonction de epartition de X est continue : 8x 2 R,
P(X = x)=0.

5. Montrer en utilisant (XI1.11) que la fonction de eparti tion de V est continue.
6. Montrer que sgn{V) est de loi uniforme surf 1, 1g.

7. Enetudiant E[g(sgn(V))f (jV])], pour des fonctionsf et g mesurables borrees,
montrer que les variables akatoires sgny) et jVj sont inckependantes.

Il Test des signes

On rappelle que Sk = sgn(Vk). On consicere la statistique de test sur lechan-
tillon de taille n & nie par :

1. Deduire de la question 1.6 que, sousHy, la suite ( n;n 2 N ) converge en loi
vers une variable akatoire gaussienne de |loN (0; 1).

2. Deduire de (XI1.10), que sousH i, E[Sk] > 0. En ceduire que, sousH1, la suite
( n;n 2 N ) converge p.s. vers 4 .

3. Determiner la egion critique W, du test pur, construita partir de la statistique
de test ,, de niveau asymptotique 2]0; 1].

4. \kri er que le test pur de egion critique W, est convergent.

5. Calculer, a partir des observations, la p-valeur asymptotique du test pur de
egion critigue W1g. Rejetez vousHg ?

6. Calculer, a partir des observations, la p-valeur exacte du test pur de egion
critique W1p. Commenter alors le esultat de la question 11.5.

11 Test de Wilcoxon

Xooonn+y X, n+1)@n+1)
2 6
k=1 k=1
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1. Montrer en utilisant la question 1.5 que pour k 6 °, P(jVj = jV-j) = 0. En
ceduire qu'il existe une unigue permutation akatoire , 2 S, telle que p.s. :

Vool< <V, mi (XI1.12)

Pour les questions I1l.2a 111.7, on se place sous Ho.
2. \eri er en utilisant la question 1.7 que |, et (Sy;:::;Sh) sont incependants.

et Rp(k) = n sijVj est le maximum. On ¢k nit :

X0
Th = Rn(K)1lfs,>0g

k=1
et la statistique de test de Wilcoxon :
T, o n(n+1)(2n+1
n= ——% ; avec , Oet 2= (n+1X )
n 24
4. Montrer,a l'aide de la question 111.3 et 1.6 que T, a méme loi que :
X
0= KkzZy;
k=1

al les variables akatoires (Z,;n 2 N ) sont independantes de loi de Bernoulli
de paranetre 1=2.

5. Calculer E[T] et Var(T9).

6. Montrer que la fonction caraceristigue , de , est: |

h [ '
n(u) = v E ék@ 270 =exp X Iog(cos(ﬁ))
k=1 k=1 20
7. Montrer que, sousHy, la suite ( ,;n 2 N ) converge en loi vers une variable
akatoire gaussienne de IoiN (0; 1).
On admet que sousH 1 la suite ( ,;n 2 N ) converge en probabilie 22 vers +1
pour tout a2 R, limp1 P(, a)=1.
8. Determiner la egion critique W2 du test pur, construita partir de la statistique
de test ,, de niveau asymptotique . \&ri er que le test est convergent.

9. Calculer la p-valeur asymptotique du test pur de egion critique WY. Rejetez-
vous Hg ? Comparer avec la question 11.5.

4

22. P. Cagera et B. Van Custen. Methodes et mockles en statistique non pararetrique . Dunod
(1988).
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XI1.12 Moctle auto-egressif pour la temgerature

Exercice Xll.12 (Mockle de temgerature) .

On cesireetudier un mockle de serie temporelle 2324 pour les temperatures jour-
naleres al la temperature du jour cepend de manere li reaire de la temperature
de la veille. Plus peciement, on mocklise par X, la temperature du jour n 2 Na
la station de mesure et on suppose que pour 2 N :

Xna1 = X nt+  + "pig; (XI11.13)

al ; 2R, Xy estune constante connue et'(;;n 2 N ) est une suite de variables
akatoires incependantes de méme loi gaussienndl (0; 2) avec > 0. On suppose
les paranmetres , et inconnus. Le moctle consicee est appek mocele auto-
egressif avec bruits gaussiens.

On note G une variable akatoire gaussienne de IoN (0; 1).

| Peliminaires

1. Montrer que pour tout v< 1,ona:
h [

1
E eXp !Gz = p:
2 1 v
On pose"g=0et pour n2 N
X ) X
Vn = Ilk et Tn = Ilk 1Ilk:
k=1 k=1

On souhaiteetudier la convergence de la suite T,; n 2 N ) convenablement renor-
maliee.

Pour x 0, on notebxc I'entier m tel quem x<m +1 et dxe l'entier mPtel
quem® 1<x mC

P =
E:lzc"Zk 1"2« , montrer que la

suite (T,=n;n 2 N ) converge p.s. vers une limite que l'on pecisera.
Soit u 2 R. On pose :

. P =
2. Enecrivant T, = ﬂilze"zk 2"k 1t

2Vn 1 Tn

Nn(u) = exp > n et Mp(u) = Np(u)exp iUJfa—ﬁ

On suppose queu? <n=2 *

23. G. Box and G. Jenkins. Time series analysis : Forecasting and control. Holden-Day (1970).
24. P. Brockwell and R. Davis. Time Series : Theory and Methods. Springer-Verlag (1987).
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3. Calculer E[N,(u)] et E[N(u)?], puis montrer que :
n!Iirpl Var(N,(u))=0:

4. Pourn 2, calculerE[M,(u)j"1;::::"n 1]

5. Montrer, en utilisant la question peedente, que E[M;(u)] = 1.
On note | la fonction caraceristique de T,= n.

6. Montrer, en utilisant deux fois l'iregalie de Jensen, que :

P
n(WE[Nn (U] E[Mn(u)] Var(Nn (u)):

7. Deduire de ce qui peede que la suite ('I'n=p

2G.

n;n 2 N ) converge en loi vers

Il Estimation des paranetres

1. Justier que la vraisemblance du mocele assoce aux varables akatoires

"q15010;"n) secrit
!
2y n=2 X 2 5
(1 ns sy )=2 %) "™fexp Xk Xk1 )=2°
k=1
al (Xp;:::;Xn) corresponda une ealisation de (Xo;:::; Xp)
1
On pose n = H(Xn Xp) et:
1 X 1 X 1 L 1 X 1 10
nn - = "k; Xﬂ 1= — Xk' X2ﬂ 1= = XE, et L= = Xk 1Xk:
n n n n
k=1 k=0 k=0 k=1

2. Montrer que les estimateurs du maximum de vraisemblancee et sont:

X + X
I B LI L L T T T e
an Xn]_

3. Montrer en utilisant (X11.13) que :
Xn 1(1 )= +"q n-

On suppose que 2] 1;1] et on admet alors que p.s. lim; +1 Xn:pﬁ =0 et

que p.s. limy +1 1, =0, A :

In= = X¢ 1"k
n n k 1 k
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8.
9.
10.

Montrer que (Xn;n 2 N ) converge p.s. vera= =(1 ).
n

. On rappelle la notation : V, = ¢, "Z. Montrer que :

o V, XZ X2
X2h 11 H= 24242 Xpq+ 2 SE 42 pa21 g

Montrer que (X 2,;n 2 N ) converge p.s. vers une limiteb que I'on calculera.

. En s'inspirant des questions peedentes, montrer que( n;n 2 N ) converge

p.s.versb + a.

Montrer que les estimateurs 4 et ", sont convergents.
Calculer *? I'estimateur du maximum de vraisemblance de 2.
Montrer que 2 est un estimateur convergent de 2.

On peutegalement cemontrer que I'estimateur (" p; An;"ﬁ) de(;; ?)estasymp-
totiguement normal.

Il Test d'utilie du coe cient d'auto-egression

1.

On utilise les notations des paragraphes,pe@dents. On ongicere I'hypotrese

nulle Ho = f =0g et son alternative H; = 2] 1,0 16;1[ . On introduit la
statistique de test :
— p_/\ .
n - n n.
\éri er que sous Hgp, on a:
T A+ RO
"o Vo 1=n+ Ry’

a les suites (R%;n 2 N ) et (Rn;n 2 N ) convergent en loi vers O.

. Montrer en utilisant la question 1.7 que la suite ( ,;n 2 N ) converge en loi

sousHg vers G de loi gaussienneN (0; 1).

. Donner, en utilisant la question 11.8, le comportement aymptotique de , sous

H1. Puis ceterminer la egion critique pour un test de niveau asymptotique
2]0; 1].

4. Donner la formule de lap-valeur asymptotique.

142

. On observe les temperatures journaleres moyennes deal station Meeo France

de Lille du 31/12/2001 au 31/12/2002 (n = 365), et on obtient :
Xn 1' 11:34952% , =0:0102397 X2, ;' 15879738 ,' 15686773

Faire I'application nunerique (avec par exemple = 5%) et conclure.



XI1.12 Mockle auto-egressif pour la temgerature

Les gures Xll.4 et XlII.3 donnent respectivement pour la e riode du 2/01/1994
au 31/12/2002 (n = 32 285) et du 01/01/2002 au 31/12/2002 (n = 365) :
{ A gauche : les valeurs des temperatures journaleres moyenes (Xy;k 2
f1;:::;nQ) releweesa la station de Meeo France de Lille, ainsi qu e les valeurs
des e&dus correspondants (g k 2 1;:::;ng), a1l = X "Xk 1 n.
{ Adroite : I'histogramme des esidus et Ia densﬂe de la loi gaussienneN (0; 22).
Un mockle plus ealiste pour levolution journalere d es temperatures devrait tenir
compte de la saisonalie (cf la periodicie du signal dans la gure Xll.4a gauche).

i

T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 a 10 5 5 bt

Figure XIl.3. A gauche : temperatures journaleres moyennes en 2002, et valeurs des esidus
correspondants. A droite : histogramme des esidus et densie gaussienne assocee.

Lt M Nm} ol w

T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 o 5 5 1

Figure XIl.4. A gauche : temperatures journaleres moyenne de 1994 a 2002, et valeurs des
esidus correspondants. A droite : histogramme des esidus et densie gaussienne assocee.
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X11.13 Mutation de I'ADN mitochondrial

Exercice XlII.13 (Mutation de I'ADN mitochondrial) .
L'ADN mitochondrial (ADNmt) humain est une mokcule circu laire double brin
d'environ 16 500 paires de bases. L'ADNmt est dans la cellulenais hors du noyau
contrairementa I'ADN chromosomique ; il est de plus transmis uniquement par la
nmere. Pour letude du taux de mutation de 'ADNmt, on s'int eresse donc unique-
menta la population Eminine. On suppose que la population €minine comporte
a chaque greration N individus et que l'unie de temps est choisie egalea N
ererations. Si N est grand, alors l'arbre gerealogique de 'ADNmt de n individus
vivanta linstant t = 0 peut &tre moctlie par l'approximation suivante due a
Kingman 2 :

{ L'arbre gerealogique est binaire. Autrement dit, au plu s 2 soeurs dans le

pas® ont des descendants aujourd'hui.
{ La duee pendant laquelle les n individus consicees ont k 2 f 2;:::;ng an-

cétres est mockliee par Ty, a1 les variables agatoires  (Tg;k 2) sont
incgtpendantes et Ty est de loi exponentielle de paranetre k(k 1)=2.
La profondeur de l'arbre gerealogique :
X
Tn = Tk
k=2

repesente, au signe pes, la date de naissance du derniancétre commun desn
individus vivanta l'instant t = 0. La sous-population dq§n |nd|V|de§ vivant a
linstant t = 0 possde, sur l'intervalle de temps Iy =] r=k B o1 Tr]
de longueurT, exactementk anceétres. (On utilise la convention [, ,; Tr =0.)
On ¢ nitegalement la longueur totale de I'arbre gerea logique :

X
k=2

On suppose que les mutations de I'ADN sont rares : la probabitt d'observer
une mutation lors d'une reproduction est =2N, avec > 0. Pour une branche
de l'arbre gerealogique, on observe sur 1 unie de temps §oit N gererations) en
moyenne =2 mutations. Le paranetre =2 s'interpete comme un taux de mu-
tation. On suppose de plus que les mutations sont independates et a ectent des
nuceotides ou sites dierents de 'ADN. Ceci revienta m octliser le nombre de mu-
tations survenues durant l'intervalle de temps|y et sur la branchej 2 f1;:::;kg
de l'arbre gerealogique par une variable akatoire Yjx a1 les variables aéatowes
((Tk; Yoks i Yek): k- 2) sont ingependantes et, conditionnellementa Tk,

25. J. F. C. Kingman. The coalescent. Stoch. Process. Appl,, vol. 13(3), pp. 235{248 (1982).
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les variables atatoires  (Y1x;:::; Ykk) sont incgependantes de loi de Pois-
son de paranetre T y=2. Le nombre total de mutations obsenees est donc :
X X
Sh = Yi, @ Yy = ik
k=2 j=1

repesente le nombre de mutations obserees sur l'arbreegealogique durant ['in-
tervalle de tempsl . Une simulation de I'arbre gerealogique et des mutations est
repesente dans la gure XII.5.

T5
T, T3 T4 Ts

|
|
| | e
| | —L
———————— 1 | q
! ! 1 1
‘ 1 1
; | |
| | |

| |
* I —

ancetre commun R T 0 temps

Figure XII.5.  Simulation d'un arbre gerealogique (trait plein) pour n = 5 et des mutations
(repesentes par des croix). On observe Ys =1, Y4 =0, Y3 =4 (4 mutations dans l'intervalle de
temps l3), Y2=2etdonc S, =7.

Le but du probeme est detudier les proprees de I'est imateur de Watterson 26
du pararmetre
S Xt
@ hn 1=
k=1

A —
n — )
hn 1

~lE

On rappelle queh, 1 =log(n)+ O(1).

26. Y.-X. Fuand W.-H. Li. Maximum likelihood estimation of p opulation parameters. Genetics,
vol. 134(4), pp. 1261{1270 (1993).
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| Peliminaires

1. Calculer limn +1 E[T,]. Pour la population humaine, on consicere queN '
10 000 (et on reglige I'e et des milenaires les plus ecerts) et une gereration est
d'environ 20 ans. En deduire une estimation moyenne de la di de naissance
du dernier ancétre commun de toute la population humaine.

2. Calculer E[L ] et Var(Ly). En deduire que la suite (Ln=h, 1;n  2) converge
en probabilie vers 2.

3. Montrer que E [Yx]= =(k 1) pourk 2.
4. Calculer la fonction caraceristique de (Yjx ; Tk).
5. Deduire de la question pe@dente la fonction caracteristique de (Yy; Tk) :

(k 1)
kK L)+ @ &v) 2y

(Yk;Tk)(U;V) =

6. Montrer que 1 + Yy est de loi geonetrique et ceterminer son paranetre.
7. Calculer E [Sy] et montrer que :

X
Var (Sp)= hp 1+ 2 —

Il Proprees de I'estimateur de Watterson

1. Deduire de la question 1.7 que l'estimateur de Wattersonest sans biais.

2. Deduire de la question |.7 que I'estimateur de Wattersonconverge en probabi-
lie vers

3. On rappelle que pour toutM > 0, il existe c tel que pour tout z 2 C tel que
jzi. M,onaje 1 zj cZetje¢ 1 z z?=2 cZz°. Montrer que :
" I#

. u
E exp 1 Y, —_— = ex
p pﬁ k K1 p

u? 0

2k Dhy 5 ko

aljrd.j ok 1)hﬁ:21 +(k 1)%h, 1] et c est une constante qui cepend de
u et mais pas dek ni de n.

On pose pourn 2

S h
zn():_‘bhi”l
n 1
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4. On rappelle que si bc;k 2 N ) et (bi;k 2 N ) sont des suites de nombres
complexes ée moduleé inérieursa}:,l fakj letjbj 1 pourtout k2 N),
alors on aj ~ po; a =y b =1 jax  bj. Deduire de la question 11.3
que : h i

E €70 =e “2+0(log(n) )

5. Montrer,a l'aide de la question 11.4, que la suite (S, hp 1)=p Sy;n 2
converge en loi versG, de loi gaussienne centee eduiteN (0; 1).

6. Construire un intervalle de con ance pour de niveau asymptotique 1
95%.

7. Donner une estimation et un intervalle de con ance pour letaux de mutation
par nuckotide, =K , avec les donrees suivantes concernant le squercage de
K =360 nuckotides de I'ADNmt 27 : n = 63, S2 = 26. On donneegalement
hn, 1" 4:7124.

1l Comparaison d'estimateurs

Soit x = ((tk;Y1k;::5Yek); K 2 £2;:::;ng),eement de QE:Z(]O;+l [ NY

une ealisation de l'arbre gerealogique avec mutations ((Tk; Y1k;:::; Ykk); K 2
f2;:::;nQ).
1. Justi er que la vraisemblance du moctle p,(Xx; ) estegalea :
] I
Y okk 1 k DS '
%exp E(k 1+ )Htx +log( ty=2) Yi-k log(yix 1)
k=2 i=1 i=1

2. Donner une statistiquea valeurs dansR? qui soit exhaustive.

3. Calculer 7, l'estimateur du maximum de vraisemblance de en utilisant la
log-vraisemblancelLn(x; ) = log(pn(X; )). A l'aide des questions 1.2 et 1.2,
erier que ( T;n  2) converge en probabilie vers .

4. Apes avoir calcuk l'information de Fisher : 1,( )= E [@Ln(X; )], dire si
l'estimateur de Watterson ", est e cace. Peut-il &tre anelioe ?

5. \eri er que l'estimateur de Watterson est asymptotique ment normal : la suite

sn("n );n 2 converge en loi vers une variable akatoire gaussienne de

loi N (0; ( )). Determiner la vitesse de convergences, et la variance asymp-
totique (). \erier que l'estimateur de Watterson est asymptotique ment
e cace : $2=In( ) ( ) quand n tend vers l'in ni.

27. R. H. Ward, B. L. Frazier, K. Dew-Jager and S. P aabo. Extensive mitochondrial diversity
within a single Amerindian tribe. Proc. Natl. Acad. Sci. USA . vol. 88, pp. 8720{8724 (1991).
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En pratique il est impossible d'observer l'arbre gerealogique et donc d'observer la
valeur deL . En revanche, comme on suppose que les mutations a ectent degtes
dierents, on observe la valeur de S,.

6. Justi er en peu de mots que, bien que I'on n'observe pa& , et donc 7, I'esti-
mateur de Watterson donne une bonne estimation de .

IV Comparaison du taux de mutation

On souhaite \eri er que le taux de mutation de I'ADNmt est sugerieur au taux
de mutation de I'ADN chromosomique, ¢ suppog connu. Pour cela on consicere
la statistique de test :

n=2Zn( 0)
et I'nypottese nulle Hop=f = gg.
1. Donner I'hypothese alternative H1 et justi er pourquoi elle est unilatrale.

2. En utilisant les esultats de la partie Il, donner le comportement asymptotique
de la statistique de test sousH et sousH;.

3. Donner la egion critique de niveau asymptotique

4. Determiner la p-valeur asymptotique. Faire l'application nunerique avec les
donrees de la question 11.6 et un taux de mutation de I'ADN par nuckotide 28
de 10 # soit ¢=360 10 “. Conclusion.

4

28. Le taux de mutation par nuckotide varie entre 10 “ et 10 8
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Corrections






X1

Corrections

XIll.1 Espaces probabili®s

_ 1 13 1313 13 13 _ 2 123 29
E 1. 1) =:2)20.3) 2229 9.y 0.5 & 5100 29
xereice V172173 5351~ 204 P 102° D 527 %5551 26 17
Exercice 1.2. L'espace detat est = f(i;j;k);1 i;j 6;1 k 129, a i

repesente le esultat du premier cea 6 faces, j celui du seconda 6 faces etk
celui du cea 12 faces. On munit (; P( )) de la probabilie uniforme P (ks
equilibes incependants). Pour calculer P(A gagne), on compte le nombre de cas
favorables divie par le nombre de cas possibles (Card = 6:6:12). Le nombre de
cas favorables est :
X R X
Cardf(i;;k)2 ;i+j>kg= livjok g = i+j 1
1 ij 6k=1 10 6
X6
=2 6 i 36=36 7 36=36 6
i=1

Donc on aP(A gagne) = 6=12 = 1=2.

P(match nul) = Card f(i;j;k)2 ;i+j=kg=6 6 12

1 X R
= lig=i+jg = 1=12
6 6 121 ij 6k=1
Le jeu n'est pasequilibe car P(A gagne) = 1 > P(A perd)= 3 L. N

Exercice 1.3. Pour epondrea la premere question on ¢ nit d'abord I'espace de
probabilies : = f1;:::;365)" avec! =(!1;:::;!n) @l ! estla date d'anniver-
saire de lekve i. On choisit la probabilie uniforme sur . On a alors :



Xl Corrections

P(au moins 2ekves ont la méme date d'anniversaire)

1 P(tous lesekves ont des dates d'anniversaires dierentes)
=1 P(f!;!{61!1;;8i6]0)

Cardf! ;! 61,816 ]g

Pn

=1 365"
_1 Card finjections def1;:::;ngdansfl;:::;3659g
g 365"
< 365! .
1 e
- 1 @ nmmem " 3%
"1 sin  366.

On obtient les valeurs nuneriques suivantes :
P22 ' 0:476; Po3' 0:507; P3ee = 1:

(Pour les petites valeurs den, on a I'approximation suivante :

Y 1
L = 1 —k :eP k=1 log(1 325)
(365 n)i36T" | 365
Pn 1 k
e k=1 365 = @

' n(n 1)=730 n2=730.

e
i o= n2=730 1 91— Lo Pooma—s '
On obtient py |Olipour e 1=2 soit n 730log(2). Comme log(2)
0:7, il vient n' 511 soitn 2 f 22,23g.)
En fait, les naissances ne sont pas uniformement epartis sur l'anree. Les
valeurs statistiques dep, sont donc pluselewes.
Pour la deuxeme question, on a, en notantx la date d'anniversaire de Socrate :

P(au moins unekve a son anniversaire le jourx)
1 P(tous lesekves ont leur date d'anniversaire dierente de x)
=1 P(f!;!;6 x;8 2f1;:::;ngQg

On

=1

369
364 ",
365

On obtient les valeurs nuneriques suivantes :

3’ 0:061; Oges ' 0:634
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Exercice 1.4. On jette une pece n fois. NotonsE, levenement\on observe au moins
trois piles ou trois faces consecutifs" etp, sa probabilie. Il est facile de calculer
les premeres valeurs de la suite pn;n 1) : p1 = p2 =0 et p3 = 1=4. Notons A
lexenement \les deux premiers jets donnent deux esult ats dierents”, B levene-
ment\les deux premiers jets donnent deux esultats identiques mais dierents du
esultat du troiseme jet"et enn C levenement\les trois premiers jets donnent
trois esultats identiques”, de sorte quef A; B; C g forme une partition de I'ensemble
fondamental . Pourn 3, on adonc

Pn = P(A)P(EnjA) + P(B)P(EnjB) + P(C)P(EsjC)
1 N 1 N 1
- épn 1 an 2 Z

Par consquent, il vient p; = 3=8 et p; = 1=2. Eugene s'est donc ejoui un peu
vite...
On peut \eri er par ecurrence que pour n 1,

1 i p 1+'D§!nl p_ 1 pé!"13
= — 4 + 5 5 5 :
=l pE+ 5 — 3 "5
On obtient bien sar que limy11  p, = 1. Par exemple on apig' 0:826. N

Pr Pb
Exercice I.5. 1. On aP((pr;pp)) = Pr+ Po r b |

Pr r+b r+b
2. 0Ona
r b p r+b p
P((pr;pp) = P gt = A

pr+ pPp r
p+p ¥or k+1l Yo a1
pr k:lr+b k+1\=1r+b T+1

Pour la premereegalie, on consicere qu'il faut chois ir p; boules rouges parmi
r et pp boules bleues parmib. Pour la deuxemeegalie, on consicere qu'il faut
qu'il y ait p, boules rouges parmi legp premeres boules etr p, dans les
r+b pautres.

3. Dans les deux cas, on obtient :

im, P = TP @ e

rb! +1 ;! pr
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Exercice 1.6. 1. La correction esteementaire.

2. On a erie (1.1) pour n = 2. On suppose (I.1) vraie pourn, et on la cmontre

pourn+1.0na
! ! !

r[+1 n ’ n
P Ai =P A +P(An1) P (Ai\ An1)
i=1 i=1 i=1
X X
= (Pt P(Ai,\ \ Ap)+ P(Ani)
p=1 1 i1< <ip n
X X
( 1Pt P(ALY VAL Anug)
p=1 1 i1< <ip n
K1 X
= (1Pt P(Ai, N\ \ A);
p=1 1 i1< <ip n+l

al I'on a utilie (1.1) avec n = 2 pour la premereegalie et (I.1) avec n deux
fois pour la deuxemeegalie. Legalie (1.1) est don c vraie au rangn + 1. Elle
est donc \eriee paFr, ecurrence. P

3.0nposelmn = oL (P 0 g > nP(AL\N LA On a pour
n=2:

l22= P(A1)+ P(A2) P(A1\ Az) P(A1[ Az) P(A1)+ P(Az) = 12t

Soit n 2. On suppose la éelation de ecurrence vraiesau rangy : pour tout
1 m n,onalmn P( L A)simestparetP( L; Ai) Imnsim
est impair. Soit2 m n impair. On a

! ! !

r[+1 [n "
P Ai =P Ai + P(An+l) P (AI\ An+1)
i=1 i=1 i=1
a +1 X
( 1P P(A;;\ 1\ Aip)+ P(An+1)
p=1 1 i1< <ip n
X ! +1 X
( 1)p P(Ail\ \ Aip\ An+l)
p=1 1 i1< <ip n
xo " X
= (1P P(Ai,\  \ Aj);
p=1 1 i1< <ip n+l

al I'on a utilie (I.1) avec n = 2 pour la premere egalie et I'hnypottese de
ecurrence surn avecm et m 1 pour liregalie. Un raisonnement similaire
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assure quel y:n P(S ", Ai) pour m pair avec 2 m n. L'iregalie pour
m = 1 est imnediate. L'iregalie pour m = n+1 est en fait uneegalie d'apes
(1.1). La relation de ecurrence est vraie au rangn + 1. Elle est donc \eriee
par ecurrence.

N
Exercice I.7. Le nombre de combinaisons dé exercices esN = ' .
1.pp=N n
2.pp= N "M,
3.ps=(1 N Hn
4. Par la gormule du crible, on a L
ps= P@ [ f combinaisoni non choisig” = * ( 1Pt NN p r]:

i2f 15N g p=1 P N
5. N=6etp' 2710%%;p,' 1.610 °;p3' 2:6%;ps' 152%.
Si lesekves choisissent au hasard, il est quasiment impssible qu'ils choisissent
tous la m&me combinaison. S'ils ont tous choisi la m&me cobinaison, alors le
choix nétait pas fait au hasard (travail en groupe, exercices de di cule ou
d'inerét dierent, ...).

N

poseA; = ff 2 E;f (fig) = ;g. Le nombre de surjection,N, est doncegala
Card (F) Card ([ ikzlAi). On a Card (F) = k". D'apes la formule du crible,
on a

k X j+1 X
Card ([ K AN = (1) Card (A,\ \ A;)
=1 1 i1 i

=Tyt f ko
j=1 :

X K
On obtient N = (1) j (k )"
j=0

n N 1X Kk _
K :W:E (1 o (k H™
! ' j
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: n n . .
3. Il est clair que 1~ 1let K O0si k>n. Quand on dispose den>k > 1
eementsa epartir en k sous-ensembles non vides, alors :
{ Soit le dernierekment forme un sous-ensemble a lui tout seul et lesn

1 premiers eements sont epartis en k 1 sous-ensembles non vides. Ceci

repesente cas possibles.

n
k 1
{ Soitlesn 1 premierseements sont epartis en k sous-ensembles non vides, et

le derniereement appartienta lI'un de ces k sous-ensembles. Ceci repesente

k : K 1 cas possibles.

On en ceduit donc la formule de ecurrence.
N

babilie sur cet espace est la probabilie uniforme.
1. On poseA; = fi a sa vestg, on a par la formule du crible

0 1
[ X0 X
P@ AA = ( 1rt P(AiL\ 10V A
1in p=1 1 ig<i<i p n
= X ( 1)p+1 n (n p)l - X ( l)p+1 1
p=1 p n! o1 p!

a dapes la question peedente 1 % = ( l)p"lé soit (n) =
! o1 !
X
nl ( 1)'31'.
p=0 P

3. On remarque que

n(K) =

Il existe E possibilies pour les k points xes. On en deduit

E Card f permutations def1;:::;n kg sans point xeg

(k) = Card f permutations def1;:::;ngg
n k D( k
_ K (:I ) _ % ( 1)p1|;
! D oo p!
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4. On anllilm n(k)= (k)= — e 1 On retrouve la loi de Poisson de paranetre 1.

En fait, on peut montrer le esultat 1 suivant sur la vitesse de convergence des
probabilies |, vers : pourtout B N, on a (avec la convention (k) =0

sik>n)
T w2
n :
k2B k2B (n * 1)!
N
Exercice 1.10. On ckecrit une ealisation ! = (! ;! 2) as ! 1 est le sexe de I'aYe(e)

G ouF, et!, le sexe du second. L'espace detats est donc
= f(G;G); (G;F); (F; G); (F;F)g:

Les naissancesetantequiprobables, on choisit la probaliie uniforme sur
Card f(G; F); (F; G); (G; G)g
Cardf(F;F);(G;F);(F;G); (G;G)g
P(cadet = G;aYee = F) _ _ 1~ :1:2

P(aYee = F) 1: '

1. P(9G) = =3=4,

2. P(cadet = Gjayee = F) =

P(9G;9F) _

P(9F) a_z_e,

3. P(9GjOF) =

P(9G; 9F; F cecroche)
P(9F; F cecroche)

4. On a P(9Gj9F; F decroche) = . On calcule d'abord le

nurrerateur
P(9G; 9F; F decroche)
= P(F decrochej(G;F) ou (F;G))P((G;F) ou (F;G)) = p=2
On remargue ensuite que
fOF;F decrocheg= f(F;F);F dacrocheg[ f9 G; 9F; F decrocheg
= f(F;F)g[ f9 G; 9F; F decrocheg;

et les deuxewnements du dernier membre de droite sont diints. Ainsi on
obtient :

3P
P((F;F)) + P(9G; 9F; F decroche)

_ . 2p
= Tro52 028

P(9Gj9F; F decroche) =

1. A. D. Barbour, L. Holst and S. Janson. Poisson approximation, chap. 4. Oxford University
Press (1992).
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5.0na

P(9G; 9F; F ouvre la porte)

P(9GIOF; F ouvre la porte) = — gm0 0 e porte)

Calculons P(9G; 9F; F ouvre la porte). On a par la formule de decomposition
(suivant que I'aYe(e) ou le cadet(te) ouvre la porte) :

P(9G; 9F; F ouvre la porte) = P(aYee ouvre la porte ; (F; G))
+ P(cadette ouvre la porte (G; F)):

Par incependance def &ye(e) ouvre la porte g et f(F;G)g, on a :
P(a’Yee ouvre la porte ; (F; G))
= P(a're(e) ouvre la porte )P((F; G)) = p%:
Comme

P(cadette ouvre la porte (G; F))
= P((G;F)) P(aye ouvre la porte ;(G;F));

on a par incependance def aYe(e) ouvre la porte g et f(G; F)g que

P(cadette ouvre la porte (G; F))

P(aYe(e) ouvre la porte) P((G;F))=(1 p) %:

N

On en ceduit donc que

Al
Al

1
P(9G; 9F; F ouvre la porte) = P +1 p)
De manere similaire, on obtient

P(9F; F ouvre la porte)
= P(aYe(e) ouvre la porte) P((F; G) ou (F;F))
+ P(cadet(te) ouvre la porte)P((G; F) ou (F;F))

1 1 1
= p§+(1 p)é— 5

NI =

- . 1
Ainsi on trouve P(9Gj9F ouvre la porte) = 2

NI=Y
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N

Exercice 1.11. On note lesevenements S = fje suis sairg, M = fje suis maladg,
+ = fmon test est positifg et = fmon test est regatifg. On chercheP(Sj+) et
P(Mj ). On connat les valeurs des probabilies suivantes P(+jM) =, P(j S) =

et P(M) que I'on note . On ceduit de la formule de Bayes que :

P(+jS)P(S) _ @ Ha )

P(Sj+) = P(+jM)P(M) + P(+jS)P(S) +(1 ) ):

On ceduitegalement de la formule de Bayes que :

P(j M)P(M) _ @ )

AN. P(Sj+) ' 30=31 (en fait P(Sj+) ' 96:8%) etP(Mj )’ 2:10 5. N

Exercice 1.12. On note M le prenotype \yeux marron”, et B \yeux bleus". Le ple-
notype M provient des ggnotypes mm et mb, alors que le ptenotype B provient
du genotype bh Le gnotype des parents d'Adrien estmb.

. 1
1. P(Adrien= B) = 7

2. P(1= Bj Adrien= M) = %

3. En cecomposant suivant le ggenotype d'Adrien, on a

P(1=M;2=B)= P(1 = M;2=B; Adrien= bbh
+ P(1 = M; 2= B; Adrien = mb)
+ P(1 = M; 2= B; Adrien= mm)
M; 2 = Bj Adrien = mb) P(Adrien = mb)

I
Y}

(

1
1
2

N~

NI
®l P

et

P@=M)= P = M; Adrien= mm)+ P(1= M; Adrien= mb) =

NI =

Pl=M;2=B) 1
PA=M) &

4. Sile premier enfant a les yeux marron, on sait cep qu'Adrien a les yeux marron.
On a donc plus d'information dans la question 3) que dans la gestion 2).

On en ceduit donc que P(2 = Bjl= M) =

N
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Exercice 1.13. La description de I'espace detats doit tre faite avec ®in. On nune-
rote les faces de la premere cartea; b, de la deuxeme c;d et de la troiseme e;f.
Les couleurs des faces sont :

a=R;b=R;c=R;d=B;e=B;f =B:

Une carte c'est une face expose et une face cacltee E{C). L'espace detat est
donc

= f(a;b); (b;a);(c;d); (d; 0); (e;f); (f;e)a:

Onmunit( ; P( ))de laprobabilie uniforme. Il faut ici se convaincre que les faces
sont discernables et donc quel(;@ 6 (a;b). On pourra raisonner en remarquant
que le esultat ne change pas si on nurrerote e ectivement les faces des cartes. On
a

P(E = R;C = B) Card f(c;dg 1

PC=BIE=R)= —FE=-R) ~ Cadf(ab (b3 (cdg 3

N

Exercice 1.14. On note rp la probabilie que vous choisissiez la porteA. La proba-
bilie, pgja.c, pour que le cadeau soit derrere la porteB (\cadeau en B") sachant
que vous avez choisi la portéA (choisir A" et que le pesentateur ouvre la porte
C (ouvrir C") estegalea

P(choisir A, cadeau enB, ouvrir C)
P( choisir A, ouvrir C)

Sivous avez choisi la portéA, et que le cadeau est e, alors le pesentateur ouvre
la porte C. Votre choixetant independant de la position du cadeau, on en deduit
que le nunerateur estegala ra=3. Pour calculer le cecnhominateur, on dccompose
suivant les positions possibles du cadeau (la positiol© est impossible quand le
pesentateur ouvre la porte C) : pour la position B, on a obtenu que la probabilie
estra=3, pour la position A, il vient

P(choisir A, cadeau enA, ouvrir C)
= P(ouvrir Cj choisir A, cadeau enA)
P(choisir A, cadeau enA):

En notant q,;y, la probabilie que le pesentateur ouvre la porte x sachant que
vous avez choisi la portey et que le cadeau est ery, on obtient

ra=3 _ 1 .
rAGcja=3+ra=3 qcja+1

Peja.c =
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1. On moctlise \au hasard” par gcja = 1=2. Il vient alors pgja.c = 2=3. On a
donc ineréta changer de porte.

2. On aqcja = 0. Il vient alors pgja.c = 1. Si le pesentateur ouvre la porte C,
on est certain que le cadeau est eB. On note pcja.g la probabilie pour que
le cadeau soit derrere la porte C sachant que vous avez choisi la port\ et
que le pesentateur ouvre la porte B. Des calculs similaires donnent

1

Pcja;B = QBin‘*ll

On en ceduit donc que pcja.g = 1=2. On ne perd riena changer de porte.

3. Commeqcja €t ggja sont dans [Q1], on en ceduit donc que pgja.c €t Pcja:s
sont dans [E2; 1]. Dans tous les cas, vous avez ineréta changer de porté

4. Supposons que vous ayez choisi la port& et que le pesentateur ait ouvert
- 1 1

la porte C. Votre probabilie de gagner est p = > Peja;c * EijA;C = > al

Paja:c =1 pgja;c est la probabilie pour que le cadeau soit derrere la porte

A sachant que vous avez choisi la porté et que le pesentateur ouvre la porte

C. Cette strakgie est moins bonne que celle qui consistea ltanger de porte,
pour laquelle la probabilie de gagner est comprise entre 2 et 1.

N
XII1.2 Variables atatoires discetes
Exercice I11.1.
Loi [E[X]| Var(X) | x(2) |
Bernoulli p 2 [0; 1] p(pld p| 1 ptpz
binomiale (n;p) 2 N [0;1]] np [np(1 p)|(1 p+ p2)"
. 1 1 p pz
onetrique p 2]0;1 —
® que p2]0; 1] o 7 T @ 1z
Poisson 2]0;1 [ e @2
N
. : 1
Exercice I1.2. 1. CommeX 0 p.s., on en ceduit que p.s. T+ X - 1+X 1.

1
Donc la v.a. est inegrable. On a :
1+ X 9

161



Xl Corrections

1 X X k
EIix ~ 1+kP(X_k)_ T+k° K
k=0 k=0
_ e—)é- k+1 _ 1 e
‘o (k +1)!
2. De méme 1 est inegrable, et on a
' @+ X)2+ X) grabie,
1 R 1
E = —— _PX=k
1+ X)2+ X) oo A+ K@+ K) ( )
P 1 k
= B — e = —
‘o 1+ Kk)(2+ k) k!
e X k+2
= — -
‘o (k +2)!
1 e e
=
Comme 1 1. 1 on ceduit que est inegrable
T+X 2+X  (@+X)2+X) e 57X g
et que
1 1 1 l1+e
Eorx “F 13x E(1+X)(2+X) - 2
N
Exercice 11.3. 1. La position de la bonne clef est au hasard sur les positienpos-
sibles. La loi deX est donc la loi uniforme surfl; ;ng. On a
X X +
EX]= KkP(X = K= 2 k= ”21;

k=1 k=1

X X
E[X?] = k2P(X = k) = % K2 = (n+1)(§n+1);

k=1 k=1
(n+1)2n +1) n+l 2 n2 1
6 2 12

Var(X) = E[X?] E[X]?=

2. Le gardien essaie les clefseventuellement plusieursi$ochacune. (Il s'agit d'un
tirage avec remise, alors que dans la question peedenti s'agissait d'un tirage
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sans remise). SoitA levenement :\le gardien choisit la bonne clef lors de la k-
eme tentative". Lesevenements ( Ag;k 1) sontindependants et de probabilie
1=n. Laloi de X est donc la loi georretrique de paranetre p=1=n.OnaX 2 N
et pour k 1, 1
PX =k)= 1 1 }:
n n
On sait que si une variable akatoire X suit une loi georretrique de pararnetre p
alorsE[X]=1=petVar(X)=(1 p)=p’. En remplacant p par 1=n, on trouve
E[X]=netVar(X)=n(n 1).
3. On note par| levenement :\le gardien est ivre". Par la formule de Baye s, on
obtient

P(X = njl)P(l) B 1

P(1jX = n) = P(X = nj)P()+ P(X = njlOP(I%)  1+2(;0p)" T

. . 1,
On anl!llm P(IjX =n)= 1776 0:16.
N
Exercice I1.4. 1. Soit X; le nombre de jets recessaires pour que lE™ c anmene
un six pour la premere fois. Les variables akatoires X;;1 i 5) sont in-
tependantes et suivent une loi georretrique de paranetre 1=6. Comme X =
max; i sX;j, on obtient pour k 1

P(X k)=P(X; k;81L i 5
\6
= P(X; k) parintpendance,
i=1
=(P(X; k))° car les lois sont identiques,
=(1 PX; k+1)°
K5
= 1 §
6
Cette formule est valable pourk =0: P(X 0)=0.

2.
Ona % % xR %

iy kg = liv=jg=  Jlty=jg
k=1 k=1 j=k j=1
En prenant I'esgerance dans lesegalies ci-dessus, et utilisant le treoeme de
convergence monotone pour permuter les sommations et I'espnce, on obtient

3 3
P(Y k)= jP(Y =])= E[Y]
k=1 j=1
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3
X R 5 k °
3.0naEX]= (1 PX k 1)-= 41 1 6 5. 1l vient
k=1 k=0
E[X]' 1302.
N
Exercice I.5. 1. Ona y(z)= & z(z2)=e @2
R 1 1 a)z ’
2.0naU = Ylix=g, 2Y = Lix=0g+ Z¥ Lix=14. Il Vient
u(z) = E[2"]1= Ellix=0g + 2" Lix=1g]=1 P+ p v(2):
On a
EV]= SW=pI@=>;
E[U?%] = E[U(U 1)]+ E[U]
h i
00 00 2 a
= bw+ tw=p T+ @ =9,
3.0naV = Ylix=og+ Zlix=1g, 2¥ = Lix=0gZ" + Lix=142°. Il vient
v(2) = E[2V]= E[lix=0g2" * lix=1¢Z°1=(1 P) v(@)+ p z(2):
On a
— 01y — 0 oy 1+ P .
EVI= v@D=0 p y@®+pzA)= —+p;
00 1 2 a
ev= v =S P2 Vipa.
N
Exercice 11.6. 1. On note X; le esultat du candidata la question i. Les v.a.d.
(Xi;1 i 20) sont des v.a.d. de Ber,goulliinabpendantes et de méme
parametre P(X; =1) =1 =k. CommeX = % X, la loi de X est donc la loi

binomiale B(20; 1=Kk).

2. Si Xj =0, on note Y; le esultat du candidaﬁa la question i lors du second
choix. SiX; =1, on poseY; = 0. Ainsi Y = % Y; repesente le nombre de
bonnes eponses au deuxeme choix. Les v.a.d.Y;;1 i 20) sont des v.a.d.
ingtpendantes et de méme loi. Comme elles sonta valeurs dan$0;1g, il

s'agit de v.a. de Bernoulli. On cetermine leur paranetre :
P(Yi=1)= P(Y; =1;X; =0)= P(Y; =1jX; =0)P(X; =0)
1 k 1_1
k 1 k Kk
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Donc Y suit la loi binomiale B(20; 1=k). On remarquera que les v.a.dX etY
ne sont pas incependantes.

. _ 1
3. Le nombre total de points estS = X + %Y. Il vient E[S] = E[X ]+ QE[Y] = 3?0:
Il faut prendre k = 6.
N

Exercice Il.7. 1. La probabilie pour que lors du ieme tirage, les deux boules

. 2RB : :
n‘aient pas la méme couleur estp = R+ B On ¢ nit les variables aka-

toires X; par X; =1 si lors du ieme tirage, les deux boules n'ont pas la méme
couleur et X; = 0 sinon. Les variables akatoires X;;1 i R+ B) suivent
la IoiFde Bernoulli de paranetre p. (Elles ne sont pas incependantes.) On a

X = R:BX;. On en ceduit par lirearie que

R¢ B
EX]=  EDX]=(R+B)p= oo

i=1

2. La variable akatoire X prend des valeurs paires. Les valeurs possibles dée
sontf2d;0 d min(R;B)g. Pour obtenir 2d tirages de couleurs dierentes,
il faut choisir d boules parmi les rouges etd boules parmi les bleues. En-
n, une fois les boules de couleurs dierentes choisies, brdre du tirage de la

(R+ B)

|
RIB1 - possibilies) n'a pas d'importance. On a donc
(R+B) RIB! cas favorables parmi m i
RIB! (R d)!d(B d)!d P RIB!
Donc, pour0 d min(R;B), on a

premere urne (il y a

cas possibles.

P(X =2d REZBY :
(X =2d)= (R+B)(R d)!(B d)d?’
N
Exercice 11.8. On note par X 1; X ; . et X, les esultats des n boules. Ces va-

1. Soitx 2f1;, ;Ng.OnafX xg=\}[_;fXx xg Comme les variables

akatoires X1; ; Xp sont incependantes et identiquement distriblees, il vient
N x+1)"
P(X x)=P(X1 x::5;Xn X)=P(X1 x)"= %:

On en ceduit que pour x 2 f 1, N 19,

(N x+D)" (N x)"

PX=x)=P(X x) PX x+1)= NT
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1
Cette formule est encore valable pourx = N, car P(X = N) = N
2. Par synetrie, Y améme loiqueN X +1.Poury2fl, ;Ng, onaP(Y =
) = y© (y D"
y)= T Nn

3. Soit (x;y) 2f0; :Ng® Six y,ona
P(X>xY y)= P(x<X Y y)=0:
Six<y,ona

PX>xY y)=Px<X Y )
=P(x<X; y;82f1 :ng)

Xn
=px<xy yr= L0

Cette formule est encore valable pourx = y. Pour la loi du couple (X;Y ), on

{six>y,P(X =x;Y =y)=0car on atoujours X Y.

{six=y,PX=xY =y)= P(X;=x;8 21, ;ng):N—ln.
{six<y,
PX=xY=y)=P(X>x L1LY=y) PX>xY =y)

PX>x LY vy) PX>x 1LY vy 1
P(X >x;Y y)+ P(X >x;Y y 1)
(y x+1)" 2y x)"+(y x 1)"
NP '

N

Exercice 11.9. 1. La fonction gereratrice assocee au esultat d'un | ancer du cea
onze faces est : "
1 1,1 z14
(2)= = Z¢= =272 :

11 11t 1 oz
k=2

Toutes les racines du polyndme 1 z!! sont complexes sauf la racine 1 qui est

eelle. Le polyndbme admet donc deux racines eelles : 0 (de multiplicie 2) et
1.

2. La fonction gereratrice assoceea la somme d'un lancer de deux dcesa six faces
est, par incependance, de la forme

x6 k x6 k 2 x6 k 1 XG k 1
22)=( mzZ)( &z%)=2z°( mz" )N " )
k=1 k=1 k=1 k=1
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al pk (resp. ) est la probabilie g_,'obtenir k avec le premier (resp. deuxeme)
k. Si = ,, alors le polynbme ﬁzl pz¥ 1 est de dege 5. Comme il esta
coe cients [gels, il admet au moins une racine eelle. Il en est de m&éme pour le
polynéme E:l azX 1. Le polynébme , admet donc au moins quatre racines
eelles. Il ne peut donc étreegala qui n'admet que deux racines eelles dont
une de multiplicie 2.
On ne peut donc pas reproduire le esultat d'un lancer d'un @equilibea onze
faces, nuneroees de 2a 12, comme la somme d'un lancer dealix desa six
faces, nurrerokes de 1a 6,eventuellement dieremmen t biaiss.

N

Exercice 11.10. Soit X et Y les variables akatoires discetes qui repesentent le
nombre de piles obtenus par chacun des joueurs au cours detancers. Les variables
X et Y sont incependantes et suivent des lois binomialesB(n; 1=2). On a, en
utilisant la formule de decomposition puis l'incependan ce deX et Y,

P(X = Y) = x P(X = kY = k) P(X = K)P(Y = k)

k=0 k=0
xn 2 2n
17 nt_ L
22n k 22n :
k=0

X' p? 2n

k
k=0
dierentes le coe cient de x" dans le polynébme (1 +x)?" =(1+ x)"(1+ x)". N

Pour cemontrer legalie , on peut calculer de deux maneres

Exercice 11.11. On suppose que la phrase\il choisit au hasard une de ses depo-
ches" signi e que le choix de la poche est une ealisation dine variable akatoire de
Bernoulli de paranetre p (on code par exemple 0 pour la poche de gauche et 1 pour
la poche de droite) et que chaque choix est independant deshoix peedents. En
absence d'information suppémentaire, il sera naturel dechoisir p=1=2. On note
(Xn;n 1) une suite de v.a. de Bernoulli de paranetrep 2]0; 1] independantes.
La variable X,, repesente le choix de la poche lors dun-eme tirage (i.e. de la
n-eme cigarette).

1. Lorsque le fumeur s'apercoit que la bote qu'il a choise est vide, s'il restek
allumettes dans l'autre bote, c'est qu'il a cep fune 2 N k cigarettes, et donc
il a chercre 2N +1 k fois une allumette. En particulier lexenement \quand
le fumeur ne trouve plus d'allumette dans une bote, il resé k allumettes dans
l'autre bote", de probabilie pg, est doncegala la eunion des deuxevenements
exclusifs suivants ;& la 2Nk + 1-eme cigarette, le fumeur a choisi la poche
de droite pour laN +1-eme fois"etala2 N k+1-eme cigarette, le fumeur
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aghoisi la poche de gauche pour 1&l +1-emesfois’, c'esta-direa la eunion de
N+ Ky — : - 2N+ Ky — , -
0g. On en ceduit donc

2NRL K
Pk =P Xi=N+1;Xon+ k=1
i=1 |
2Nl Kk ’
+ P Xi:N k;X2N+1 k:O
=1
2 k '
P Xi=N PXon+1 k=1)
i=1
2§ K
+P Xi=N k P(Xan+1 k=0)
i=1

2Nk
— N [pN+1 (1 p)N k + (1 p)N+1 pN k]:

2. La probabilie cherctee est pg = 2,\'}‘ pN(  p)N. Sion suppose que = 1=2,
alors po = 3 =2?N. Il vient po ' 125% pour N = 20 et po ' 8:9% pour
N =40.

X
Comme p« = 1, on en ceduit, en prenant p = 1=2, la relation suivante non

k=0
N koo

triviale sur les coe cients binomiaux : N

k=0
N

Exercice 11.12. 1. Soit m;n 1. Levenement fT; = m;T, T; = ng estegala
Par incependance des variables akatoiresX;, on a donc

P(Ti=m;T, Ty=n)
= P(X1=0) PXm 1=0P(Xm =1)P(Xm+1 =0)
P(Xm+n 1=0)P(Xm+n =1)
=p'@ pm™n A

En utilisant la formule des lois marginales, il vient
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X X
P(Ty=m)= P(Tr=m;T, Ti=n)= p’(l pm*tn 2
n 1 X n 1
=@ p"™t @ p"t=pa pm*t

n 1

De meéme,P(T, Ti=n)= p(1 p)" 1 Parconequent, pour tousm;n 1,
P(T1: = m;T, T1=n)= P(Ty = mP(T, T; = n), ce qui prouve que les
variables akatoires T, et T, T1 sont incependantes. Noter qu'elles suivent
toutes les deux la loi geonetrique de paranetre p.

2. Plus gereralement, si n1;Ny;: i Nk 1, notons| = fny;ny+ noj:ii;ng +
+ngsrgetd =fliii;ng+ + ngggnl. Levenement fT1 To= nq;To
T1=n2;:::;Tksr Tk = Nksq g est alorsegala
\ \
fXi=1g\ fX;=0g
i2 i2J

Par incependance des variables akatoiresX;, on a donc

P(Ty To=ny;To Ti=ng:iiTesr Tk = Qkﬂ) v

P(Xi = 1) P(Xi = 0)
i21 i2J
pk+1 (1 p)n1+ +nga K 1:

Comme ci-dessus, la formule des lois marginales implique gupour tousj 2
fO,:::;kgetnj 1,

P(Tia  Tj=nja)=p2 phie * (XI1.1)

Par consequent, il vient

Y
P(Tr To=ng;::;Tker T = Ngep) = P(Ti+1  Tj = nj+1);
j=0

ce qui prouve que les variables akatoiresTy  Tg;To  Tq;:::;Tkser Tk sont
incependantes. De plus, d'apes (XIII.1), elles suivent toutes la loi ggonetrique
de paranetre p.

3. Noter queTc = [.5(Tj=1 Tj). Par lirearie de I'esgerance, on a
2 3
LS _xi K1y g
EMd=E* (T« T)>=  Efa Tl= —=-
j=0 j=0 jo PP
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Par incependance des variables akatoiresTj+1  Tj, il vient

0 1
K 1
Var(Ty)=Var @ (Tj.1 T)A
i=0
K1 K1
= Var(Tj+1 Tj) = 1p2p = k(1p2 p):
i=0 i=0

4. S9it n k 1. On supposen 2. Lexenemeng fTy = ng estegal a
f 'Xi=k 1g\f X, = 1g. De plus la loi de’ [_;*X; est la loi bino-
miale de paranetre (n  1;p). Par incependance des variables akatoiresX;, on
a donc

K 1
P(Tk=n)=P( Xi=k 1PX,=1)=
i=1

n 1 n k.

1 P@opn K
Pour n = k =1, on obtient P(T; =1) = p.

Par incependance des variables akatoiresT;.; T, la fonction gereratrice
1, de Ty est le produit des fonctions gereratrices des variables Batoires

Ti+1 Ty (j 210;:::;k  1g). Comme ces derneres suivent la loi georretrique

de paranetre p, on a donc

Y'opz pz  *
o1 @ Pz 1 Q@ pz

Tk (Z) =

5. On cecompose sur lesevenementsf = ng et on utilise le fait que est ince-
pendantde (T,;n 1):

X X
T(@=EZ"]= E[z'j =nP( =n)= T (2)P( = n):
n 1 n 1

PuisqueP( =n)= (1 )" %, on adonc d'apes la question peedente

X n
- n 1 pz _ pz :
ras N T e Tt a e

ce qui prouve queT suit la loi geonetrique de paranetre p.

6. Consicerons l'experience suivante. On jette la premiere pece et chaque fois que
I'on obtient 1 (pile) on jette la seconde pece. On note TCle premier instant a
la seconde pece montre pile. D'une partT®et T ont méme loi. D'autre part, T°
est l'instant de premier suces dans une suite d'exgerieres independantes al
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la probabilie de suces vaut p . En e et, les deux jetsetant independants, la
probabilie que la premere pece montre pile puis que la seconde montre aussi
pile est le produit p . On retrouve que T suit la loi ggonetrique de paramnetre
p .

N

Exercice 11.13. 1. On a

[
P(MT=+1)=P( fXx=0;1 k ng\f Xx=1;k>ng)
n 0

3
= PfXx=0;1 k ng\f Xg=1;k>ng):
n=0

Par ailleurs, on a

PfXxk=0;1 k ng\f Xk=1;k>ng)
= |\IIIIT PfXxk=0;1 k ng\f Xk=1;N k>ng)
=lim @ p"p" "=0:
Jim (1 p)7p 0
On en ceduit donc que P(T =+ 1 )=0.
On propose une deuxeme nethode de poree plus gererale : on cherche a
majorer T par une variable akatoire gonetrique. Ona T  2T%avecT?=
inffn 2 N ; X5, 1=1;X,, =0g. Lavariable akatoire T%est le premier instant
al Yn =(X2n 1;X2n) estegala (1;0). Les variables akatoires discetes (Y,,; n 2
N ) sont incependantes et de méme l0i.T%est un premier instant de suces. La
loi de TP est donc la loi geonetrique de pararetre P(Y, = (1;0)) = p(1 p).
En particulier T%est ni p.s. On en ceduit que T est ni p.s.
2. On calcule P(T = k) en decomposant suivant les valeurs deT; = inffn 2
N;X,=19:
K1 X1 . .
PMT=k= PT=kTi=i)= (@ p' '@ p:
i=1 i=1
Soit U et V deux variables akatoires incependantes de loi geonetrique de
pararetres respectifspet 1 p. LaloideU + V est:
K1 K1 . .
PU+V=K= PU=iV=k )= @ p' '@ p:
i=1 i=1
DoncT améme loi queU+ V. (En fait U est le premier temps d'occurrence de 1,
eta partir de cet instant on attend la premere occurrence de 0, qui correspond
a V. Le temps total d'attente de I'occurrence 10 est doncl = U + V.)
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3. Ona y(z) = ﬁ, v(2) = Zil pg).

deUetV,que 1(2)= u+v(@)= u(2 v(2).
4. 0n a E[T] = E[U] + E[V] =

On en ceduit, par incependance

1
. On aegalement par incependance
p(l p) J P P

Var(T) = Var( U) +Var( V) = 123p—(12p)
p(1 p) N

Exercice 11.14. 1. On calcule la fonction greratrice du couple (S;N S). Pour
v;z2 [ 1;1], on a par incependance

R P,
P(N =0) + P(N = n)z"E[(v=2) k=1 X«]
n=1
R
P(N =0) + P(N

n=1

(pv+ (1 p)z) =e p(l v) e 1 p@ 2 :

sn 5)(viz) = EvSzZN 3]

n)(pv+(1 p)z2)"

On remarque que (sn s)(Viz) = v(V) z(2), @ V et Z suivent des lois de
Poisson de paranetre respectifp et (1 p). En particulier, cela implique que
SetN S sontinckpendants.

2. Soitz 2 [ 1;1]. On a, par incependance entreN etN S, (z) = E[z5ZN S]=
E[zSIE[zN S]. Par independance entreN et (X,;n 1), on a

X P,
E[z5]= P(N =0) + P(N = n)E[z k=1 X«]

=P(N=0)+

n=1

U

~

Z
I

n@ p+p2"= (1 p+ p2);

et par symetrie E[zN S] = (p+ (1 p)z). On en cduit donc que (z) =
(1 p+p2 (p+(@ p)z). On remarque queh est bien ¢ nie sur ]0; 1],

car est strictement positif pour z > 0 et ®est ¢k nie a priori sur]  1;1[.

La relation h(z) = ph((1 p)+ pz2)+(1 p)h(p+(1 p)z) est imnmediate.

3. Rappelons que est continue en 1, non nulle en 1 (en faitegalea 1 en 1), et
que Yest croissante et admet une limitea gauche en 1,eventuementegalea
I'in ni. En particulier, h admet une limitea gauche en 1,eventuellementegale
a l'in ni.

Pour a 2 [0;1], on posef,(z) =1 a+ az pour z 2 R. L'application f, est
contractante (avec constante de Lipschitza) et admet 1 comme seul point xe.
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La suite (f(z);n 1) converge en croissant vers 1 pouez 2 [0;1[, a1 f]
ctesigne l'iee n-eme de f,.

Commeh = h f;-, on en ceduit que h = h fI., et par continuie h(z) =
r!irr11 h(r) pour tout z 2 [0;1][. Ceci implique queh est constante sur [Q1].

Comme h est positive et nie sur [0; 1[, on en ceduit qu'il existe ¢ 0 tel que
0= ¢ sur [0;1] et donc sur [Q1] par continuie. Si ¢ =0, on a constant
et donc, comme (1) =1, ona =1Ccestadireps. N =0.Sic>0,la
solution de lequation dierentielle ordinaire %= ¢ sur [0;1] avec condition
(1) =1 donne (z)=e @ 2 Donc, sic> 0, alorsN suit la loi de Poisson
de paranetre c.
. Commep< 1=2,onap+(1 p)z 1 p+ pzpourz2 [0;1]. On ceduit donc
deh(z) min(h((1 p)+ p2);(1 ph(p+(1 p)z)) queh(z) inffh(u);u
p+(1 p)zg. Commeh(z) inffh(u);u f1 x(2)g, on en ceduit que h(z)
inffh(u);u ' ,(2)g, et donch(z) Iirrln ilnf h(r) pour tout z 2 [0; 1[.

Un raisonnement similaire a ce qui peede assure queh(z) max(h((1

P+ p2);(1 p)h(p+ (1 p)z)), puis h(z) supfh(u);u fu(z)g et h(z)
supfh(u);u  f7(z)g, et donch(z) limsuph(r) pour tout z 2 [0; 1].

rt 1
Comme h admet une limitea gauche en 1, eventuellementegalea I'in ni (cf
le cebut de la cemonstration de la question peedente), on en dceduit que

h(z) = Iilm1 h(r), et donc h est constant sur [Q1[. La n de la cemonstration
r

de la quéstion peedente permet de conclure.
N

X
Exercice I1.L15. 1. On aP(X1=kg;:::; Xn = knjSh=k) = 0 si ki 6 k et

i=1

sinon
P(X1=k Xn = Kn j Sn = k) Qi'k'zl P Qi'kj=0(1 Pp_ 1
1= Koo = J = = o ! = —
e Rk pn K b
On en ceduit que la loi conditionnelle de (X1;:::;Xp) sachant S, est la loi

uniforme sur f(ky;:::;ka) 2F0;1g"; 1L, ki = kg.
. Lavariable X; prend les valeurs 0 ou 1. Il en est de méme quand on conditioen
par rapporta S,. La loi de X; conditionnellementa S, est donc une loi de
Bernoulli de paranetre p. Comme P(X; =1jSy = k)= | [ = = k=n pour
k 1, etP(X;=1jS, =0) =0, on en ceduit que p = S,=n.
.OnaP(X1=1;X2=1jSy) = Sh(Sn  1)=(n(n 1)). En particulier P(X1 =
1, X, = 1jS,) 8 P(X1 = 1jSp)P(X2 = 1jSy). Conditionnellementa S, les
variables X 1 et X, ne sont pas inckependantes.

N
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Exercice 11.16. 1. On utilise les fonctions gereratrices. Par incependance, on a
pourz2 [ 1;1]:

x1+%,(2) = x,(2) x,(2)=e 11 2) 20 2) =g (1+ 2)Q 2).

On reconnat la fonction gereratrice de la loi de Poissonde paranetre 1+ ».
La loi de X1 + X, est donc la loi de Poisson de paranetre 1 + ».

2. En utilisant l'incependance, on calcule, pour0 k n:

P(X1=k;X2=n k)

P(X1=kjX1+ X2=n)=

P(X1+ X2=n)
_ P(X1=KkP(X2=n k)
- P(X1+ X2=n)
i ST
= 1_L1 2 1t 2 ’
R T (o TR QPR T
k n k
- X 1 2 _
1t 2 1+t 2

La loi de X; sachantfXq1 + X, = ng est une loi binomiale B(n;p), a1 p =

PR On en ceduit donc que la loi conditionnelle de X1 sachant X1 + X»
1t 2

est la loi binomiale B X1 + X2; —'-

3. Soit Z de loi B(n;p), on a E[Z] = np. On ckduit de la question peedente
que :
1

E[X1jX1+ X2l = (X1 + X2) .

Exercice 11.L17. 1. On note x; y et g les fonctions gereratrices de X, Y et
S.Ona x(2)= v(2 = 1 . Par incependance, on a s(z) =

1 pz
(2) v(2) = L En utilisant le ceveloppement 1.
YT @@ po? PP @ %2 -
pS
(k + 1) x¥, on ceduit que
k=0

S s
s(2) = pPk+1)(1 pk? = pAk 1)@ p* %«
k=0 k=2

Ainsionapourn 2, P(S=n)=p*(n 1@ p" 2
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2. Sik62f; ;n 1gonaP(X =kjiS=n)=0etpour k2f1, ;n 1g.
PX=kS=n) _ PX=kY=n Kk)
P(S=n) P(S = n)

P pftpa p Kt_o1
pPin A pn 2 n 1

P(X = kjS = n) =

Ainsi, conditionnellementa S, X suit la loi uniforme sur f1;::;S  1g. On note
X 1 X 1

par h(n) = E[XjS = n]. On ah(n) = kP(X = kjS=n) = - a 1
k=1 k=1

NI S

On en ceduit que E[X[S] = 3.

3. On a bien E [E[X S]] = E[ZS] - E[X; Y1 Exy

N

Exercice 11.18. Le coat de la premere straegie est ¢; = cN. On note C,, le colt du
test sur un groupe den personnes en nelangeant les peevements. On &P(Cy =
=1 p"etP(Ch=c+nc)=1 (1 p)". On suppose queN=n est entier et
on regroupe lesN personnes erN=n groupes den personnes. Le colt moyen total
du test, en utilisant la deuxeme strakgie, est ¢, = %E[Cn] soit :

o=l pMH(crngd (@ pM=N 1 @ Pl
En supposant quenp 1, il vient en faisant un ceveloppement limie :
1
cc=cN np+ - + o(np):

Cette quantie est minimale pour n' 1=p p. La condition np 1 est alorsequiva-
lentea p 1.O0Onobtientdoncc,' 2cN™ p. On choisit donc la deuxeme strakegie.
On peut erier que pour p 1,enprenantn= 1="p,onac; 2c+2cN"p.

Exemple nunerique : sip = 1%, alors il est optimal de ealiser des tests sur des
groupes den = 10 personnes. Leconomie ealise est alors de :

9 @21 Pr=gow:
C1
N

Exercice 11.19. 1. SoitX une variable akatoire geonetrique de paranetre p 2]0; 1][.
On a pourn 2 N,
X X
P(X>n)= P(X = k)= pL p*t=@ "
k n+1 k n+1
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On en ceduit que
PX>k +njX>n)=PX>k +n)=P(X>n)=(1 p*=PX>k):

2. On poseq= P(X > 1) 2 [0;1]. CommeP(X > 1+ njX >n ) est incependant
den, on a

P(X> 1+njX>n)=P(X> 1jX> 0)= P(X> 1) = q;

carp.s.X 2 N .Sig=0, alors P(X >n ) =0, et les probabilies conditionnelles
ne sont pas ke nies. On a doncq > 0. CommeP(X > 1+ njX >n) =
PX> 14 0) 4 vient P(X > n +1) = gP(X > n)ie P(X >n +1) =

P(X>n) '’ ’
g"*tP(X > 0), et doncP(X >n )= " car P(X > 0) = 1. Cela implique que
pourn?2 N,

PX=n)= P(X>n 1) PX>n)=(1 qq *=pa p" %

P
ap=1 g CommeP(X 2N )=1,onencduitque ,,y PX=n)=1
i.e. p> 0. On reconnat, pour X, la loi geonetrique de paranetre p 2]0;1].

3. Onnote = P(X > 0). La question peedente traite le cas = 1. On suppose
2]0;1[. (Le cas = 0 implique P(X > n) = 0, et donc le caracere sans

nmemoire n'a pas de sens.) On poseg = P(X > 1jX > 0) 2 [0; 1]. L'absence de
nmemoire implique que P(X > 1+njX >n )= qsoitP(X > 1+n)= gP(X>n)
etdoncenierant P(X > 1+n)= g""'P(X > 0)= g"** . Donc, il vient P(X =
0)=1 etpourn 1,P(X=n=PX>n 1) PX>n)= p@1 p" %
ap=1l g=PX =1jX> 0)etp?2]0; 1. On peut remarquer queX a méme
loi que Y Z, ar Y est une variable akatoire de Bernoulli de paranetre , et Z
est une variable akatoire inckependante deY de loi geonetrique de pararmetre
p. En ce qui concerne les temps de panne de machines, soit la rhate est

en panne (probabilie 1 ), soit la machine est enetat de marche. Dans ce

dernier cas, la loi du temps de panne est une geonetrique.

N

Exercice 11.20. Si les sportifs de haut niveau sont uniformement epartis dans la
population, les nedailles le sont aussi. Chaque individu adonc, environ, une proba-
bilie pm ' 9286 1& d'avoir une nedaille et p,' 301=6 1 d'avoir une nedaille
d'or. Le nombre de nredailles frarcaises suit donc une loi inomiale de paranetre
(n;pm), avecn' 60 1. On peut approcher cette loi par la loi de Poisson de para-
netre m = npy ' 9. De méme, on peut approcher la loi du nombre de nedailles
d'or par une loi de Poisson de paranetre , = npo' 3. La probabilie d'avoir plus
de 20 nredailles est de 4 pour 10 000, et la probabilie d'avar plus de 10 nedailles
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d'or est de 3 pour 10 000. Ceci est invraisemblable. L'hypo#se selon laquelle les
sportifs de haut niveau sont uniformrement epartis dans la population n'est donc

pas ealiste.
N

Exercice 11.21. 1. On consicere des variables akatoires X,;n 2 N ) incepen-
dantes de loi de Bernoulli de parametre p. On pose X, = 2 [_; Xy. On
a:
. . E[(X 2] _ Var(X 1
P(Cr(_]‘,): P(JXn pJ > n) [( n2 p) ] = (2 n) - p(n 2p)
n

n n

al I'on a utilie lregalie de Tchebychev pour l'ire  galie et l'independance
pour la dernereegalie. On en deduit le esultat.

2. Un calculebmentaire assure que I'entropie H, est maximale pourp = 1=2.

P
3. 0naP(fl g)=e"(i i lilog®+l & Ly tled@ ) poyrt 2 Cp, il vient :

n(plog(p) +(1  p)log(1 p)+ nlog(p(l p))
log(P(f! g)) n(plog(p)+(1 p)log(l p) nlog(p(l pP):

On a donc :
e n(Hp+ n) P(fl g) e ”(Hp H:Z);

w0 o= 2p,log(pd p).
4. En sommant l'iregalie peedente sur ! 2 C,, on obtient :

Card (Cp)e "He* n) p(C,) 1 et P(C,) e "Hr n32 card (C,):

CommeP(C,) 1 pour n grand et que limy; +1 N , =+ 1, 0on en deduit
que pour n susamment grand on a P(C,) e " =2, Pour n su samment
grand, il vient :

e ) card (C,) €& Hp* n):

5. Pour p =1=2, l'entropie est maximale et vaut H, = log(2). On en ceduit que
le cardinal de I'ensemble des suites typiques est de l'ordrée 2" = Card ().
Pour p' 1, on obtient que le cardinal de I'ensemble des suites typiggs est
de l'ordre de (He 1) qui est beaucoup plus petit que le cardinal de . (Le

esultat est similaire pour p' 0).
N

Exercice 11.22. 1. Comme O un;v, 1, on en ceduit que les sriesU et V sont
absolument convergentes sur ] 1;1].
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On note H, = fle pkenonene se produita l'instant ng. On a

X
Vn = P(Hn) = P(HnjX1 = )P(X1=")

=0
X Xk

= P(X,+ Xi=n; pourunk 2jX;=")P(X1=")
"=0 i=2
XX

= P(C Xj=n 7 pourunk 2)P(X1="):
=0 =2

La dernere egalie est obtenue grace a l'incependan ce de X et de la suite
(Xk;k  2). Comme les variables akatoires Ky; k  2) sonta valeurs dansN ,
on en ceduit que

P(C Xij=n 7, pourunk 2)

X
=P( Xi=n 7;pourunk2f2:::;n “+1g)= u, -
i=2
On a cemonte que (vy;n  0) est la convolution des suites §,;n  0) avec
(up;n  0). OnadoncV = BU.

. La preuve de la premere egalie se traite comme dans la question 1. Pour

cemontrer la relation entre U(s) et F(s) on multiplie par s" et on somme sur
n: On obtient
R X X1
s"u, = s"uefn ke
n=1 n=1 k=0

Il vient U(s) 1= F(s)U(s)etdoncV =B=(1 F).

.OnaV(s) = pH1 s). Enevaluant (Il.1) en s = 0, on obtient by = p.

OnaF(s)=1 %(l s)B(s). En cerivant n 1 fois, il vient F(M(s) =

%(nB(n D(s) (1 s)B(M(s)). Enevaluanten s =0, on obtient f, = (b 1
b)=ppourtout n 1.

. CommeP(X1=njX1>0)=P(X2=n)=f, pourn 1,ilvientpourn 1,

b= P(X1=n)= P(X1 = njX1> 0)P(X1> 0)=fn(l p):

On en ceduitdonc que b, = (1 p)b, 1, puisby, =1 p)"bh=(@ p)"p pour
n Oetf,=( p)" ppourn 1. LaloideX; estla loi gonetrique de
paranetre p, et X1 a méme loi queX, 1.

N



XI11.3 Variables akatoires continues

XI11.3 Variables akatoires continues

Exercice lll.1 . 1. Lafonctionf ¢k nie sur R est positive, mesurable (car continue)
et Z,, Z,,

f(x)dx = xe X2 dx = 1:
1 0

Donc f est une densit de probabilie.
2. Soit g une fonction mesurable borree. On a
E[g(Y)] = E[g(X?)] = . g(x?)x e ¥ dx = . 9(y) 5 € V=2 dy;

@l l'on a fait le changement de variable y = x? sur R*. Donc Y suit une loi
exponentielle de paranetre 1=2.
3. Pour une loi exponentielle de paranetre , lI'esgerance est &= et la variance
1= 2, donc on aE[Y]=2 et Var(Y) = 4.
N

Exercice Ill.2 . La probabilie, p, de toucher la &ve corresponda la probabilie que
le centre de la Bve, qui est uniformement eparti sur le disque de rayonR r (et de
surface (R r)?) soita une distance inkrieurea r d'un rayon donre. On trouve

1 r2
(R 2z 2

r

+rp(R N2 r2+(R r)2arcsin(R

p= )
. . 2r
et pour r petit, on obtient p —-.
R N

Exercice Ill.3 . Onnote ;et ;lesanglesformes parles deux rayons et le rayon qui
passe par la cerise. Lenone du probeme indique que ; et  sont incependants
et suivent la loi uniforme sur [0; 2 ]. La longueur angulaire de la part contenant la
ceriseest2 j 1 2j-

1. La probabilie pour que la part contenant la cerise soit la plus petite estP(2
i1 < 1 2j). Comme les angles sont incependants, la loi du couple

est la loi produit. On calcule :
ZZ

P2 j 1 2<j1 2= 15, ,j» ¢d1d 2
[0;2

Z Z

= 2 d 1 1 d 2
@Y% p2) gt PO

1

4

La probabilie pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est 1=4.
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2. Lalongueur moyenne de la part contenant la cerise estedea2 E[j 1 241

On calcule :
1 Y4
E[ 1 2i]l= 5 j1 2 dad
(2 )% _p2p
1 Z Z
= 2 d d
2)2° o2y " 1]( vo2dz
-2
~ 3

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 4 3.

La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et kel estegalement
plus grande dans 75% des cas. Pour voir que ces esultats nemredisent pas
I'intuition il faut inverser les operations. On decoupe d 'abord au hasard deux
rayons dans le gateau, puis on jette au hasard la cerise sue lbord. Celle-ci a
intuitivement plus de chance de tomber sur la part la plus grese! Il restea se
convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le gdau au hasard, ou
couper le gateau au hasard puis jeter la cerise sur le bord doe bien le méme
esultat.

N

Exercice 11l.4 . On suppose que la longueur du baton est de une unie. On na&
X et Y les emplacements des deux marques. Par hypotres¥ et Y sont des
variables akatoires incependantes de loi uniforme sur Q;1]. On fait un triangle

si et seulement si aucune des longueurs des morceaux n'esuplgrande que la
somme des deux autres, ou ce qui revient au méme, si et seulent si la longueur

de chaque morceau est plus petite que=R. Cela estequivalent aux trois conditions
suivantes :

1 max(X;Y) 1=2;, min(X;Y) 1=2 et max(X;Y) min(X;Y) 1=2
On obtient :
P(triangle)
P(max(X;Y) 1=2,min(X;Y) 1=2;max(X;Y) min(X;Y) 1=2)

= E[lfmax(X;Y) 1=2;min( X;Y ) 1=2;max(X;Y ) min(X;Y ) 1=29]

lfmax(x;y) 1=2;min(x;y) 1=2;max(x;y) min(x;y) 1=291[0;1](X)1[0;1](Y) dXdy
z 1 z 1=2

=2 dx dy= -
1=2 x 1=2 4
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Exercice IIl.5 . On a par lirearie E[P n 1 Xn] =PP .1 ni.Donconal, 2.
On montre enSL,gte que 2) 3. SionaE[ | 15”] < 1, alors la variable
akatoire (positive) |, ;X est nie p.s., e doncP( , ;X,<1)=1.
On montre maintenant que 3) 1. SiP( , ;Xp <1 )> 0, alorson a
h p i h p [
Ee nin =Ee ntXnyP oy 4y >0

D'autre part, par incependance, on a

h P | P
Ee n1Xn = Y EeXn = Y Nn_—g no2logl+ ")
1+ 4

n 1 n 1

P
(P)n en ceduit que  , ,log(1+ 2 1) < 1. Cela implique nIlilm n = 1 ainsi que

n 1 n-<1.0nadonc monte que 3) 1. N
Exercice I11.6 . Soit g une fonction mesurable borree. En utilisant " = 1f.-; 4
lf«= 14 P.S., puis l'incependance, on a
E[9(Z2)] = E[9(Y)1i=1g] + E[O( Y)1f= 1]
= E[g(Y)]P(" =1)+ E[g( Y2]F’(" = 1
1 +1 +1
=5 e gly)dy+ 3 e ¥ g( y)ydy
ZO 0
-1 e 9(z) dz:
2 R
Donc Z est une variable akatoire continue dont la loi a pour dense f(z) =
1 .
- zj
> e ,Z2 R, N

Exercice I.L7. 1. SoitS = X+ VY etT =

.CommeX +Y >0p.s.,T
X +Y P

est une variable akatoire eelle bien c nie. Soit h une fonction deR? dansR,
mesurable et borree. On a

X
E[h(S; T)] = ; R

= h x+vy; X e
D ‘x+y () (b

@ D= f(x;y) 2 R% x> 0;y > 0g. On consicere la fonction ' ¢k nie sur D :

at+b

(X+y)Xa 1yb 1dXdy;

X s X
= QA s=x+y;, t= ;
X+y

<
—
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La fonction ' est une bijection deD dans = (s;t)2 R% s> 0;0<t< 1 .
De plus la fonction' est de classeC! ainsi que son inverse :

. 1 S st _ X

t s(1 t) vy
La matrice jacobienne de ce changement d(? variable est :

1 1

y
(x+y)Z (x+ );’)2

La valeur absolue du dceterminant de la matrice jacobienne st jJac[ 1(x;y)j =

ﬁ. On en ceduit que dtds = jJac[ ](x;y)j dxdy i.e. s dsdt= dxdy. On obtient
Z

atb
E[h(S;T)] = h(s;t)me sgathb Lta L1 )P lgsgt:
Donc, la densit du couple (S;T), f, est ce nie par
atb
fE0= e *s° 1 0° M (9o

. La fonction f est le produit d'une fonction de s et d'une fonction de t. Les

variables akatoires S et T sont donc incependantes. On obtient la densie de
T et de S par la formule des lois marginales. La densie deT est la fonction
fr & nie par
(a+ b
(@) (b
On reconnat la densit de la loi keta de paranetres a et b. La densie de S est

la fonction f g ce nie par
Z

fs(s)= f(s;t)dt=

fr(t)y= f(s;t)ds= 2 31 0)° Myoqt)

atb
(a+ b
On reconna la densite de la loi gamma de paranetres eta+ b

e S Sa+b 11]0;+l [(S) :

N

Exercice 111.8 . 1. On remarque que p.sX 6 0. La variable akatoire 1 =X est donc

182

bien ¢ nie. Soit g une fonction mesurable borree. On a :

ElQ=X)1 = G0 = O

SO S -
r WV T TraEy v

1 1
a(y) —1+—yz dy;
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al l'on a fait le changement de variabley = 1=x (C! dieomorphisme de R
dans lui-méme). On obtient donc que £X est de loi de Cauchy.

2. CommeZ 6 0 p.s., la variable akatoire Y =Z est bien e nie. Soit g une fonction
mesurable borree. On a :

Z +1 1 72=2
Elg(Y=2)] = dz p?e

21 1 2_
dyp=e ~ ~g(y=2)
*1 1 2 . 1 2_
=2 dz p=e 2°=2 dyp?e V=2 g(y=2)
2., Z,, "
dze =2 duze
2., 1o

1 -
= dz ze (+u?z*=2 du g(u)
0 1

u2z2=2

g(u)

1
= REaT] g(u) du;
al lI'on a fait le changement de variable u(y) = y=z poury 2 R. Donc Y =Z suit
une loi de Cauchy.

3. SiX est de loi de Cauchy, alorsX a méme loi queY =Z. Donc 1=X a méme loi
queZ=Y. Comme (Z;Y) a méme loi que {Y;Z) on en ceduit que Y=Z a méme
loi que Z=Y. On retrouve bien que EX a méme loi queX.

N
Exercice I11.9 . Soit g une fonction mesurable borree.
1.0na:
Z 41 1 e Z 1 1 e
Elox = g pgme TP dx=2 1 g0¢) po—e 7 dx
1

0
zZ.
— 1 1 y=2 .
= a(y) p=p—=e ' dy;

0 2y

a l'on a fait le changement de variable y = x? sur ]0;+1 [. Donc X 2 suit la
loi  2(1).

2. 0na:
Z

(x3+x3)=2

Elg(X{+ X3)]

1
dxidxz —— e g + x3)
R2 2
142 4 2
— d rdrg(r?)e "2
% 0 0
+1

1 _
9(y) 5 € Y= dy;
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al I'on a utilie lndependance de X et X, pourecrire la densite du couple
comme produit des densies dans la premereegalie, le changement de variable
en coordonrees polaires dans la deuxeme puis le changemiede variable y = r?
sur ]0; 1 [ dans la dernere. On en ceduit que X2 + X2 suit la loi  2(2).

N

Exercice 11.L10. 1. Soit D = f(x1;:::;%n) 2]0;1[";x; 6 x; pourtout i 6 jg.

184

Les ensembles = f(x1;:::;%Xn) 2]0;1["; X (1) < <X ()@ pour 2 Sy,

D.
Soit g une fonction mesurable borree. On a :

E[g(Y;2)] = E[g(min_Xi; max X;)]

Z
= g(min Xxi; max X;)lioap (X1;:::;Xn) dXg::idXy
7 1in 1in
= g(min xi;lm_ax Xi)1p (X1;::05Xp) dxq:odx,
I n I n
X
= (X ):X )1 (Xg;::0Xp) dXgiiidxy
*7
=n! g(x1;xp)l O(X1:ZZZ;Xn) dxq::idxn;

al o est l'identie. La dernereegalie s'obtient par un ar gument de synetrie.
On en ceduit donc que :
Z
9(Y; )N Lfyey p<ex v 1<zg OX21110Xn 1 Lfgey<rc 19 dydz
z

ay;z) n(n - 1)@z Y)" 2Loeyer< 14 dydz:

E[o(Y;2)]

Donc (Y;Z) est une variable atatoire continue de densief (v,z)(y;z) = n(n
Dz y)" 2L O<y<z< 1g-

. Par la formule des lois marginales, on en deduit quer est une variable akatoire

continue de densiefy(y) = n(1 y)" 11f0<y< 1g- Il s'agit de la loi keta (15 n).
Par symetrie, on \erie que la loi de Z estla loi (n;1) de densie fz(z) =
nz" 11occ 19

. La variable akatoire Y etant inegrable, I'esperance conditionnelle E[YjZ]a un

sens. On a, pourz 2]0; 1] :
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z

foy. 4
E[YZ = 7] = yL(y) dy
7 fz(2)
z
= (n Ly@z y" %' "dy
0 Z
z
— Zl n(z y)l’l ly é+ ) Zl I’I(Z y)n 1dy
-z
'n

On en ceduit donc E[YjZ] = Z=n.
4. Soit g une fonction mesurable borree. On a, pourz 2]0;1] :

z fryizy(¥:2)
. Y.Z ’
Elo(Y=2)iz = 2]=  g(y=2) 20" dy
7 fz(2)
= gy=2(n 1)z Y)" %z "Lioeyes g dy
Z

gl )n 1A )" *ljocc 19d;

al lI'on a e ectie le changement de variable = y=z @ z »). On en dceduit
donc que pour toute fonctiorZ\g mesurable borree,

Elg(Y=2)iz]= g()(n 1@ )" *lipcc 1gd:

Donc la densie de la loi conditionnelle de Y=Z sachantZ est (n 1)(1
M 210 e 1g- On reconnat une loi (1;n  1). Elle est incependante de Z.
Cela signi e donc queY=Z est incependante deZ. On retrouve alors :

Y z

_ Y.
E[YjZ]=E Z~jz =ZE ~ = 2.
Yizl= E Z] > =

5. Le esultat s'obtient par synetrie. Ene et X; améme loi que 1 X;. Donc (1
etl Y =maxi i (1 Xj), onen ceduitdoncque (1 Z;1 Y)améme
loi que (Y; 2).

. . 1
6. On ckduit de la question peedente que 1
dey.

VA .
y estincependantde 1 Y donc

N

Exercice Il.11. 1. La densie conditionnelle est fy v (Xjy) = fxy (X;y)=fv(y).
Donc la densie de la loi de (X;Y ) est :

) 1 +
fxy (GY) = Fy (N)fxjy (Xiy) = = Y& XD 10 g0
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R
2. Par la formule des lois marginales, on dx (x) = Lfxy (x;y) dy = 1 1.

On peut remarquer queX est de loi de Cauchy. Par ¢ nition, on a :
Fyix (ViX) = Ty (06Y)=Fx () = (1+ x?)e Y 10 o

La loi de Y sachantX est la loi exponentielle de parametre 1 +X 2.

3. L'esperance d'une variable akatoire de loi exponentelle de paranetre est
1= . On en ceduit donc que :

BYIX]= Toxz°

N

Exercice 111.L12. 1. La densie de probabilie f estf(t) = texp %tz 1t og-

L'esperance vaut :

Z+1 1 +1 Z+1 1
E[T] = t?exp =t? dt= texp =t° + exp =t? dt
0 2 0 0 2
Z .,

-1 ex }tz dt

“2 ., P 3

Pz

= —-

2. La probabilie skcrit :

P(T 3T 1) _ P(T 3)_e

4.
PT 1)  P(T 1) ¢ '

P(T 3jT 1)=

=€

IS NS

CommeP(T 3jT 1)6e 2= P(T 2)laloin'est pas sans memoire.

Bernoulli de pararnetre :
P(T 1)=F@)=1 e2:

On en ceduit que la loi de N est la loi binomiale de paranetre (10,1 e %).
4. La probabilie que lequipement en srie soit cefail lant avant 1 an vaut :

PIN 1)=1 P(N=0)=1 e 7' 9910 1 =099%:
5. La probabilie que lequipement en paralele soit ce faillant avant 1 an vaut :

1 10
PIN=10)= 1 ez ' 8910°:
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Exercice 111.13. 1. On note Zy la variable akatoire eelle donnant la hauteur de
la k-eme perforation. Les variables akatoires (Zx;k 1) sont incependantes
de méme loi uniforme sur [Qh], eton aZ =min1 ¢ N Zk. On en dduit, en
utilisant lI'incependance entre (Zx;k 1) et N, que pourz 2 [O;h]etn> 0:

n
=P(Z1>2z;:::Z,>2) = P(Zy>z)= 1 %
k=1

n
DonconaP(Z<zjN =n)=1 1 % . Comme la fonction de epartition

de Z sachantN est de classeC?! (en z), on en ceduit que conditionnellement
a N, Z est une variable akatoire continue de densie

n 1
1 .

>IN

n
fzin(zjn) = —
zjn (zjn) h
2. Le pourcentage  de liquide qu'on peut esperer conserver sachant le nombre
de perforationsN, corresponda I'esgerance deE[Z]N] rapporeea la hauteur
hdufot. Ona y = E[ZjN]=h. Il vient pour n 1:

Z, 1 Zn

1 T | o _1 n
HE[ZJN =n]= h o zfzjn(zjn) dz = h zh

n 1 1

1

z
h d 1+n°

On constate que cette formule couvre aussi le cas an = 0. En e et, dans
ce cas on conserve la totalie du liquide (le fat n'est pas rfoe). On a donc
N =1=(N +1).

. 1 i .
n. Le pourcentage de la cargaison que I'on sauve e%t Zz®_ Si on suppose
i=1

pourcentage est, pourn grand,a peu pesegala E[Z]=h d'apes la loi faible
(ou forte) des grands nombres. Le pourcentage moyen que I'on peut esgerer
conserver est donc

_E[z]_ 1 N 1 X k 1 e
——h _HE[E[ZJN]]_E N+1 _k:01+ke H—

Pour =5, on obtient ' 19:8%.

Exercice 111.14 . Soit f une fonction mesurable borree.
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OnnoteH la dist%nce deJa O. Par une application du treoeme de Pythagore,
ontrouve L =2 r2 H2. Pour calculer sa loi, on utilise la nethode de la
fonction muette. Comme H est uniforme sur [Qr], on a :

z z

1 r p 2r
EfF(L]= ¢ f 27 0 dh= f(u)—q%;
a r T

al I'on a e ecte le changement de vauriable u= 2p r2 h2, La variable aka-
toire L est continue de densie 4—92772_41]0;2[(@. L'esperance delL est :
rr2 ué=

Z o uZdu Z - Z - r
ElL]l= —&——= 2r sin®(t)dt = i r(l cos@)dt= —;

0 2 u 9
4rr4

al I'on a e ecte le changement de variable u = 2r sin(t). En utilisant le m&éme
changement de variable, on calcule :

Za o egy Z =2 82
E[LY] = —g——— =4r? sin(t)(1  co(t))dt = =—:
0 4 2 @ 0 3
g2 22
La variance est donc Var() = = I

La probabilie que la corde soit plus grande qu'un cot du triangleequilaeral
inscrit est la probabilie que sa distance au centre soit plus grande quer=2.
Comme la loi deH est uniforme sur [Qr], il vient p= P(H r=2)=1=2.

. Si A et B sont choisis uniformrement sur le cercle, leurs angles au otre ( a

et ) par rapporta lI'axe des abscisses sont uniformes sur] ; [. On note

=MOB.Ona =( a g) modulo 2 . La longueur de la corde est alors
L = 2rjsin( = 2)j. On utilise la methode de la fonction muette pour calculer la
loide .Ona:

E[f ( )= E[f (ZA B)lipo (A B)+f@2 + Ao B)Y2.0(a Bl
1

K 10;2 [2CIQAdCB f(a )iz (G4  GB)

7 +f(2 +da @)L 200 oB)

1
47 4, [ZdQAdCB (f(oa o)+ f(2 oga+0B))lo2 (n OB)
L2 2, g
=5 dg dtF M+ fE 1)
A2 | 0

e Him+fe )= —
20 2

z

il dtf (t);
4 2 [

10; 10;2
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al I'on a e ecte le changement de variable t = qa  Oga gg . La loi de
est donc la loi uniforme sur 192 [.

On utilise, encore la methode de la fonction muette pour ceterminer laloide L :
142 2% =2
E[f(L)] = 5 dtf (2rjsin(t=2)j) = — f (2r sin(t)) dt
0 0
z 2r 2d

= fU)—p—— . (XII.2)
0 4r2 2

al I'on a e ectwe le changement de variable u = 2r sin(t). La variable akatoire
, : 2
L est donc continue de densm—pﬁlm;zr[(u).
r u
Pour calculer I'esperance et la variance del, on utilise (XI11.2) :
Z _
27 =2 _ 4
E[L]= — dt 2r sin(t) = —r;
0
et pour la variance :
8r2 Z =2
Var(L) = E[L?] (E[L])*= — sir(t)dt —-=2r2 ——-:
0
Onap= P( 2=3)=1=3.

. On calcule la longueur de la corge commea la question 1,partir de la distance
del au centre ducercle:.L =2 r2 x2 y2 LaloidelL estcalcuke par la
nmethode de la fonction muette :

14 A P
E[f (L)] = — dx dyf 2 r2 x2 y2 lge,ye 2
L 207 0
= - d df 2 r2 2
r<_o
1 ZZI’
= o2 . f (u)udu:

al on a e ectle un changerr}gnt de coordonrees polaires dansR?, puis le chan-
gement de variableu = 2 r2 2, La variable L est continue de densie

u
ﬁl[O;Zr](u)-

La moyenne et la variance de cette loi se calculent imnediatment :

z
_ 1 TE e, A
E[L]—ﬁ0 udu-E,
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ZZr 2
3du &:Zrz =

1 7 a°,
0 9 9 9"

Var(L) = o2

En n, la probabilie que la corde soit de longueur plus grande que  3r est :
Z 2r

1
— udu =

_ 1 42 3?2
P= %2 v, a2 2

l-
=7

On esume dans le tableau ci-dessous, les valeurs nunerniges (avecr = 1) des
dierentes moyennes et variances et des valeurs dg. On voit bien que la notion
de \choisir au hasard" dans unenone doit &tre pecise e.

Cas | moyenne| variance | p
1.57 0.20 |1/2
1.27 0.38 |1/3
1.33 0.22 |1/4

WIN -

N
Exercice 111.15. 1. Les variablesX et Y etant incependantes, la loi du couple
(X;Y ) a pour densie :
1 X2 + y?
fxy (5y) = fx (X)fv(y) = ﬁexp 52

2. On consicere le changement de variables en coordonreegolaires. \eri ons
qu'il s'agit d'un C!-dieomorphisme. On consicere la fonction ' & nie sur

=f(r;, )2R%r>0, < < g:

LT X .
= y QA X=rcos; Yy =rsin:

Il estimmediat de \eri er que ' estune bijectionde dansD = R?n(R f 0g),
dont l'inverse a pour expression :

P erav:
v ® = T @ r="X2ryE =sgn(y)arccos x= x2+ Y2 |

y

avec la convention que sgn(0) = 1. La matrice jacobienne dé& existe pour tout
(; )2 et sesekments sont des fonctionsC* de (r; ) :

Cr )= cos rsin
’ sin r cos

On aegalement que' ! estC! surDn(]0;1 [f Og) de matrice jacobienne
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XI11.3 Variables akatoires continues

X:p X2 + y2 y:p X2 + y2

1 l . —
TS i+ ) %=+ y?)

La \eri cation du caracere C! de' ! sur]0;1[f Og se fait par uneetude
directe. Pour x> 0, on a' 1(x; 0) = (x; sgn(0) arccos(1)) = (x; 0) et :

Yx+ h;0+hy) ' 1(x;0)
= (q m x; sgn(hy) arccos (x + hx):q m )
= (hy;hy=x) + o(hZ; h3):
Ceci implique a la fois la continuie, la dierentiabili & et la continuie des

cerivees partielles de ' ! en (x; 0). On a donc \erie que le changement de
variables en coordonrees polaires est u-dieomorphisme de D dans

Soit g une fonction de R? dans R, mesurable et borree. On remarque que
(X;Y)2D ps,donc R; )="' %(X;Y)estbienckni.Ona:

p—— p
E[o(R; )1= Elg( X2+ Y2sgn(Y)arccosX=" X2+ Y2)
—_— P———
= g X2+ yZsgn(y)arccosk= x2+ y2)
D
X2 4 2
ﬁexp 5 2y dxdy:
Commedxdy = jJac[ ](r; )jdrd = rdrd , il vient :
z 1 r2
ElQ(R; )] = a(r; )ﬁ exp 52 rdrd
Z (2
= . o(r; )ﬁ exp 52 101 [(r)l] : [( )drd :

On en ceduit que (R; ) est une v.a.c. de densie :

2
r r
fro (0 )= 5P 55 LoDy ;¢

2

. Commefr. (r; ) = fr(r)f () avecfr(r) = Lexp I 10:1 ((r) et

2 2 2
1 . . .
f ()= 2—1] - 1( ), on en ceduit que R et  sont incependants. La loi de
est la loi uniforme sur[ ; ]etlaloi de R a pour densie fg.
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4.

L'eserance deR vaut :
VA +1 I’2
E[R] = r—exp 55 dr
r2 +1 Z +1 r2 r
= rex — + ex — dr = =
P2 7, &P 322 2

On a E[R?] = E[X?2+ Y?] = 2 2. La variance de R vaut donc Var(R) =
@ =2) 2
N

Exercice 111.16 . 1. La direction esta valeurs dans [ =2; =2[. En supposant

192

gue la rainure de gauche a pour abscissed=2 et celle de droited=2, l'aiguille
. . d 7
coupe une rainure sous la conditiorjXj > 5 3 cos().

. Au vu des hypotteses, il est naturel de supposer qu¥ et sontincependantes

et de loi uniforme respectivement sur [ d=2;d=2] et[ =2; =2]. La probabilie
chercree vaut : 7

. d : 1
P(jX]j > ECOS() §)= Lixj> 4 cos( )ggl[ d=2:d=2] [ =2:=2(X; )dxd
|
Z _, Z% 1 :
=2 —dx d
=2 ¢ Scos() d
2 Z=2-
=g :ZECOS d
_ 2,
=5

. On note Y; le esultat du ieme lancer :Y; = 1 si l'aiguille coupe la rainure

et 0 sinon. La suite (Y;;i 2 N ) forme un sclema de Bernoulli de paranetre

p=2'=d. Dapes la loi faible des grands nombres, la moyenne empique NT“

converge en probabilie vers I'esgerance deY, c'esta-dire vers 2’=d . En fait

la loi forte des grands nombres assure que cette convergenest presque sare.
On a ainsi un moyen experimental de calculer une approximaion de 1= et

donc de .

On veut trouver n tel que P( N2 1 > 10 2) 5%. On ceduit de I'iregalie

de Tchebychev que n _
[

Nn 1
N, 1 E & = i1 1)
n a2 naz

On trouve n = 43 398. Mais la pecisiona 10 2 sur 1= corresponda une
pecision de l'ordre de 10 * sur



XI11.3 Variables akatoires continues

5. Il n'y a pas de contradiction avec le esultat pee@dent qui quanti ait le nombre
de lancersna e ectuer pour que dans 95% des ealisations de ces lancersn
obtienne une approximationa 10 2 de 1= . Cela nimpose pas que I'approxima-
tion soit sysematiquement de l'ordre de 10 2! Avec 355 lancers, la meilleure
approximation de 1= que I'on puisse obtenir est peciement 113355, et cette
approximation est de tes bonne qualie (113=355 est une fraction de la suite
des approximations de £ en fractions continues). Le carackre arti ciel de ce
esultat apparat si I'on e ectue un lancer suppementai re : on obtient 113-356
ou 114=356 comme approximation de £ , qui sont des approximationsa 10 3
et 2:10 3 respectivement. Cette brutale perte de pecision suggee que le choix
de 355 lancers et peut-etre méme du nombre \akatoire" del13 lancers avec
intersection est intentionnel.

N

Exercice Ill.17 . On note s < t les deux nombres choisis par votre ami eX la
variable akatoire de Bernoulli de paranetre 1/2 qui mod elise le lancer de sa pece :
X =0 s'il a obtenu face et X =1 sinon. Le nombre donre par votre ami est

Y = Slix=0g + tlix=14"

On note G lexenement fgagner le parg.

1. On moctlise le lancer de votre pece par une variable inépendante de X de
loi de Bernoulli de paranetre p 2 [0;1], U : U = 0 si vous avez obtenu face et
U =1 sinon. On a

G=fU=0;Y=sg[fU=1;Y=tg=fU=0;X =0g[f U=1;X =1g¢:
En utilisant lI'incependance entre X et U, on en deduit que la probabilie de
gagner estP(G)=(1 p)=2+p=2=1=2.
2. Par construction X et Z sont incependants. On a

G=fZ Y;Y=sg[fZ Y;Y=tg=1zZ s X=0g[fZ tX =10

Il vient, en utilisant l'indkependance entre X etZ,ett>s

P(G) = %[P(Z s)+ P(Zz 1t)]= %+ %P(Z 2 [s;t]):

CommeP(Z 2 [s;t]) > 0, on aP(G) > 1=2.

3. On suppose ques et t sont les ealisations de variables akatoiresS et T ince-
pendantes et de méme loi de fonction de epartitionF. Comme on a suppoe
ques <t, cela impose ques est la ealisation de min(S;T) et t la ealisation
de max(S;T). Dans ce cas, le nombre fourni par votre ami est donc
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