
Proessus ave sauts et appliations au marhé del'énergieExamen du lundi 2 mars 2009 15h15-17h15Les deux parties sont à rédiger sur des opies di�érentes.I Changement aléatoire de tempsSoit h une fontion ontinue dé�nie sur R à support ompat telle que h(x) = x surun voisinage de 0. Soit X une variable aléatoire in�niment divisible de aratéristique
(b, c, F ) où b ∈ R, c ≥ 0 et F est une mesure positive sur R telle que F ({0}) = 0 et
∫

R
1 ∧ ℓ2 F (dℓ) < +∞. On note µ la loi de X et µ̂ sa transformée de Fourier. On rappelleque µ̂(u) = E[eiuX ] = eψ(u) où

ψ(u) = ibu− c
u2

2
+

∫

R

F (dℓ)
(

eiuℓ−1 − iuh(ℓ)
)

.Pour tout n ∈ N∗, on onsidère (Xn
k , k ∈ N∗) des variables aléatoires indépendantes etde même loi µn, telles que ∑n

k=1X
n
k a même loi que X. Soit Nn une variable aléatoireindépendante de loi de Poisson de paramètre n. On pose Zn =

∑Nn

k=1X
n
k .1. Montrer que (Zn, n ≥ 1) onverge en loi vers X.2. Montrer, en utilisant le ours, que limn→∞ nµn(g) = F (g) pour toute fontion gontinue bornée et nulle sur un voisinage de 0.3. On suppose que X est positive p.s. : P(X ≥ 0) = 1.(a) En utilisant la formule de représentation des proessus de Lévy (ou proessus àaroissements indépendants et stationnaires), montrer que c = 0.(b) Montrer par l'absurde que P(Xn

1 ≤ −a) = 0 pour tout a > 0 et tout n ∈ N∗.() En déduire que F (] −∞, 0]) = 0.(d) Soit λ > 0. On pose gλ(x) = 1−e−λx. Montrer que limn→∞ E[e−λZn ] = E[e−λX ].En déduire que la suite (nµn(gλ), n ∈ N∗) est bornée par une onstante Cλ.(e) En onsidérant des régularisations des fontions fε(x) = x1[ε,1](x), déduire dela question préédente que ∫

R+ 1 ∧ ℓ F (dℓ) < +∞.(f) Déduire de e qui préède que
ψ(u) = ib′u+

∫

R+

F (dℓ)
(

eiuℓ−1
)

. (1)On admet que (1) implique que pour tout λ ∈ C de partie réelle positive, on a
E[e−λX ] = e−b

′λ−
R

R+ F (dℓ)(1−e−λℓ) . (2)(g) Montrer que la fontion ϕ(λ) = b′λ +
∫

R+ F (dℓ)
(

1 − e−λℓ
) est roissante. Cal-uler ϕ′ en le justi�ant et en déduire que b′ est positif.Soit (Xt, t ≥ 0) une proessus de Lévy tel que X1 ait même loi que X. On suppose quep.s. X est positif.4. Véri�er que (Xt, t ≥ 0) est un proessus roissant.Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien indépendant de (Xt, t ≥ 0). On modélise le prixd'un atif à l'instant t par eµBXt

+νXt . Il s'agit d'une variante du modèle de Blak-Sholes oùl'horloge propre du marhé est di�érente du temps réel et le temps du marhé est modélisépar le proessus (Xt, t ≥ 0).5. Montrer que (µBXt + νXt, t ≥ 0) est un proessus de Lévy et donner sa transforméede Fourier en utilisant (2). 1



II Dualité Call-Put dans un modèle exponentiel de LévyOn s'intéresse à un sous-jaent de valeur initiale x > 0 qui évolue omme l'exponentielle
Xx
t = xeZt d'un proessus de Lévy (Zt)t≥0. On note b ∈ R, σ2 où σ ∈ R+ et F mesure sur

R t.q. F ({0}) = 0 et ∫

R
1 ∧ z2F (dz) < +∞ le triplet tel que

∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E(eiuZt) = etψ(u) où ψ(u) = ibu−
σ2u2

2
+

∫

R

(eiuz− 1− iuz1{|z|≤1})F (dz).On se donne une maturité T ∈]0,+∞[ et on note Ft = σ(Xx
s , s ≤ t).1. Montrer que (−Zt)t≥0 est un proessus de Lévy sous P et donner son triplet dearatéristiques.2. Rappeler la représentation de Lévy-It� du proessus (Zt)t≥0.3. On suppose d'abord que F est la mesure nulle, que σ > 0 et que b = r−δ− σ2

2 . Onnote Ce(x, y, r, δ) = E
(

e−rT (Xx
T − y)+

), Ca(x, y, r, δ) = supτ∈T E (e−rτ (Xx
τ − y)+),

Pe(x, y, r, δ) = E
(

e−rT (y −Xx
T )+

) et Pa(x, y, r, δ) = supτ∈T E (e−rτ (y −Xx
τ )+) lesprix des Calls et Puts européens et amériains de strike y > 0 et de maturité Tlorsque r désigne le taux d'intérêt sans risque, δ le taux de dividendes versé parl'atif et T l'ensemble des Ft-temps d'arrêt à valeurs dans [0, T ].(a) Véri�er que (e(δ−r)tXx

t )t≥0 est une Ft-martingale sous P.(b) Véri�er que sous la probabilité Q de densité dQ
dP = e(δ−r)T+ZT par rapport à

P, le proessus (−Zt)t∈[0,T ] est un proessus de Lévy et donner son triplet dearatéristiques ? En déduire que
Ce(x, y, r, δ) = Pe(y, x, δ, r).() Pour t ≥ 0, on pose Y y

t = ye−Zt . Montrer que pour τ ∈ T ,
E

(

e−rτ (Xx
τ − y)+

)

= EQ
(

e−δτ (x− Y y
τ )+

)

.Véri�er que Ft = σ(Y y
s , s ≤ t) et en déduire que Ca(x, y, r, δ) = Pa(y, x, δ, r).4. On suppose désormais que ∫

R
ezF (dz) < +∞.(a) Caluler E(eZt) et en déduire b pour que (e(δ−r)tXx

t )t≤T soit une Ft-martingalesous P.Dans la suite, 'est ette valeur que l'on �xe pour b.(b) Montrer que pour un proessus de Lévy (ζt)t≤T dont on préisera le tripletde aratéristiques E
(

e−rT (Xx
T − y)+

)

= E
(

e−δT (x− yeζT )+
). Véri�er que

(e(r−δ)t+ζt)t≤T est une martingale sous P pour la �ltration Gt = σ(ζs, s ≤ t).Montrer que si T̃ désigne l'ensemble des Gt-temps d'arrêt à valeurs dans [0, T ]

sup
τ∈T

E
(

e−rτ (Xx
τ − y)+

)

= sup
τ∈T̃

E

(

e−δτ (x− yeζτ )+
)

.() À quelle ondition sur la mesure de Lévy F le marhé est-il symétrique au sensoù la mesure de Lévy de (ζt)t≤T est égale à F ? Comment ette ondition s'érit-elle dans le as où F possède une densité f par rapport à la mesure de Lebesguesur R ?
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CorretionI Changement aléatoire de temps1. On a ψZn(u) = e
−n(1−ψXn

1
(u)) et

ψXn
1
(u) = ψX(u)1/n = e

1

n
log(ψX(u)) = 1 +

1

n
log(ψX(u)) + o(1/n).On en déduit que ψZn(u) = ψX(u) + o(1). Cei assure que (Zn, n ∈ N∗) onverge enloi vers X ;2. Zn a pour aratéristique (nµn(h), 0, nµn) et onverge en loi versX de aratéristique

(b, c, F ). Cei implique, d'après le ours, que limn→∞ nµn(g) = F (g) pour toutefontion g ontinue bornée et nulle sur un voisinage de 0.3. (a) La formule de représentation assure que X = cG +X ′ où G est de loi N (0, 1)et X ′ est indépendant de G et de aratéristique (b, 0, F ). On a P(X < 0) =
P(cG < −X ′) = E[ϕ(X ′)] où ϕ(x) = P(cG < −x). Si c 6= 0, on a ϕ > 0 et don
P(X < 0) > 0. On déduit le résultat par ontraposée.(b) Soit a > 0 tel que P(Xn

1 ≤ −a) > 0. On a
P(X ≤ −na) = P(

n
∑

k=1

Xn
k ≤ −na) ≥ P(Xn

k ≤ −a pour 1 ≤ k ≤ n) > 0.On déduit le résultat par ontraposée.() Soit gε une fontion ontinue telle que 1]−∞,−ε[ ≤ gε ≤ 1]−∞,−ε/2[. On a
µn(gε) = 0. La question I.2 assure alors, par passage à la limite, que F (] −
∞,−ε[) = 0 pour tout ε > 0. Comme F ({0}) = 0, on en déduit que F (] −
∞, 0]) = 0.(d) On onsidère la fontion ontinue bornée f(z) = e−λz 1{z≥0} + 1{z<0}. La ques-tion I.3 assure que p.s. f(Zn) = e−λZn . On a E[f(Zn)] = e−nµn(gλ). La onver-gene de la question I.1 assure que

lim
n→∞

e−nµn(gλ) = lim
n→∞

= E[f(X)] = E[e−λX ].Comme X est p.s. �ni, on a E[e−λX ] stritement positif. Il vient lim
n→∞

nµn(gλ) =

− log(E[e−λX ]) qui est don �ni. On en déduit que la suite (nµn(gλ), n ∈ N∗)est bornée par une onstante Cλ.(e) Soit f̃ε une fontion ontinue telle que fε ≤ f̃ε ≤ f2ε+1]1,1+ε]. On a f̃ε ≤ e−1 g1.On déduit de la question préédente et de la question I.2 que
e−1 C1 ≥ lim

n→∞
nµn(f̃ε) = F (f̃ε) ≥ F (fε).Par le théorème de onvergene monotone, on obtient que F (f0) =

∫

]0,1] ℓ F (dℓ)est majoré par e−1 C1 et est don �ni.(f) On déduit de la question préédente que ∫

R
F (dℓ)|h(ℓ)| < +∞. Comme F (R−) =

0, on obtient (1) ave b′ = b−
∫

R
F (dℓ)h(ℓ).(g) La fontion λ 7→ E[e−λX ] est déroissante. Cei implique que ϕ est roissante.Le théorème de onvergene dominée implique que ϕ est C1 sur ]0,+∞[ et quepour λ > 0,

ϕ′(λ) = b′ +

∫

R+

F (dℓ) ℓ e−λℓ .3



On déduit du théorème de onvergene dominée que lim
λ→∞

ϕ′(λ) = b′. Comme ϕest roissante, on en déduit que b′ ≥ 0.4. Soit t > 0. Soit n > t. On aX1 = Xt/n+X ′ oùX ′ est indépendant deXt/n. Un raison-nement similaire à elui de la question I.3.a assure que Xt/n est p.s. positive. Comme
Xt =

∑n
k=1X

n,t
k , où les variables aléatoires (Xn,t

k , k ∈ N∗) sont indépendantes demême loi que Xt/n, on en déduit que Xt est p.s. positive. Comme Xt+s−Xs a mêmeloi que Xt, on en déduit que le proessus X est roissant.5. On pose St = µBXt + νXt. Remarquons que l'aroissement Xt+s − Xs est indé-pendant de ((BXu ,Xu), u ≤ s) et a même loi que Xt. Comme BXt+s
− BXs =

B(Xt+s−Xs)+Xs
− BXs , et que le mouvement brownien est à aroissement indépen-dant et stationnaire, on en déduit que (BXt+s

− BXs ,Xt+s − Xs), est indépendantde ((BXu ,Xu), u ≤ s) et a même loi que (BXt ,Xt). On en déduit que St+s − Ss estindépendant de ((BXu ,Xu), u ≤ s), et don de (Su, u ≤ s), et a même loi que St.Don (St, t ≥ 0) est un proessus de Lévy.En onditionnant d'abord par rapport à Xt, on obtient
E

[

eiuSt
]

= E
[

eiuµBXt
+iuνXt

]

= E

[

e−
µ2u2

2
Xt+iuνXt

]

= exp

(

−b′(
µ2u2

2
− iνu)t− t

∫

R+

F (dℓ)

(

1 − e−ℓ(
µ2u2

2
−iνu)

))

.
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