Processus avec sauts et applications au marché de
I’énergie
Examen du lundi 2 mars 2009 15h15-17h15

Les deux parties sont a rédiger sur des copies différentes.

I Changement aléatoire de temps

Soit h une fonction continue définie sur R a support compact telle que h(z) = z sur
un voisinage de 0. Soit X une variable aléatoire infiniment divisible de caractéristique
(byc,F) on b € R, ¢ > 0 et F est une mesure positive sur R telle que F({0}) = 0 et
Jg LA L2 F(dl) < +oo. On note y la loi de X et i sa transformée de Fourier. On rappelle

que j(u) = E[e™X] = ™ on

b(u) = ibu — c“; + /R F(dY) (auf - mh(e)) .

Pour tout n € N*, on considére (X}, k € N*) des variables aléatoires indépendantes et
de meéme loi py, telles que >} ; X' a méme loi que X. Soit NN, une variable aléatoire

indépendante de loi de Poisson de parameétre n. On pose Z,, = kNgl X7
1. Montrer que (Z,,n > 1) converge en loi vers X.

2. Montrer, en utilisant le cours, que lim,, o nu,(9) = F(g) pour toute fonction g
continue bornée et nulle sur un voisinage de 0.

3. On suppose que X est positive p.s. : P(X >0) = 1.
(a) En utilisant la formule de représentation des processus de Lévy (ou processus a
accroissements indépendants et stationnaires), montrer que ¢ = 0.

(b) Montrer par I'absurde que P(X]' < —a) = 0 pour tout a > 0 et tout n € N*,

(c) En déduire que F(] — 00,0]) = 0.

(d) Soit A > 0. On pose gy(x) = 1—e~*. Montrer que lim,, o, E[fe™*%7] = E[e~*¥].
En déduire que la suite (ns,(gx),n € N*) est bornée par une constante C).

(e) En considérant des régularisations des fonctions f.(x) = 21| 3)(x), déduire de
la question précédente que [p, 1AL F(dl) < 4o0.
(f) Déduire de ce qui précede que

P(u) = ib'u + /

R+

F(de) (eiuf —1) . (1)

On admet que (1) implique que pour tout A € C de partie réelle positive, on a
E[e*)‘X] — o VA fat F(de)(1—e™¢) _ 2)

(g) Montrer que la fonction ¢(X) = U'A + [, F(dl) (1 — e ) est croissante. Cal-
culer ¢’ en le justifiant et en déduire que b’ est positif.

Soit (X¢,t > 0) une processus de Lévy tel que X; ait méme loi que X. On suppose que
p.s. X est positif.

4. Verifier que (X, t > 0) est un processus croissant.
Soit (B, t > 0) un mouvement brownien indépendant de (X, ¢ > 0). On modélise le prix
d’un actif a 'instant ¢ par e#Bx:+¥Xt 1] g’agit d’une variante du modeéle de Black-Sholes ot
I’horloge propre du marché est différente du temps réel et le temps du marché est modélisé
par le processus (X;,t > 0).

5. Montrer que (uBx, +vX¢,t > 0) est un processus de Lévy et donner sa transformée

de Fourier en utilisant (2).



IT Dualité Call-Put dans un modéle exponentiel de Lévy

On g’intéresse & un sous-jacent de valeur initiale x > 0 qui évolue comme ’exponentielle
X = ze?t d’un processus de Lévy (Z;);>0. On note b € R, 02 ot o € R, et F mesure sur
R t.q. F({0}) =0et [3 1A 2?F(dz) < +o0 le triplet tel que

o?u?

VE >0, Vu € R, E(e™%t) = ¥ on 4(u) = ibu—

+ / (eiuz —-1- iuzl{‘z‘gl})F(dz).
R

On se donne une maturité T €]0, +00[ et on note F; = o(XZ,s <1).

1. Montrer que (—Z;);>0 est un processus de Lévy sous P et donner son triplet de
caractéristiques.

2. Rappeler la représentation de Lévy-Ité du processus (Z;)i>0.

3. On suppose d’abord que F' est la mesure nulle, que o > 0 et que b = 7"—5—"—22. On
note Ce(z,y,r,0) = E (e_rT(er,‘i — y)+), Cu(z,y,7,0) = sup,e7 E (e (XZ —y)t),
P.(z,y,r,0) = E (e (y — X§)T) et Py(x,y,7,0) = sup,e7 E (e (y — X)) les
prix des Calls et Puts européens et américains de strike y > 0 et de maturité T
lorsque r désigne le taux d’intérét sans risque, 0 le taux de dividendes versé par
lactif et 7 Pensemble des F;-temps d’arrét & valeurs dans [0, 7.

(a) Veérifier que (e X7);5q est une F;-martingale sous P.

(b) Vérifier que sous la probabilité Q de densité % = e="T+Zr par rapport a
P, le processus (—Zt)te[o,T] est un processus de Lévy et donner son triplet de
caractéristiques 7 En déduire que

Ce(x,y,7,0) = Pe(y,z,6,7).
¢) Pour t > 0, on pose Y = ye~%t. Montrer que pour 7 € T
(c) , on pose Y,/ =y que p ,
E (e (X2 —y)") =E2 (¢ (@~ Y)").

Veérifier que F; = o(YY, s < t) et en déduire que Cy(x,y,7,8) = Py(y,z,d,7).
4. On suppose désormais que [p €*F(dz) < +oo.

(a) Calculer E(e?*) et en déduire b pour que (e~ XF),cp soit une Fi-martingale
sous P.

Dans la suite, c’est cette valeur que ’on fixe pour b.

(b) Montrer que pour un processus de Lévy ((;);<r dont on précisera le triplet
de caractéristiques E (e "T(X% —y)t) = E (e 9T (x — ye'T)T). Vérifier que
(er=9+Gt), . est une martingale sous P pour la filtration G; = (s, s < t).
Montrer que si 7 désigne I'ensemble des G;-temps d’arrét a valeurs dans [0, T

supE (e (XF —y)") = supE (eféT(x - ye<7)+> .

T ~
TeT TeT

(¢) A quelle condition sur la mesure de Lévy F' le marché est-il symétrique au sens
ou la mesure de Lévy de ((;)i<7 est égale a F'? Comment cette condition s’écrit-
elle dans le cas ot F' posséde une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue
sur R?



Correction

I Changement aléatoire de temps

1. Ona vy, (u) = e Ty () o

Yxp () = g ()" = e PO Z 14 Dlog(y (u) + o(1/n).

On en déduit que ¥z, (u) = ¥x(u) + o(1). Ceci assure que (Z,,n € N*) converge en
loi vers X ;

2. Z, apour caractéristique (nu,(h),0,nu,) et converge en loi vers X de caractéristique
(b,c, F). Ceci implique, d’aprés le cours, que lim, o nun(g) = F(g) pour toute
fonction g continue bornée et nulle sur un voisinage de 0.

3. (a)

La formule de représentation assure que X = ¢G + X’ ou G est de loi N(0,1)
et X' est indépendant de G et de caractéristique (b,0,F). On a P(X < 0) =
PG < —=X') = E[p(X")] ot ¢(z) =P(c¢G < —x). Si ¢ # 0, on a ¢ > 0 et donc
P(X < 0) > 0. On déduit le résultat par contraposée.

Soit @ > 0 tel que P(X] < —a) > 0. On a

n
P(X < —na) = IP’(Z Xp < —na) >P(X; < —apour 1 <k <n)>0.
k=1
On déduit le résultat par contraposée.
Soit g. une fonction continue telle que 1) o . < ge < 1j_o ¢/ On a
tn(gs) = 0. La question 1.2 assure alors, par passage a la limite, que F(] —
00, —¢[) = 0 pour tout € > 0. Comme F({0}) = 0, on en déduit que F(] —
00,0]) = 0.
On considére la fonction continue bornée f(z) = ™ 150y + 12<0y- La ques-
tion 1.3 assure que p.s. f(Z,) = e . On a E[f(Z,)] = e ™92) La conver-
gence de la question 1.1 assure que

lim e ™90 = lim = E[f(X)] = E[e*¥].

n—oo n—oo

fAX]

Comme X est p.s. fini, on a Ee strictement positif. Il vient Um nu,(gy) =
n—oo

—log(E[e™*X]) qui est donc fini. On en déduit que la suite (npn(gy),n € N*)
est bornée par une constante C'.

Soit f. une fonction continue telle que fr < fo < for—+ 11,146 On a f-<elg.
On déduit de la question précédente et de la question 1.2 que

et Cy > nlingonﬂn(fa) = F(fa) > F(fe).

Par le théoréme de convergence monotone, on obtient que F'(fy) = f]o 1 ¢ F(de)
est majoré par e~! Cy et est donc fini.

On déduit de la question précédente que [ F(dl)|h(€)| < +o00. Comme F(R_) =
0, on obtient (1) avec ¥’ =b— [ F(dl)h(f).

La fonction A — E[e™X] est décroissante. Ceci implique que ¢ est croissante.
Le théoréme de convergence dominée implique que ¢ est C* sur ]0, +-o0[ et que
pour A > 0,

o\ =b+ / F(de) e,
R4



On déduit du théoréeme de convergence dominée que /\lim ¢'(\) =b'. Comme ¢
—00
est croissante, on en déduit que v’ > 0.

4. Soit t > 0. Soit n > t. Ona X; = X;/,+ X' ott X' est indépendant de X ,,. Un raison-
nement similaire & celui de la question I.3.a assure que X, est p.s. positive. Comme
X =1 Xg’t, ou les variables aléatoires (Xg’t,k € N*) sont indépendantes de
méme loi que Xt/n, on en déduit que Xy est p.s. positive. Comme X;4; — X a méme
loi que X4, on en déduit que le processus X est croissant.

5. On pose S; = puBx, + vX;. Remarquons que ’accroissement X;ys — X, est indé-
pendant de ((Bx,,Xu),u < s) et a méme loi que X;. Comme Bx,, — Bx, =
B(x,,.~x.)+x. — Bx,, et que le mouvement brownien est a accroissement indépen-
dant et stationnaire, on en déduit que (Bx,,, — Bx,, Xi+s — X;), est indépendant
de ((Bx,,Xu),u < s) et a méme loi que (Bx,, X¢). On en déduit que Si4s — S5 est
indépendant de ((Bx,,X,),u < s), et donc de (Sy,u < s), et a méme loi que S;.
Donc (S, t > 0) est un processus de Lévy.

En conditionnant d’abord par rapport a X;, on obtient

E [eiuSt] —F [eiuuBXt +iqut]

2,2
— |:e B 2u Xt+l'uI/Xt:|
2,,2

2u2 .
= exp <—b’(/‘2u —vu)t —t F(de) (1 _ el —wu)>> )

Ry




