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Subordinateur

Les pro
essus de Lévy p.s. positifs (i.e. (Xt, t ≥ 0) tel que p.s. Xt ≥ 0 pour tout t ≥ 0)
sont appelés des subordinateurs.

1. Véri�er qu'il existe des pro
essus de Lévy p.s. positifs.

2. Montrer qu'un subordinateur est p.s. 
roissant.

L'obje
tif du problème est d'identi�er les triplets 
ara
téristiques des subordinateurs.

On se donne une fon
tion 
ontinue h dé�nie sur R à support 
ompa
t telle que h(x) = x

sur un voisinage de 0. Soit X une variable aléatoire in�niment divisible de triplet 
ara
té-

ristique (b, c, F ) où b ∈ R, c ≥ 0 et F est une mesure positive sur R telle que F ({0}) = 0 et

∫

R
1 ∧ ℓ2 F (dℓ) < +∞. On note µ la loi de X et µ̂ sa transformée de Fourier. On rappelle

que µ̂(u) = E[eiuX ] = eψ(u) où

ψ(u) = ibu− c
u2

2
+

∫

R

F (dℓ)
(

eiuℓ−1− iuh(ℓ)
)

.

Pour tout n ∈ N
∗
, on 
onsidère (Xn

k , k ∈ N
∗) des variables aléatoires indépendantes et de

même loi de probabilité µn, telles que

∑n
k=1X

n
k a même loi que X. Soit Nn une variable

aléatoire indépendante de loi de Poisson de paramètre n. On pose Zn =
∑Nn

k=1X
n
k .

3. Montrer que (Zn, n ≥ 1) 
onverge en loi vers X.

4. Montrer, en utilisant le 
ours, que limn→∞ nµn(g) = F (g) pour toute fon
tion g


ontinue bornée et nulle sur un voisinage de 0.

On suppose dorénavant que X est positive p.s. : P(X ≥ 0) = 1.

5. Véri�er que X = cG + X ′
où G et X ′

sont indépendants et G de loi gaussienne

standard N (0, 1).

6. En déduire que c = 0.

7. Montrer par l'absurde que P(Xn
1 ≤ −a) = 0 pour tout a > 0 et tout n ∈ N

∗
.

8. En déduire, à l'aide de la question 2, que F (]−∞, 0]) = 0.

9. Soit λ > 0. On pose gλ(x) = 1− e−λx. Montrer que limn→∞ E[e−λZn ] = E[e−λX ]. En
déduire que la suite (nµn(gλ), n ∈ N

∗) est bornée par une 
onstante Cλ.

10. En 
onsidérant des régularisations des fon
tions fε(x) = x1[ε,1](x), déduire de la

question pré
édente que

∫

R+(1 ∧ ℓ) F (dℓ) < +∞.

11. Déduire de 
e qui pré
ède que

ψ(u) = ib′u+

∫

R+

F (dℓ)
(

eiuℓ−1
)

. (1)

On admet que (1) implique que pour tout λ ∈ C de partie réelle positive, on a

E[e−λX ] = e−b
′λ−

∫
R+

F (dℓ)(1−e−λℓ) . (2)

12. Montrer que la fon
tion ϕ(λ) = b′λ +
∫

R+ F (dℓ)
(

1− e−λℓ
)

est 
roissante. Cal
uler

ϕ′
en le justi�ant et en déduire que b′ est positif.

13. Identi�er le triplet 
ara
téristique d'un subordinateur.
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