
Proessus ave sauts et appliations au marhé de

l'énergie

Examen du lundi 4 mars 2019 14h30-16h30

Les deux parties sont à rédiger sur des opies di�érentes.

I Intégrabilité

1. Soit Y et Z deux variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que Y + Z est

intégrable si et seulement si Y et Z sont intégrables. Pour la réiproque, on pourra

onsidérer E[|Y + Z|
∣

∣Z].

2. Soit N(dr, dv) =
∑

i∈I δ(ri,Vi)(dt, dv) une mesure pontuelle de Poisson sur [0, t]×R

d'intensité dr×µ(dv), où µ est une mesure �nie. On dé�nit la fontion f sur [0, t]×R

par f(r, x) = x et on a N(f) =
∑

i Vi.

(a) On suppose µ(] −∞, 0[) = 0. Montrer que N(f) est intégrable si et seulement

si

∫

[0,+∞[ x µ(dx) < +∞.

(b) Déduire des questions préédentes que N(f) est intégrable si et seulement si

∫

R
|x| µ(dx) < +∞.

() (Faultatif). On ne suppose plus µ �nie mais simplement que µ est une

mesure σ-�nie sur R : Il existe une partition (En, n ∈ N) de R telle que

µ(En) < +∞ pour tout n ∈ N. Montrer que N(f) est intégrable si et seulement

si

∫

R
|x| µ(dx) < +∞.

Soit h une fontion ontinue dé�nie sur R à support ompat telle que h(x) = x sur un

voisinage de 0. Soit (Xt, t ≥ 0) un proessus à aroissements indépendants et stationnaires

(PAIS) de aratéristique (b, c, F ) où b ∈ R, c ≥ 0 et F est une mesure positive sur R telle

que F ({0}) = 0 et

∫

R
1 ∧ ℓ2 F (dℓ) < +∞. On rappelle que E[eiuXt ] = etψ(u) où

ψ(u) = ibu− c
u2

2
+

∫

R

F (dℓ)
(

eiuℓ−1− iuh(ℓ)
)

.

3. Donner des onditions néessaires et su�santes sur (b, c, F ) pour que Xt soit inté-

grable.

4. (Faultatif). Donner des onditions néessaires et su�santes sur (b, c, F ) pour que
Xt soit de arré intégrable.

II II Dualité Call-Put dans un modèle exponentiel de Lévy

On s'intéresse à un sous-jaent de valeur initiale x > 0 qui évolue omme l'exponentielle

Xx
t = xeZt

d'un proessus de Lévy (Zt)t≥0. On note b ∈ R, σ2 où σ ∈ R+ et F mesure sur

R t.q. F ({0}) = 0 et

∫

R
1 ∧ z2F (dz) < +∞ le triplet tel que

∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E(eiuZt) = etψ(u) où ψ(u) = ibu−
σ2u2

2
+

∫

R

(eiuz− 1− iuz1{|z|≤1})F (dz).

On se donne une maturité T ∈]0,+∞[ et on note Ft = σ(Xx
s , s ≤ t).

1. Montrer que (−Zt)t≥0 est un proessus de Lévy sous P et donner son triplet de

aratéristiques.

2. Rappeler la représentation de Lévy-It� du proessus (Zt)t≥0.
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3. On suppose d'abord que F est la mesure nulle, que σ > 0 et que b = r−δ− σ2

2 . On

note Ce(x, y, r, δ) = E
(

e−rT (Xx
T − y)+

)

, Ca(x, y, r, δ) = supτ∈T E (e−rτ (Xx
τ − y)+),

Pe(x, y, r, δ) = E
(

e−rT (y −Xx
T )

+
)

et Pa(x, y, r, δ) = supτ∈T E (e−rτ (y −Xx
τ )

+) les

prix des Calls et Puts européens et amériains de strike y > 0 et de maturité T
lorsque r désigne le taux d'intérêt sans risque, δ le taux de dividendes versé par

l'atif et T l'ensemble des Ft-temps d'arrêt à valeurs dans [0, T ].

(a) Véri�er que (e(δ−r)tXx
t )t≥0 est une Ft-martingale sous P.

(b) Véri�er que sous la probabilité Q de densité

dQ
dP = e(δ−r)T+ZT

par rapport à

P, le proessus (−Zt)t∈[0,T ] est un proessus de Lévy et donner son triplet de

aratéristiques ? En déduire que

Ce(x, y, r, δ) = Pe(y, x, δ, r).

() Pour t ≥ 0, on pose Y y
t = ye−Zt

. Montrer que pour τ ∈ T ,

E
(

e−rτ (Xx
τ − y)+

)

= EQ
(

e−δτ (x− Y y
τ )

+
)

.

Véri�er que Ft = σ(Y y
s , s ≤ t) et en déduire que Ca(x, y, r, δ) = Pa(y, x, δ, r).

4. On suppose désormais que

∫

R
ezF (dz) < +∞.

(a) Caluler E(eZt) et en déduire b pour que (e(δ−r)tXx
t )t≤T soit une Ft-martingale

sous P.

Dans la suite, 'est ette valeur que l'on �xe pour b.

(b) Montrer que pour un proessus de Lévy (ζt)t≤T dont on préisera le triplet

de aratéristiques E
(

e−rT (Xx
T − y)+

)

= E
(

e−δT (x− yeζT )+
)

. Véri�er que

(e(r−δ)t+ζt)t≤T est une martingale sous P pour la �ltration Gt = σ(ζs, s ≤ t).
Montrer que si T̃ désigne l'ensemble des Gt-temps d'arrêt à valeurs dans [0, T ]

sup
τ∈T

E
(

e−rτ (Xx
τ − y)+

)

= sup
τ∈T̃

E

(

e−δτ (x− yeζτ )+
)

.

() À quelle ondition sur la mesure de Lévy F le marhé est-il symétrique au sens

où la mesure de Lévy de (ζt)t≤T est égale à F ? Comment ette ondition s'érit-

elle dans le as où F possède une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue

sur R ?
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Corretion

I Intégrabilité

1. Si Y et Z sont intégrables alors Y + Z est intégrable.

On suppose que Y + Z est intégrable. Alors PZ(dz)-p.p. E[|Y + Z| |Z = z] est �ni.
Comme Y et Z sont indépendants, on a PZ(dz)-p.p. E[|Y +Z| |Z = z] = E[|Y + z|].
On en déduit que E[|Y |] est �ni et don Y est intégrable et Z = (X + Y )− Y aussi.

2. (a) On a

E

[

e−λN(f)
]

= e−t
∫
µ(dx) (1−e−λf(x)) .

Comme N(f) ≥ 0 et f(x) ≥ 0 µ(dx)-p.p., on peut dériver ette égalité par

rapport à λ, et faire tendre λ vers 0. Il vient :

E[N(f)] = t

∫

f(x) µ(dx).

Don N(f) est intégrable si et seulement si

∫

[0,+∞] x µ(dx) est �ni.

(b) On a N(f) = N+(f) + N−(f) où N+ et N− sont des mesures pontuelles de

Poisson indépendantes d'intensité dr × 1{v≥0}µ(dv) et dr × 1{v<0}µ(dv). La
question 1 assure que N(f) est intégrable si et seulement si N+(f) et N−(f)
sont intégrables. La question 2-(a) assure que ei est vrai si et seulement si

∫

[0,+∞] x µ(dx) et
∫

]−∞,0[ x µ(dx) sont �nis.

() Les démonstrations des questions 2-(a) et 2-(b) ne hangent pas si µ n'est pas

�nie.

3. Quitte à onsidérerXt+t
∫

(h(x)−x1{|x|>1}) dx, on peut supposer que h(x) = 1‖x|≤1}.

On pose pour k ∈ N∗
, Z

(k)
t =

∑

s≤t∆Xs1{|∆Xs|∈]1/k,1/(k−1)]}. On remarque que

les proessus (Z(k), k ∈ N∗) sont des proessus de Poissons omposés indépendants

de paramètres (θk, F
(k)/θk) où θk =

∫

Ik
F (dx) et F (k)(dx) = 1Ik(x) F (dx), ave

Ik =]1/k, 1/(k − 1)].

Le théorème de représentation assure que Xt = bt+ cWt + Z
(1)
t +Mt, où W est un

mouvement Brownien standard etM =
∑

k≥2M
(k)

aveM
(k)
t = Z

(k)
t −

∫

x F (k)(dx),

et les proessus W , Z(1)
et M sont indépendants. La variable gaussienne Wt est de

arré intégrable. Le théorème de représentation assure queMt est de arré intégrable.

On déduit de la question 1 que Xt est intégrable si et seulement si Z
(1)
t est intégrable.

La question 2-(b) assure que Z
(1)
t est intégrable si et seulement si |x|1‖x|>1} est F

intégrable.

On en déduit que Xt est intégrable si et seulement si

∫

R
(|ℓ| ∧ ℓ2) F (dℓ) < +∞.

4. De manière similaire, on montre que :

� Y + Z, où Y et Z sont indépendants, est de arré intégrable si et seulement si

Y et Z sont de arré intégrable.

� La mesure pontuelle N de la question 2 est de arré intégrable si et seulement

si

∫

(|x|+ x2) µ(dx) < +∞.

On en déduit alors que Xt est de arré intégrable si et seulement si Z(1)
est de arré

intégrable et don si et seulement si

∫

R
ℓ2 F (dℓ) < +∞.
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