
Processus avec sauts et applications au marché de
l’énergie

Examen du lundi 2 mars 2020 14h30-16h30

1 Fonction caractéristique, martingales et exponentielles

Soit (Xt)t≥0 un procesus de Lévy de triplet caractéristique (b, c, F ) avec c > 0 (pour la
fonction de troncature h(x) = x1{|x|≤1}) et de filtration naturelle Ft = σ(Xs, s ≤ t). On
note (Xc

t )t≥0 sa partie martingale locale continue, N(dt, dx) = ∑
s>0:∆Xs 6=0 δ(s,∆Xs)(dt, dx)

sa mesure de sauts et Ñ(dt, dx) = N(dt, dx)− dtF (dx) sa mesure de sauts compensée.
1. Que peut-on dire de N et de (Wt = 1√

c
Xc
t )t≥0? Comment la décomposition

dXt = bdt+
√
cdWt +

∫
x∈R

x1{|x|>1}N(dt, dx) +
∫
x∈R

x1{|x|≤1}Ñ(dt, dx)

s’appelle-t-elle?

2. Que vaut E[eiuXt ] pour u ∈ R?
Pour u ∈ R, on note

Mu
t = eiuXt−tΨb,c,F (u) où Ψb,c,F (u) = ibu− cu2

2 +
∫
R

(eiux − 1− iux1{|x|≤1})F (dx)

Zut = iu
√
cWt +

∫
]0,t]×R

(eiux − 1)Ñ(ds, dx)

3. Remarquer que pour x ∈ R, |eiux− 1| ≤ (|u| ∨ 2)(|x| ∧ 1). En déduire que Zut est une
Ft-martingale de carré intégrable. Exprimer ∆Zut en fonction de ∆Xt. Que vaut
[Zu, Zu]t?

4. Vérifier que ∀T > 0, supt∈[0,T ] |Mu
t | ≤ eT (−<(Ψb,c,F (u))∨0) où <(z) désigne la partie

réelle de z ∈ C.

5. Vérifer que

deiuXt = eiuXt−

(
iudXt −

cu2

2 dt+
∫
x∈R

(eiux − 1− iux)N(dt, dx)
)
.

En prenant garde à ce que toutes les intégrales que l’on écrira contre N(dt, dx),
Ñ(dt, dx) et dtF (dx) soient bien définies, en déduire que

deiuXt = eiuXt− (dZut + Ψb,c,F (u)dt) .

6. En déduire dMu
t . Conclure que Mu

t = E(Zu)t et justifier que ce processus est une
Ft-martingale de carré intégrable.

7. Pour v, w ∈ R, vérifier que

d[Mv,Mw]t = Mv
t−M

w
t−

(∫
x∈R

(eivx − 1)(eiwx − 1)N(dt, dx)− cvwdt
)
.

Écrire mv,w
t := [Mv,Mw]t + (Ψb,c,F (v) + Ψb,c,F (w)−Ψb,c,F (v + w))

∫ t
0 M

v
s−M

w
s−ds

comme une intégrale contre Ñ et conclure que ce processus est une Ft-martingale
de carré intégrable.

8. En déduire queMv
tM

w
t e

t(Ψb,c,F (v)+Ψb,c,F (w)−Ψb,c,F (v+w)) est également une Ft-martingale
de carré intégrable. Pour quel choix de u dans la question 6, ce résultat est-il une
conséquence de cette question?
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2 Modèle à 2 facteurs

On s’intéresse ici à la modélisation des prix du forward sur électricité par un modèle à
deux facteurs. On en dégage quelques propriétés.
Pour cela, on note F (t, T ) la valeur en t ∈ [0, T ] du forward unitaire livrant en T . On
suppose qu’il existe une probabilité risque-neutre Q sous laquelle la dynamique du forward
est la suivante :

dF (t, T )
F (t, T ) = σSe

−α(T−t)dWS
t + σLdWL

t (1)

où l’on a noté :

• σS > 0 et σL > 0 les volatilités court-terme et long-terme,

• α > 0 le coefficient de retour à la moyenne,

• WS etWL deux mouvements browniens standards sous Q corrélés avec une corrélation
ρ.

On note de plus Ft = σ((WS
s ,W

L
s ), s ∈ [0, t]). On suppose enfin donnée la courbe initiale

(F (0, T ), T > 0) à valeurs dans R∗+.
On admet que la solution de (1) s’écrit sous la forme :

F (t, T ) = F (0, T ) exp
(∫ t

0
σSe

−α(T−u)dWS
u + σLW

L
t −

1
2

∫ t

0
v(u, T )2du

)
où [0, T ] 3 t 7→ v(t, T ) est une fonction déterministe que nous allons calculer.

1. Calculer dφ(t,Xt, Yt) pour Xt =
∫ t

0
σSe

−α(T−u)dWS
u , Yt = σLW

L
t et

φ(t, x, y) = F (0, T ) exp
(
x+ y − 1

2

∫ t

0
v(u, T )2du

)
.

2. En utilisant le fait que F (t, T ) est solution de (1), déduire l’expression de v(t, T ).

3. Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T , écrire F (t, T ) à l’aide F (s, T ) et de
∫ t

s
σSe

−α(T−u)dWS
u +σLWL

t

et en déduire que (F (t, T ), t ∈ [0, T ]) est une Ft-martingale sous Q.

4. Quelles sont les caractéristiques observées sur le marché pour les produits spot et
forward que le modèle 2 facteurs permet de reproduire? Quels effets ne permet-il
pas de représenter?
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