Au del a des mod eles gaussiens pour la valorisation

de produits d ériv és électriques

1. Caractéristiques des prix de I’ électricit é
2. Prétraitement des donn ées de prix a terme
3. Modele factoriel Gaussien
4. Quelgues mod eles avanc és
5. Modele factoriel de L évy de type Normal Inverse Gaussien (NIG)
6. Calage des param etres et simulation du mod ele factoriel NIG
7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels
8. Changements de probabilit & martingales pour le mod ele
factoriel NIG
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1. Caractéristiques des prix de I'  électricit é

Exemple de chronique de prix spot

» Donn ées de prix spot EEX heure par heure (St)tZO c Rt
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1. Caractéristiques des prix de I'  électricit é

e Cycle annuel
e Cycle hebdomadaire

e Cycle journalier

» Retour ala moyenne

e Réponse de l'offre ala demande

» Présence d’'importants pics de prix
e Caractere non stockable de I’ électricit &

e Discontinuit é des codts de production

— Pas de couverture possible sur le spot

Caract éristiques du prix spot

» Périodicit € multi- échelles
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1. Caractéristiques des prix de I'  électricit é

Exemple de donn ées de prix a terme

Platts Allemand Base (Euros/MWh) le 20 fevrier 2004 F(t, T7 9) est |le prix d'un MWh cot é a
- . . - linstant ¢ etlivréentre T'etT + 0 :

March 28,25 28,40 e t = date de cotation

April 27,90 28,15

May 26,10 26,40 e T = date de d ébut de livraison

June 20,20 29,40

July 28,50 29,00 e () = Durée de livraison ou

August 28,40 28,80 .,

granularit &
Q3 2004 28,50 29,00 : ,
A chague instant, sont cot és surle

Q4 2004 32,90 33,10

a1 2005 3450 3500 march é a terme plusieurs prix aterme
Year2005 32,30 3240 correspondant a diff érentes p ériodes

Year 2006 3370 33,90

de livraison |73, T; + 0;]. Dans la
Year2007 3460 35,10

suite, on note T = sup{7; + 6, }.
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1. Caractéristiques des prix de I'  électricit é

Courbe de prix aterme

» Représentation des donn ées de prix aterme F'(t,7,60) pour tfixé

35

34

33

32
31

30
29

28 —
27
26
25

N. OUDJANE - EDF/R&D/OSIRIS - ENPC - 9/02/2009



1. Caractéristiques des prix de I'  électricit é

Gestion des recouvrements

» Suppresion des recouvrements par Absence d’Opportunit é d’Arbitrage
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2. Prétraitement des donn ées de prix a terme

Saisonnalisation de la courbe des prix  a terme

» Multiplication des produits par saisonnalisation
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2. Prétraitement des donn ées de prix a terme

Lissage de la courbe de prix aterme

» Lissage polynomial
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2. Prétraitement des donn ées de prix a terme

Courbe de prix a terme reconstruire

» Exemple de reconstruction au niveau horaire
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3. Modéle factoriel gaussien

10

Evolution de la courbe de prix

» Comment évolue la courbe entre les instants

A

a terme dans le temps

toett > 1g?

F(t) : détormée de
la courbe forward

Aity)
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3. Modéle factoriel gaussien

11

Structure de volatilit € exponentielle observ ée

» \olatilit & des rendements A log F'(¢,T, 0) en fonction de I’ échéance T — ¢
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Calcul empirique a partir des donn ées Platts du 01/01/2001 au 15/07/2002
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3. Modéle factoriel gaussien

12

Difficult és sp écifiques a l'electricit &

» Modélisation jointe court-terme / long-terme

e En statique : repr ésenter conjointement a un instant ¢y donné

e En dynamique : repr ésenter la "convergence prix aterme / prix spot”

F(t,T) =1, S pour la couverture.

Incompl étude et difficult € de mod élisation li ée aux pics de prix sur le

court-terme.

» Prise en compte de la granularit €& des produits a terme Les produits de

granularit é plus fine apparaissent a l'approche de la livraison.

Incompl etude du fait de l'illiquidit €& voire de I'inexistence du sous-jacent.
» Complexit € des produits d ériv és

e Options de type swing.

e Options ” a la courbe de charge” d épendant d’'un al éa de volume.

(St,, F(to, T1),- -+, F(to,T},)) pour les application au calcul de risque.
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3. Modéle factoriel gaussien

13

Description du mod ele factoriel

» Lien entre prix aterme observ és et prix a terme horaires

>
—_

F(t,T,0) = F(t, T +1)

| =

I
o

i
[Heath-Jarrow-Morton-1987], [clewlow-Strickland-2000 ], [Lucia-Schwartz-2002]

» Modeéle a deux facteurs horaire  (F'(t,T))g<t<T € RT

F(t,T)=F(0,T)exp{M(t,T)+e *T=VX, +V,} avec

(
X = fOt ace—a“—S)de facteur court terme
§ Y, = o W7 facteur long terme
| M@T) = f(f m(s,T) ds dérive .
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3. Modéle factoriel gaussien

Mod élisation des prix SPOT électriques

» Modeéle de prix spot induit  : on pose S; = F'(t,t) ce qui implique
Sy = Diet TVt avec dX; = —aX,dt + achtl et Y; = OLWE

e [; : saisonnalit é (logarithmique) de S}
D; = Ellog S| = F(0,t) exp{M(t,t)}
® o : vitesse de retour ala moyenne
® 0. . volatilit & court-terme
e 0o, : volatilit é long-terme

o (W1, W?) : Brownien bi-dimensionnel éventuellement corr élé.
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3. Modéle factoriel gaussien

15

Structure de volatilit €& exponentielle mod ele

» \olatilit & des rendements  dlog F'(t,T,0) enfonction de I’ échéance

induite par le mod éle & deux facteurs o(T —t) = \Jo2e 20(T—1) 4 52
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4. Quelques mod éles avanc és

16

Mod éle de diffusion avec sauts

» Modéle de prix spot : Partie gaussienne + Sauts
S, = D,et Yt avec dX; = —aXtdt—l—chth +dN;, Y = O'LWtQ et

N; : processus de Poisson compos é

e Difficult & pour estimer les param étres de saut (fr équence et amplitude)

® Les sauts sont bien repr ésentés mais les pics de prix sont mal

représentés
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4. Quelques mod éles avanc és

17

Mod éle a volatilit é stochastique

» Extension du mod ele [Hobson-Rogers98] dans [Collet-Duwig-Oudjane-2006]

St = DtGXt avec dXt = —CLXtdt + O'(Pt>th et Y%O'LWt et

400
P = / Ae_A“(Xt — Xy_u)*du avec A >0 et
0

o(P,)=+/w+aP, avec w>0,a>0eta+w>0

e Modele de march é complet [Hobson-Rogers98]. Version temps discret du

mod éle est proche d’'un mod éle GARCH (incomplet) [Jeantheau04]
e Estimation des param étres correcte

® Représentation des prix m édiocre
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4. Quelques mod éles avanc és

Simulation de prix spot avec le mod ele de type H&R

» Comparaison d’une trajectoire simul  ée avec la chronique observ ée
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4. Quelques mod éles avanc és

19

us(St) = dy(Sy) avec wuy : fonction d'offre et

Fri Mow 12 13888223 1999

Supply<Demand Plot

Modele de Barlow

» Modele fond é sur la confrontation de I'offre et de la demande [Barlow200 2] :

d; : fonction de demande
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4. Quelques mod éles avanc és

20

» La demande D; est suppos ée inélastique au prix

» La fonction d’offre est suppos ée constante :

u(x) = g(x) = ag + b

Eninversant D; = ¢(.S;) et en imposant une ontrainte de prix maximum

( 1/«
S = <

\ 5(1)/@ pour Dy > ag — £obg

avec Xy = OU(a,m’,o)si Dy = OU(a, m, o)

Modele de Barlow

di(S;) = Dy VS; avec D; : modélisée par un Ornstein-Uhlenbeck

1/a
€0
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4. Quelques mod éles avanc és

21

» Comparaison d’'une trajectoire simul
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Simulation de prix spot avec le mod ele de Barlow

ée avec la chronique observ ée
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. Modéle a un facteur Normal Inverse Gaussien

22

Modele a 1 facteur Normal inverse Gaussien (NIG)
[Benth2003], [Oudjane2003]

» Modele de prix spot/ prix aterme

>
|
[y

S, = F(t,1) et F(t,T,0) = F(t, T +4)

|

I
o

i
» Modeéle a 1 facteur horaire (F(t,T))o<t<T € RT

F(t,T) = F(0,T)exp{M(t,T) + e *T=D X,  avec

( Xt = f(f O'(S, t)dLs avec O'(S, t) — ge_a(t_s)
y L : Processus de L évy (de type NIG)

T
M@ET) = [y m(s,T)ds.
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5. Modéle a un facteur Normal Inverse Gaussien

Processus de L évy (1)

» Motivation Représenterles pics de prix pour la valorisation d’options tr ~ €s en

dehors de la monnaie

» Définition Soit L = (L;)¢>0 un processus adapt ésur (2, F, (F),P) tel que
Lo = 0, L estun processus de L évy si

1. Accroissementsind épendants : Ly — L, L JF, pourtout 0 < s < t.

2. Accroissements stationnaires  : Ly — L

3. Continuit & en probabilit & : P(|L; — Ls| > ) —> 0Vs € RT, Ve > 0.

» Formule de L évy Khintchine Pour tout ¢, L(L;) estind éfiniment divisible et

détermin ée par la fonction caract éristique de L7 dont le logarithme s’ écrit

Uy (u) = log Elexp(iuly)] = iub—%uZ—l—/( wr 1 —jux)F(dx), Yu€ER,

oubeR, c> 0et F estla mesure de L évy définie sur R etintégrant z2 A 1.
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5. Modéle a un facteur Normal Inverse Gaussien

Processus de L évy (2)

» La log-transform ée de Laplace associ ée au processus de L évy L est d éfinie

s'il existe k > 0, tel que f|x|>1 ekl F(dx) < oo, par

1
®d(u) = logE[e"! 1] = ub + §u2c + /(e“’x — 1 —uxljy<;)F(dx) ,

pour tout u € R, tel que |u| < k.

» Représentation d érive+Brownien+sauts on al égalité p.s.

¢ ¢
Lt = bt ++/cW; —|—/ / x|p(ds,dx) — dsF(dx)] —|—/ / zu(ds, dx) ,ou
0 Jlz[<1 0 J]z[>1

e 1V désigne le mouvement Brownien standard de R,

® [ = ,u(w; ds, dx) est la mesure al éatoire de sautde L avaleursdans IR,

i.e. pourtout w € N, t>0et A e B(R - {0}),

p(w; (0,¢] x Ay = > I(ALy(w) € A).
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5. Modéle a un facteur Normal Inverse Gaussien

25

Propri étés de la loi NIG (c, 3,9, 1) (1)

» Mélange en moyenne etvariance « >0, 0< |8 <a,d>0, u R

» Densit é

Ki\ad\/1+(x—p)? /62 .
Fria(e) = & exp (5y/a = 2 + Bl — ) 2L wﬁx—w — ) o0 K,
désigne la fonction de Bessel du troisi  eme type d’indice 1.

0 da?
» Moyenne et variance KX = u + —6 , VarX = o :
Y

73
» Comparaison entre les lois gaussienne (en bleu) et NIG (enno  ir)

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

55555555555555 -4 3 2 1 0 1 2 3 4 s

Densit és Log—densit & Résidus simul és suivant NIG

X =p+B8Y+VYN, oo N~N(O,1), L Y ~IG(4,~v=+a2—73?).
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5. Modéle a un facteur Normal Inverse Gaussien

26

NIG(a, 3,61, u1) * NIG(a, 8, 02, 112)

Ly ~NIG(a, 3,6, 1) a pour expression :

F(dz) = ¢ 2% [\ (afa))dz

||

Propri étés de la loi NIG («

» Stabilit & par convolution

Y

, 5,0, 1) (2)

:NIG(O‘75751 +527,u1 —|-,LL2) y

» Le logarithme de la transform ée de Laplace a pour expression :

®(u) = log(E[e"*]) = = up+6 (/a2 — [2— Va2 — (84 u) 2) VY |Btul < a
» Indéfiniment divisible  On peut alors d éfinir un processus de L évy L tel que

Ly ~ NIG(a,B,0, 1), et Ly ~ NIG(«a,S,dt, ut) .

» La mesure de L évy associ ée au processus de L évy L tel que

pourtout x € R..

N. OUDJANE - EDF/R&D - ENPC - 9/02/2009
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5. Modéle a un facteur Normal Inverse Gaussien

Interpr étation du mod ele NIG

» Discontinuit é (Lt)tzo est un processus de saut pur qui pr  ésente une

infinit & de petits sauts sur tout intervalle de temps fini : coh érent avec la nature
t
du prix spot S} = Dtexp(/ e_a(t_s)dLs).
0

» Tempsr éel, temps virtuel Le processus de L évy NIG peut s’obtenir par
subordination et s’ écrire

Ly = pt + B1(t) + By 5

ot (B¢)¢>0 est le mouvement Brownien standard et (7(%));>0 un processus de

Lévytelque 7(1) ~ IG(A, 9,7 = +/a? — (?) permettant de repr ésenter un

temps virtuel caract érisant les p ériodes d’agitation et de calme sur le march €.

» \olatilit & stochastique En discr étisant entre t et ¢ + 1, on obtient
Livi—Li=pu+p8Vi+Viey, ou e, ~N(0,1) et Vi=7(t+1)—7(1).

Vi ~ IG(5, 7) correspond a une volatilit é stochastique ind épendante de &;.
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

28

Estimation des param etres d’un processus OU-NIG (1)

» On consid ere X un processus d’Ornstein-Uhlenbeck dirig & par un

processusde L évy Ltelquepourtout t >0, X; = f(f ge v t=s)dL .

» On observe X ades instants discrets espac és de At : (th)ogkgn- Les
tk+1

variables € = Xy, | — 6_aAtth — / Je_a(t’““_‘s)dl}s sont i.i.d.

tr
» On déduit la fonction caract eristique de &£, en fonction de celle de L En

effet, pour toute fonction v : [0,t] — R, ona

E[exp{ /0 tz’v(s)dLs}] — exp{ /0 t\If(iv(s))ds}, ot W(u) = log Eje™1] |

On obtient ainsi pour tout v € R,

' le+1
U, (v) = logE[ewa’“]:logE[exp(w/ ge” k173 g, )]

17>

te+1 At
= / U (jve¢tr+179)) (g :/ U (jve A=) ds |

tk 0
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

29

Estimation des param etres d’un processus OU-NIG (2)

» La méthode consiste a maximiser la log—vraisemblance de I’ échantillon
évalu ée aux points observ ési.e. maxy L(6) = log f(Xo, -+, X,;0) ,00 f
est la densit € jointe des observationset 6 = (a, a, (3,90, ,u), (on peut supposer
o = 1 et laisser libres les quatre param étres de la loi NIG).

» La densit € jointe de I’ échantillon peut s’ écrire comme un produit

n—1 n—1
F(Xo,, Xn30) = [ F(Xpsr | X3 0) = [ o (Xipr — e 21 X3;0)
k=0 k=0

ol f. estladensit éde ¢, = X411 — e~ %At X, commune pour tout  k .
» Pour maximiser la log—vraisemblance de I'  échantillon en a, o, 3,9, i

L) =Y _ log fo(Xp41 — e Xy;a,, 3,5, 1) , on utilise une

approximation num érique de f.
fo=TF ")

A la limite, si At est jug é suffisamment petit, on peut approcher  f. par fLAt :
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. Calage des param étres et simulation du mod éle NIG

30

Rappels sur le maximum de vraisemblance

» La méthode consiste a maximiser la log—vraisemblance de I’ échantillon
mn
L(0) = Z log f(x;;0) ,0u f estladensit éde x; param étrée par 6 .
i=1

Le maximum de vraisemblance est non biais &, asymptotiquement efficace (il

atteind la borne de Cramer-Rao) et gaussien i.e.
V(@ —6) — N0,971), lorsque n — 00.

Plus g énéralement, si g est une fonction continuementd érivable de 6, on a

Vn(g(0) — g(0)) — N(0, (9%_(0@3_1%) , lorsque n — 0.

Par définition, la matrice de Fisher est donn  ée par

DI(X;0) A(X; 9))
00 00 )’

J:E(
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

31

» Calcul de la matrice de Fisher On montre I' égalit € suivante

Al(X:0) dl(X;0) 021(X; 0)
E( 90 00’ ):_E[ 9000’ J

ou [(X; 0) est la vraisemblance associ ée a une seule observation X et prise

en en la vraie valeur 6 du param étre. Pour estimer la matrice de Fisher & partir
des observations, on calcule la moyenne empirique de la matr ice hessienne (si
les d ériv ées sont facilement calculables) ou bien la moyenne empiriq ue des

produits du gradient et de son transpos & en une valeur estim ée de 0 notée 0 :

-1 = 92U(X;:0) a1 = 0l(xy;0) Ol(xi; 0)
I=—02 a0ae % V=00 Ta ap

Cette matrice est calcul ée sans colt suppl émentaire par I'algorithme
d’optimisation. Les termes diagonaux de la matrice inverse J=1 donnent une

estimation de la variance et donc des intervalles de confianc e.
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31



. Calage des param étres et simulation du mod éle NIG

32

Estimation des param etres en deux temps

» Pour des raisons de robustesse et de r  éduction de I'espace d’optimisation
au lieu d’estimer globalement tous les param  étres comme propos €

précédemment, on peut pr éférer proc éder en deux étapes:

e Moindres carr és pour I'estimationde a
e Maximum de vraisemblance pour I'estimationde (  «, 3, 0, ).

» Par moindres carr és on estime a = —A%& log(a) ol a est solution de

mn
- ~ 2
min E (Xt —aXy, —m)” .
S =

» Par maximum de vraisemblance On estime 6 = («, 3, d, j4) en maximisant :

L(0) =) log fnrc(ér;0), avec &, =Xy, —aXy, —1h.
k=1
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

33

Estimation des param etres d’'une v.a. NIG

» Onveut estimer 6 = («, 3,0, ;t) au vu de n observations i.i.d.
(xla T 733?%) ~ NIG(¢, 57 57 1).

» La méthode consiste a maximiser la log—vraisemblance de I’ échantillon

L) = Y logfuraleis)
1=1

= n|—logm+loga + oy Zﬂéti — log s; log K (0455'&')] ;
1=1

ool v =+a?— 3%, tq;:xi;'u et s; =1/1+1t%.

Dans la pratique, on optimise par rapport aux param  etres (7, 3,0, ,u) et on
utilise le changement de variable vy = log y et 5 = log 0 pour prendre en

compte directement les contraintes de positivit éde yetd.
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

34

Le gradient de la log—vraisemblance s’ écrit
K
» Pour tout x > 0, on pose Rj(x) = 2(2) ou K, désigne la fonction de
Ky (z)
Bessel du troisi éme type d’indice deux.
oL 2 — 70
o - +nd — lSiRl(a5Si) :
0~y o’ —~ «
oL N o=
= s =3 Y Ri(ads).
95 n’y—l—5 Zzzlsz 1(ads;)
0L I R—— 36
% = 2n§ + ;5@ — ESle(Oé&%) :
OL — 1
o = —nf+ ; as_iRl(adsi) :
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

Choix de l'initialisation

» Méthode des moments Si X ~ NIG(«, 3,6, i) on peut calculer les

moment de X par dérivation de la transform ée de Laplace u E[e“X]

pr = p+6By ", pe =60’y ps = 308070, pa = 360 (P +467)y .

» Par identification des moments th  éoriques aux moments empiriques
(calcul és a partir de I' échantillon) on obtient une premi  ére approximation des

param étres qui serviront de condition initiale a I'algorithme d’optimisation :

Binit — ll4 15113 Yinit  — \/3ﬁinit% g — \/ﬂi%it ‘|‘7i%ita

fis 3 o
_ f2 3 — N Oinit i
Ot = a2, Yinit Hinit = H1 — f)t/init L

N. OUDJANE - EDF/R&D - ENPC - 9/02/2009



6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

36

Performance de I'estimation (en simulations)

» On fait varier le nombre d’observations n = 100,n = 200,--- ,n = 2000
simul ées suivant une loi NIG( a = 0.8, 8 = 0) centr ée et réduite. Pour chaque

n, on répete la proc édure simulation-estimation 500 fois.

zzzzzzzzzz

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Biais/STD « Biais/STD (3 Biais/STD ¢ Biais/STD
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG
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Log-densit & gaussienne

Calage des r ésidus

» Meilleure repr ésentation des queues de distribution par le mod  éle NIG

Log-densit & NIG
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG

Simulation d’'une v.a. NIG X

» Simulation de v.a. ind épendantes Gaussienne et Inverse Gaussienne

X =p+B8Y+VYN, oo N~N(O,1), L Y ~IG(4,~v=+a2—73?).

» Simulation d’'une v.a. Inverse Gaussienne Y ~ IG(d,v = \/a? — (3?)

Par définition (7Y — §)?/Y ~ X%1) (carr & de la gaussienne centr ée réduite).
L’algorithme de simulation de Y est alors le suivant
1. Générer M ~ N(0,1) etposer V = M?2.

2. Poser Y1 = 0/v + V /272 — \/V§ /73 + (V/2742)2, et Yo = (8/7)%/ 21,
(les deux solutions de I' équation du second degr éV = (7Y — §)?/Y).

3. Générer U ~ U(|0, 1]) une v.a. uniform ément dans [0, 1].

4. SiU < /(0 +~Y1), poser Y = Y7, sinonposer Y = Y5.
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6. Calage des param etres et simulation du mod ele NIG
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Simulation de prix gaussien vs NIG

» Meilleure repr ésentation des pics de prix par le mod é€le factoriel NIG
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

40

Notions de "valeurs march €” pour une option

» Valeur comme co(t de la couverture

e March é complet : on peut r épliquer toute option par un portefeuille de
couverture autofinanc € rebalanc é continuement. Dans ce cas, ond é€finit la
valeur de lI'option comme le coldt de r  éplication de cette option a l'aide

d’'instruments cot és sur le march éi.e. la valeur initiale du portefeuille de

couverture.

e March é incomplet : Pour un crit ere de risque donn é (variance, quantile,
fonction d'utilit &) on cherche le portefeuille de couverture qui minimise la

distance (au sens du crit ere) au flux final de I'option ("pay-off”).

» Valeur comme prix n’autorisant pas I'arbitrage
e Pas de notion de couverture.

e Valeur li ée a I'existence d’une probabilit & martingale ...
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

41

Contexte et objectif

» Contexte g énéral

e (), F, F;, P) espace probabilis éfilrésur [0,7] F =TFp
e /1 une variable al éatoire F-mesurable avaleurs r éelles

e Taux d'int érét = O (pour simplifier I'expos &)

» Modele de prix du sous-jacent Black-Scholes
o dS; = Si(pdt + ocdW;) avec Fy=0(5,|0<wu<t)
e ol W est un Brownien standard

» Objectif

Valoriser achaque instant ¢ € |0, 7] l'option rapportant la valeur H ala date T°
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

42

Regle de valorisation = prix de couverture

» Portefeuille de couverture autofinanc éV

e Portefeuille autofinanc é

t
Vi=W —|—/ ¢udS, pourtout t € [0,7]
0

e Portefeuille de couverture

Vi=H

e ¢ : Strat égie de couverture

» Définition de I1;(H ), la valeur de I'option & linstant ¢,
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

43

Changement de probabilit &

» Changement de probabilit é (Théoréme de Girsanov)

e On définit le processus W tel que

L

W,==t+W, pourtout t€][0,T]
o

e || existe une unique probabilit é P équivalente a P sur [O, T] telle que

~

W est un Brownien standard sous P

» S est une martingale sous P car

dSt — StO'th
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

44

» Théoréme de repr ésentation

e Soit H une v.a. 7 —mesurable de variance finie sous

il existe un unique processus adapt & 1 tel que
=E[H / Vo, dW,,

» Application a la recherche du portefeuille de couverture
Vo

e On choisit V.=V, + fg D, dSy, avec 5

e On vérifie que Vir=H

o

Théeoréme de repr ésentation

E[H]
y
oSy,
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

45

Lien entre r egle de valorisation et esp érance

» Valeur de l'option a linstant 0

e Prix de I'option a l'instant O = valeur initiale du portefeuille de couverture

~

Io(H) = Vo = E[H]

» Valeur de I'option a l'instant ¢= valeur en t du portefeuille de couverture

e |/ est une martingale sous P donc

V; = E[Vr | 5]

— Formule de valorisation risque neutre

Ht(H) — E[H‘?t]
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

46

Regle de valorisation sans arbitrage

» Contexte g énéral
e (), F,F;) espace mesurable filtr ésur [0,7] F=Fp
e /1 une variable al éatoire F-mesurable avaleurs r éelles
e Taux d’int érét r
e Sous-jacent Stelque  F; =0(5, |0 <wu <t)

e Objectif : valoriser a chaque instant ¢ & [0, T] I'option rapportant la

valeur H aladate 1T’

» Propri étés souhait ées pour la r égle de valorisation 11
e Non anticipativit €  II;(H) F;—mesurable
e Positivité  H >0 = 1L i(H)>0
oLinéarite  II,(D> . H;) =) . 1I;(H;)
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

a7

Lien entre r egle de valorisation et esp érance

» Soit 11 une régle de valorisation, on d é&finit la fonction P Fr — Rtelle que

)

— e T5(14) pourtout A€ Fp

> P est une mesure de probabilit é
ol > p(A) >0 (linéarité + positivit &)
(Uier A5) Z P sii A, NA; =0 (linéarité)

el
» Formule de valorisation “risque neutre”

eSi H = Z cila, alors Tlg(H) = e "1 Z c; P(A
il icl
e + Propri été de continuit & Ilg(lim, o Hy,) = lim, .o o(H,,)

= TIy(H) = e "TE[H]
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

48

Cohérence temporelle

» Propri été de coh érence temporelle

IIo(H) = Ho(e" T D11, (H))

» Régle de valorisation a l'instant ¢ et esp érance conditionnelle

II,(H) =e "T=YE[H | ]
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

49

AOA et probabilit &€ martingale eéquivalente

» Absence d’Opportunit é d’Arbitrage (AOA)

(Impossibilit & de gagner de I'argent sans risque)
» Probabilit &€ équivalente
o Iy(1a) = e "TE[14] = e "TP(A)
+AOA = P(A)=0 < P(A)=0 pourtout AcTF

~

P équivalente a P

» Probabilit € martingale

o IL(Sy)=S5; et IL(Sp)=e "T-DE[Sr|F,]

~

= Le sous-jacentr éactualis € est une martingale sous P

Ele " 1'Sr | F] = e S,
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7. Valorisation et changement de probabilit & : rappels

50

les propri étés suivantes :
e Non anticipativit €  II;(H) F;—mesurable
epPositivite H >0 = IL(H)>0
o Lincarite  IL,(> . H;) =) . II:(H;)
e Cohérence temporelle  Tlg(H) = (11 (H))
e AOA  Absence d'Opportunit & d’Arbitrage
e Continuit & ITy(lim,, . Hy) = lim,, o [o(H},)

et les probabilit és martingales P équivalentes a P et II; s’écrit

IL,(H) = e "T-YVE[H | F]

Résultat g enéral

» Il y a une relation bijective entre lesr  eégles de valorisation 1I; qui respectent
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

51

Retour sur le mod ele a 1 facteur L evy

» Modele de prix spot/ prix aterme

0—1
1

Sy = F(t,t) et F(t,T,@)zé F(t, T +1)

i=0
» Modeéle a 1 facteur horaire (F(t,T))t>0 € RT pour T >t

[ Ft,T) = F(0,T)exp{M(t,T)+e*T-0X,)
¢ Xy = fg o(s,t)dL, avec o(s,t) = ce 2t=9)
M,T) = [ m(s,T)ds
\ Y 0 Y

ou L estun processus de L évy de caract éristiques (b, ¢, I").
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

Valorisation en non gaussien

» Valorisation li ée ala couverture :ily aen g énéralincompl étude du march é
l.e. on ne peut pas toujours couvrir une option => on d éfinit le prix par
minimisation d’'un crit ére de risque ... Mesurer I'impact du choix du crit ~ ere de

risque .

» Valorisation risque neutre : il n'y a en g énéral pas unicit € du changement de
probabilit € martingale =>> on peut choisir une probabilit €& martingale avec un
crit ere arbitraire (facilite les calculs, minimise une "distan ce” (ex : entropie) ala

probabilit & objectif ...) Sens du prix r ésultant ????
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53

Probabilit € martingale en non gaussien : r éférences

» Jacod, J. and Schiryaev, A. N., Limit Theorems for Stochastics Processes
Springer Verlag, 2003, Heidelberg, 2nd edition

» R. Cont and P. Tankov, Financial Modelling with Jump Processes , Chapman

and Hall 2004 Dans le cadre de mod eles de type exponentiel de L évy.

» S. Raible. Lévy Processes in Finance: Theory, Numerics and Empirical Fa cts
Phd thesis, Universit é de Freiburg, 2000 Utilisation des processus de L  évy
NIG pour les mod eles de taux. Etude de I'existence et de l'unicit € de la
probabilit & martingale

» E. Eberlein, J. Jacod and S. Raible. Lévy term structure models: no-arbitrage
and completeness . Publication de I'Universit é de Freiburg, 2003  Toujours
pour un mod éle de taux : conditions d’existence et preuve de l'unicit édela
probabilit & martingale lorsque I'ensemble des maturit  és des produits a terme

disponibles est dense dans [0, 7]

En réutilisant ici les id ées et le formalisme de ce dernier papier ...
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

54

Caract eristiques d’'un changement de probabilit €

» Soit [ processus pr évisible r éel et Y fonction pr évisible > 0 vérifiant

certaines conditions d’int égrabilit és

» Soit la relation d’ équivalence ~ telle que (5,Y) ~ (3,Y')s

Q(AB:, AY;) =0 m —pp.sur Q x[0,TF] avec

(A8 = B0 ps
¢ AYi(x) = Y/(z)—-Yi(x) ps.
\ Qv,f) = cv*+ [|f(x)|F(dx) pourtout f mesurableet v € R

» Onnote Y I'ensemble des classes d’ équivalence des couples (/3,Y")

» On introduit la mesure  m sur € x [0, T*] définie par m(dw, dt) = P(dw) dt
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

55

Théoreme de Girsanov

, L 5
L processus de L évy sous P de caract éristiques (b, c, F')- P ~ P sur [0, T*]
» [ semimartingale sous P de caract éristiques (I;t, Ct, Ft)

» llexiste (3,Y) € Ytel que presque slrement
b= bt By + Jj oy 2(lw) — D (dr)
e’ =cC
o F,(dz) = Yy (x)F(dx)

» La densit & de P par rapport a P est donn ée par

Zy = ZoE(M)y avec M; = /ﬂSdLC // d(p—v) avec,

{4 la mesure al éatoire des sauts de L et v = F'dt est le compensateur associ €.

= (3, Y) détermine compl étement le changement de probabilit €.
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

56

Existence du changement de probabilit & martingale

» Résultat d’existence d’'une probabilit & martingale locale
Soient P = P sur [0,T*] et (8,Y) € Y le couple de Y associ &

(F'(t,T)) est une martingale locale sous P ssi les conditions suivantes sont
vérifi ées :

e Condition de majoration presque sdre

T
/ / e? DY, (1) Fy(da)dt < oo
0 x>1

e Condition de d érive m-presque partout

m(t,T) = —¢¢(c(t,T)), m—pp.dans Q x [0,7],

ou pour tout u tel que |u| < sup{o(t,T)|T >tetT € T},

~

~ 1 5. . .
b (u) = uby + §u20t + / " — 1 —uxl <1 | Fi(dz) p.s..
R
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

57

Transformation du param etre «

Soit P? % P sur [0, T*] défini par le couple  (3,Y) € Y donn é par

0K (0(1)2)
aK;(alz|)

» On montre que la densit é du changement de probalit é 79 s écrit
t
Zf — & (/ / (Ys(az) — 1)d(u — V)) pour tout t € [0,T7] .
0 JR

» (EF'(t,T)); est une martingale sous  P? ssi, pour tout ¢ € [0, 7]
e Condition de majoration o(t,T)+ 6| < 0(t)
e Conditionde d érive ~ m(t,T) = D(o(t,T),a, 3,0, ,0(t))

» Dans le cas ou 6 est constant par morceaux 6(s) = 0 > || pour
s € [k, k+1), alorssous P? LestunPAlet AL, ~ NIG(ay = 6, 3,6, 1) .

p.s. pourtout (¢,x) € [0, T"]xR
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58

Transformation du param étre (3 : transform ée d’Esscher

» Soit P? % P sur [0, 7] défini par le couple (5,Y) € Y donn par

Be=0, et Y(w,t,x)= e? T p s pour tout (t,x) € [0, T"] xR.

» On montre que la densit é du changement de probalit é 79 s écrit pour tout
t € [0, 7] par

70 — exp{/otﬁ(s)dl}s _ /Ot@(e(s))ds}.

» On peut proc éder par une autre approche et d éfinir le changement de
probabilit & directement par la forme de la densit €& (et non en partant du couple

(ﬁ, Y)). Par exemple, on peut se placer directement dans le cadre de la

transform ée d’Esscher. ..
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8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

59

Transformation d’Esscher

» [ un processus de L évy de mesure de L évy F' et tel que sa log-transform &
de Laplace @ : u — log(E[e“f1])) existe autour de z éro.
» 0 :[0,7*] — R mesurable telle que Jiw)>1 explsup, [0(s)] |x]] F(dzx) < oo
» On appelle transformation d’Esscher  le changement de probabilit & param étré
PO
par 6 passantde P a P? avec la densit é Zf — —L delaforme:
t

/ /
79 = exp {/ O(s)dLs — / (I)(Q(S))ds} vVt € [0,T7].
0 0
» En particulier si L estun L évy de type NIG telque L1 ~ NIG(a, 3,9, 1)

®(u) =up+ (Va2 -2 —a2—(B+u)?) V[B+ul <a,

et la fonction @ doit v érifier la condition suivante :

0(t)] <a et |0(t)+B] <a Vte|0,T7
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60

Caract ere martingale de (Zf)ogth*

» Si (G)o<i<T+ estun PAl alors €%t /[E[eC] est une martingale
Onremarque que  E[e“t | F,] = E[eCt™C=¢ ;] = E[eCt™CseCs .
Gt Gy Gs
e Ele™t | F] e
P cquent E |———|Fs| = = —.
» Soit u : [0, t] — R mesurable born ée telle que ®(u(s)) est bien d éfinie pour
tout s € |0, t] alors

exp{/ s)dL } = exp{/ s))ds} ou ®(u) = logE[e“"],
» Les 2 propri étés précédentes appliqu ées a Z! = Gt /E[er] avec
t
G?Y :/ 6(s)dLs, pourtout t € [0,T]
0

induisent le caract ére martingale de (ZY)o<t<7~ .
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61

Condition d’existence d’'une probabilit & risque neutre

» P ~ Psur [0, T*] de densit & Z°

» Supposons que 6 vérifie pour tout 1" € [0, 1] et pour tout t € [0,7]:

0(t) +o(t, T)+ 8] < «

» Alors les processus  (F'(t,7"));c[0.7) sont des martingales sous  P?, pour
toute maturit €T € [0, T*], si et seulement si la condition de d  érive suivante

est v érifi ée :

m(t, T) = ®(0(t)) — d(o(t, T) + 0(t)) .
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62

Loi de L sous la nouvelle probabilit &

» Obijectif : identifier les caract éristiques de la semimartingale L sous pY

~ ~

Dy(u) = log |E[exp(uLy)]] = log [E[exp(uLe) Z{]

= log _E[exp(uLt)eXp(/O 0(s)dLs)] exp(—/0 CID(H(S))ds)]

~

On obtient finalement, O, (u) = /Ot [P(O(s) +u) — ®(0(s))]ds .

Onrappelle que ~ P(u) = ub + %20 + /(e“"” — 1 —uxljy<;)F(dx) .
» On en d éduit les nouvelles caract eristiqgues de L sous pY

(b, = b+ cB(t) + [, <y 2(Fi(de) — F(dx))

{ € = ¢

\ F.(dz) = e’®*F(dx),VzeR.
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63

Etude sous la nouvelle probabilit &

» Transformation de la mesure des sauts ~ a chaque instant ¢ € [0, 7] F' se
transforme en F' tel que

~ J
EFy(dx) = e’ F(dx) = e(5+9(t))x—aK1(oz]a:])dx pourtout = € R.

7|z
» Sila fonction 6 est constante par morceaux sur chaque heure :

Vt € [ty taia|  O(t) = On

» Alors le changement de probabilit € se traduit sur la mesure de L évy par une
translation du param etre d’asym étrie :

» Conclusion : on montre que sous pt

Ltn+1 — Ltn ~ NIG(Oé,ﬁ—l— Hn,é, ,u)
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Calage des param etres du mod ele

» Calage des param eétres historiques a partir des donn ées de prix spot

e Les param étres (a, o) sont cal és par moindres carr és
® Les param etres (a, 0,90, u) NIG sont cal és par maximum de vraisemblance

» Calage de la condition de d érive i.e. du changement de probabilit & a partir de
la courbe de prix & terme initiale reconstruite  (F'(0,1"))7¢jo,7+) etde la

saisonnalit & (D7 )rc(o 7+ estim ée sur le spot

F(0,T)

M(T, T) = —log( D

) car Dp = E[log St]

_ /Om(S,T)ds:/O [®(0(s)) — B(o(s,T) + 0(s))] ds .

T
St =F(T,T)=F(0,T)exp{M(T,T)+Xr},avec X7 = / e~ T=9)qL, .
0
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Transformation des param étres « et (3

Soit L un processus de L évy de type NIG sous P
Ly ~NIG(a, 3,0, 1)

: S :
» |l existe une probabilit & P ~ P telle que L soit encore un processus de

Lévy de type NIG de param étres (@, 3,4, i) sous P ssi

SO
|
o

N. OUDJANE - EDF/R&D - ENPC - 9/02/2009



8. Changements de probabilit & martingale pour le mod éle factoriel NIG

66

Calage de la condition de d érive

» Calage de 0 tel que log (F(O T)) fo (P(o(s,T) +6(s)) — ©(0(s))]ds

0.8

“ |

0.4+

0.2

fw/ﬂ’“”mw 4 WMM

&

-0.4 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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maturit és

Prix d’'options europ eennes sur spot

» Comparaison avec le mod ele gaussien pour diff érents prix d’exercice et

e Prix a terme de 40 Euros

otrike
MG (B Fii] 100 150 180
1 Mois 108 005  Ops OO0 035000 026000
Maturité 2 Mois OBs (002) 048000 021000 012000
3 Mois 0,12 {008y 003000 001000 001 000
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3000

2500

2000

1500

Volatilité implicite en %

1000

a00

Smile de volatilité du call

Smile de volatilit é

» Smile de volatilit & pour diff érentes maturit és

—MIG T=24h = BS T=24h
——NIG T=168h = BS T=168h
NIG T=r20h BS T=720h

04444 04706 05 0533305714 0p154 06667 07273 08 08338 1 1142913333 18

FO,T)/K

2 ZBBEF 4

g
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69

Conclusions et perspectives

» Conclusions

® La représentation des pics de prix demande le recours des mod‘eles
comlexes qui posent des difficult  és num ériqgues notamment pour la
valorisation

e Incompl etude du march é : quel paradigme pour la valorisation ?
e Impact de I'approximation horaire de la courbe de prix aterme ?
» Perspectives autour du mod ele NIG
e Comparaison des prix fournis par le mod éle NIG a des prix de r éférence
® Test sur des options de type swing en dehors de la monnaie

e Recherche d’'une couverture associ ée
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