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Au del à des mod èles gaussiens pour la valorisation
de produits d ériv és électriques

1. Caract éristiques des prix de l’ électricit é
2. Prétraitement des donn ées de prix à terme

3. Modèle factoriel Gaussien
4. Quelques mod èles avanc és

5. Modèle factoriel de L évy de type Normal Inverse Gaussien (NIG)
6. Calage des param ètres et simulation du mod èle factoriel NIG

7. Valorisation et changement de probabilit é : rappels
8. Changements de probabilit é martingales pour le mod èle

factoriel NIG
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1. Caract éristiques des prix de l’ électricit é 2

Exemple de chronique de prix spot

◮ Donn ées de prix spot EEX heure par heure (St)t≥0 ∈ R
+
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1. Caract éristiques des prix de l’ électricit é 3

Caract éristiques du prix spot

◮ Périodicit é multi- échelles

• Cycle annuel

• Cycle hebdomadaire

• Cycle journalier

◮ Retour à la moyenne

• Réponse de l’offre à la demande

◮ Présence d’importants pics de prix

• Caract ère non stockable de l’ électricit é

• Discontinuit é des coûts de production

⇒ Pas de couverture possible sur le spot
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1. Caract éristiques des prix de l’ électricit é 4

Exemple de donn ées de prix à terme

Platts Allemand Base (Euros/MWh) le 20 fevrier 2004 F (t, T, θ) est le prix d’un MWh cot é à

l’instant t et livr é entre T et T + θ :

• t = date de cotation

• T = date de d ébut de livraison

• θ = Durée de livraison ou

granularit é

A chaque instant, sont cot és sur le

march é à terme plusieurs prix à terme

correspondant à diff érentes p ériodes

de livraison [Ti, Ti + θi]. Dans la

suite, on note T ∗ = sup{Ti + θi}.
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1. Caract éristiques des prix de l’ électricit é 5

Courbe de prix à terme

◮ Représentation des donn ées de prix à terme F (t, T, θ) pour t fix é

N. OUDJANE - EDF/R&D/OSIRIS - ENPC - 9/02/2009 5



1. Caract éristiques des prix de l’ électricit é 6

Gestion des recouvrements

◮ Suppresion des recouvrements par Absence d’Opportunit é d’Arbitrage
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2. Prétraitement des donn ées de prix à terme 7

Saisonnalisation de la courbe des prix à terme

◮ Multiplication des produits par saisonnalisation
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2. Prétraitement des donn ées de prix à terme 8

Lissage de la courbe de prix à terme

◮ Lissage polynomial
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2. Prétraitement des donn ées de prix à terme 9

Courbe de prix à terme reconstruire

◮ Exemple de reconstruction au niveau horaire
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3. Modèle factoriel gaussien 10

Evolution de la courbe de prix à terme dans le temps

◮ Comment évolue la courbe entre les instants t0 et t > t0 ?
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3. Modèle factoriel gaussien 11

Structure de volatilit é exponentielle observ ée

◮ Volatilit é des rendements ∆logF (t, T, θ) en fonction de l’ échéance T − t
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3. Modèle factoriel gaussien 12

Difficult és sp écifiques à l’electricit é
◮ Modélisation jointe court-terme / long-terme

• En statique : repr ésenter conjointement à un instant t0 donn é

(St0 , F (t0, T1), · · · , F (t0, Tn)) pour les application au calcul de risque.

• En dynamique : repr ésenter la ”convergence prix à terme / prix spot”

F (t, T )
t→T−−−→ ST pour la couverture.

Incompl ètude et difficult é de mod èlisation li ée aux pics de prix sur le

court-terme.

◮ Prise en compte de la granularit é des produits à terme Les produits de

granularit é plus fine apparaı̂ssent à l’approche de la livraison.

Incompl ètude du fait de l’illiquidit é voire de l’inexistence du sous-jacent.

◮ Complexit é des produits d ériv és

• Options de type swing.

• Options ” à la courbe de charge” d épendant d’un al éa de volume.
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3. Modèle factoriel gaussien 13

Description du mod èle factoriel
◮ Lien entre prix à terme observ és et prix à terme horaires

F (t, T, θ) =
1

θ

θ−1∑

i=0

F (t, T + i)

[Heath-Jarrow-Morton-1987], [clewlow-Strickland-2000 ], [Lucia-Schwartz-2002]

◮ Modèle à deux facteurs horaire (F (t, T ))0≤t≤T ∈ R
+

F (t, T ) = F (0, T ) exp{M(t, T ) + e−a(T−t)Xt + Yt} avec




Xt =
∫ t

0
σce

−a(t−s)dW 1
s facteur court terme

Yt = σLW
2
t facteur long terme

M(t, T ) =
∫ t

0
m(s, T ) ds dérive .
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3. Modèle factoriel gaussien 14

Modélisation des prix SPOT électriques

◮ Modèle de prix spot induit : on pose St = F (t, t) ce qui implique

St = Dte
Xt+Yt avec dXt = −aXtdt+ σcdW

1
t et Yt = σLW

2
t

•Dt : saisonnalit é (logarithmique) de St

Dt = E[logSt] = F (0, t) exp{M(t, t)}

• a : vitesse de retour à la moyenne

• σc : volatilit é court-terme

• σL : volatilit é long-terme

• (W 1,W 2) : Brownien bi-dimensionnel éventuellement corr élé.
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3. Modèle factoriel gaussien 15

Structure de volatilit é exponentielle mod èle

◮ Volatilit é des rendements d logF (t, T, θ) en fonction de l’ échéance

induite par le mod èle à deux facteurs σ(T − t) =
√
σ2

ce
−2a(T−t) + σ2

L
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4. Quelques mod èles avanc és 16

Modéle de diffusion avec sauts

◮ Modèle de prix spot : Partie gaussienne + Sauts

St = Dte
Xt+Yt avec dXt = −aXtdt+σcdW

1
t +dNt , Yt = σLW

2
t et

Nt : processus de Poisson compos é

• Difficult é pour estimer les param ètres de saut (fr équence et amplitude)

• Les sauts sont bien repr ésent és mais les pics de prix sont mal

repr ésent és
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4. Quelques mod èles avanc és 17

Modéle à volatilit é stochastique

◮ Extension du mod èle [Hobson-Rogers98] dans [Collet-Duwig-Oudjane-2006]

St = Dte
Xt avec dXt = −aXtdt+ σ(Pt)dWt et YtσLWt et

Pt =

∫ +∞

0

λe−λu(Xt −Xt−u)2du avec λ > 0 et

σ(Pt) =
√
ω + αPt avec ω ≥ 0 , α ≥ 0 et α+ ω > 0

• Modèle de march é complet [Hobson-Rogers98]. Version temps discret du

mod èle est proche d’un mod èle GARCH (incomplet) [Jeantheau04]

• Estimation des param ètres correcte

• Représentation des prix m édiocre

N. OUDJANE - EDF/R&D/OSIRIS - ENPC - 9/02/2009 17



4. Quelques mod èles avanc és 18

Simulation de prix spot avec le mod èle de type H&R

◮ Comparaison d’une trajectoire simul ée avec la chronique observ ée
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4. Quelques mod èles avanc és 19

Modèle de Barlow
◮ Modèle fond é sur la confrontation de l’offre et de la demande [Barlow200 2] :

ut(St) = dt(St) avec ut : fonction d’offre et dt : fonction de demande

Confrontation offre / demande (Alberta Power Pool 12/11/99 13h00)

N. OUDJANE - EDF/R&D/OSIRIS - ENPC - 9/02/2009 19



4. Quelques mod èles avanc és 20

Modèle de Barlow

◮ La demande Dt est suppos ée inélastique au prix :

dt(St) = Dt ∀ St avec Dt : mod élis ée par un Ornstein-Uhlenbeck

◮ La fonction d’offre est suppos ée constante :

ut(x) = g(x) = a0 + b0x
α

En inversant Dt = g(St) et en imposant une ontrainte de prix maximum ε
1/α
0

St =





(
a0−Dt

b0

)1/α

= (1 + αXt)
1/α pour Dt < a0 − ε0b0

ε
1/α
0 pour Dt ≥ a0 − ε0b0

avec Xt = OU(a,m′, σ) si Dt = OU(a,m, σ)
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4. Quelques mod èles avanc és 21

Simulation de prix spot avec le mod èle de Barlow

◮ Comparaison d’une trajectoire simul ée avec la chronique observ ée

Prix spot EEX Prix spot simul é suivant Barlow
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5. Modèle à un facteur Normal Inverse Gaussien 22

Modèle à 1 facteur Normal inverse Gaussien (NIG)
[Benth2003], [Oudjane2003]

◮ Modèle de prix spot / prix à terme

St = F (t, t) et F (t, T, θ) =
1

θ

θ−1∑

i=0

F (t, T + i)

◮ Modèle à 1 facteur horaire (F (t, T ))0≤t≤T ∈ R
+

F (t, T ) = F (0, T ) exp{M(t, T ) + e−a(T−t)Xt} , avec




Xt =
∫ t

0
σ(s, t)dLs avec σ(s, t) = σe−a(t−s)

L : Processus de L évy (de type NIG)

M(t, T ) =
∫ T

0
m(s, T ) ds .
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5. Modèle à un facteur Normal Inverse Gaussien 23

Processus de L évy (1)

◮ Motivation Repr ésenter les pics de prix pour la valorisation d’options tr ès en

dehors de la monnaie

◮ Définition Soit L = (Lt)t≥0 un processus adapt é sur (Ω,F, (Ft),P) tel que

L0 = 0, L est un processus de L évy si

1. Accroissements ind épendants : Lt − Ls ⊥ Fs pour tout 0 ≤ s < t.

2. Accroissements stationnaires : Lt − Ls
L

=== Lt−s pour tout 0 ≤ s < t.

3. Continuit é en probabilit é : P(|Lt − Ls| > ε)
t→s−−−→ 0 ∀ s ∈ R

+ , ∀ ε > 0.

◮ Formule de L évy Khintchine Pour tout t, L(Lt) est ind éfiniment divisible et

détermin ée par la fonction caract éristique de L1 dont le logarithme s’ écrit

Ψ1(u) = log E[exp(iuL1)] = iub− c
2
u2+

∫
(eiux − 1 − iux)F (dx) , ∀u ∈ R ,

où b ∈ R , c ≥ 0 et F est la mesure de L évy définie sur R et int égrant x2 ∧ 1.
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5. Modèle à un facteur Normal Inverse Gaussien 24

Processus de L évy (2)
◮ La log-transform ée de Laplace associ ée au processus de L évy L est d éfinie

s’il existe k > 0, tel que
∫
|x|>1

ek|x|F (dx) <∞ , par

Φ(u) = log E[euL1 ] = ub+
1

2
u2c+

∫
(eux − 1 − uxI|x|≤1)F (dx) ,

pour tout u ∈ R, tel que |u| ≤ k .

◮ Représentation d érive+Brownien+sauts on a l’ égalit é p.s.

Lt = bt +
√

cWt +

Z

t

0

Z

|x|≤1

x[µ(ds, dx)− dsF (dx)] +

Z

t

0

Z

|x|>1

xµ(ds, dx) , où

• W désigne le mouvement Brownien standard de R,

• µ = µ(ω; ds, dx) est la mesure al éatoire de saut de L à valeurs dans R,

i.e. pour tout ω ∈ Ω, t > 0 et A ∈ B(R − {0}),

µ(ω; (0, t] ×A) =
∑

0<s≤t

I(∆Ls(ω) ∈ A) .
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5. Modèle à un facteur Normal Inverse Gaussien 25

Propri étés de la loi NIG (α, β, δ, µ) (1)

◮ Mélange en moyenne et variance α > 0 , 0 ≤ |β| < α , δ > 0 , µ ∈ R

X = µ+βY+
√
Y N , où N ∼ N(0, 1) , ⊥ Y ∼ IG(δ, γ =

√
α2 − β2) .

◮ Densit é

fNIG(x) = α
π exp

(
δ
√
α2 − β2 + β(x− µ)

)K1

(
αδ
√

1+(x−µ)2/δ2

)
√

1+(x−µ)2/δ2
où K1

désigne la fonction de Bessel du troisi ème type d’indice 1.

◮ Moyenne et variance EX = µ+
δβ

γ
, VarX =

δα2

γ3
.

◮ Comparaison entre les lois gaussienne (en bleu) et NIG (en no ir)
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5. Modèle à un facteur Normal Inverse Gaussien 26

Propri étés de la loi NIG (α, β, δ, µ) (2)
◮ Stabilit é par convolution

NIG(α, β, δ1, µ1) ∗NIG(α, β, δ2, µ2) = NIG(α, β, δ1 + δ2, µ1 + µ2) .

◮ Le logarithme de la transform ée de Laplace a pour expression :

Φ(u) = log(E[euX ]) = uµ+δ
(√

α2 − β2−
√
α2 − (β + u)2

)
∀ |β+u| < α

◮ Indéfiniment divisible On peut alors d éfinir un processus de L évy L tel que

L1 ∼ NIG(α, β, δ, µ) , et Lt ∼ NIG(α, β, δt, µt) .

◮ La mesure de L évy associ ée au processus de L évy L tel que

L1 ∼NIG(α, β, δ, µ) a pour expression :

F (dx) = eβx δα

π|x|K1(α|x|)dx , pour tout x ∈ R .
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5. Modèle à un facteur Normal Inverse Gaussien 27

Interpr étation du mod èle NIG

◮ Discontinuit é (Lt)t≥0 est un processus de saut pur qui pr ésente une

infinit é de petits sauts sur tout intervalle de temps fini : coh érent avec la nature

du prix spot St = Dtexp(

∫ t

0

e−a(t−s)dLs).

◮ Temps r éel, temps virtuel Le processus de L évy NIG peut s’obtenir par

subordination et s’ écrire

Lt = µt+ βτ(t) +Bτ(t) ,

où (Bt)t≥0 est le mouvement Brownien standard et (τ(t))t≥0 un processus de

Lévy tel que τ(1) ∼ IG(λ, δ, γ =
√
α2 − β2) permettant de repr ésenter un

temps virtuel caract érisant les p ériodes d’agitation et de calme sur le march é.

◮ Volatilit é stochastique En discr étisant entre t et t+ 1, on obtient

Lt+1−Lt = µ+βVt +Vtεt , où εt ∼ N(0, 1) et Vt = τ(t+1)− τ(t) .

Vt ∼ IG(δ, γ) correspond à une volatilit é stochastique ind épendante de εt.
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6. Calage des param ètres et simulation du mod èle NIG 28

Estimation des param ètres d’un processus OU-NIG (1)
◮ On consid ère X un processus d’Ornstein-Uhlenbeck dirig é par un

processus de L évy L tel que pour tout t ≥ 0 , Xt =
∫ t

0
σe−a(t−s)dLs .

◮ On observe X à des instants discrets espac és de ∆t : (Xtk
)0≤k≤n. Les

variables εk = Xtk+1
− e−a∆tXtk

=

∫ tk+1

tk

σe−a(tk+1−s)dLs sont i.i.d.

◮ On déduit la fonction caract èristique de εk en fonction de celle de L1 En

effet, pour toute fonction v : [0, t] 7→ R, on a

E

[
exp

{∫ t

0

iv(s)dLs}
]

= exp{
∫ t

0

Ψ(iv(s))ds} , où Ψ(u) = log E[eiuL1 ] ,

On obtient ainsi pour tout v ∈ R,

Ψεk
(v) = log E[eivεk ] = log E[exp(iv

∫ tk+1

tk

σe−a(tk+1−s)dLs)]

=

∫ tk+1

tk

Ψ(ive−a(tk+1−s)) ds =

∫ ∆t

0

Ψ(ive−a(∆t−s)) ds .
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6. Calage des param ètres et simulation du mod èle NIG 29

Estimation des param ètres d’un processus OU-NIG (2)
◮ La méthode consiste à maximiser la log–vraisemblance de l’ échantillon

évalu ée aux points observ és i.e. maxθ L(θ) = log f(X0, · · · , Xn; θ) , où f

est la densit é jointe des observations et θ = (a, α, β, δ, µ), (on peut supposer

σ = 1 et laisser libres les quatre param ètres de la loi NIG).

◮ La densit é jointe de l’ échantillon peut s’ écrire comme un produit

f(X0, · · · , Xn; θ) =

n−1∏

k=0

f(Xk+1 |Xk; θ) =

n−1∏

k=0

fε(Xk+1 − e−a∆tXk; θ) ,

où fε est la densit é de εk = Xk+1 − e−a∆tXk commune pour tout k .

◮ Pour maximiser la log–vraisemblance de l’ échantillon en a, α, β, δ, µ

L(θ) =
∑n

k=1 log fε(Xk+1 − e−a∆tXk; a, α, β, δ, µ) , on utilise une

approximation num érique de fε

fε = TF−1(eΨε) .

A la limite, si ∆t est jug é suffisamment petit, on peut approcher fε par fL∆t
.
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6. Calage des param ètres et simulation du mod èle NIG 30

Rappels sur le maximum de vraisemblance

◮ La méthode consiste à maximiser la log–vraisemblance de l’ échantillon

L(θ) =

n∑

i=1

log f(xi; θ) , où f est la densit é de xi param étr ée par θ .

Le maximum de vraisemblance est non biais é, asymptotiquement efficace (il

atteind la borne de Cramer-Rao) et gaussien i.e.

√
n(θ̂ − θ) → N(0, I−1) , lorsque n→ ∞ .

Plus g énéralement, si g est une fonction continuement d érivable de θ, on a

√
n(g(θ̂) − g(θ)) → N(0,

∂g(θ)

∂θ
I−1 ∂g

′(θ)

∂θ′
) , lorsque n→ ∞ .

Par définition, la matrice de Fisher est donn ée par

I = E

(∂l(X ; θ)

∂θ

∂l(X ; θ)

∂θ′

)
,
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6. Calage des param ètres et simulation du mod èle NIG 31

◮ Calcul de la matrice de Fisher On montre l’ égalit é suivante

E

(∂l(X ; θ)

∂θ

∂l(X ; θ)

∂θ′

)
= −E

[∂2l(X ; θ)

∂θ∂θ′
]
,

où l(X ; θ) est la vraisemblance associ ée à une seule observation X et prise

en en la vraie valeur θ du param ètre. Pour estimer la matrice de Fisher à partir

des observations, on calcule la moyenne empirique de la matr ice hessienne (si

les d ériv ées sont facilement calculables) ou bien la moyenne empiriq ue des

produits du gradient et de son transpos é en une valeur estim ée de θ not ée θ̂ :

Î = − 1

n

n∑

i=1

∂2l(Xi; θ̂)

∂θ∂θ′
ou bien Î =

1

n

n∑

i=1

∂l(xi; θ̂)

∂θ

∂l(xi; θ̂)

∂θ′
.

Cette matrice est calcul ée sans coût suppl émentaire par l’algorithme

d’optimisation. Les termes diagonaux de la matrice inverse Î−1 donnent une

estimation de la variance et donc des intervalles de confianc e.
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6. Calage des param ètres et simulation du mod èle NIG 32

Estimation des param ètres en deux temps

◮ Pour des raisons de robustesse et de r éduction de l’espace d’optimisation

au lieu d’estimer globalement tous les param ètres comme propos é

pr écédemment, on peut pr éférer proc éder en deux étapes :

• Moindres carr és pour l’estimation de a

• Maximum de vraisemblance pour l’estimation de ( α, β, δ, µ).

◮ Par moindres carr és on estime â = − 1
∆t log(ˆ̃a) où ˆ̃a est solution de

min
ã,m

n∑

k=1

(Xtk+1
− ãXtk

−m)2 .

◮ Par maximum de vraisemblance On estime θ = (α, β, δ, µ) en maximisant :

L(θ) =

n∑

k=1

log fNIG(ε̂k; θ) , avec ε̂k = Xtk+1
− ˆ̃aXtk

− m̂ .
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Estimation des param ètres d’une v.a. NIG

◮ On veut estimer θ = (α, β, δ, µ) au vu de n observations i.i.d.

(x1, · · · , xn) ∼ NIG(α, β, δ, µ).

◮ La méthode consiste à maximiser la log–vraisemblance de l’ échantillon

L(θ) =
n∑

i=1

log fNIG(xi; θ)

= n

[
− log π + logα+ δγ

n∑

i=1

βδti − log si logK1(αδsi)

]
,

où γ =
√
α2 − β2 , ti =

xi − µ

δ
et si =

√
1 + t2i .

Dans la pratique, on optimise par rapport aux param ètres (γ, β, δ, µ) et on

utilise le changement de variable γ̃ = log γ et δ̃ = log δ pour prendre en

compte directement les contraintes de positivit é de γ et δ.
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Le gradient de la log–vraisemblance s’ écrit

◮ Pour tout x > 0, on pose R1(x) =
K2(x)

K1(x)
où K2 désigne la fonction de

Bessel du troisi ème type d’indice deux.

∂L

∂γ
=

2nγ

α2
+ nδ −

n∑

i=1

γδ

α
siR1(αδsi) ,

∂L

∂δ
= nγ +

n

δ
−

n∑

i=1

α

si
R1(αδsi) ,

∂L

∂β
= 2n

β

α2
+

n∑

i=1

δti −
βδ

α
siR1(αδsi) ,

∂L

∂µ
= −nβ +

n∑

i=1

α
ti
si
R1(αδsi) .
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Choix de l’initialisation

◮ Méthode des moments Si X ∼ NIG(α, β, δ, µ) on peut calculer les

moment de X par d érivation de la transform ée de Laplace u 7→ E[euX ]

µ1 = µ+δβγ−1 , µ2 = δα2γ−3 , µ3 = 3δβα2γ−5 , µ4 = 3δα2(α2+4β2)γ−7 .

◮ Par identification des moments th éoriques aux moments empiriques

(calcul és à partir de l’ échantillon) on obtient une premi ère approximation des

param ètres qui serviront de condition initiale à l’algorithme d’optimisation :

βinit = 1

µ̂4

µ̂3
− 5

3

µ̂3

µ̂2

γinit =
√

3βinit
µ̂2

µ̂3
αinit =

√
β2

init + γ2
init ,

δinit = µ̂2

α2
init
γ3

init µinit = µ̂1 − δinit βinit

γinit
.
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Performance de l’estimation (en simulations)
◮ On fait varier le nombre d’observations n = 100, n = 200, · · · , n = 2000

simul ées suivant une loi NIG( α = 0.8, β = 0) centr ée et r éduite. Pour chaque

n, on r épète la proc édure simulation-estimation 500 fois.
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Calage des r ésidus

◮ Meilleure repr ésentation des queues de distribution par le mod èle NIG
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N. OUDJANE - EDF/R&D - ENPC - 9/02/2009 37
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Simulation d’une v.a. NIG X

◮ Simulation de v.a. ind épendantes Gaussienne et Inverse Gaussienne

X = µ+βY+
√
Y N , où N ∼ N(0, 1) , ⊥ Y ∼ IG(δ, γ =

√
α2 − β2) .

◮ Simulation d’une v.a. Inverse Gaussienne Y ∼ IG(δ, γ =
√
α2 − β2)

Par définition (γY − δ)2/Y ∼ χ2
(1) (carr é de la gaussienne centr ée réduite).

L’algorithme de simulation de Y est alors le suivant

1. Générer M ∼ N(0, 1) et poser V = M2.

2. Poser Y1 = δ/γ + V/2γ2 −
√
V δ/γ3 + (V/2γ2)2, et Y2 = (δ/γ)2/Z1,

(les deux solutions de l’ équation du second degr é V = (γY − δ)2/Y ).

3. Générer U ∼ U([0, 1]) une v.a. uniform ément dans [0, 1].

4. Si U < δ/(δ + γY1), poser Y = Y1, sinon poser Y = Y2.
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Simulation de prix gaussien vs NIG

◮ Meilleure repr ésentation des pics de prix par le mod èle factoriel NIG
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Notions de ”valeurs march é” pour une option

◮ Valeur comme coût de la couverture

• March é complet : on peut r épliquer toute option par un portefeuille de

couverture autofinanc é rebalanc é continuement. Dans ce cas, on d éfinit la

valeur de l’option comme le coût de r éplication de cette option à l’aide

d’instruments cot és sur le march é i.e. la valeur initiale du portefeuille de

couverture.

• March é incomplet : Pour un crit ère de risque donn é (variance, quantile,

fonction d’utilit é) on cherche le portefeuille de couverture qui minimise la

distance (au sens du crit ère) au flux final de l’option (”pay-off”).

◮ Valeur comme prix n’autorisant pas l’arbitrage

• Pas de notion de couverture.

• Valeur li ée à l’existence d’une probabilit é martingale . . .
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Contexte et objectif

◮ Contexte g énéral

• (Ω,F,Ft, P ) espace probabilis é filtr é sur [0, T ] F = FT

•H une variable al éatoire FT -mesurable à valeurs r éelles

• Taux d’int érêt r = 0 (pour simplifier l’expos é)

◮ Modèle de prix du sous-jacent Black-Scholes

• dSt = St(µdt+ σdWt) avec Ft = σ(Su | 0 ≤ u ≤ t)

• oú W est un Brownien standard

◮ Objectif

Valoriser à chaque instant t ∈ [0, T ] l’option rapportant la valeur H à la date T
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Règle de valorisation = prix de couverture

◮ Portefeuille de couverture autofinanc é V

• Portefeuille autofinanc é

Vt = V0 +

∫ t

0

φudSu pour tout t ∈ [0, T ]

• Portefeuille de couverture

VT = H

• φ : Strat égie de couverture

◮ Définition de Πt(H), la valeur de l’option à l’instant t,

Πt(H) = Vt
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Changement de probabilit é

◮ Changement de probabilit é (Théor ême de Girsanov)

• On définit le processus W̃ tel que

W̃t =
µ

σ
t+Wt pour tout t ∈ [0, T ]

• Il existe une unique probabilit é P̃ équivalente à P sur [0, T ] telle que

W̃ est un Brownien standard sous P̃

◮ S est une martingale sous P̃ car

dSt = StσdW̃t
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Théor ême de repr ésentation

◮ Théor ême de repr ésentation

• Soit H une v.a. FT−mesurable de variance finie sous P̃ ,

il existe un unique processus adapt é ψ tel que

H = Ẽ[H] +

∫ T

0

ψudW̃u

◮ Application à la recherche du portefeuille de couverture

• On choisit Vt = V0 +
∫ t

0
φudSu avec





V0 = Ẽ[H]

φu =
ψu

σSu

• On vérifie que VT = H
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Lien entre r ègle de valorisation et esp érance

◮ Valeur de l’option à l’instant 0

• Prix de l’option à l’instant 0 = valeur initiale du portefeuille de couverture

Π0(H) = V0 = Ẽ[H]

◮ Valeur de l’option à l’instant t= valeur en t du portefeuille de couverture

• V est une martingale sous P̃ donc

Vt = Ẽ[VT |Ft]

⇒ Formule de valorisation risque neutre

Πt(H) = Ẽ[H |Ft]
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Règle de valorisation sans arbitrage

◮ Contexte g énéral

• (Ω,F,Ft) espace mesurable filtr é sur [0, T ] F = FT

•H une variable al éatoire FT -mesurable à valeurs r éelles

• Taux d’int érêt r

• Sous-jacent S tel que Ft = σ(Su | 0 ≤ u ≤ t)

• Objectif : valoriser à chaque instant t ∈ [0, T ] l’option rapportant la

valeur H à la date T

◮ Propri étés souhait ées pour la r ègle de valorisation Πt

• Non anticipativit é Πt(H) Ft−mesurable

• Positivit é H ≥ 0 ⇒ Πt(H) ≥ 0

• Lin éarit é Πt(
∑

iHi) =
∑

i Πt(Hi)
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Lien entre r ègle de valorisation et esp érance

◮ Soit Π une r ègle de valorisation, on d éfinit la fonction P̃ : FT 7→ R telle que

P̃ (A) =
Π0(1A)

Π0(1)
= erT Π0(1A) pour tout A ∈ FT

◮ P̃ est une mesure de probabilit é

• 1 ≥ P̃ (A) ≥ 0 (lin éarit é + positivit é)

• P̃ (∪i∈IAi) =
∑

i∈I

P̃ (Ai) si Ak ∩Al = ∅ (lin éarit é)

◮ Formule de valorisation “risque neutre”

• Si H =
∑

i∈I

ci1Ai
alors Π0(H) = e−rT

∑

i∈I

ciP̃ (Ai)

• + Propri été de continuit é Π0(limn→∞Hn) = limn→∞ Π0(Hn)

⇒ Π0(H) = e−rT
Ẽ[H]
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Cohérence temporelle

◮ Propri été de coh érence temporelle

Π0(H) = Π0(e
r(T−t)Πt(H))

◮ Règle de valorisation à l’instant t et esp érance conditionnelle

Πt(H) = e−r(T−t)
Ẽ[H |Ft]
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AOA et probabilit é martingale équivalente
◮ Absence d’Opportunit é d’Arbitrage (AOA)

(Impossibilit é de gagner de l’argent sans risque)

◮ Probabilit é équivalente

• Π0(1A) = e−rT
Ẽ[1A] = e−rT P̃ (A)

+AOA ⇒ P̃ (A) = 0 ⇔ P (A) = 0 pour tout A ∈ F

P̃ équivalente à P

◮ Probabilit é martingale

• Πt(ST ) = St et Πt(ST ) = e−r(T−t)
Ẽ[ST |Ft]

⇒ Le sous-jacent r éactualis é est une martingale sous P̃

Ẽ[e−rTST |Ft] = e−rtSt
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Résultat g énéral

◮ Il y a une relation bijective entre les r ègles de valorisation Πt qui respectent

les propri étés suivantes :

• Non anticipativit é Πt(H) Ft−mesurable

• Positivit é H ≥ 0 ⇒ Πt(H) ≥ 0

• Lin éarit é Πt(
∑

iHi) =
∑

i Πt(Hi)

• Cohérence temporelle Π0(H) = Π0(Πt(H))

• AOA Absence d’Opportunit é d’Arbitrage

• Continuit é Π0(limn→∞Hn) = limn→∞ Π0(Hn)

et les probabilit és martingales P̃ équivalentes à P et Πt s’ écrit

Πt(H) = e−r(T−t)
Ẽ[H |Ft]
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Retour sur le mod èle à 1 facteur L évy

◮ Modèle de prix spot / prix à terme

St = F (t, t) et F (t, T, θ) =
1

θ

θ−1∑

i=0

F (t, T + i)

◮ Modèle à 1 facteur horaire (F (t, T ))t≥0 ∈ R
+ pour T ≥ t





F (t, T ) = F (0, T ) exp{M(t, T ) + e−a(T−t)Xt}

Xt =
∫ t

0
σ(s, t)dLs avec σ(s, t) = σe−a(t−s)

M(t, T ) =
∫ t

0
m(s, T )ds

où L est un processus de L évy de caract éristiques (b, c, F ).
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Valorisation en non gaussien

◮ Valorisation li ée à la couverture : il y a en g énéral incompl ètude du march é

i.e. on ne peut pas toujours couvrir une option => on d éfinit le prix par

minimisation d’un crit ère de risque . . . Mesurer l’impact du choix du crit ère de

risque .

◮ Valorisation risque neutre : il n’y a en g énéral pas unicit é du changement de

probabilit é martingale => on peut choisir une probabilit é martingale avec un

crit ère arbitraire (facilite les calculs, minimise une ”distan ce” (ex : entropie) à la

probabilit é objectif . . . ) Sens du prix r ésultant ????
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Probabilit é martingale en non gaussien : r éférences
◮ Jacod, J. and Schiryaev, A. N., Limit Theorems for Stochastics Processes ,

Springer Verlag, 2003, Heidelberg, 2nd edition

◮ R. Cont and P. Tankov, Financial Modelling with Jump Processes , Chapman

and Hall 2004 Dans le cadre de mod èles de type exponentiel de L évy.

◮ S. Raible. Lévy Processes in Finance: Theory, Numerics and Empirical Fa cts

Phd thesis, Universit é de Freiburg, 2000 Utilisation des processus de L évy

NIG pour les mod èles de taux. Etude de l’existence et de l’unicit é de la

probabilit é martingale

◮ E. Eberlein, J. Jacod and S. Raible. Lévy term structure models: no-arbitrage

and completeness . Publication de l’Universit é de Freiburg, 2003 Toujours

pour un mod èle de taux : conditions d’existence et preuve de l’unicit é de la

probabilit é martingale lorsque l’ensemble des maturit és des produits à terme

disponibles est dense dans [0, T ∗]

En réutilisant ici les id ées et le formalisme de ce dernier papier . . .
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Caract éristiques d’un changement de probabilit é

◮ On introduit la mesure m sur Ω× [0, T ∗] définie par m(dω, dt) = P (dω) dt

◮ Soit β processus pr évisible r éel et Y fonction pr évisible > 0 vérifiant

certaines conditions d’int égrabilit és

◮ Soit la relation d’ équivalence ∼ telle que (β, Y ) ∼ (β′, Y ′) si

Q(∆βt,∆Yt) = 0 m− p.p. sur Ω × [0, T ∗] avec





∆βt = β′
t − βt p.s.

∆Yt(x) = Y ′
t (x) − Yt(x) p.s.

Q(v, f) = cv2 +
∫
|f(x)|F (dx) pour tout f mesurable et v ∈ R

◮ On note Y l’ensemble des classes d’ équivalence des couples (β, Y )
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Théor ème de Girsanov

L processus de L évy sous P de caract éristiques (b, c, F ) - P̃
loc∼ P sur [0, T ∗]

◮ L semimartingale sous P̃ de caract éristiques (b̃t, c̃t, F̃t)

◮ Il existe (β, Y ) ∈ Y tel que presque sûrement

• b̃t = b+ cβt +
∫
|x|≤1

x(Yt(x) − 1)F (dx)

• c̃t = c

• F̃t(dx) = Yt(x)F (dx)

◮ La densit é de P̃ par rapport à P est donn ée par

Zt = Z0E(M)t avec Mt =

∫ t

0

βsdL
c
s+

∫ t

0

∫
(Ys(x)−1)d(µ−ν) avec ,

µ la mesure al éatoire des sauts de L et ν = Fdt est le compensateur associ é.

⇒ (β, Y ) détermine compl ètement le changement de probabilit é.
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Existence du changement de probabilit é martingale
◮ Résultat d’existence d’une probabilit é martingale locale

Soient P̃
loc∼ P sur [0, T ∗] et (β, Y ) ∈ Y le couple de Y associ é

(F (t, T )) est une martingale locale sous P̃ ssi les conditions suivantes sont

vérifi ées :

• Condition de majoration presque sûre
∫ T

0

∫

x>1

eσ(t,T )xYt(x)Ft(dx)dt <∞

• Condition de d érive m-presque partout

m(t, T ) = −φ̃t(σ(t, T )) , m− p.p. dans Ω × [0, T ] ,

où pour tout u tel que |u| ≤ sup{σ(t, T ) |T ≥ t et T ∈ T},

φ̃t(u) = ub̃t +
1

2
u2c̃t +

∫

R

[
eux − 1 − uxI|x|≤1

]
F̃t(dx) p.s. .
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Transformation du param ètre α

Soit P̃ θ loc∼ P sur [0, T ∗] défini par le couple (β, Y ) ∈ Y donn é par

βt = 0 , et Y (ω, t, x) =
θ(t)K1(θ(t)|x|)
αK1(α|x|)

p.s. pour tout (t, x) ∈ [0, T ∗]×R .

◮ On montre que la densit é du changement de probalit é Zθ s’ écrit

Zθ
t = E

(∫ t

0

∫

R

(
Ys(x) − 1

)
d(µ− ν)

)
pour tout t ∈ [0, T ∗] .

◮ (F (t, T ))t est une martingale sous P̃ θ ssi, pour tout t ∈ [0, T ]

• Condition de majoration |σ(t, T ) + β| < θ(t)

• Condition de d érive m(t, T ) = D(σ(t, T ), α, β, δ, µ, θ(t))

◮ Dans le cas où θ est constant par morceaux θ(s) = θk > |β| pour

s ∈ [k, k+1), alors sous P̃ θ, L est un PAI et ∆Lk ∼ NIG(α̃k = θk, β, δ, µ) .
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Transformation du param ètre β : transform ée d’Esscher

◮ Soit P̃ θ loc∼ P sur [0, T ∗] défini par le couple (β, Y ) ∈ Y donn par

βt = 0 , et Y (ω, t, x) = eθ(t)x p.s. pour tout (t, x) ∈ [0, T ∗] × R .

◮ On montre que la densit é du changement de probalit é Zθ s’ écrit pour tout

t ∈ [0, T ∗] par

Zθ
t = exp

{∫ t

0

θ(s)dLs −
∫ t

0

Φ(θ(s))ds
}
.

◮ On peut proc éder par une autre approche et d éfinir le changement de

probabilit é directement par la forme de la densit é (et non en partant du couple

(β, Y )). Par exemple, on peut se placer directement dans le cadre de la

transform ée d’Esscher . . .
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Transformation d’Esscher
◮ L un processus de L évy de mesure de L évy F et tel que sa log-transform é

de Laplace Φ : u 7→ log(E[euL1 ])) existe autour de z éro.

◮ θ : [0, T ∗] → R mesurable telle que
R

|x|>1
exp[sups |θ(s)| |x|] F (dx) < ∞ .

◮ On appelle transformation d’Esscher le changement de probabilit é param étr é

par θ passant de P à P̃ θ avec la densit é Zθ
t =

dP̃ θ
t

dPt
de la forme :

Zθ
t = exp

{ ∫ t

0

θ(s)dLs −
∫ t

0

Φ(θ(s))ds

}
∀t ∈ [0, T ∗] .

◮ En particulier si L est un L évy de type NIG tel que L1 ∼ NIG(α, β, δ, µ)

Φ(u) = uµ+ δ
(√

α2 − β2 −
√
α2 − (β + u)2

)
∀ |β + u| < α ,

et la fonction θ doit v érifier la condition suivante :

|θ(t)| < α et |θ(t) + β| < α ∀t ∈ [0, T ∗]
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Caract ère martingale de (Zθ
t )0≤t≤T ∗

◮ Si (Gt)0≤t≤T∗ est un PAI alors eGt/E[eGt ] est une martingale

On remarque que E[eGt |Fs] = E[eGt−GseGs |Fs] = E[eGt−Gs ]eGs .

Par cons équent E

[
eGt

E[eGt ]
|Fs

]
=

E[eGt |Fs]

E [E[eGt |Fs]]
=

eGs

E[eGs ]
.

◮ Soit u : [0, t] → R mesurable born ée telle que Φ(u(s)) est bien d éfinie pour

tout s ∈ [0, t] alors

E

[
exp

{∫ t

0

u(s)dLs}
]

= exp{
∫ t

0

Φ(u(s))ds} où Φ(u) = log E[euL1 ] ,

◮ Les 2 propri étés pr écédentes appliqu ées à Zθ
t = eGθ

t /E[eGθ

t ] avec

Gθ
t =

∫ t

0

θ(s) dLs , pour tout t ∈ [0, T ]

induisent le caract ère martingale de (Zθ
t )0≤t≤T∗ .
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Condition d’existence d’une probabilit é risque neutre

◮ P̃ θ ∼ P sur [0, T ∗] de densit é Zθ

◮ Supposons que θ vérifie pour tout T ∈ [0, T ∗] et pour tout t ∈ [0, T ] :

|θ(t) + σ(t, T ) + β| < α

◮ Alors les processus (F (t, T ))t∈[0,T ] sont des martingales sous P̃ θ, pour

toute maturit é T ∈ [0, T ∗], si et seulement si la condition de d érive suivante

est v érifi ée :

m(t, T ) = Φ(θ(t)) − Φ(σ(t, T ) + θ(t)) .
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Loi de L sous la nouvelle probabilit é
◮ Objectif : identifier les caract éristiques de la semimartingale L sous P̃ θ

Φ̃t(u) = log
[
Ẽ

[
exp(uLt)

]]
= log

[
E

[
exp(uLt)Z

θ
t

]]

= log

[
E

[
exp(uLt) exp(

∫ t

0

θ(s)dLs)
]

exp(−
∫ t

0

Φ(θ(s))ds)

]

On obtient finalement, Φ̃t(u) =

∫ t

0

[
Φ(θ(s) + u) − Φ(θ(s))

]
ds .

On rappelle que Φ(u) = ub+
u2

2
c+

∫
(eux − 1 − uxI|x|≤1)F (dx) .

◮ On en d éduit les nouvelles caract èristiques de L sous P̃ θ :




b̃t = b+ cθ(t) +
∫
|x|≤1

x(F̃t(dx) − F (dx))

c̃ = c

F̃s(dx) = eθ(s)xF (dx) , ∀x ∈ R .
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Etude sous la nouvelle probabilit é

◮ Transformation de la mesure des sauts à chaque instant t ∈ [0, T ∗] F se

transforme en F̃ tel que

F̃t(dx) = eθ(t) F (dx) = e(β+θ(t))x δα

π|x|K1(α|x|)dx pour tout x ∈ R .

◮ Si la fonction θ est constante par morceaux sur chaque heure :

∀t ∈ [tn, tn+1[ θ(t) = θn

◮ Alors le changement de probabilit é se traduit sur la mesure de L évy par une

translation du param ètre d’asym étrie :

β −→ β + θn

◮ Conclusion : on montre que sous P̃ θ

Ltn+1
− Ltn

∼ NIG(α, β + θn, δ, µ)
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Calage des param ètres du mod èle

◮ Calage des param ètres historiques à partir des donn ées de prix spot

ST = F (T, T ) = F (0, T ) exp{M(T, T )+XT} , avec XT =

∫ T

0

e−a(T−s)dLs .

• Les param ètres (a, σ) sont cal és par moindres carr és

• Les param ètres (α, β, δ, µ) NIG sont cal és par maximum de vraisemblance

◮ Calage de la condition de d érive i.e. du changement de probabilit é à partir de

la courbe de prix à terme initiale reconstruite (F (0, T ))T∈[0,T∗] et de la

saisonnalit é (DT )T∈[0,T∗] estim ée sur le spot

M(T, T ) = − log

(
F (0, T )

DT

)
car DT = E[logST ]

=

∫ T

0

m(s, T ) ds =

∫ T

0

[
Φ(θ(s)) − Φ(σ(s, T ) + θ(s))

]
ds .
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Transformation des param ètres α et β

Soit L un processus de L évy de type NIG sous P

L1 ∼ NIG(α, β, δ, µ)

◮ Il existe une probabilit é P̃
loc∼ P telle que L soit encore un processus de

Lévy de type NIG de param ètres (α̃, β̃, δ̃, µ̃) sous P̃ ssi





δ̃ = δ

µ̃ = µ
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Calage de la condition de d érive

◮ Calage de θ tel que log
(

F (0,T )
DT

)
=

∫ T

0

[
Φ(σ(s, T ) + θ(s)) − Φ(θ(s))

]
ds
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Prix d’options europ éennes sur spot

◮ Comparaison avec le mod èle gaussien pour diff érents prix d’exercice et

maturit és

• Prix à terme de 40 Euros
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Smile de volatilit é

◮ Smile de volatilit é pour diff érentes maturit és
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Conclusions et perspectives

◮ Conclusions

• La repr ésentation des pics de prix demande le recours des mod‘eles

comlexes qui posent des difficult és num ériques notamment pour la

valorisation

• Incompl ètude du march é : quel paradigme pour la valorisation ?

• Impact de l’approximation horaire de la courbe de prix à terme ?

◮ Perspectives autour du mod èle NIG

• Comparaison des prix fournis par le mod èle NIG à des prix de r éférence

• Test sur des options de type swing en dehors de la monnaie

• Recherche d’une couverture associ ée
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de Freiburg, 2003

N. OUDJANE - EDF/R&D/OSIRIS - ENPC - 9/02/2009 72


