Mesures de risques en finance (M2)

Mercredi 10 Décembre 2008 (9h00-11h00)

Seul document autorisé : une feuille manuscrite recto verso.

Exercice 1 (MESURE DE RISQUE).
Soit (£2, F,P) un espace probabilisé. Soit o €]0, 1[. On considere la mesure de risque p,, définie
sur L>®(P) = {X € F; il existe M €]0, 00| tel que P(|X| < M) =1} par

pa(X) = E[X[X = VaRo (X)),

ou VaR,(X) est le quantile d’ordre « de la loi de X. On désire étudier les propriétés de la
mesure de risque p,. (On rappelle que AVaR,(X) > po(X) en général avec égalité si P(X >
VaRy (X)) =1—-a.)

1. Montrer que p,, est :
(a) invariante par translation (po (X +m) = pa(X) + m pour m € R);
(b) positivement homogene (po(AX) = Apa(X) pour A > 0);
(c) invariante pour la 10i (pn(X) = pa(Y) si X et Y ont méme loi).
2. pa est-elle pertinente (po(14) > 0si P(A) >0)7?
3. Montrer, sous certaines hypotheses sur (€2, F,P) que 'on précisera, que p,, n’est pas conti-
nue par dessus : i.e. trouver une suite de variables aléatoires (X,,,n > 1) qui décroit vers
X mais telle que (po(Xy),n > 1) ne décroisse pas vers pq(X).
4. En considérant X, une variable aléatoire a valeurs dans {0,1,2}, et Y = X + 1;x_,
montrer que p, n’est pas une mesure de risque monétaire.
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Exercice 2 (DOMAINE D’ATTRACTION DES LOIS DE VALEURS EXTREMES).
On note H (¢) la fonction de répartition de la loi de valeurs extrémes généralisée d’indice £ € R :

H¢(x) = e*(lﬁz’:)ﬂ/&7 sil+&x>0.

Soit (X,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de fonction de
répartition F. On pose M, = maxi<;<n X;.

1. On suppose que F est la loi béta de parametre (a,b) €]0, +00[%. Sa densité est donnée par
Fl(x) = B(a’a b)ilxail(l - x)bill}o,l[(x)’

ou ((a,b) est la constante de normalisation. Trouver, en fonction de a et b, une suite
((an,by),n € N*), avec a, > 0, et £ € R telle que la suite ((M,, —by,)/an,n € N*) converge
en loi vers la loi de fonction de répartition H.

2. On suppose qu'il existe suite ((an,by),n € N*), avec a,, > 0, et £ € R telle que la suite
((My, = by)/an,n € N*) converge en loi vers la loi de fonction de répartition He. On note
(X(1,n) -+ > X(nn)) la statistique d’ordre (croissante) de (Xi,...,X,). On pose My, =
X(n—kn), de sorte que Mo, = My. Soit k fixé. En considérant, S5, = Yo Lix>anztbn}
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3.

avec € R, montrer que ((My,, — by)/an,n € N*) converge en loi vers la loi de fonction

de répartition
k

1

He(x) ) — (= log(H(2)))".
r=0

Vers quelle loi de valeurs extrémes généralisée converge le maximum renormalisé de va-

riables aléatoires indépendantes de loi binomiale de parametre (n,p) € N*x]0, 1[.

A

Exercice 3 (MESURE DE CONCORDANCE 3 DE BLOMQVIST).
Soit X et Y des variables aléatoires ayant les fonctions de repartition continues F' et G et soit
C l'unique copule de (X,Y). La mesure de concordance appelée 5 de Blomqvist est définie par

Axy =P((X —2)(Y =) > 0) - P((X —2)(Y —§) <0),

ou Z est la médiane de X, c’est-a-dire, un nombre tel que F(Z) = %, et 7 est la médiane de Y.

1. Montrer que Bx y ne dépend que de la copule C'. Donner son expression en fonction de C'.

2. Soit (X,Y) un vecteur gaussien de corrélation p. Calculer Bx y.

3. Dans cette question on cherche a utiliser la connaissance de Bxy pour obtenir des bornes
plus précises sur la copule de (X,Y") que les bornes de Fréchet usuels max(u +v —1,0) <
C(u,v) < min(u,v). Soit Bx,y = 8. On pose § = C(3,3) = %. On pose : pour

1 1
u € |0, 5],1} € [o, 5] : Cy(u,v) =min(u,v,6), Cr(u,v) =max(0,u+v—1+6);
1 1 1 1
u € [0, 5],1} € [5, 1]: Cy(u,v) = min(u,v — 5T 0), Cr(u,v)=max(0,u+v—1u— 5T 0);
1 1 1 1
u € [5,1],0 € [o, 5] : Cy(u,v) = min(u — 5 +6,v), Cr(u,v) =max(0,u+v—1v— 5t 0);
1 1
u € [5, 1],v € [5, 1]: Cy(u,v) = min(u,v,u+v—1+80), Cr(u,v)=max(d,u+v—1).
Montrer que :
Cr(u,v) < C(u,v) < Cy(u,v), (u,v) €[0,1).
On se contentera de démontrer la borne supérieure, la démonstration pour la
borne inférieure étant similaire.

4. De la question 3 déduire les bornes sur le p de Spearman du couple (X,Y’) en fonction
de son  de Blomqvist (commencer par calculer la borne supérieure; la borne inférieure
s’obtient ensuite par symétrie).

5. On considere une option sur le minimum des actifs S' et S? de pay-off h(S%,S%) =

(K —min(S4, 52))*. On suppose que les fonctions de repartition risque-neutres F et G de

S1 et S2 ont été calibrées sur les prix d’options européennes sur S' et S2, et que le 5 de

Blomqvist de S' et S? a été estimé sur les données historiques.

— Donner 'expression du prix p de 'option en fonction de F', G et de la copule risque-
neutre C de S! et S2.

— En supposant que la valeur de § est la méme sous la probabilité risque-neutre et sous
la probabilité historique, donner les bornes sur p en fonction de la valeur de § (on ne
demande pas d’obtenir ’expression explicite).
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Correction

Exercice 1 (MESURE DE RISQUE).

1. La mesure de risque VaR,, est invariante par translation, positivement homogene et inva-
riante pour la loi. On en déduit que p, vérifie les mémes propriétés.

2. Comme VaR,(14) € {0,1} pour tout o €]0,1], on en déduit que, pour X = 14, on a
Xl{XZVaRa(X)} = 1A et ]P(X > VaRa(X)) = ]P(A) + ]P’(Ac)]_{aglp(Ac)}. On a donc

Pa(14) = Lia<p(ae)}P(A) + Liaspac))-

3. Il suffit de prendre une suite décroissante d’événements (A,,n € N) telle que P(4,,) >
1 —aetlim, oo P(A,) =1 —a. On a alors lim, o0 pa(la,) =1 >1—a = pa(1la), oit
A = lim,, ., Ay. Il est important de remarquer qu’une telle suite n’existe pas si {2 possede
un nombre fini d’atomes dont la probabilité totale est 1 (dans ce cas, il est facile de vérifier
que p, est continu par dessus).

4. OnaY > X. Onsuppose 0 <P(X =0) <a<P(X <1)<1. Alors on a

P(X = 2)

X) = >14+P(X =2) =po(Y).
La mesure de risque p, n’est donc pas croissante. Ce n’est pas une mesure de risque

monétaire.

A

Exercice 2 (DOMAINE D’ATTRACTION DES LOIS DE VALEURS EXTREMES).

1. Pour z €]0,1/2], on a F'(1 — 1/x) = B(a,b) (1 — 1/2)? lz!=b = 2'7PL(x), on L est
une fonction & variations lentes. On pose F'(z) = 1 — F(x). On déduit des propriétés des
fonctions a variations lentes que

1 d

F'(u) du = /OO F'(1-1/v) v—;} = /OO v L(w) dv ~ %x_bL(b).

T

Fl-1/z) = /

1-1/x
Ceci implique que F' est dans le domaine d’attraction de la loi de Weibull de parametre b
autrement dit dans le domaine d’attraction de la loi H_; ;. On pose a,, =1 —F~1(1-1/n)
et b, = 1. La suite ((M,, — by)/an,n € N*) converge en loi vers W de loi de Weibull de
parametre b. Comme b(W +1) est de loi H_ ,, on en déduit que la suite (M, —b},)/ay,,n €
N*) converge en loi vers la loi de fonction de répartition H_; 3, ot a, = ay /b et b, = by—ay,.

2. On pose F(z) = 1 — F(z). La variable S,, est de loi binomiale de parametre (n,p, =
F(anz + by,)). Par hypothese lim,_oo np, = —log He(x). On en déduit (en utilisant par
exemple les fonctions caractéristiques) que S,, converge en loi vers la loi de Poisson Z de
parametre § = —log He¢(x). En particulier, comme {S,, < k} = {(My,, — bn)/an < x}, on
& k

lim P((Myy — bn)/an < 2) = lim P(S, <k)=P(Z<k) =)
n—oo

n—0o0



On déduit donc que ((My, — by)/an,n € N*) converge en loi vers la loi de fonction de

répartition
k

He(w) 3 (-~ log(H(x)
r=0

3. Aucune, car le maximum d’une nombre suffisament grand de variables est constant et vaut
n.

A

Exercice 3. 1. En utilisant la continuité de X et Y,

Bxy =2P[(X —2)(Y —g) > 0] -1
=2P[X-2>0,Y—-¢g>0/+2P[X -2<0,Y —g<0]—1
=2(1+2P[X <Z,Y <§|-PX<F-PY<j)-1
=2(1+2C(F(2),G(y)) — F(2) — G(y)) — 1

11
(L)

2. On peut supposer sans perte de généralité que X et Y sont des v.a. gaussiennes centrées
reduites, et donc & = 7 = 0. Comme dans le cours, on pose ¢ = arcsinp € [-3,5]. On a
alors,

Byy =2P[XY > 0] —1=4P[X >0,Y > 0] - 1
=4P[X > 0,Xsin¢p+ Zcos¢ > 0] — 1,
ou Z est indépendant de X et de loi N(0,1). On a alors

X Z
< , > 4 (sin @, cos P),
VX2+ 272 VX2 + 22

ou @ est une v.a. uniforme sur [—m, 7]. On en deduit

Bxy =4P[sin® > 0,cos(® — ¢) > 0] — 1
_2_2

:4P[‘1>€[0,7T]ﬂ[¢—g,¢+g]]—1 - —%arcsinp.

Pour la copule gaussienne, le § de Blomqvist coincide donc avec le 7 de Kendall.
3. Nous demontrons la borne inférieure, la preuve pour la borne supérieure étant similaire.
Soit (U, V) deux variables uniformes sur [0, 1] ayant C' comme fonction de repartition.
(a) Soit (u,v) € [0,3]2. Comme C(u,v) = P[U < u,V < v, elle est croissante en
chacun de ses arguments, d’ou C(u,v) < C(%, %) = 6. Combinant cela avec la borne
supérieure de Fréchet, on a C'(u,v) < min(u,v,0) = Cy(u,v).

(b) Soit (u,v) € [3,1]%. Alors
C(u,v) = PlU >u,V>v]—1+u+v

1 1

11
:C<§,§>—1—|—u+v:9—1+u—|—v.
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F1G. 1 — Support de la copule Cy.

En utilisant la borne de Fréchet, on en deduit C(u,v) < min(u,v,0 — 1+ u+v) =
Cu(u,v).

(c) Soit (u,v) € [0, 3] x [, 1]. En utilisant (3b), on a C(u,v) < C(3,v) <v+6—1, don
C(u,v) < min(u,v + 60 — 3) = Cy(u,v).

(d) Le cas (u,v) € [£,1] x [0, 3] découle du cas précedent par symétrie.

4. Le p de Spearman est donné par
p=12 C(u,v)dudv — 3 = 12/ wvdC(u,v) — 3,
[0,1]2 [0,1]2

d’ou
12/ wodCr(u,v) —3<p< 12/ wvdCy (u,v) — 3.
[0,1) [0,1)2

Le support de la mesure dCp; est présenté sur le graphique 1. On en déduit que

6 %
/[071}2 f(u’ U)dC(u, U) = A f(U, u)du + /6 f(u’ u+ % _ a)du

1-0 1 1
—|—/ fluy,u — =+ 0)du + flu,u)du
1 2 1-6

pour toute fonction f(u,v) (pour verifier cela directement, prendre f(u,v) = ly<ugv<uvo)-



D’ou

0 i 1 1-0 1 1
/ wvdC(u,v) = / u?du + / u(u+ = —0)du + / u(u — =+ 0)du + / u?du
[0,1]2 0 0 2 1 2 1-6

et donc

3 3
ﬂﬁl—ﬁ(l—ﬁ)-

En remarquant que p(X,-Y) = —p(X,Y) et B(X,-Y) = —[(X,Y), on en déduit direc-

tement que

3
1 3 1<),
16( + 5) <p

5. Le prix p vérifie

p=e¢"TE[(K —min(S},S3) ] = e TE /R Linin(s}.,53)<o< i @0
K K
=B [ (1= 1g15,25,)de = 6_TT/ (1~ P[S} > @, 57 > a])dx
K
_ T / (F(z) + G(z) — C(F(z), G(x)))dz.

De la question 3 on déduit

—rT K _
e / (F(z) + G(x) — Cy(F(z),G(x)))dx

—00



