Mesures de risques en finance (M2)

Mercredi 6 Janvier 2010 (9h00-11h00)

Seul document autorisé : une feuille manuscrite recto verso.

Exercice 1 (MESURES DE RISQUES).
Soit p € [1,00[. On rappelle que I'application X — || X||, = E[| X [P]'/? définie sur I'ensemble des
variables aléatoires bornées est une norme. On note x4 = max(0, z). Soit « €]0, 1]. On considére
la fonction p(X) = E[X] + a [[(X — E[X]) 4],

1. Montrer que p est sous-additive.

2. Montrer que p(X) <0si X <0.

3. La fonction p est-elle une mesure de risque monétaire 7 Est-elle une mesure de risque

cohérente ?
AN

Exercice 2 (LOI DES VALEURS EXTREMES POUR VARIABLES GAUSSIENNES DEPENDANTES!).
On rappelle les éléments suivants :
~ Si ¢ est une fonction intégrable définie sur R? sa transformée de Fourier est (p(t) =

/ ') o(x) dx, ot (-,-) désingne le produit scalaire sur R%. Si ¢ est intégrable, alors on
Rd
peut inverser la transfomation de Fourier :
, dt
— —i(t,x) » ¢ )
o) = [ e o)

— La densité du vecteur gaussien (X,Y) de R? tel que E[X] = E[Y] = 0, Var(X) = Var(Y) =
let p=Cov(X,Y) € [—1,1] est

1 2 4 y% — 2pxy

foz,y;p) = ———= exp—
( ) 21y/1 — p2 2(1-p?)

Soit (X,,,n € N*) un processus gaussien centré réduit non dégénéré : pour tout n € N¥
(X1,...,X,) est un vecteur gaussien possédant une densité, E[X,,] = 0 et Var(X,) = 1. On
note p;r = Cov(Xj, Xi) et fo(x1, - ,2n, Ry) la densité de (Xq,...,X,), ot Ry, = (pjr 1 <
Jj<k<mn).

1. Montrer en utilisant la transformée de Fourier de f, que pour j # k,
apj’kfn = avja:kan

2. Montrer que pour j # k,

aﬂj,kP(Xl <z1,..,Xp <my) = / fn(zjk) H le<ai dz;, (1)
R ig{j.k}

ot 2% = (z1,..., 2,) avec zj = xj et 2z = Xy,

1S. M. Berman. Limit Theorems for the Mazimum Term in Stationary Sequences. Ann. Math. Statist. Vol. 35,
N.2 (1964), pp. 502-516.



3. Montrer que pour j # k,
0 <0, P(Xy <m1,..., X, <) < folzj, 215 pjik)-

4. Soit c € R et r € [0,1[. Vérifier que fa(c,¢; p) < fa(c,¢;r) pour tout p € [—r, 7).

Soit (Y,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne

centrée réduite (E[Y,] = 0 et Var(Y,) = 1). On pose a, = 1/4/2log(n) et b, = y/2log(n) —
% an(log(log(n)) + 4). On rappelle que (maxj<y<y Yy, — by) /a, converge vers en loi vers la loi
de Gumbel.

5. Montrer en utilisant (1) que

P(X1<c....Xn <o) —PYi<c,....Y, <ol < Y pjal falecilpjnl).
1<j<k<n

6. Montrer qu’il existe une constante dépendant de x € R telle que pour tout n > 2, on a,
avec ¢, = anx + by,

f2(cn7 Cn, ’p’) < \/%n2/(1+p) log(n)l/(lJr‘p‘).
—p

On suppose que la suite (X,,,n € N*) est stationaire : autrement dit il existe (p,,n € N) tel que
Pjk = p|j—k pour tout j,k € N*.

7. Montrer que si

n—1
tim > [yl (n = 3)(1 = py) 20>/ 0D tog () /D = o, ©)
alors (maxj<g<n, Xi — by) /ay, converge vers en loi vers la loi de Gumbel.

8. Vérifier que si les conditions ) ;. [p;| < 400 et il existe 6§ € [0, 1] tel que |p,| < & pour
tout n € N* sont vérifiées, alors la suite (max;<x<n Xi — by) /a, converge vers en loi vers
la loi de Gumbel.

La condition (2) est satisfaite dés que la corrélation p, décroit assez rapidement vers 0. Par
exemple, on peut vérifier que la condition (2) est satisfaite des que lirf pnlog(n) = 0 ou des
n—roo

que Z p2 < +oo. A
neN*



Merci de rédiger I’exercice 3 sur une feuille séparée.

Exercice 3 (LA FAMILLE DE COPULES DE BERTINO?).

Les différentes questions sont indépendantes.

1. Soit C une copule et §(u) = C(u,u) pour u € [0,1]. Montrer que

6(1) =1; (3)
0<6(t)<t, 0<t<I; (4)
0 < 6(ty) —(t) < 2(ty —t1), 0<t; <ty <1. (5

2. Soit § : [0,1] — [0, 1] une fonction vérifiant les propriétés (3)—(5). On définit la fonction
Bs :[0,1]? — [0, 1] par

u— ug;{t —4i(t)}, u<w

v — U%rtliu{t —4(t)}, v<u.

Bs(u,v) =

(a) Montrer que pour tout u € [0, 1], Bs(u,0) = Bs(0,u) = 0 et Bs(u,1) = Bs(1,u) = u
et que pour tout u,v € [0,1]?, Bs(u,v) = Bs(v,u).

(b) Pour tout rectangle [u1,us] x [v1,v2] C [0,1]? on définit
V([ur, ug] x [v1,v2]) := Bs(ua, va) + Bs(u1,v1) — Bs(u1,v2) — Bs(uz,v1).
Montrer que pour tout u,v avec 0 <u < v <1,

V([u,v]?) = 6(u) + 6(v) — 2u +2 inf (t— 5(t)).
te|u,v]
En déduire que V ([u, v]?) > 0.

(c) Montrer que pour tout uj,ug,v1,vs avec 0 < u; < ug < v1 < vy < 1, V([ug,ug] X
[v1,v2]) > 0. En déduire que pour tout uj, ug,v1,v2 avec 0 < up <ug <let 0 <wvy <
ve < 1, V([ug, uz] X [v1,v2]) > 0 et que donc By est une copule.

(d) Soit C une autre copule telle que C(u,u) = d(u). Montrer que C(u,v) > Bs(u,v)
pour tout u,v € [0,1]2.

3. Calculer Bs pour §(t) =t et 6(t) = (2t — 1)T et interpreter les résultats.
4. (a) Soit U,V des variables uniformes sur [0, 1] ayant C' comme fonction de repartition et
u € [0,1]. Montrer que Plmax(U, V) < u] = C(u,u).

(b) Soit St et S? deux actifs tels que Sk et SZ ont la méme fonction de repartition
F supposée contiunue. Soit G la fonction de repartition de maX(S%, S%) Donner la
borne supérieure pour le prix de 'option sur spread de pay-off (S%—S%—K )+ sachant
FetG.

JAN

2Fredricks G. A. and Nelsen R. B. (2002), The Bertino family of copulas. In : Cuardas C. M., Fortiana J.,
Rodriguez Lallena J. A. (eds.) Distribution with given marginals and statistical modelling, Kluwer, Dordrecht,
pp. 81-92.






Correction

Exercice 1 (MESURES DE RISQUES).

1. La fonction p est sous-additive car x — x4 et [|-[|, sont sous-additives.
2. X —E[X] < —E[X] donc (X —E[X])+ < -E[X] et p(X) < (1 —a)E[X] <0.

3. p est positivement homogene, invariante par translation et sous-additive. Pour montrer que
p est une mesure de risque monétaire (cohérente car elle est sous-additive et positivement
homogene), il suffit de vérifier que p est monotone. Soit X <Y. On pose Z =Y — X > 0.
On a par sous-addtivité et la question précédente :

p(X) =p(Y = Z) < p(Y) + p(=2) < p(Y).

JAN

Exercice 2 (LOI DES VALEURS EXTREMES POUR VARIABLES GAUSSIENNES DEPENDANTES).

1. On a f,(t, Ry) = e~ ¥/2 oit ¥ est la matrice de covariance de (X1, ..., X,). Il est facile
de vérifier a I’aide du théoreme de convergence dominée que les interversions de dérivations
et d’intégrations qui suivent sont légitimes. On a

» dt
(9pj’kfn(x;R p]k /n i(tz) —(t,5¢t) /2

2m)
dt
_ L) o2 _dt
/ . Orin® (2m)"
_ / bty emitte) g=(emn/2 AL
Rn (2m)
dt

_ 8J¢j axk e—i(t,x) e—(t,Zt)/Q

R

0,0, / o-ilta) o—(tzt2 4t

J n

2. On déduit de la question précédente
Op; P(X1 <2150, Xy <) = / Op; i frl2; Ry) dz
’ 21<Z1,..,2n<Tn ’
= / 3xj8$kfn(z;Rn) dz
21<Z1,..,2n<Tn

:/R”—Q fn(zjk) H 1{zi§mi} dz;.

i¢{j,k}



3. Comme f,, est positive, on déduit de (1) que 0 < 0, ,P(Xy < z1,..., X, < ). On a
d’apres (1) que

0P S Xy Sa) = [ ) T tesey
7 -]7

< /n2 fn(zj’k) H l{zi<+oo} dz;
R ig{j.k}
= falxj, x; pjik)-

1 /) (6)

f2(ca (6 P) = QWM _2 .

Pour p € [—7r,7], on a /1 —p2 > VI —7r2 et 1/(1 +p) > 1/(1 + 7). On en déduit que
fa(e, 5 p) < falc, ¢ r) pour tout p € [—r,7].

5. OnaP(Y1<c¢,...,Y, <¢) = [pn fal#;0)1 (5, <c. . z.<cp do. On en déduit que

P(X;<¢ ..., Xp<c¢)=PY1 <g,...,Y, <o)

1
/ </ O fn(x;tRy) dt> Lo <c,.an<cy AT
R™ 0

1
= /]R / ij,kapj,kfn(x;tRn) dt l{mlgc,...,mngc} dx

O j#k
1
< Z |pj,k|/ dt apj,k/ fn(x;tRn) 1{x1§c7...,xn§c} dr
. 0 Rn
J#k
1
< Z ’Pj,k\/ dt fac,c,tpjr)
Gk 0
<D Ipil faleseslpixl),
J#k

ol 'on a utilisé la réponse a la question 3 pour la deuxiéme inégalité et la réponse a la
question 4 pour la troisieme.

6. On a c2 > 2log(n) — log(log(n)) + C’ ott C' est une constante qui ne dépend pas de n. Le
résultat est alors immédiat en utilisant (6).

7. On a

lim P(max Yy <¢,) = lim P((lrgkaéc Yi —bp)/an < ) = e~ P2

n—+oo  1<k<n n—+o0o



D’apres ce qui précede, on a

P X —0b < —P Y. <
((121]2(” k n)/an < cn) (1r§nl?§Xn & < cn)

< Z |pj7k| fa(cn, cn, |Pj,k|)
J#k

n—1
— Z |pj|(’l’L —]) f2(cnacna |10j|)

j=1
n—1
< CZ lpjl(n— 7)1 — p‘?)*l/?n*?/(lJﬂﬂj‘) 10g(n)1/(1+\pj\)
J=1

On en déduit que si (2) est vérifiée, alors

. _ < _ 7exp(fm).
lim P((lrgnl?anXk bp)/an < x) =e

n—-+o00

Donc la suite de terme général (max;<x<n Xi — byn) /a, converge vers en loi vers la loi de
Gumbel.

8. On a

n—1
Z pjl(n —5)(1 — pj)—l/Zn—Z/(H\pjl) 10g(n)1/(1+\pj\)
j=1

n—1
< (1= 8%) 2= (=009 Log(n) 37 [,
j=1

La condition (2) est donc satisfaite et la suite (max;<x<n X — by) /a, converge donc vers
en loi vers la loi de Gumbel.

A

Exercice 3 (LA FAMILLE DE COPULES DE BERTINO).

1. L’équation (3) est évidente ; ’équation (4) est une conséquence de la borne supérieure de
Fréchet. Par définition de la copule on obtient que §(¢) est croissant. Soit (U, V') un couple
de variables aléatoires uniformes sur [0, 1] ayant C' comme fonction de repartition.

d(ta) — 0(t1) = Clta,ta) — C(t1,t1) = PU < t9,V < tg] = P[U < 1,V < t4]
<SPt SU S ta] + Pty <V <t
=2ty — t1).
2. (a) B;(0,u) = —info<p<y{t — ()} = 0 car t — §(t) > 0 pour tout ¢t € [0,1] et §(0) = 0.
Bs(u,1) = u — inf,<;<1{t — 6(t)} = u parce que §(1) = 1. La symétrie est évidente.

(b) Par définition de Bs, on a que Bs(u,u) = 0 ce qui implique directement la formule
pour V ([u,v]?). Soit t* le point ot1 I'infimum est atteint. On a

V([u,v)?) = 6(u) 4+ 6(v) 4+ 2(t* — u) — 26(t*)
=0(u) —0(t*) +d(v) —d(t") + 2(t —u) > 6(u) = 5(t") +2(t —u) >0
par la propriété de Lipschitz de 6.



3.

4.

(¢) On a par symétrie et sous '’hypothese uy < ug < vy < vy :
V([u1, ug] x [v1,v2])
= %{V([ulaw]z) — V([ur,01]*) = V([ug, va]? + V ([uz, 1]*))}
= inf (t—46(t))— inf (¢t—4(t))

tE[ul,vg] te[ul,vl}
~ inf (E—8(6)+ inf (¢ —6(t)).
tE[ug,vg] tE[ug,vl}

Puisque u; < up < v1 < wg, on a soit infyepy, 4,)(t — 6(2)) = infiepy, 0, (t — 0()) soit
Infiefuy 0] (= 0(t)) = infycpyy 0] (t — 0(2)). Dun autre coté, puisque [ug, v1] C [u1,v1]
et [uz,v1] C [uz,v2],
inf (t—0(¢t)) > inf (t—0(t)) et inf (t—0(t)) > inf (¢t —0(t)).
teug,v1) t€u,v1) teug,v1] t€ u2,v2)

Ensemble, ces observations impliquent que V' ([ug, us] X [v1, v2]). Puisque tout rectangle
dans [0, 1]2 peut étre representé comme 1'union des rectangles avec u; < ug < v; < v
et des carrées de la forme [u, v]?, on a que B est une fonction croissante en 2 dimension
et donc une copule.

(d) Pour fixer les idées, prenons u < v. Soit U,V un couple de v.a. uniformes ayant C
comme fonction de repartition. On a alors pour tout ¢ € [u, v]

u—t+Ct,t)=PU<t,V<t]|-Pu<U<t]<P[U<u,V <],

d’ou le résultat en prenant le sup sur tous les ¢ € [u, v].

Pour 6(t) = t on a Bs(u,v) = min(u,v). C'est la borne supérieure de Fréchet. Pour
5(t)=(2t—1)" on a
1
t, t< =
t—o(t) = 2
1—-¢, t> =
» 1> 3

Supposons que u < v pour fixer les idées. Siu < % et v < % on a Bs(u,v) = u—min(u,v) =
0.Siu<3etv>1 onaBs(uv)=u—min(ul—v)=max(0,u+v—1). Siu>1et

v >3 ona Bs(u,v) =v—min(l —u,1 —v) =max2u—Lu+v—1) =u+v—1 Au

final, Bs(u,v) = (u+ v —1)T. C’est la borne inférieure de Fréchet.
(a) On a directement Plmax(U, V) < u] =P[U <,V <u] = C(u,u).
(b) Les variables U := F(SL) et V := F(S2.) sont des variables uniformes sur [0,1] et

Plmax(U, V) < u] = Plmax(F~Y(U), FY(V)) < F~ Y (u)] = G(F~(u)).

La copule C' de Silp et S% est donc bornée inférieurement par la copule de Bertino By
avec 0(u) = G(F~1)(u). Par la formule du cours, le prix de 'option sur spread vérifie

p=e¢ T /OO{F(x —K)-C(F(x — K),F(z))}dzx
K

<e T /KOO{F(x — K) — Baop—1(F(z — K), F(z)) }dz.



