Chapitre 2

Lois de valeurs extrémes

Le 1°"Février 1953, lors d’une forte tempéte la mer passe par-dessus plusieurs digues aux Pays-Bas,
les détruit et inonde la région. Il s’agit d’un accident majeur. Un comité est mis en place pour étudier
le phénomene et proposer des recommandations sur les hauteurs de digues. Il tient compte des facteurs
économiques (coiit de construction, coiit des inondations,...), des facteurs physiques (rdle du vent sur
la marée,...), et aussi des données enregistrées sur les hauteurs de marées. En fait il est plus judicieux
de considérer les surcotes, c’est-a-dire la différence entre la hauteur réelle et la hauteur prévue de la
marée, que les hauteurs des marées. En effet, on peut supposer, dans une premieére approximation, que
les surcotes des marées lors des tempétes sont des réalisations de variables aléatoires de méme loi. Si
on regarde les surcotes pour des marées de tempétes séparées par quelques jours d’accalmie, on peut
méme supposer que les variables aléatoires sont indépendantes. L’étude statistique sur des surcotes a
pour but de répondre aux questions suivantes :

— Soit ¢ €]0, 1] fixé, trouver h tel que la probabilité pour que la surcote soit supérieure & h est q.

— Soit g €]0, 1[ fixé, typiquement de I'ordre de 102 ou 10~%, trouver & tel que la probabilité pour

que la plus haute surcote annuelle soit supérieure a h est gq.
Nous recommandons la lecture de Particle écrit par de Haan [4] sur ce cas particulier.

Si F' désigne la fonction de répartion de la loi des surcotes (F'(x) est la probabilité que la surcote
soit plus petite que ), alors dans la premiére question, h est le quantile d’ordre p = 1 — ¢ €]0,1[ de
la loi des surcotes : h = inf{x € R; F(z) > 1 — ¢}. Bien siir la loi des surcotes et donc les quantiles
associés sont inconnus.

Pour simplifier ’écriture on notera z, = x, le quantile d’ordre p = 1 — ¢. Il existe plusieurs
méthodes pour donner un estimateur &, (resp. Z;) de x,, (resp. z4). Nous en présentons trois familles :
Pestimation paramétrique, les quantiles empiriques et I'utilisation des lois de valeurs extrémes.

Estimation paramétrique. Supposons que l'on sache a priori que la loi des surcotes appartient a
une famille paramétrique de lois, par exemple la famille des lois exponentielles. Bien sir la vraie valeur
du parametre est inconnue. Le quantile d’ordre 1 — ¢ de la loi exponentielle de parametre A > 0 est
donné par z, = —log(g)/A. Dans ce modele élémentaire, on observe que I'estimation du quantile peut
se réduire & 'estimation du parametre A\. On peut vérifier que si (Xg, k > 1) est une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre A > 0, alors 'estimateur du maximum
de vraisemblance de 1/X est donné par la moyenne empirique : %22:1 Xj. De plus cet estimateur

lo "
est convergent d’apres la loi forte des grands nombres. On en déduit que 2, = —ﬂ ZXk est
n
k=1
un estimateur convergent de z, : p.s. lim,—o £ = 24. Ces résultats semblent satisfaisants, mais

ils reposent tres fortement sur le choix initial de la famille paramétrique. Supposons que ce choix
soit erroné, et que la loi de X} soit par exemple la loi de |G|, ou G suit la loi gaussienne centrée
réduite, A'(0,1). Dans ce cas, on a par la loi forte des grands nombres lim,,_.o 2, = — log(¢)E[|G|] =
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—log(q) \/2/—77, alors que la vraie valeur de z, est définie par 2/ ’ e u’/2 %
la valeur du quantile en fonction de ¢ = 1/y, pour le vrai modéleoqui correspogd a la loi de |G|, et le
modele erroné, qui correspond a la loi exponentielle de parametre A = m = \/7T—/27 on obtient la
figure 2.1. Pour les faibles valeurs de ¢ = 1/y, c’est-a-dire pour le comportement de la “queue” de la
distribution, ’erreur sur le modele entraine des erreurs tres importantes sur I’estimation des quantiles.

En conclusion 'estimation des quantiles a partir d’'un modele paramétrique est tres sensible au
choix a priori de la famille paramétrique de lois. Cette méthode n’est pas fiable.
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Fic. 2.1 — Quantile d’ordre 1 — % pour la loi de |G|, ot G suit la loi A/(0,1), et pour la loi exponentielle

de parametre /7 /2.

Quantile empirique. Soit X, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.
On note X1 ,) < -+ < Xy, ) leur réordonnement aléatoire croissant appelé statistique d’ordre. Nous
suivons ici I'usage en vigueur pour les notations sur les statistiques d’ordre. Dans certains livres sur
les lois de valeurs extrémes, on considere le réordonnement décroissant.

Soit p €]0, 1[. Nous montrerons, voir la proposition 2.1.8, que le quantile empirique X ([,n]41,5), Ol
[pn] désigne la partie entiere de pn, est un estimateur qui converge presque siirement vers le quantile
d’ordre p : x,. En outre, on connait les comportements possibles de cet estimateur en fonction des
caractéristiques de la fonction de répartition : convergence, comportement asymptotique, intervalle de
confiance. La figure 2.2 représente une simulation de I’évolution de la médiane empirique, i.e. X [, /2).n),
et de l'intervalle de confiance associé, en fonction de la taille n > 2 de ’échantillon pour des variables
aléatoires indépendantes de loi de Cauchy (de parametre ¢ = 1). L’intervalle de confiance est donné
par la proposition 2.1.13. Rappelons que pour une loi de Cauchy, la densité est 1/(7(1 + 22)), et la
médiane est x5 = 0.

Pour tout p > 0 tel que pn < 1, l'estimateur de z;, est X(; ). L’estimation est clairement mau-
vaise. Intuitivement, si n < 1/p, il n’y a pas assez d’observations pour apprécier des événements de
probabilité p. Un probléme similaire se pose si n < 1/(1 — p). L’estimation du quantile d’ordre p, par
le quantile empirique, est pertinente lorsque ’on dispose de nombreuses données. Ceci correspond aux

casoul —— > p> —.
n n
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FIG. 2.2 — Médiane empirique, n — X[, /2).n), €t bornes (en pointillés) de I'intervalle de confiance de
niveau asymptotique 95% pour la médiane de la loi de Cauchy.

Pour les digues des Pays-Bas, il faut remonter jusqu’en 1570 pour retrouver une marée comparable
a celle du 1°"Février 1953. Une estimation de la probabilité d’observer une marée au moins aussi forte

pendant une année est grossierement de l'ordre de ~ 3.1073. Les valeurs typiques pour

1
1953 — 1570
p ou g sont de Pordre de 1073 ou 10~%. On cherche donc & estimer la probabilité d’un événement que

I'on n’a jamais vu! De plus on ne dispose de données fiables que depuis la fin du XIX®™¢ siecle. La
méthode du quantile empirique est inutilisable en pratique.

Lois de valeurs extrémes. Les deux méthodes précédentes ne sont pas fiables. Mais il ne faut
pas se faire d’illusions : il n’existe pas de solution miracle pour répondre aux questions
posées quand on dispose de peu ou pas de données dans la région d’intérét. L’utilisation
des lois de valeurs extrémes repose sur les propriétés des statistiques d’ordre et sur des méthodes
d’extrapolation. Plus précisément, elle repose sur des convergences en loi des maximums de variables
aléatoires convenablement renormalisés. Les lois limites possibles sont connues. Elles sont appelées les
lois de valeurs extrémes. L’estimation de x, se déroulera en deux étapes :

— Identification de la loi de valeurs extrémes associée aux données.

— Estimation des parametres de renormalisation.

Dans le paragraphe 2.1 nous donnons des résultats sur les statistiques d’ordre et les quantiles
empiriques. Puis, dans le paragraphe 2.2, nous étudions sur des exemples la convergence du maxi-
mum renormalisé de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Au paragraphe 2.3, nous
caractérisons les lois limites, a un facteur de translation et d’échelle pres, appelées lois de valeurs
extrémes. Nous donnons ensuite, au paragraphe 2.4, des criteres pour que la limite en loi du maxi-
mum renormalisé suive telle ou telle loi de valeurs extrémes. Au paragraphe 2.5, nous donnons deux
méthodes statistiques qui permettent d’identifier la loi limite. Puis, nous présentons au paragraphe
2.6 des estimateurs des parametres de renormalisation qui permettent de fournir des estimations des
quantiles : les estimateurs de Hill et les estimateurs de Pickand. Enfin nous répondons aux deux



4 CHAPITRE 2. LOIS DE VALEURS EXTREMES

questions initiales de I'introduction au paragraphe 2.7.

Il existe de nombreux autres estimateurs des quantiles extrémes. Tous reposent sur des méthodes
d’extrapolation. Il faut étre conscient des limites de la théorie. En particulier, il est conseillé de ne
pas reposer son analyse sur un seul estimateur, mais plutot de les utiliser ensemble et de vérifier s’ils
donnent des résultats concordants.

La recherche autour des lois de valeurs extrémes est particulierement active depuis les années 1970.
Nous renvoyons aux ouvrages de Beirlant and al. [1], Coles [3], Embrecht and al. [6] et Falk and al. [7]
pour une approche détaillée de la théorie des lois de valeurs extrémes, ainsi que pour des références
concernant les applications de cette théorie : en hydrologie, comme le montre ’exemple du début de ce
chapitre, en assurance et en finance pour les calculs de risques, en météorologie pour les événements
extrémes, etc.

2.1 Statistique d’ordre, estimation des quantiles

La fonction caractéristique est un des outils fondamentaux pour démontrer la convergence de
sommes renormalisées de variables aléatoires indépendantes, comme dans les démonstrations classiques
du théoreme central limite. Pour 'analyse des statistiques d’ordre et des convergences en loi des
maximums renormalisés, un des outils fondamentaux est la fonction de répartition.

Soit (X,,n > n) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées
de fonction de répartition F' (F(z) = P(X,, < x), pour z € R). Soit S,, 'ensemble des permutation de

{1,...,n}.

Définition 2.1.1. La statistique d’ordre de l’échantillon (X1,...,X,) est le réarrangement crois-
sant de (X1,...,Xy). On la note (X1 ), ..., X(nn)) On a Xapny < ... < X(pny, et il existe une
permutation aléatoire o, € Sy, telle que (X1 ny, -+, X)) = (Xo, 1)+ Xop(n))-

En particulier on a Xy ,,) = mini<i<p X; et Xy, ») = maxi<i<n Xi.
On note F~! 'inverse généralisé de F. Le lemme suivant découle de la croissance de la fonction F.

Lemme 2.1.2. Soit X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de fonction de répartition F'.
Soit Uy, . .., U, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Alors (F~! Ua,my)s - JF1 (Un,ny))
a méme loi que (X(1,5), -+ X(nn))-

On suppose dorénavant que F' est continue.
Lemme 2.1.3. Si F' est continue, alors p.s. on a X(1n) < ... < X(n,n)-
Démonstration. 1l suffit de vérifier que P(3i #j tel que X; =X;)=0.0na
P(3i#j telque X, =X;)<PEi#j telque F(X;) =F(X};))
<Y B(F(X) = F(X;)).

i#j
Les variables F'(X;) et F'(X;) sont pour ¢ # j des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. On en déduit que

]P)(F(Xz) = F(X])) = / 1{u:U}dud’U =0.
[0,1]2

Donc p.s. pour tous ¢ # j, on a X; # Xj;. O
Corollaire 2.1.4. Si F' est continue, la permutation aléatoire o, de la définition 2.1.1 est p.s. unique.

Lemme 2.1.5. On suppose F continue. La loi de oy, est la loi uniforme sur S, . De plus la permutation
oy est indépendante de la statistique d’ordre.
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Démonstration. Soit o € S,,. OnaP(o, = 0) = P(X,1) < ... < Xo(n)). Les variables X (1), ..., Xo(m)
sont indépendantes et de méme loi. En particulier le vecteur (Xy(1y,... ,Xg(n)) a méme loi que
(X1,...,Xy). Il vient

Plo, =0) =P(X; < ... < X,).

Le membre de droite est indépendant de o. La loi de o, est donc la loi uniforme sur S,,, et on a

1
Plon =0) = .
n!
Soit g une fonction de R™ dans R, mesurable bornée. Comme le vecteur (X, (1), . .- ,Xg(n)) a méme

loi que (X1,...,X,), on a

E[1{o,=0r 9(X1,n)s- > X(nn))] =E [1{XU(1)<...<XU(M} 9(Xo(1), - - 'uXcr(n))}
=E [1{X1<...<Xn} Q(Xla e 7Xn)] .

On en déduit, en sommant sur o € S,,, que

E [g(X(l,n)a s 7X(n,n))} =n!E [1{X1<...<Xn} g(le s 7Xn)] . (21)

Enfin, on remarque que
E [1{crn:cr}g(X(l,n)u s 7X(n,n))} = P(Un = U)E [g(X(l,n)a s 7X(n,n))] .
Cela implique que la permutation o, est indépendante de la statistique d’ordre. O
Le corollaire suivant découle de (2.1).

Corollaire 2.1.6. Sila loi de Xy posséde une densité f, alors, la statistique d’ordre (X (1,1), -+ X(n,n))
possede la densité n'1y, «..cpy f(21) ... f(20).

On peut déduire de (2.1) la loi de X(j ). Mais nous préférons présenter une méthode que nous
utiliserons plusieurs fois dans ce paragraphe. Soit z € R fixé. Les variables aléatoires (1{x,<z},7 > 1)
sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre P(X; < z) =
F(zx). La variable aléatoire Sy (x) = > ; 1{x,<4} suit donc la loi binomiale de parametre (n,p), o

p = F(x). Remarquons enfin que 'on a S, (x) > k si et seulement si parmi les variables X1,..., X,,,
au moins k sont plus petites que z, c’est-a-dire si et seulement si X(j, ) < x. Ainsi il vient
{ Xy <@} ={k < Sn(2)}. (22)

On en déduit que
P(Xuy <) =B(S,(0) 2 0) = 3 (1) Fla) (1= Pl (2.3
r=k

Intuitivement, pour que X ) appartienne a [y, y + dy], il faut :
— qu’il existe i, parmi n choix possibles, tel que X; € [y, y + dy] ; ceci est de probabilité nf(y)dy,
si la loi de X}, possede une densité f;
— choisir k — 1 variables aléatoires parmi les n — 1 restantes, qui sont plus petites que y, ceci est
de probabilité (1) F(y)"~*;
— que les n—k autres variables aléatoires soient plus grandes que y, ceci est de probabilité F(y)
xX
Il vient P(X () < ) = $/ F(y)* 11 = F(y))" % f(y) dy. Avec le changement de
(k—Dln—=Fk)"J,
variable t = F(y), on obtient

n—k

n! P n—k

Le but de l’exercice suivant est de donner une démonstration de (2.4).
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Exercice 2.1.7. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi possédant une fonction de répartition continue.

1. Montrer, par récurrence descendante, la formule (2.4) en utilisant (2.3).
2. Vérifier que F(X (4 y)) suit la loi béta de parametre (k,n — k4 1).
3. Dans le cas ou la loi de X possede la densité f, retrouver ces résultats en calculant la densité

de loi marginale de X ) a partir de la densité de la loi de la statistique d’ordre donnée dans
le corollaire 2.1.6. Puis vérifier que la densité de la loi de X, ,) est donnée par nF(z)" ! f(z).

¢

Nous donnons le résultat principal de ce paragraphe sur la convergence du quantile empirique.

Proposition 2.1.8. Soit p €]0, 1[. Supposons que F est continue et qu’il existe une seule solution x,

k
& Uéquation F(x) = p. Soit (k(n),n > 1) une suite d’entiers telle que 1 < k(n) <n et lim k(n) =p
n

n—oo
Alors, la suite des quantiles empiriques (X (k(n),n),™ > 1) converge presque sirement vers x,.
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F1c. 2.3 — Moyenne empirique et médiane empirique pour la loi N'(0,1) en fonction de la taille de
I’échantillon.

Exemple 2.1.9. Soit (X;,i > 1) une suite de variables aléatoires gaussiennes de loi N'(m,c?), ot la

moyenne m et la variance o2 sont inconnues. On désire estimer m. Comme E[X;] = m, on en déduit,
n

par la loi forte des grands nombres, que la moyenne empirique - Z X; est un estimateur convergent
i=1
de m. On peut aussi remarquer que m est la médiane, i.e. le quantile d’ordre 1/2, de la loi de X;.
On en déduit que la médiane empirique X, /2],») est un estimateur convergent de m. La figure 2.3
représente 1’évolution de la moyenne empirique et de la médiane empirique en fonction de la taille
n de ’échantillon, pour la loi gaussienne centrée réduite. Remarquons que pour calculer la médiane
empirique en fonction de n, il faut conserver toutes les valeurs de 1’échantillon en mémoire, ce qui
n’est pas le cas pour la moyenne empirique. En revanche si, suite a une erreur, une donnée erronée
se glisse dans les données, on peut alors vérifier que la médiane empirique est moins sensible a cette
erreur que la moyenne empirique. O



2.1. STATISTIQUE D’ORDRE, ESTIMATION DES QUANTILES 7

Démonstration de la proposition 2.1.8. Soit x € R fixé. On rappelle la notation Sy, (z) = Y1, 1ix,<a}
On déduit de 1’égalité (2.2) que

{X(k(n),n) <z a partir d’un certain rang}

Sn . :
= {1 < (z) a partir d’'un certain rang} .

La loi forte des grands nombres assure que lim =K [1{ Xigz}} = F(x) presque strement.

n— o0 n

1 n n F ~
De plus on a lim ' _ 2 et donc lim Sn(2) = lim Sn(@) _n = (z) presque stirement. En
n—o0 k(n) P n—o0 k(n) n—oo n  k(n) P

particulier, on a

0 si F(z) <p,ie siz<z,

Sn . _
Pl1< (z) a partir d'un certain rang | = ) ] ]
1 si F(z) > p, ie siz>zp.

Cela implique donc que

0 .
P (X(k(n),n) <« & partir d'un certain rang) = {1 S? TS T
si x> xp.

Cela signifie que p.s. limy, oo X(k(n)n) = Tp- O

Proposition 2.1.10. Soit p = 1 (resp. p = 0). Soit (k(n),n > 1) une suite d’entiers telle que
k
1 <k(n) <net limM

n
xp = inf{z; F(z) = 1} (resp. Zr = sup{z; F(z) = 0}), avec la convention inf() = 4oo (resp.
supf) = —o0).

= p. Alors la suite (X(yn),n),n > 1) converge presque sirement vers

Démonstration. Pour p = 1, un raisonnement similaire a celui de la démonstration de la proposition
précédente assure que p.s. liminf, oo X(x(n)n) = zr. Par définition de zp, on a p.s. X;, < xp pour
tout n > 1. Ceci assure donc que limy, .o X(k(n),n) = TF-

Pour p = 0, en considérant les variables Y, = — X}, on est ramené au cas p = 1. O

Dans certains cas, on peut donner un intervalle de confiance pour le quantile empirique.

Proposition 2.1.11. Soit p €]0,1[. Supposons que la loi de X1 posséde une densité, f continue en
xp et telle que f(xp) > 0. On suppose de plus que k(n) = np+ o (\/ﬁ) On a la convergence en loi
suivante :

o1 1-—
VI (X (k) ) — Tp) —s N<0au)-

oo f(ap)?

G/ p(l B p)

de la loi N'(0,1), est un intervalle de confiance pour x,, de niveau asymptotique 1 — a.

Soit o > 0. L’intervalle aléatoire [X(k(n),n) + ], ol a est le quantile d’ordre 1 — /2

Le graphique 2.2 représente 1’évolution de la médiane empirique et de l'intervalle de confiance
de niveau asymptotique 95% associé pour des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy en
fonction de la taille de I’échantillon. Rappelons que pour une loi de Cauchy, la densité est 1/(7(1+z2)),
et la médiane est 0.

Démonstration. Notons k = k(n). Soit € R fixé. On pose y, = zp + et Pn = F(yp). Comme la
n

Yn 1
densité est continue, on a p, —p = flw)du = M +o0 (—>

., v O\
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On rappelle (2.2). La démonstration repose sur le fait que

k
\/ﬁ (X(k,n) - -Tp) <& X(k,n) S Yn & Sn(yn) > ke V, > \/ﬁ (ﬁ _pn) )
< Sn(Yn) . . .
ouV, = vn |22 —p, ]. En utilisant les fonctions caractéristiques, on a
n

E[¢"] =K {ei“\/ﬁ(w*m)}
= ]E |:eiu2?1<1{xj§yn}—pn)/\/ﬁ:|

—E [eiuﬂ{xlgyn}—pn)/ﬁ] "

_ {pn eiu(=pa)/V 4 (1 _pn)e—iupn/\/ﬁ}

On fait un développement limité du dernier terme entre crochets. On a

P @RIV (] Y omipa /v

_ (1 ﬂ _ _u_2 _ 2 -2
= DPn +\/ﬁ(1 Pn) 271(1 pn)” +o(n”"7)

2

(1 =pn) (1 - i—;ﬁpn - ;—npi + o(n—2))

2

=1- ;—npn(l —pn) + o(n_2)

1= Z o)+ 0w,
2n

Il en découle donc que .
E [e™"] = {1 - %p(l —p)+ O(nB/Q)} .
On en déduit que
u? " u? " 2
lim [1 — %p(l —-p)+ O(n_3/2)} = lim [1 — %p(l - p)] = e wp(-p)/2,

Donc la suite (V;,,n > 1) converge en loi vers V, de loi gaussienne N'(0,p(1 — p)). Comme de plus on

k
a lim v/n —Pn) = —xzf(xp), on déduit du théoréme de Slutsky que pour = # 0, V,,/\/n (% — pn)

n—oo

converge en loi vers V/(—zf(z,)), qui est une variable aléatoire continue. On a donc

P (Vi (X =) <) = (Vo2 VAL (£ =) ) = BV 2 (o).

flzp)
que la fonction de répartition de la loi de \/n (X (k) — p) converge vers celle de V/f(z,) et donc
vers la fonction de répartition de la loi N'(0,p(1 — p)/f(xp)?). Ceci implique la premiere partie de la
proposition.
Comme la densité f est continue en x,, on déduit de la proposition 2.1.8 que p.s. limy, oo f(X(n)) =
f(zp). Le théoreme de Slutsky assure que

m T X(en))
p(1—p)

En utilisant le fait que V et —V ont méme loi il vient P (V > —z f(z,)) =P (L < :v) . Cela implique

(X(m) = 2p) —= N(0,1).
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s : . aa\/p(1 —p) . .
On en déduit que l'intervalle aléatoire |X(y(n)n) £ ————=|, OU an est le quantile d’ordre
(k(m)m) J(Xkn),m)) V1
1 —«a/2 delaloi N(0,1), est un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — o pour . O

Remarque 2.1.12. Si la loi ne possede pas de densité, ou si la densité est irréguliere, la vitesse
de convergence du quantile empirique vers le quantile peut étre beaucoup plus rapide que 1/+4/n. En
revanche, si la densité existe, est continue et si f(z,) = 0, alors la vitesse de convergence peut étre
plus lente que 1/4/n. O

Dans la proposition 2.1.11 intervient la densité de la loi. Or, en général, si on cherche & estimer un
quantile, il est rare que ’on connaisse la densité. On peut construire un autre intervalle de confiance
pour x,, sous des hypotheses plus générales, qui ne fait pas intervenir la densité. Si les hypotheses de la
proposition 2.1.11 sont vérifiées, alors la largeur aléatoire de cet intervalle de confiance est de 1'ordre

de 1//n.

Proposition 2.1.13. Soit p €]0,1[. Soit ay le quantile d’ordre 1 —a/2 de la loi N'(0,1). On considére
les entiers in, = [np — /naa/p(1 — p)] et jn = [np+ v/naa/p(1 — p)]. Pour n assez grand les entiers
in et jn sont compris entre 1 et n. De plus l'intervalle aléatoire [X (i, ny, X | est un intervalle de
confiance pour x, de niveau asymptotique 1 — a.

jn;n)

lg _ n
Démonstration. On pose Z, = \/ﬁ%p), ou S, = Z 1{Xi§Ip}' On déduit du théoreme central
pil—=p i=1
limite que la suite (Z,,n > 1) converge en loi vers Z de loi gaussienne centrée réduite. Pour n
suffisamment grand, on a 1 < i, < j, <n, et

_p(mnin P ' .
- <\F\/p(1—p) =S p(l—p)>

De la définition de i, et j,, on déduit que pour n > ng > 1, on a

P<_aa§Zn§aa_

1
Vioy/p(1 —p)>

Lin—p - Lijn—p
(f\/p(l -p) == \/_\/p(l —p)>

1
SH”(—%——SZnSaa)-

IN
~

Vnoy/p(1 = p)

On en déduit donc, en faisant tendre n puis ng vers l'infini, que

lin —p ljn —P
lim P vn—2l < Z, < Vi = | =P(-aa<Z<as)=1-a.
=00 ( V(1 —p) V(1 —p)

On a donc obtenu
lim ]P)(X(in,n) S CCp S X(jn,n)> = 1 — Q.

n—oo

L’intervalle aléatoire [X(; ), X(j, n)] est bien défini pour n suffisamment grand, et c’est un intervalle
de confiance pour z,, de niveau asymptotique 1 — a. o

La suite de ce paragraphe est consacrée a des résultats qui seront utiles dans les paragraphes
suivants. Le lemme 2.1.2 assure que ’étude de la statistique d’ordre associée a une loi quelconque
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peut se déduire de Iétude de la statistique d’ordre associée & la loi uniforme sur [0, 1]. Nous donnons
une représentation de cette derniere a ’aide de variables aléatoires de loi exponentielle.

Soit (E;,i > 1) une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre 1. On note
I, = > | E;. La variable aléatoire I';, suit la loi gamma de parameétre (1,n). Soit (Uy,...,,U,) une
suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

r j
Lemme 2.1.14. La variable aléatoire (U ), .-, U(n,n)) a meéme loi que ( L o T )
n+1 n+1

Démonstration. Soit g une fonction réelle mesurable bornée définie sur R™. On a

Iy r, >}
E L
[g (Fn+1 | R}

1 j=1%J _ s ntl
:/ g n+1 PRI nt1 € 2y wi dl'l...dl'n+1.
®p)m+ T\ Dol T >y @i

i=1 i=1

En considérant les changements successifs de variables y; = x1,y2 = 1 + To,. .., Ynt1 = E?:ll T;
PUWS 21 = Y1/Yn+1s - > Zn = Yn/Yn+1, n+1 = Yn+1, ON Obtient apres intégration sur z,1,
Iy r
E {g (Fn+1 ey Fnil)] =n! / liocziciczn<1) 9(21, -y 2n) d21 ... dzp.

On déduit alors du corollaire 2.1.6 que le membre de droite est en fait égal a E [g(U(Ln), el U(n,n))} .

Soit (V;,4 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Pareto dont la fonc-

1
tion de répartition est F(z) = 1 — — pour > 1. La loi de Pareto interviendra au paragraphe 2.5
x

lors de la construction de lestimateur de Pickand. D’apres la proposition 2.1.10, si (k(n),n > 1)
k
une suite d’entiers telle que 1 < k(n) < n, lim k(n) = oo et lim k(n) = 0 alors on a p.s.
n—oo n—oo

limp, .00 Vin—k(n)+1,n) = +00. Le lemme suivant précise la vitesse de cette convergence.

Proposition 2.1.15. Soit (k(n),n > 1) une suite d’entiers telle que 1 < k(n) < n, lim k(n) =

k k
oo et lim M = 0. Alors la suite de variables aléatoires (ﬂwnk(n)ﬂm),n > 1) converge en
n—oo n n

probabilité vers 1.

k(n
En fait on peut démontrer que si lim (n)
n—oo logn

= 00, alors la convergence de la proposition 2.1.15 est

une convergence presque sure.

Démonstration. On écrit k pour k(n). Remarquons que F~!(u) = 1= pour u € [0, 1[. On déduit du

lemme 2.1.2, que V{;,_j41,n) @ méme loi que F’l(U(n_k+17n)) et donc, grace au lemme 2.1.14, que
F71 (Fnk+1) _ FnJrl '
Pnp R S

Remarquons que I',4; est la somme de I'y11 — I'yy—g4+1 et de I';,_x4+1 qui sont deux variables

aléatoires indépendantes de loi gamma de parametre respectif (1,%) et (1,n—k+1). Ainsi la variable

k
—Vin—k+1,n) @ méme loi que
n

k' k Tpps1 n—k+1

Jn:_ T~ ’
k, n+1"§€n—k—|—1 n
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oul), = Zk E, Th_ki1= Z?;lkﬂ E; et les variables (E;, Ey;i > 1,7’ > 1) sont indépendantes et

=1

de loi exponentielle de parametre 1. La loi forte des grands nombres assure que p.s.

FI
= lim ?’C =E[F] =1.

On en déduit que presque siirement lim Ji ,, = 1. Ainsi pour tout € > 0, ona lim P(|J;, — 1| > ¢) =
n—oo

n—oo
k k
0. Comme —V(;,_g11,,) a méme loi que Ji ,, on en déduit que —V(,,_j41,,) converge en probabilité
n n

vers 1. O

2.2 Exemples de convergence du maximum renormalisé

Dans ce paragraphe, on considéere des variables aléatoires (X,,n > 1) indépendantes de méme loi,
ainsi que leur maximum M,, = max;c(,. . ,} X On recherche des suites (an,n > 0) et (bp,n > 1),
avec a, > 0, telles que la suite (a, (M, —b,),n > 1) converge en loi vers une limite non dégénérée.
Nous considérons des variables de loi uniforme, exponentielle, de Cauchy et de Bernoulli.

Loi uniforme.
On suppose que la loi de X7 est la loi uniforme sur [0, 6], 6 > 0. La fonction de répartition de la

loi est F(xz) = x/60 pour x € [0,0]. Par la proposition 2.1.10, la suite (M,,n > 1) converge p.s. vers 6.

M,
Lemme 2.2.1. La suite (n(Tn — 1),n > 1) converge en loi vers W de fonction de répartition
définie par
P(W <z)=e", x<0.

La loi de W est une loi de Weibull. La famille des lois de Weibull sera définie au paragraphe 2.3.
Dans ce cas particulier, la loi de —W est la loi exponentielle de parametre 1.

Démonstration. On note F, la fonction de répartition de n(2> —1). Comme M, < 0, on a F,,(z) = 1
si x > 0. Considérons le cas ¢ < 0 :

Fo(z) = B(M, < 9+9%) =P(X, < 9+o%)" =(1+ %)"

M, .
11 vient lim, o Fp(2) = €* pour 2 < 0. On en déduit que n (7 — 1) converge en loi vers W de

fonction de répartition  — min(e®, 1). O

Loi exponentielle.

On suppose X; de loi exponentielle de parametre A > 0. La fonction de répartition de cette loi est
F(z) =1—e 2 pour x > 0. Comme zp = +00, la suite (M,,,n > 1) diverge vers l'infini d’apres la
proposition 2.1.10.

Lemme 2.2.2. La suite (AM,, — log(n),n > 1) converge en loi vers G de fonction de répartition
définie par

—x

P(G<z)=e° , zeR

La loi de G est la loi de Gumbel.



12 CHAPITRE 2. LOIS DE VALEURS EXTREMES

Démonstration. On note F, la fonction de répartition de AM,, —log(n). On a

Fo(z) = P(AM,, —log(n) < z) = P(M,, < (z +log(n))/A)

= P(X; < (z + log(n))/N)" = (1 - ”)n.

n

e ®

On aalors lim F,(z) =e™° , z € R. On en déduit que la suite (AM,, —log(n),n > 1) converge

—x

en loi vers GG, de fonction de répartition x — e~ ¢ . o

L’exemple suivant donne une application bien connue de ce résultat.

Loi de Cauchy.
On suppose que X7 suit la loi de Cauchy (de parameétre a = 1). La densité de la loi est f(x) =

m. Comme le support de la densité est non borné, il est clair que la suite (M,,,n > 1) diverge.
T x

M,
Lemme 2.2.3. La suite (—n, n > 1) converge en loi vers W de fonction de répartition définie par
n

P(W <z)=e /" >0
La loi de W appartient a la famille des lois de Fréchet.

Démonstration. On note F,, la fonction de répartition de ’TTM” On a

Fy(z) = ]P’(Mn < %) - ]P’(Xl < %)"z (1 - /:/W ﬁ dy)"

Pour z > 0, on a

[ a2
nx/m 7T(1+y2) v nx/m ﬂ-yz Y nx/m 7T(1+y2) 7Ty2 Y
1
= — +0((na)™).
L o))

On a alors pour @ > 0, F(z) = (1 — £ +O0((nz)%))". On en déduit que lim, .o F,(z) = e71/2
pour x > 0. Ainsi la suite (7M,,/n,n > 1) converge en loi vers W de fonction de répartition définie
par

P(W <z)=e /" z>0.

O

Exercice 2.2.4. Montrer que le maximum judicieusement renormalisé d’un échantillon de variables
aléatoires indépendantes de loi de Pareto converge en loi. Identifier la limite. ¢

Loi de Bernoulli.

On suppose X; de loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ : P(X; =1)=p=1-P(X; =0). On a
M, =1sin>T =inf{k > 1; X;, = 1}. La loi de T est une loi géométrique de parametre p. Donc T
est fini p.s. et M, est donc constant égal a 1 p.s. a partir d’un certain rang. Il n’existe donc pas de
suite ((an,bn),n > 1), avec a,, > 0, telle que la suite de terme a,, (M, — b,) converge en loi vers une
limite non triviale, c’est-a-dire une limite différente d’une variable aléatoire constante.

On peut démontrer qu’il n’existe pas non plus de limite non triviale pour les limites des maximums
renormalisés des lois géométriques et de Poisson.
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Exercice 2.2.5. On suppose que X7 suit la loi de Yule de parametre p > 0, c’est-a-dire X; est a

T'(a)l'(b
valeurs dans N*, et on a pour k € N*, P(X; = k) = pB(k,p + 1), ou B(a,b) = %. De la
a
définition de la loi béta, on obtient que B(a,b) = [;

10,1
On pose p(k) =P(X, = k)

L. Vérifier que >, p(k) = 1.
2. Calculer la moyenne et la variance de la loi de Yule.

r
3. En utilisant la formule de Stirling, lim #
a—00 g7 3 e~ /2
quand k tend vers l'infini. On dit que la loi de Yule, comme la loi de Pareto, est une loi en
puissance.

20711 — 2)"~ ! da.

=1, donner un équivalent de Y=, p(i)

4. En déduire que la suite ( n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire de

M,
NS RO

fonction de répartition x — e~* °, x > 0. Cette loi limite appartient & la famille des lois de
Fréchet.

Les lois en puissance semblent correspondre & de nombreux phénomenes, voir [8] : taille de la popu-
lation des villes, nombre de téléchargements des pages internet, nombre d’occurrences des mots du
langage, etc. Le théoreme 2.4.9 assure que les limites des maximums convenablement renormalisés
correspondant a ces lois suivent des lois de Fréchet. ¢

2.3 Limites des maximums renormalisés

Définition 2.3.1. La loi Ly est dite maz-stable si pour tout n > 2, (Wy,...,W,,) étant des variables
aléatoires indépendantes de loi Ly, il existe a, > 0 et b, € R, tels que a;l - max W; — bn> suit

la loi Ly.

On peut montrer que si (X;,4 > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme

loi, telle que la suite (agl( Jfnax }Xl- — bn) ,n > 1) converge en loi pour une suite appropriée a,, > 0
ie{l,....n

et b, € R vers une limite non triviale, c’est-a-dire vers une variable aléatoire non constante, alors la

limite est une loi max-stable. Bien sir la suite ((a,, by,),n > 1) n’est pas unique. Le théoréme suivant

permet d’identifier I’ensemble des lois max-stables.

Théoréme 2.3.2. Soit (X;,i > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Sup-
posons qu’il existe une suite ((an,byn),n > 1) telle que a, > 0 et la suite (a;l (maxie{l ,,,,, ny Xi — bn) ,n > 1)
converge en loi vers une limite non triviale. Alors a une translation et un changement d’échelle prés

la fonction de répartition de la limite est de la forme suivante :

—(—=) <
Loi de Weibull ¥, (x) = { i ! ; 8 et a>0.
: x

Loi de Gumbel A(x)= e ¢ ,zeR.

0 <0
Loi de Fréchet fba(:c)—{ T x_O et a>0.

L’ensemble des lois limites s’obtient donc en considérant les lois de ¢cW + d, ou W suit une loi
de Weibull, de Gumbel ou de Fréchet. L’exercice suivant permet de vérifier que les lois de Weibull,
Gumbel et Fréchet sont max-stables.
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Exercice 2.3.3. Soit (X;,7 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi que X.
) X;. Montrer que si X suit la loi de
}
¢

On pose M,, = maX;e(, ...,
— Weibull de paramétre o, alors M,, a méme loi que n=/*X ;

— Gumbel, alors M,, a méme loi que X + log(n);
— Fréchet de parametre o, alors M,, a méme loi que n'/*X.

1
—  Weibull (« =1)

Gumbel

Fréchet (= 1)

F1G. 2.4 — Densité des lois de valeurs extrémes

11 est possible de rassembler les trois familles de lois en une seule famille paramétrique (H(€), & € R)
dite famille des lois de valeurs extrémes généralisées. Elle est paramétrée par une seule variable £ € R,
mais toujours a un facteur de changement d’échelle et de translation pres. La fonction de répartition

sil+&x > 0.

est pour £ € R
H(E)(@) = o 045
Pour ¢ = 0, il faut lire H(0)(z) = e~ ¢ , 2 € R, qui s’'obtient dans la formule précédente en faisant

tendre & vers 0. Les lois de valeurs extrémes généralisées correspondent a une translation et changement
d’échelle pres aux lois de valeurs extrémes. Plus précisément, on a :
- U,u(r) = H( —= ) (a(z+1)) pour z € R. Ainsi, si W suit la loi de Weibull de parametre a > 0,

1
alors a(W + 1) suit la loi de valeurs extrémes généralisées de parametre £ = —1/a.
— A = H(0). La loi de Gumbel correspond & la loi de valeurs extrémes généralisées de parametre

- Dy(z) = H( — ) (a(x — 1)) pour x € R. Ainsi, si W suit la loi de Fréchet de parametre o > 0,

£=0.
1
x
@
alors a(W — 1) suit la loi de valeurs extrémes généralisées de parametre £ = 1/a..
Dans les exemples du paragraphe précédent, on a obtenu la convergence en loi du maximum

renormalisé vers une variable qui suit :

— La loi de Weibull de parameétre o = 1, pour une suite de variables aléatoires de loi uniforme.
— La loi de Gumbel, pour une suite de variables aléatoires de loi exponentielle.
— La loi de Fréchet de parametre o = 1, pour une suite de variables aléatoires de loi de Cauchy.

Rappelons que la convergence en loi du maximum renormalisé n’a pas lieu pour toutes les lois, cf.

I’exemple de la loi de Bernoulli au paragraphe 2.2.
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Démonstration du théoréme 2.3.2. La démonstration de ce théoréme est longue, voir [9] proposition
0.3. Néanmoins le raisonnement présenté dans [1] permet de se forger une intuition des résultats et
d’introduire des quantités qui nous seront utiles par la suite.

Supposons qu'il existe une suite ((an, bn),n > 1) telle que a,, > 0 et la suite de terme a,, *(M,, —by,)
converge en loi vers une limite W non constante. Pour toute fonction g continue bornée, on a

. -1
lim E[g(a,, " (M — bn))] = Elg(W)].

Supposons par simplicité que la loi de X; possede la densité f > 0. Alors la loi de M,, possede la
densité nF(z)"~! f(x) d’apres la question 3 de I'exercice 2.1.7. On a donc

Qn

I = Elgla; (M, ~ )] = [

R

g (w - b") nF(z)" f(z) dz.

Comme f > 0, la fonction F' est inversible et d’inverse continue. On pose pour ¢ > 1

Ut)y=r"" (1 - %) :

1 1
En particulier, na U(t) =z <= 1— - = F(z) <= P(X > ) = T On effectue le changement de
n

variable F(z) =1 — g, ie x= U( ) On obtient
n

[

I, = /Rg (%ﬁ) (1 . %)nil 10,0 (v) dv.

vyn—1
Remarquons que (1 — —) 1j0,,)(v) converge en croissant vers e~ 11,~03. Comme par hypothese
n

I,, converge pour tout g, il est naturel, mais erroné a priori, de penser que pour tout v > 0, la suite
U(n/v) —b,

Qn

converge. Supposons malgré tout que cette convergence ait lieu. On
U (wn) —U(n)

de terme J,(v) =

en déduit en considérant J,(1/w) — J,(1) que pour tout w > 0, converge quand n

Qp
tend vers Uinfini, vers une limite que Ion note h(w). Comme la variable aléatoire W est non triviale,
cela implique que la fonction h n’est pas égale a une constante. Comme la fonction U est croissante,
la fonction h est également croissante. Supposons que plus généralement, on ait pour tout w > 0,

U (wz) —Ul(x) s h(w)

a(x) z—00
olt a(x) = afy) pour x > 1, [z] désignant la partie entiere de x. Soit wy, w2 > 0. On a

U(zwiwe) — U(x) _ U(zwiwe) — U(zwy) a(zwy)  U(zwr) — U(x)
a(x) a(xw) a(x) a(x) '

a(x
En faisant tendre x vers l'infini dans 1’égalité ci-dessus, on obtient que G

a(x)

converge pour tout
wy > 0. On note [(w;) la limite, et il vient
h(wlwg) = h(’LUQ)l(’LUl) + h(wl) (25)

La fonction [ est mesurable et localement bornée. Comme la fonction h est croissante et non constante,
on en déduit que [ est strictement positive. De plus en posant yw’ = x, on a pour w’ > 0

— lim CL(JCUJ) — lim a(yw’w) a(y) _ l(w’w)
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Ainsi on a pour tous w,w’ > 0,
l(w'w) = l(w)l(w"), (2.6)

ou [ est une fonction strictement positive mesurable localement bornée. Vérifions que les solutions non
nulles de cette équation fonctionnelle sont : [(w) = w¢, ou ¢ € R. En intégrant (2.6) pour w’ entre 1
et 2, il vient en effectuant le changement de variable ww’ = u, + fiw l(u)du = l(w) f12 l(w")dw'. On
en déduit que [ est continu puis dérivable. On obtient alors en dérivant (2.6) par rapport & w’ et en
évaluant en w’ = 1 que wl’(w) = &l(w) on £ € R. Ceci implique que I(w) = cw®. Comme d’aprés (2.6),
(1) = 1(1)? et que [ est strictement positive, on en déduit que [(1) = 1 et que I(w) = w® pour w > 0.
On retrouve ¢ 'indice de la loi de valeurs extrémes généralisées. L’équation (2.5) se récrit

h(wiws) = h(wz)wf + h(wy) pour tous wy,ws > 0.

Pour £ = 0 on obtient I’équation fonctionnelle h(wjwse) = h(wz) + h(w;). Un raisonnement sem-
blable & celui effectué a partir de 1’équation fonctionnelle (2.6) assure que les solutions mesurables
localement bornées sur ]0, co[ de cette équation fonctionnelle sont h(w) = clogw, avec ¢ > 0.

Pour £ # 0, par symétrie, on a
h(wiws) = h(wz)ws + h(w) = h(wr)ws + h(ws).

En particulier, on a
h(wi)(1 = w§) = h(ws)(1 —wf),

h(w)
wé —1
Donc on obtient h(w) = c(w® — 1). A un changement d’échelle pres, on peut choisir ¢ = % A une

Cela implique hA(w) = 0 si w = 1, et sinon est constant.

translation pres, on peut choisir U(n) = b,. En définitive, il vient

v=8—1

lim U(n/v)—bn:h<l)_ ¢ si€#0,
—log(v) si&=0.

n—00 an, v

-1
n

Jim 1, = /g (U ¢ )e_” Liv>0} dv

_ —-1/¢
= /g(y)1{1+£y>0} d(e (1+¢9) ),

On peut maintenant calculer la limite de I,, = E[g(a,, (M, — b,))]. Il vient par convergence dominée

v —1

ol on a posé y = si £ # 0 et y=log(v) si £ =0. La fonction de répartition de la loi limite

est donc H(§). O

2.4 Domaines d’attraction

Apres avoir caractérisé les lois limites, il nous reste a déterminer les lois £ pour lesquelles la loi du
maximum renormalisé converge vers une loi max-stable donnée L£y. On dit alors que la loi £ (ou sa
fonction de répartition F') appartient au bassin d’attraction de Ly (ou de sa fonction de répartition
Fy) pour la convergence du maximum renormalisé. On le notera £ € D(Ly) (ou F € D(Fy)).
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2.4.1 Caractérisations générales

On définit la fonction U par

1
Ut)=F"! (1—¥), t>1,
ol F~! est Iinverse généralisé de F. Les calculs de la démonstration du théoreme 2.3.2 suggerent que
si F € D(H(E)), alors on a, & un changement d’échelle pres,

lim U(sw) —U(s) _ wt —1
AT ) ¢

En particulier, si x,y >0 et y # 1, on a

U(sxz) —U(s)

im —+————2 = lim
s—oo U(sy) —U(s)  s—o a(s) U(sy) —U(s)
zt —1 .
& _ 1 S1 5 7é 07
08T si € =0.
logy

En fait la proposition suivante, voir [6] théoréme 3.4.5 pour une démonstration, assure que cette
condition est suffisante pour que F' € D(H ()).

Proposition 2.4.1. Soit £ € R. Il y a équivalence entre F' € D(H()) et pour tous x > 0, y > 0,
y# 1,

6 —1 .
lim Ul(sx —U(s): yé — 1 si & # 0,
s—o0 U(sy) — U(s) log() GE=0
log(y) -

Nous utiliserons ce résultat pour construire I’estimateur de Pickand de & au paragraphe 2.5.

Exercice 2.4.2. Calculer la fonction U pour la loi exponentielle de parametre A > 0, la loi uniforme

) . U(sz)=U(s)
sur [0, 0] et la loi de Cauchy. Calculer lim ————=
22[] Y M. T oy) —00) .

, et retrouver ainsi les résultats du paragraphe

Il est d’usage d’utiliser la notation F pour la distribution de la queue de laloide X : F(z) = P(X > 2) =1— F(x
En fait, au paragraphe 2.2, pour démontrer la convergence en loi du maximum renormalisé, on a re-
cherché une suite ((an,b,),n > 1), avec a,, > 0, telle que

P (a; ' (My, — by) < ) = F(za, +b,)" = (1 — F(za, +b,))"

n
converge vers une limite non triviale.

Proposition 2.4.3. On a F € D(H(E)) si et seulement si

nF(za, +b,) — —log H(§)(x).

n—oo

pour une certaine suite ((an,by),n > 1) ot a, > 0 et b, € R. On a alors la convergence en loi de

(a; (M, — by),n > 1) vers une variable aléatoire de fonction de répartition H ().
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Démonstration. Si F € D(H(E)), alors on a (1 — F(za, +b,))" — H(&)(z) pour une certaine suite

((an,bpn),n > 1) ou a, > 0 et b, € R. En prenant le logarithme de cette expression il vient

nlog (1 — F(za, + b)) =2 log H(&)(x).

— 00

Ceci implique que pour 1+ &x > 0, F(za, + b,) tend vers 0 et

nF(xzay, + by,) = log H(&)(x).

La réciproque est claire : si on a la convergence ci-dessus, alors F' € D(H(§)). (]

Rappelons que zp = inf{z € R; F(z) = 1} désigne le quantile d’ordre 1 de la loi de fonction de
répartition F'. Nous avons le résultat plus général suivant.

Proposition 2.4.4. Soit § € R. Il y équivalence entre F € D(H(E)) et il existe une fonction mesurable
a telle que pour 1+ &x >0, on a

F(za(u) + u) {(1 + &x)"YE siE#£0,

e * si&=0.

lim —————= =
Démonstration. Supposons que la fonction a existe et que la limite, quand u tend en croissant vers
xp, de F(za(u) 4+ u)/F(u) soit celle décrite dans la proposition. On suppose par simplicité que F

est continue. Alors en choisissant b, = U(n), on a F'(b,) = 1/n. En prenant u = by, on a donc
lim nF(za(b,) + by) = —log H(§)(x). Cela assure que F' € D(H(§)) d’apres la proposition 2.4.3. La

réciproque, plus difficile, est admise, voir [6] théoréme 3.4.5. O

2.4.2 Domaines d’attraction des lois de Fréchet et Weibull

Pour décrire plus en détail les domaines d’attraction, il est nécessaire de décrire précisément le
comportement de F(x) quand @ converge vers xp.

Définition 2.4.5. On dit qu’une fonction L est d variation lente si L(t) > 0 pour t assez grand et si
pour tout x > 0, on a
L(tx)
im =
10

Par exemple log(x) est une fonction & variation lente.

Les fonctions a variation lente jouent un réle prépondérant dans I’étude des lois de valeurs extrémes.
Les résultats concernant ces fonctions sont difficiles. Nous renvoyons au livre trés complet de Bingham
et al. [2]. En particulier, on sait caractériser les fonctions & variation lente, voir [2] théoréme 1.3.1.

Proposition 2.4.6. Soit L une fonction a variation lente. Il existe deux fonctions mesurables ¢ > 0
et k telles que :
lim ¢(z) = ¢ €]0,00[ et lim k(z) =0,

Tr—00 r—00

et a € R, tels que pour tout x > a,

K(u)

L(z) = ¢(x) exp /z —= du. (2.7)

u

Exercice 2.4.7.
1. Vérifier que la fonction log(z) se met sous la forme (2.7).

2. Vérifier que toute fonction de la forme (2.7) est & variation lente.
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Nous donnerons des résultats complémentaires sur les fonctions a variation lente dans le lemme
2.5.2.

Remarque 2.4.8. Si g(t) est positive pour ¢ assez grand et si pour tout z > 0, lim;_, g(tz)/g(t) =
2P, alors on a g(z) = 2% L(x), ot L est une fonction & variation lente. On dit que la fonction g est &
variation d’ordre f3. O

Théoréme 2.4.9. La fonction de répartition F' appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet

de parameétre o > 0 si et seulement si ‘F(x) = miO‘L(m)‘ ot la fonction L est & variation lente.

En particulier xp = +o00. De plus si F € D(®,), alors avec a,, = U(n) = F~! (1 - %), la suite
(a;*Mp,n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition @, .

Démonstration. Supposons que F(z) = x~“L(x), ol L est & variation lente. On conserve les notations
de la proposition 2.4.6. On a F(z) ~ g(z) en +oo, olt g(z) = 2~ %cpexp [ r(u)

a u

du est une fonction

continue. Posons a,, = U(n). Ona F(a,) < — < F(a,,) et a, tend vers I'infini avec n. Si F est continue
n

en a,, alors on a F(a,) = 1/n, sinon comme F est équivalente en +oo & une fonction continue, on en
déduit que F(ay) ~ 1/n quand n tend vers Uinfini. Pour x > 0, on a donc

_ Fl(a,
lim nF(a,z) = lim _(a 2) =
n—oo n—oo F(an)

—Q

Un raisonnement similaire & celui de la démonstration de la proposition 2.4.3 assure que F' € D(®,,).
On admettra la réciproque, voir [6] théoréme 3.3.7. O

Théoréme 2.4.10. La fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de la loi de

1
Weibull de parameétre o > 0 si et seulement si xp < oo et F(:zrp — —) =z “L(x)| ot la fonction L
T

est a variation lente. De plus si F € D(V,,), alors avec a,, = xp —U(n) =azp — F~ (1= 1), la suite

(a; ' (M, — zF),n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition U .

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du théoréme précédent, voir [6] théoreme 3.3.12
pour la réciproque. O

Les résultats concernant le domaine d’attraction de la loi de Gumbel sont plus délicats. Nous
renvoyons & [1], chapitre 2, ou [6], chapitre 3.3, pour plus de détails. En particulier les lois gamma,
gaussiennes, exponentielles et lognormales appartiennent au domaine d’attraction de la loi de Gumbel.

Enfin dans le cas particulier o la loi de X; possede une densité, on obtient des caractérisations
pour appartenir au domaine d’attraction d’une loi de valeurs extrémes, voir [6] théorémes 3.3.8 et
3.3.13.

Proposition 2.4.11 (Critére de von Mises). Soit F' la fonction de répartition d’une loi de densité f.

1. Sion a fa)
zf(z
— = 0

alors F appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de parametre «.

2. On suppose la loi de densité f strictement positive sur un intervalle (z,xzp), avec xp < co. Si

e L~ a)f()

= =a>0,
z—ay F(x)

alors F' appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull de paramétre .

Exercice 2.4.12. Montrer les résultats suivants a ’aide des théoremes 2.4.9 et 2.4.10.
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1. Laloi de Pareto d’indice o > 0, de fonction de répartition F/(z) = 1—2~% pour z > 1, appartient
au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de parametre a.

2. La loi de Cauchy appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de parametre 1.

3. La loi béta de parametre (a,b) appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull de
parametre b.

¢

2.5 Estimation du parametre de la loi de valeurs extrémes

Nous donnons deux familles d’estimateurs du parametre de la loi de valeurs extrémes généralisées.
11 en existe de nombreux autres, voir les monographies [1] et [6].

2.5.1 Estimateur de Pickand

0
Loi exponentielle £(1) Loi uniforme sur [0, 1]
i =40 000 =40 000
A - ¥y
Ve g e
Ny W
- ‘ )l ‘
500 1000 0 500 1000
P TP LN
W
0 3l Loi de Cauchy
Loi de Cauchy
=40 000
- n = 40 000
- O

0 500 1000 0 5000 10000

Fic. 2.5 — Estimateur de Pickand : k — f(lz n) a n fixé pour différentes lois

Théoréme 2.5.1. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
k
de fonction de répartition F € D(H(E)), ou & € R. Si lim k(n) = oo et lim kn) = 0, alors
n—oo n—oo N
lestimateur de Pickand

P . 1 X(nfk(n)+1,n) - X(n72k(n)+1,n)
Eh(n),n) = log
’ 10g2 X(n72k(n)+1,n) - X(n74k(n)+1,n)

converge en probabilité vers &.

k(n
Supposons les hypotheses du théoreme précédent satisfaites ainsi que lim L
n—oo loglogn
on admet que I'estimateur de Pickand est fortement convergent : la convergence de 'estimateur est
presque sire et non plus seulement en probabilité. Sous certaines hypotheses supplémentaires sur la

suite (k(n),n > 1) et sur F, on peut montrer qu’il est également asymptotiquement normal, voir

= oo, alors
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[5] : la suite (\/k(n) (ﬁ(lz(n)’n) — §) ,n > 1) converge en loi vers une variable gaussienne centrée de
variance
£E* 1 +1)
(2(2¢ = 1)log(2))*

Cela permet donc de donner un intervalle de confiance pour I'estimation. Mais attention, I’estimateur
de Pickand est biaisé. Pour un échantillon de taille n fixé, on trace le diagramme de Pickand : & (Izm)
en fonction de k. On est alors confronté au dilemme suivant :
— Pour k petit, on a une estimation avec un intervalle de confiance large. On observe de grandes
oscillations de la trajectoire k — f(lz)n) pour k petit dans la figure 2.5.
— Pour k grand, I'intervalle de confiance est plus étroit, mais il faut tenir compte d’un biais inconnu.
Ce biais peut étre important, comme on peut le voir sur la figure 2.5 pour la loi de Cauchy.
Le comportement de 5{2,71) pour les grandes valeurs de k, observé pour la loi de Cauchy sur les
figures 2.5 et 2.6, se retrouve pour de nombreuses lois.
Enfin, 'estimateur de Pickand possede une grande variance. De nombreux auteurs ont proposé
des variantes de cet estimateur, avec des variances plus faibles, construites a partir de combinaisons
linéaires des logarithmes des accroissements de la statistique d’ordre, voir [1] chapitre 5.

0.5

Loi exponentielle £(1) Loi exponentielle £(1)

n = 40,000 n = 40 000

e
0.0 Rl i = S

-0.5 T -0.5 v
0 250 500 0 5000 10000

1.50

Loi de Cauchy

n =40 000

0.50 ‘ t v
0 0 5000 10000

Fia. 2.6 — Estimateur de Pickand : k — 5(12 n) a n fixé, pour différentes lois et plusieurs réalisations

Démonstration du théoréme 2.5.1. On déduit de la proposition 2.4.1 que pour £ € R, on a avec le
choix t =2s,z =2 et y =1/2,

i WO =U@/2) e

% Tt/2) = U(t/4)

En fait, en utilisant la croissance de U qui se déduit de la croissance de F', on obtient

o U ~Ulter (1)

— 98,
t—oo U(tey(t)) — Ultea(t))

des que lim; oo c1(t) = 1/2 et limy o c2(t) = 1/4. Il reste donc & trouver des estimateurs pour U (t).
k
Soit (k(n),n > 1) une suite d’entiers telle que 1 < k(n) < n/4, lim k(n) = co et lim k(n) =0.
n—oo n—oo N

Nous écrivons k pour k(n). Soit (V(Ln), el V(nn)) la statistique d’ordre d’un échantillon de variables
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aléatoires indépendantes de loi de Pareto. On note Fy(x) = 1 — %, pour z > 1, la fonction de
répartition de la loi de Pareto. On déduit de la proposition 2.1.15 que les suites (%V(n,kﬂﬁn), n>1),
(%V(n—2k+17n),” >1)et (‘il—kV(n_élka),n > 1) convergent en probabilité vers 1. En particulier, on a
les convergences en probabilité suivantes :

‘/(n—2k+l7n) ‘/(n—4/€+17n)

— 1/4.

Vino n) — 00, — 1/2, et
(n—k+1,n) / e —

n—oo ‘/v(nikJan) n—oo
On en déduit donc que la convergence suivante a lieu en probabilité :

U(‘/(n—k-l-l,n)) - U(‘/(n—2k+1,n)) . 25
U(Vv(n72k+1,n)) - U(Vv(n74k+1,n)) n—oo

Il reste maintenant a déterminer la loi de (U(V(Ln)), cee U(V(nn))) Remarquons que si > 1, alors
U(z) = F~Y(Fy(z)). On a donc

UVam)s - UWVinm)) = (FHE (Vi) FHE (Vi)

ou Fy est la fonction de répartition de la loi de Pareto. On déduit de la croissance de Fy que
(FV(V(LH)), R FV(V(nn))) a méme loi que la statistique d’ordre de n variables aléatoires uniformes

sur [0, 1] indépendantes. On déduit du lemme 2.1.2 que le vecteur aléatoire (F~H(Fy (Vi ), - - FHEFv (Vinm)))

a méme loi que (X (1 ), -, X(n,n)), 12 statistique d’ordre d’un échantillon de n variables aléatoires

UVin—k+1,n) = UVin—2k41,m))

indépendantes dont la loi a pour fonction de répartition F'. Donc la variable aléatoire

a méme loi que
X(nkarl,n) - X(n72k+1,n)

X(n—2k+1,n) - X(n—4k+1,n) '
Ainsi cette quantité converge en loi vers 2¢ quand n tend vers l'infini. Comme la fonction logarithme

est continue sur R* , on déduit que I'estimateur de Pickand converge en loi vers §. Mais comme & est
une constante, on a également la convergence en probabilité. O

2.5.2 Estimateur de Hill

Dans tout ce paragraphe, on suppose que £ > 0. Nous avons besoin d’un résultat préliminaire sur
les fonctions a variation lente.

Lemme 2.5.2. Soit L une fonction & variation lente. Alors on a : pour tout p > 0, L(x) = o(z”) en
+oo et

b 1
/ t P L(t) dt ~ =2 PL(z) en +oo.
@ p

Démonstration. La démonstration repose sur la formule de représentation (2.7). Soit p > 0. Il existe
K (w) .
w4 < M. On en déduit que pour

20, M > 0 tel que pour z > zo, on a k(z) < p/2 et c(x)ela’
T > Tg, 0N a

_ 2\ "2
L(z) < Melso %% < 0r/ <_) '
To
On obtient L(x) = o(z”) en +o0.
L
Soit u > 1. La fonction hy(u) = (uz) o(uz)
L(z) c(z)
En utilisant les convergences de ¢ et de &, on en déduit que pour x > ¢, la fonction |h,(u)| est majorée
par la fonction

— 1) u~ P71 est majorée en valeur absolue par (1 +

gu) = (1+ Aels™ Fdvyy=r=1 < Ay =571,

exp[L

(‘/(n—2k+1,n)) - U(‘/(n—élk-l-l,n))

v

dvD u
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ou A et A’ sont des constantes qui ne dépendent pas de u. La fonction g est intégrable sur [1, co[. De
! . L(ux)
us on a lim

dominée, on en déduit que

— 1) w P71 =0, car L est & variation lente. Par le théoréme de convergence

>~ (L
lim ( (uz) - 1) w P du=0.
1

e fy \Z(a)

o0
L
Ce qui implique que lim (uz)

1
w P71 du = = et en posant le changement de variable v = u,
a—co /i L(xz) p

1 e 1
i —p—1 =
xlirxgo L) /x v L(v) dv = .

On obtient bien la derniére propriété du lemme. O

Lemme 2.5.3. Soit F € D(®,). On a

1 1

Démonstration. On déduit de la définition des fonctions a variation lente et du théoreme 2.4.9, que

Pt
F € D(®,), ou & = 1/a, si et seulement si tlim Fg(tz))

simplicité que la loi de X possede la densité f. Par intégration par partie, on a pour ¢ > 1

= =% pour tout z > 0. Supposons par

E [(logX — logt)l{X>t}]

+oo T
:/t (logz — log ) f(a)da = [~ F(z)(logx — log )], +/ =

t X

dzx.

En fait le membre de gauche est égal au membre de droite en toute généralité.
Grace au lemme 2.5.2, on a F(z) = 2~ “L(z) = o(x~%*"?), avec —a + p < 0. Le membre de droite

+o0 F
de I’équation ci-dessus se réduit donc a / ﬂdm. On a d’apres la deuxieéme partie du lemme
x

2.5.2, '

to > 1 1

/ ﬂdm = / T () do ~ —tL(t) = — F(t).

¢ x ¢ @ @

On en déduit donc le lemme. O

Il nous faut maintenant trouver un estimateur de F(t) = E [1{X>t}] et un estimateur de E [(log X —logt)lixsy

La loi forte des grands nombres assure que — Z 1(x,>¢) converge p.s. vers F(t). 1l reste & remplacer
n
i=1
t par une quantité qui tende vers +oo avec n. Comme pour estimateur de Pickand, il est natu-
rel de remplacer ¢ par X(,—k(n)+1,n), OU la suite (k(n),n > 1) satisfait les hypotheses suivantes :
lim k(n) = 400, et lim k(n)/n = 0. Cette derniére condition assure d’apres la proposition 2.1.10 et
n—oo

n—oo

le théoreme 2.4.9 que p.s. X(,,_g(n)+1,n) diverge vers I'infini.
Pour alléger les notations, notons k(n) = k. Si 'on suppose que F' est continue, la statistique
d’ordre est strictement croissante p.s., et on a pour estimation de F(X(n,k+17n)) :

k—1

n n

! E 1 ! E 1

E {Xi>X(n—kt1,m)} — ﬁ { X,y >X(n—kt1,n)} n
i=1 =1
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1 n
La loi forte des grands nombres assure que — Z (log X; — logt) 1{x,>¢) converge p.s. vers g(t) =
n
i=1
E [(1ogX —log t)l{X>t}}. On remplace a nouveau ¢ par X(,_g41,n), €t on obtient comme estimation
de g(X(n—k+1,m)) :

n

1
- Z (log Xi —10g X (41,1 LeX> X igam}

i=1

SRS

< Z log X(z,n) - (k - 1) 10g X(nk+1,n)> .

i=n—k+2

On en déduit que

n

1
1 Z log X (i n) —10g X(n—rt1,m)
i=n—k+2
est un bon candidat pour I'estimation de £. Il est d’usage de remplacer k — 1 par k sauf dans le dernier
terme, ce qui ne change rien au résultat asymptotique. Nous admettrons le théoréme suivant, voir [6]

théoreme 6.4.6.

Théoréme 2.5.4. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi F €

k
D(H(&)), ou & > 0. Si lim k(n) =00 et lim kn) =0, alors l'estimateur de Hill défini par
n—oo n—oo N
H 1 -
Ek(n)n) = ") Y log X(im) —10g X(n kin)t1,m):
i=n—k(n)+1
converge en probabilité vers &.
k(n)

Si ’on suppose de plus que lim ———
n—oo loglogn

i.e on a la convergence presque siire. Sous certaines hypothéses supplémentaires sur la suite (k(n),n >

= 00, alors I’estimateur de Hill est fortement convergent :

1) et sur F, on peut montrer qu’il est également asymptotiquement normal : la suite ( k(n) (ﬁ(Hk(n) n ~ 5) ,n > 1)

converge en loi vers une variable de loi gaussienne centrée de variance £2. Cela permet donc de donner
un intervalle de confiance pour 'estimation. Mais attention, tout comme l'estimateur de Pickand,
I’estimateur de Hill est biaisé.

Pour un échantillon de taille n fixé, on trace le diagramme de Hill : £ (Hk)n) en fonction de k. On est
alors confronté au dilemme suivant : si k est petit, on a une estimation avec un intervalle de confiance
large; si k est grand, l'intervalle de confiance est plus étroit, mais il faut tenir compte d’un biais
inconnu.

11 existe des variantes de Pestimateur de Hill qui estiment £ pour tout £ € R, voir par exemple [6]
p- 339 ou [1] p. 107.

2.6 Estimation des quantiles extrémes

On désire estimer z, le quantile d’ordre 1 — ¢ quand ¢ est petit. Si la fonction de répartition F'
est continue strictement croissante, cela revient & résoudre 'équation F(z,) = 1 — g. On suppose
que F € D(H(§)) pour un certain £ € R. Si ¢ est fixé, alors un estimateur de z, est le quantile
empirique X(,_[gn],n)- Nous avons déja vu, au paragraphe 2.1, son comportement asymptotique :
convergence p.s., normalité asymptotique, intervalle de confiance. Or notre problématique correspond

plutot a lestimation de z, quand on a peu d’observations, c’est-a-dire pour ¢ de l'ordre de —. Donc
n
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FiG. 2.7 — Estimateur de Hill : k — 5{;71) a n fixé pour différentes lois.

on recherche un estimateur de z,, lorsque g,n admet une limite ¢ €]0, oo quand n tend vers 'infini,
et on est intéressé par son comportement asymptotique. On dit que ’estimation est a l'intérieur des
données si ¢ > 1, et que 'estimation est hors des données si ¢ < 1.

Soit M, le maximum de n variables aléatoires indépendantes de fonction de répartition F €
D(H (&)). 1l existe donc une suite ((an,bn),n > 1), telle que pour n grand,

P(a, (M, —b,) < ) = F(za, +b,)" ~ H(¢)(z).

n

Nous utiliserons en fait 'approximation plus générale suivante : pour k fixé et n grand, on a
F(a,5, + bnyi)"'* ~ H(E)().
Ainsi, on a intuitivement
an =1 —F(zq,)
~1-H(E) (an - bn/k>’“/"

QAn /K

k —b, -1/¢
1 —exp{—ﬁ (1 +§anaT/k)

k —b, —-1/¢
- <1+§7Z‘I" /’“> :
n an/k

()

nqn

A+ b (2.8)
ou g,n =~ c. Les estimateurs de Pickand et de Hill que nous présentons s’écrivent sous cette forme. I1
reste donc a donner des estimations pour les parametres de normalisation a,, /i, et by, /.

%

On en déduit donc que
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Fic. 2.8 — Estimateur de Hill : £k — f{i n) a n fixé, pour différentes lois et plusieurs réalisations

2.6.1 A I’aide de l’estimateur de Pickand.

1

Remarquons que z,, = U <—) . De la proposition 2.4.1, on déduit que pour & # 0 et s assez
Gn

grand, on a

2t —1
U(sz) = 1——yf(U(8) —U(sy))(1 +o(1)) + U(s). (2.9)
. . 1 . .
En faisant un choix pour s,z et y tels que sx = — et s grand, de sorte que 1’on puisse négliger

n
o(1), on désire retrouver une estimation de z,, de la forme (2.8). Pour cela, il nous faut fournir un
estimateur de la fonction U. Il est naturel de choisir la fonction empirique U,,, 'inverse généralisé de
n

. 1
Un(t) = F;1 (1—1) ot Fy(z) = - ZI{X'LSI}' Comme p.s.
i=1
F, (X(i,n)) = % pour tout i € {1,...,n} et que F,, est constante sur [X(; ,,), X(i+1,n)[, on a

()= () =

On a (théoreme de Glivenko-Cantelli) que (F,,n > 1) converge p.s. vers F pour la norme de la

convergence uniforme. Cela implique que U, (x) converge p.s. vers U(x) pour presque tout .

n 1 k—1 k
— = — = ~ — ety = 1/2, ol k est fixé, c’est-a-dire k
k—1 Sqn NGn NGn

la fonction de répartition empirique :

Choisissons alors s =

ne dépend pas de n. En remplagant U(s) par U, (k"Tl) = X(n—k+1,n) et U(sy) par U, (ﬁ) ~

U, (ﬁ) = X(n—2k+1,n), On obtient & partir de (2.9) qu'un candidat pour estimer z,, = U(sx) est :

£P
(L) 1
P ngn

Fhan T T _g-e (X(n—kt1.m) — X(n—2k11,n)) + X(n—kt1,n)»

(2.10)
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fP
(ngn ) o 1 IOg (n§n )
ar si
1—2-¢ P g2
P
¢P = 0. On retrouve (2.8) avec bk = Xtn—kt1,n) €t Gy = 1_37 (X(n,kJan) - X(n,2k+17n)).

ou &P est Testimateur de Pickand de £. 11 faut bien siir remplacer

Nous admettrons le résultat suivant, voir [5], ol deux coquilles se sont glissées dans la description
de la loi de Q et Hy.

Théoréme 2.6.1. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de fonction de
répartition F € D(H(€)), & € R. Supposons que limy, oo ng, = ¢ €]0,00[. Soit 2~ Uestimateur
défini par (2.10). Pour k > ¢, fixé, on a la convergence en loi de la suite

X/ —
X(nkarl,n) - X(n72k+1,n)

(2
efHr —1

(1,2k) et Hx, a méme loi que Zfigl E; /i, les variables E; étant indépendantes de loi exponentielle de
parameétre 1.

vers 1 + , ot Qp et Hy sont indépendants, la loi de Qy est la loi gamma de parameétre

Le théoreme ci-dessus permet de donner un intervalle aléatoire de la forme

|:a— (X(n7k+1,n) - X(n72k+1,n)) + X(nkarl,n)u

a+ (X(n—k+1,n) - X(n—2k+l7n)) + X(n—k+1,n) )

- (%)

ol a_ et a4 sont des quantiles de la loi de 1 + 7z

, qui contient z,, avec une probabilité

asymptotique fixée.

. . 5, . . . . X(n—k+1,n) — Zqn
Les exercices suivants permettent d’étudier directement la loi asymptotique de

X(nkarl,n) - X(n72k+1,n)
dans le cas élémentaire ou k = 1, ¢, = ¢/n.

Exercice 2.6.2. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
de parametre A > 0. On pose g, = ¢/n. On suppose que A est inconnu.

1. Vérifier que z,, = log(n/c)/ .

2. Montrer en utilisant la densité de la statistique d’ordre que X, 1) €t X ) — X(5,—1,n) sont
indépendants.

3. Vérifier que A( Xy, n) — X(n,lyn)) suit une loi exponentielle de parametre 1.

4. Montrer, en utilisant (2.3), que (AX(,_1 ) — log(n),n > 2) converge en loi vers une variable
aléatoire, G, de fonction de répartition e~ ¢ (1 4 e~%).

5. Soit (T,,n > 1) et (Up,n > 1) deux suites de variables aléatoires qui convergent en loi vers T et
U, telles que T, et U,, sont indépendantes pour tout n > 1. Montrer, en utilisant les fonctions
caractéristiques par exemple, que la suite ((T},,U,),n > 1) converge en loi vers (T”,U’) ou T" et
U’ sont indépendants et ont méme loi que T et U.

1 _
6. Montrer que (X, n) — 2q,,n > 2) converge en loi vers X Y + G +log(c)|, o Y est une variable

aléatoire de loi exponentielle de parametre 1 indépendante de G.
X(nn) = %

n

7. Vérifier que ( ,n > 2) converge en loi et que la limite ne dépend pas de .
X(n,n) - X(nfl,n)

Vérifier que la loi limite correspond & celle donnée dans le théoreme 2.6.1.
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En déduire un intervalle aléatoire qui contient z,, avec une probabilité asymptotique fixée.
Vérifier que la largeur de cet intervalle aléatoire ne tend pas vers 0 quand n tend vers U'infini.

¢

Exercice 2.6.3. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
[0, 6], avec 8 > 0. On pose g, = ¢/n. On suppose que 6 est inconnu.

1.
2.

10.

11.

Vérifier que z,, = 60(1 — £).

Montrer en utilisant la densité de la statistique d’ordre que X(, ) et X(n_lm)/X(n)n) sont
indépendants.

X(n.n)
0

Montrer que (n(l — ),n > 2) converge en loi vers une variable aléatoire V7 de loi expo-

nentielle de parametre 1.

En déduire que (n(X(nﬁn) — Zg, )y > 2) converge en loi vers (c — V7).

Vérifier que (n(l — m), n > 2) converge en loi vers V5 de loi exponentielle de parametre
1. ’

Soit (T,,n > 1) et (U,,n > 1) deux suites de variables aléatoires qui convergent en loi vers T' et
U, telles que T, et U, sont indépendantes pour tout n > 1. Montrer, en utilisant les fonctions
caractéristiques par exemple, que la suite ((T3,,U,),n > 1) converge en loi vers (T7,U’) o T’ et
U’ sont indépendants et ont méme loi que T et U.

X(n,n) - an

X(n,n) - X(nfl,n)
indépendantes de loi exponentielle de parametre 1.

c
En déduire que ( ,n > 2) converge en loi vers 1, ou V1 et Vo sont

2

Montrer que si Y7 et Yo sont deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de

Y
parametre 1, alors Y7 + Y5 suit la loi gamma de parametre (1, 2), ﬁ suit la loi uniforme
1 2

sur [0, 1] et ces deux variables aléatoires sont indépendantes.

Soit @1 de loi gamma de parametre (1,2) et Hy de loi exponentielle de parametre 1. Déterminer
la loi de e~ 1. Déduire de la question précédente que (Q1,e 1) a méme loi que (Y1 +Ya, Y1 /(Y1 +
Y2)), puis que (Q1 e 1, Q1 (1 — e 1)) a méme loi que (Y7, Y2).

c—Wi —&

correspond a celle 1+ — H g avec les notations du théoreme 2.6.1.
2 € -

Vérifier que la loi de

En déduire un intervalle aléatoire qui contient z,, avec probabilité asymptotique fixée. Vérifier
que la largeur de cet intervalle aléatoire est d’ordre 1/n quand n tend vers l'infini.

¢

2.6.2 A l’aide de ’estimateur de Hill

On suppose que & > 0. L’estimateur du quantile associé a I'estimateur de Hill est donné par

i E
Zhgn = | — Xn—k+1,n) (2.11)

nqn

ott ¢ est I'estimateur de Hill de £&. On retrouve la forme donnée par (2.8) avec bp/k = an/k/ﬁH =
X (n—k+1,n)- Nous renvoyons a [1] paragraphe 4.6 et [6] page 348 pour les propriétés de cet estimateur
et les références correspondantes.
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2.7 Conclusion

Le paragraphe précédent a permis de répondre a la premiere question posée : Trouver une estima-
tion de z4 telle que la probabilité que la surcote de la marée durant une tempéte soit plus haute que
zq est g. On peut utiliser 'estimateur de Pickand ou 'estimateur de Hill et fournir un intervalle de
confiance.

Rappelons la deuxieme question : Soit ¢ fixé, typiquement de I’ordre de 1073 ou 104, trouver
yq tel que la probabilité pour que la plus grande surcote annuelle soit supérieure a y, est ¢g. Pour
cela il faut estimer le nombre moyen de tempétes par an, disons k. La probabilité pour que parmi kg
tempétes, il y ait une surcote supérieure a h est 1 — F(h)*0. On en déduit donc que y, est solution de
F(y,)" =1 —¢q. On trouve y, = zy ot ¢ = 1 — (1 — q)'/*. On peut utiliser I'estimateur de Pickand
ou l'estimateur de Hill et fournir un intervalle de confiance pour la réponse. Pour ’exemple précis
concernant les Pays-Bas, Haan [4] observe que le paramétre de forme est trés légérement négatif,
et il choisit de l'estimer a 0, car cela permet d’avoir des résultats plus conservateurs, dans le sens
ou les probabilités que la marée dépasse un niveau donné sont majorées. Il semble que de maniere
générale, les phénomenes observés dans les domaines de la finance et de ’assurance correspondent a
des parametres £ positifs. En revanche les phénomenes météorologiques correspondent plutot a des
parametres £ négatifs.

Soulignons en guise de conclusion que pour ’estimation des quantiles, il est vivement recommandé
d’utiliser plusieurs méthodes. Ainsi dans D'article [4], pas moins de huit méthodes différentes sont
utilisées pour fournir une réponse et la commenter.
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