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I1.7 Chaines de Markov

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X,,,n € N) qui permet de modéliser
I’évolution dynamique d’un systeme aléatoire : X, représente ’état du systeme a linstant n. La
propriété fondamentale des chaines de Markov, dite propriété de Markov, est que son évolution fu-
ture ne dépend du passé qu’au travers de sa valeur actuelle. Autrement dit, conditionnellement &
Xn, (Xo,...,Xn) et (Xpik, k € N) sont indépendants. Les applications des chaines de Markov sont
trés nombreuses (réseaux, génétique des populations, mathématiques financiéres, gestion de stock,
algorithmes stochastiques d’optimisation, simulation, ... ).

Nous donnons au paragraphe I1.7.1 la définition et des propriétés élémentaires des chaines de Mar-
kov. Nous considérons les régimes stationnaires ou probabilité invariante des chaines de Markov au
paragraphe I1.7.2. Nous caractérisons les propriétés des états d’une chaine de Markov, et introduisons
la notion de chaine irréductible au paragraphe I1.7.3. Intuitivement une chaine de Markov irréductible
partant d’un état donné peut visiter un autre état au bout d’un certain temps avec probabilité stric-
tement positive. Nous présentons les théoréemes asymptotiques fondamentaux pour les chaines de
Markov irréductibles dans le paragraphe I1.7.4. Leur démonstration est reportée au paragraphe I1.7.5.

Le résultat principal est que pour les chaines de Markov, par exemple a valeurs dans un espace fini,
n

1
irréductibles, la moyenne en temps — Z f(Xk) converge p.s. vers la moyenne de f par rapport a
n
k=1
l'unique probabilité invariante 7 : (m, f). Ce résultat est ’analogue de la loi forte des grands nombres.
Nous donnons des exemples importants d’utilisation des chaines de Markov au paragraphe I1.7.6.

11.7.1 Définition et propriétés

Soit E un espace discret, i.e. E est un espace au plus dénombrable muni de la topologie discrete,
ol tous les éléments de E sont isolés, et donc de la tribu &€ = P(E).

Définition I1.7.1. Une matrice P = (P(z,y),x,y € E) est dite matrice stochastique si ses coefficients
sont positifs et la somme sur une ligne des coefficients est égale a 1 :

P(z,y) >0 et Z P(x,z) =1, pour tous z,y € E. (I1.32)
z€E

On renvoie au paragraphe 1.6.2 pour la définition et les propriétés de I’espérance conditionnelle.

Définition I1.7.2. Soit P une matrice stochastique sur E. Une suite de variables aléatoires (X,,n €
N) a valeurs dans E est appelée chaine de Markov de matrice de transition P si pour tous n € N,
reFE, ona:

IED(AXnJrl = | D, TN 7X0) = IED(AXnJrl = | Xn) = P(Xnvx) (1133)
On dit que la chaine de Markov est issue de ug si la loi de Xo est pg.
Comme 'espace d’état est discret 1’équation (I1.33) est équivalente & : pour tous xg,...,z, € E,
tels que P(X,, = zp,..., Xo=20) > 0:
P(Xpi1=2| Xn=2Zn,...,Xo=20) =P(Xpt1 =2 | X, = z,) = P(zp, 2).

Si P(Xo = ) = 1, autrement dit pg est la masse de Dirac en x, on dira plus simplement que la
chaine de Markov est issue de x.

La proposition suivante assure que la matrice de transition et la loi initiale caractérisent la loi de
la chaine de Markov.
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Proposition I1.7.3. La loi d’une chaine de Markov (X,,n € N) est entiérement caractérisée par sa

matrice de transition, P, et la loi pug de Xo. De plus, on a, pour tous n € N*, zqo,...,x, € E :
n
P(Xo = x0,..., Xn = 2n) = po(zo H (Tg—1,Tk). (11.34)
Démonstration. Soient n € N*, xg,...,z, € E. Si P(Xg = 29,...,Xn-1 = Tpn—1) > 0, une utilisation

successive de la formule des probabilités conditionnelles donne :

P(X()::I"Ov"'vXn :ZL'n)
= P(XO = ,CCQ)P(Xl = ,CCllXQ = .’L'0) N P(Xn = $n|XO =Ty -- ;Xn—l = .’L‘n_l)

= po(wo) [ Plan—1,z0).
k=1

Si P(Xog =20y, Xn-1 = 2n_1) =0, soit P(Xg = xz¢) = 0 i.e. pug(zg) =0 et donc (I1.34) reste vrai;
soit il existe m € {1,...,n — 1} tel que P(Xg = x0,..., Xin—-1 = Tm-1) > 0 et P(Xy = zg,..., Xpm =
Zm) = 0. Dans ce dernier cas, on peut utiliser (I1.34) avec n = m et obtenir que :

m
0=P(Xog=20,...,Xm = Tm) = po(xo H (Tr—1,Tk).

On en déduit que (I1.34) reste vrai avec les deux membres nuls. En conclusion (I1.34) est toujours
vérifié.

L’espace produit EY est ’espace d’état de la chaine de Markov. Il est muni de la tribu produit. En
particulier comme la tribu sur F est engendrée par les singletons, la tribu produit sur EN est, grace a
la définition 1.1.5, engendrée par la collection C = {(xzg,...,2,);n € N, g, ..., 2, € E}. Le théoreme
de classe monotone et plus particulierement le corollaire 1.1.18 assurent que deux probabilités qui
coincident sur C sont égales. On déduit donc de (I1.34) que la loi de la chaine de Markov (X,,,n € N)
est caractérisée par P et pp. O

Remarquons qu’une suite de variables aléatoires a valeurs dans F, indépendantes et de méme loi
est une chaine de Markov dont toutes les lignes de sa matrice de transition sont égales. Nous donnons
deux autres exemples de chaines de Markov.

E:L’emple I1.7.4. La marche aléatoire symétrique simple sur Z, S = (S,,n > 0), est définie par S,, =

So + Z Zy, o Z = (Zn,n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi,

P(Z, = 1) P(Z, = —1) = 1/2, et Sy est une variable aléatoire & valeurs dans Z indépendante de
Z. On vérifie facilement que la marche aléatoire simple est une chaine de Markov a valeurs dans Z de
matrice de transition : P(z,y) =0si |z —y| # 1 et P(x,y) =1/2si |z —y| =1 pour z,y € Z. O

Ezemple 11.7.5. On note X, 1'état d’un stock de pieces détachées a l'instant n, D, 1 la demande
(aléatoire) formulée par des clients, et ¢ € N* la quantité (déterministe) de pieces détachées fabriquées
entre les instants n et n + 1. Alors & I'instant n + 1, 'état du stock est X, 11 = (X, + ¢ — Dpy1)™,
ol z1 désigne la partie positive de z € R. Si la demande D = (D,,n € N*) est constituée de
variables aléatoires & valeurs dans N indépendantes et de méme loi, et si X est une variable aléatoire
indépendante de D & valeurs dans N, alors X = (X,,,n € N) est une chaine de Markov & valeurs dans
N de matrice de transition : P(z,y) =P(D =k)siy=xz+q—k >0, et P(z,0) =P(D >z +¢). On
donne quelques simulations de la chaine de Markov X pour différentes lois de D; dans le graphique
I1.15. O
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FIGURE II.15 — Plusieurs réalisations de I’évolution aléatoire d’un stock de dynamique X,,+1 = (X, +
q— Dyy1)T, avec Xog = 0, ¢ = 3 et ol les variables aléatoires (D,,,n € N*) sont indépendantes de loi
de Poisson de parametre 6 (6 = 4 & gauche et § = 3 & droite).

Les deux exemples précédents sont des cas particuliers du lemme suivant. Sa démonstration est
immédiate.

Lemme I1.7.6. Soit U = (Uy,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
a valeurs dans un espace mesurable F'. Soit Xy une variable aléatoire d valeurs dans E indépendante de
U et de loi pg. Soit f une fonction mesurable définie sur E X F a valeurs dans E. La suite (X,,n € N)
définie par Xp41 = f(Xn,,Uny1) pour n € N est une chaine de Markov issue de ug et de matrice de

transition P définie par P(x,y) = ]P’(f(:r, Up) = y) pour tous x,y € E.

Pour un choix judicieux de suite U et de fonction f dans le lemme précédent, il est aisé de vérifier
que pour toute matrice stochastique P sur E et toute probabilité uo sur F, on peut construire une
chaine de Markov issue de g et de matrice de transition P.

Il est facile de calculer des espérances ou des lois conditionnelles pour une chaine de Markov a
I’aide des puissances de sa matrice de transition. Nous introduisons d’abord quelques notations.

Soient P et () deux matrices définies sur E. On note PQ la matrice définie sur E par PQ(z,y) =

S P(x,2)Q(2,9). On pose P° la matrice identité et pour k& > 1, P* = P*~1P (on a aussi P =
zeE

PP* 1), 11 est immédiat de vérifier que si P et () sont des matrices stochastiques alors PQ est une
matrice stochastique.

On identifie une probabilité p sur E au vecteur (u(z) = pu({z}),r € E) de RE, et une fonction

f définie sur E & valeurs dans R au vecteur (f(x),x € FE). Pour une probabilité ;1 et une matrice

stochastique P, on définit le vecteur uP par pP(y) = > wu(x)P(x,y) pour tout y € E. Il est évident
z€E

de vérifier, en utilisant (I1.32), que uP est également une probabilité. Pour une fonction f positive ou
bornée et une matrice stochastique P, on définit la fonction Pf par Pf(z) = > P(z,y)f(y).
yeE

La proposition suivante permet d’exprimer des espérances et des lois conditionnelles pour une
chaine de Markov en fonction de sa matrice de transition.

Proposition I1.7.7. Soit (X,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P. On note
Un la loi de X,,. Soit f une fonction bornée. On a pour n € N*

L pn = po P,

2. E[f(Xn)|Xo] = P" f(Xo),
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3. E[f(X,)|Xo,... Xn_ 1] = Pf(Xn_1),
4- E[f(Xn)] = (ins £) = (poP", f) = (o, P" f).

On utilise les notations P,, et E, quand Xy est p.s. égale & x (i.e. la loi de Xy est la masse de Dirac
en z). Ainsi on a P, (A) = P(A| X = z) et E,[Z] = E[Z]| X = z]. Avec ces notations, on peut réécrire
la propriété 2 de la proposition : E,[f(X,,)] = P™f(z) pour tout = € E.

Démonstration. La propriété 1 découle de (I1.34) en sommant sur zo,...,2,—1 € F. En sommant
(I1.34) sur z1,...,2,—1 € E, on obtient P(Xy = 2, X, = ) = po(zo)P" (20, z,). En multipliant
par f(z,) et en sommant sur z,, € E, on obtient E[f(X,)1{x,=z0}] = to(xo)P™ f(x0). La propriété
2 est une conséquence de la définition de l’espérance conditionnelle (voir le corollaire 1.6.14). En
multipliant (I1.34) par f(z,) et en sommant sur z,, € E, on obtient :

Elf(Xn)1l{xo=z0,.... Xn_1=2n_1}] = Pf(@n-1)P(Xo = 20,..., X1 = Tpn_1).

.....

La propriété 3 découle alors de la définition de I'espérance conditionnelle (voir le corollaire 1.6.14). La
propriété 4 découle de la propriété 1 pour la deuxieme égalité et de la propriété 2 pour la derniere. [

Ezemple 11.7.8. Soit (U,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p € ]0,1[. On désire calculer la probabilité p, ,, d’observer une séquence de 1 consécutifs
de longueur au moins ¢ dans la suite (Uy, ..., U,). Pour cela, on introduit la chaine de Markov définie
par Xo = 0 et X1y = (X, + 1)1y, =1, x, <6} + {1{x,—¢ pour n € N. Remarquons que des que
I’on observe une séquence de 1 consécutifs de longueur £ la chaine X devient constante égale a ¢. En
particulier, on a p; ,, = P(X,, = £) = P"(0,£), ou P est la matrice de transition de la chaine de Markov
(Xn,mn € N). On a P(z,0) =1—pet Plz,x+1) = p pour x € {0,...,£ — 1}, P({,¢) = 1 et tous
les autres termes de la matrice sont nuls. On représente les valeurs de py,, pour n = 100 et p = 1/2
dans le graphique I1.16. On observe qu’avec une probabilité supérieure & 1/2 on a une séquence de 1
consécutifs de longueur au moins 6 (pg 100 = 0.55). O

0.75
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FIGURE I1.16 — Graphe de la fonction « — P(L,, > |z]), ot L, est la longueur maximale des séquences
de 1 consécutifs dans une suite de n = 100 variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre

p=1/2.

Le théoréeme suivant assure que I’évolution future d’une chaine de Markov ne dépend du passé
qu’au travers de sa valeur présente. Cette propriété est appelée propriété de Markov.
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Théoréme I1.7.9 (Propriété de Markov des chaines de Markov). Soit (X,,,n € N) une chaine de
Markov de matrice de transition P issue de po. Soit ng € N. La loi de (Xptno,n € N) sachant
(Xo,...,Xn,) est une chaine de Markov de matrice de transition P issue de Xy, .

Démonstration. On déduit de (I1.34) que pour tous n > 1, Zg,...,Tpe+n € F tels que P(Xy =
Z0y -y Xng = Tng) > 0,0n a:

no+n

P(Xng = Zngs -+ Xngtn = TngpnlXo =20, ., Xng = o) =[] Plar—1, ).
k=no+1

Autrement dit, on a P(X,,, = @ng, s Xngtn = Tng+n| X0, -+, Xng) = F(Xpn,) ot F(z) = P(Xo =
Tngs -y Xn = Tng+n]Xo = ). On déduit donc de la proposition I1.7.3 que conditionnellement &
(Xo0y--y Xng)s (Xngs+ -y Xng+n) @ méme loi que (Xo, ..., X,) issu de X,,. Ceci étant vrai pour tout
n > 1, on en déduit le résultat en utilisant la caractérisation de la loi d’une chaine de Markov par sa
matrice de transition et sa loi initiale. o

11.7.2 Probabilités invariantes, réversibilité

Les probabilités invariantes jouent un réle important dans 1’étude des comportements asympto-
tiques des chaines de Markov.

Définition I1.7.10. Une probabilité m sur E est appelée probabilité invariante, ou probabilité station-
naire, d’une chaine de Markov de matrice de transition P si m = wP.

On considere (X,,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P issue d’une probabilité
invariante . On note w, la loi de X,. On a 1 = 7P = 7 et, en itérant, on obtient que w,, = w. Pour
tout n € N*, X, a méme loi que Xy : la loi de X,, est donc constante ou stationnaire au cours du
temps.

Supposons de plus que 7(x) > 0 pour tout = € E. Pour x,y € E, on pose :

m(y)Py, z)
7(x)

Qz,y) = (I1.35)

Comme 7 est une probabilité invariante, on a > w(y)P(y,z) = nP(z) = w(z) pour tout € E. En
yeLE
particulier la matrice @) est une matrice stochastique. Pour tous x,y € £, n > 0,o0n a :

P(Xn = ann—i-l = -T)
]P)(XnJrl = SC)

P(X, = y|Xpi1 =) = = Q(z,y).

Autrement dit P(X,, = y|X,+1) = Q(Xn+1,y) pour tout y € E. Plus généralement, il est facile de
vérifier que pour tous k € N*, y € E, on a P(X,, = y|Xn41,. -, Xn+k) = Q(Xn+1,y). La matrice Q
s’interprete comme la matrice de transition de la chaine de Markov X apres retournement du temps.

Définition I1.7.11. On dit qu’une chaine de Markov de matrice de transition P, ou plus simplement
la matrice P, est réversible par rapport a la probabilité ™ si on a pour tous x,y € E :

m(z)P(z,y) = 7(y) Py, z). (11.36)

En sommant (I1.36) sur , on en déduit le lemme suivant.
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Lemme I1.7.12. Si une chaine de Markov est réversible par rapport a la probabilité m, alors m est
une probabilité invariante.

Les exemples page 182 et page 179 permettent d’illustrer le concept de chaines de Markov
réversibles.

Si P est réversible par rapport a m, alors @) définie par (I1.35) est égal & P. Donc si une chaine de
Markov est réversible par rapport a une probabilité invariante, alors si elle est issue de cette probabilité
invariante la chaine et la chalne apres retournement du temps ont méme loi. Plus précisément, si
(Xn,n € N) est une chaine de Markov réversible par rapport & 7 et si la loi de Xy est m, alors les
vecteurs (Xo, ..., Xn-1,Xn) et (Xn, Xn—1,...,Xo) ont méme loi pour tout n € N*.

11.7.3 Irréductibilité, récurrence, transience, périodicité

Définition I1.7.13. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P. On dit
que x est un état absorbant de la chaine X si P(x,x) = 1.

En particulier si la chaine de Markov atteint un de ses états absorbants, elle ne peut plus s’en
échapper. Dans 'exemple page 180 sur le modele de Wright-Fisher, on s’intéresse au temps d’atteinte
des états absorbants.

Définition I1.7.14. On dit qu’une chaine de Markov, ou sa matrice de transition, est irréductible si
pour tous x,y € F, la probabilité partant de x d’atteindre y est strictement positive, autrement dit :
si pour tous x,y € E, il existe n =ny, > 1 (dépendant a priori de x et y) tel que P"(z,y) > 0.

Remarquons que la condition P™(x,y) > 0 est équivalente a l'existence de n > 1, g =, z1, ...,
n

xn =y tels que P(Xy = 1,..., X = 2,|Xo =20) = [[ P(xg—1,2x) > 0.
k=1

Par exemple, la marche aléatoire symétrique simple sur Z de I'exemple page 166 et la chaine de
Markov de 'urne d’Ehrenfest de I’exemple page 182 sont irréductibles. Une chaine possédant des
états absorbants n’est pas irréductible (sauf si U'espace d’état est réduit & un seul élément). Ainsi la
chaine de Markov du modele de Wright-Fisher de 'exemple page 180 n’est pas irréductible.

On utilise la convention inf ) = +oo. On définit le temps d’atteinte de = par :
T° =inf{n>1;X,, = x}.

Définition I1.7.15. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov. On dit qu’un état x € E est :
— transient si Py (T* = 4+00) > 0,
— récurrent si Py (T* = 4+00) = 0.

Une chaine de Markov est dite transiente (resp. récurrente) si tous les états sont transients (resp.
récurrents).

On pose N* = 3 1(x,—z} le nombre de visites de I’état 2. La proposition suivante permet de
neN
caractériser les états récurrents et transients.

Proposition I1.7.16. Soit X une chaine de Markov de matrice de transition P. On a les propriétés
sutvantes.
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1. Si x est transient alors on a Py(N® < +00) =1, Y P"(z,z) < 400 et conditionnellement a
neN
{Xo =}, N* est de loi géométrique de paramétre P, (T* = +00).

2. Si x est récurrent alors on a Py(N® = 400) =1 et Y, P"(z,2) = +o0.
neN

3. Si X est irréductible alors X est soit transiente soit récurrente. Dans le premier cas on a
P(N* < 400) =1 pour tout x € E et dans le second P(N® = +00) = 1 pour tout x € E.

Démonstration. On pose p = P,(T% = +00) = P,(N* = 1). On note T? = inf{k > 0; Z 1ix, =0} =

n} le n-iéme temps de passage en . (On a Ty = T7 quand Xo = x). Remarquons que {TZ < 4oo} =
{N? > n}. En décomposant suivant les valeurs de T)7, il vient pour n € N* :

P.(N” >n) =Y P(N*>n,T7 =r)

r>n
zﬂ”(zl{x-ﬂnx SO NITRES)
r>n LeN
r>n LeN
- IPI(NI > n)]P’z(N”” > 1) (IL37)

=P,(N®>n—-1)(1—-p).

ou l'on a utilisé la propriété de Markov a l'instant r pour la troisieme égalité. En itérant et en utilisant
que P,(N* > 0) = 1, on obtient P, (N® > n) = (1 —p)” pour n € N, puis P,(N* =n) = P,(N* >
n—1)—P,(N* >n) =p(l —p)"~! pour n € N*. Remarquons enfin que E,[N*] = 3 P,(X,, =2) =

neN
> P(x,x).
neN

Si x est transient, on a p > 0 et, conditionnellement & {Xo = z}, N® est de loi géométrique de
parametre p > 0. En particulier son espérance est finie.

Si z est récurrent, on a p = 0 et donc P(N* € N) = 0. Ceci implique que P(N* = +00) = 1 et son
espérance est infinie.

Il reste la propriété 3 & démontrer. Soient x,y € E. Comme la chaine est irréductible, il existe ny
et ng tels que P™(y,x) > 0 et P"2(x,y) > 0. En particulier on a pour tout n € N :

Pty ) > Py, ) P, 2) Pz, y) et PP T2(g x) > Pz, y) P™(y, y) P\ (y, z). (11.38)

Ceci implique que les deux séries Y. P"(x,z) et Y. P"™(y,y) sont de méme nature. Ainsi les deux
neN neN
états x et y sont soit tous les deux transients soit tous les deux récurrents. On en déduit qu’une chaine

irréductible est soit récurrente soit transiente.

Si la chaine est transiente, on a en décomposant suivant la valeur de 7% et en utilisant la propriété
de Markov :

P(N?® = +00) Z]P’ P,.(N® = 400) = 0.
neN

Si la chaine est récurrente, on a en décomposant suivant la valeur de T et en utilisant la propriété
de Markov :

P(N® < +00) = P(T® )+ > P(T P.(N? < 4+00) = P(T* = +00). (11.39)
neN
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Soit y € E distinct de z. On considere NY = Card ({n < T%; X,, = y}) le nombre de visites de y avant
de visiter z et p = P, (T, < Ty) la probabilité de visiter & avant de retourner en y. Un calcul similaire
a (I1.37) assure que :

IEI)y(]\fag >n) = IEI)y(]\fag > n)Py(Ng >1)= Py(Ncg >n—1)(1-p).

En itérant et en utilisant que P, (N¥ > 0) = 1, on obtient P, (NY > n) = (1 — p)™ pour n € N et donc

P, (NY = +00) = 1{,—0}. La chaine étant irréductible, il existe n > 0 tel que P, (X,, = ) > 0. Comme

{X,, =2} C{T" < 400}, on en déduit que Py, (7% = +o0) < 1. Comme {NY = +o0} = {T? = 40},

il vient P, (NY = +00) < 1. Ceci implique p > 0 puis P, (NY = +00) = 0 et Py (T* = +00) = 0. Comme

P(T* = +00) = > P(Xo = y)Py(T* = 400) = 0, on déduit de (II.39) que P(N* < +00) = 0. Ceci
€l

termine la démogstration de la propriété 3. O

Dans 'exemple page 166 de la marche aléatoire symétrique, remarquons que, si Sy est pair, alors
Sy, est pair si, et seulement si, n est pair. On assiste a un phénomene périodique. En particulier
P™(0,0) est nul si n est impair. Ceci motive la définition suivante.

Définition I1.7.17. Soit X une chaine de Markov de matrice de transition P. La période d’un état
x € E est le PGCD de {n € N*; P*(x,x) > 0}. Un état est dit apériodique si sa période est 1, sinon
il est dit périodique. Une chaine de Markov est dite apériodique si tous ses états sont apériodiques.

Proposition I1.7.18. Soit X une chaine de Markov de matrice de transition P. On a les propriétés
sutvantes.
1. Six € E est apériodique, alors il existe ng € N tel que P™(x,2) > 0 pour tout n > ng.

2. Si X est irréductible, alors elle est apériodique si au moins un état est apériodique.

Démonstration. Soit x € E apériodique. On note I = {n € N*; P"(x,z) > 0}. Comme P"*"(z,z) >
P"(z,z)P™(x,x), on en déduit que I est stable par addition. Par hypothese, il existe nq,...,ng € I

K
premiers entre eux. Le théoréme de Bézout assure qu’il existe ay,...,ax € Z tel que > agni = 1.
k=1
K K
Onposeny = >, agngetn_ = > |ag|ng, de sorte que ny,n_ € I et ny —n_ = 1. Soit
k=1;a,>0 k=1;a;,<0
n > n%. On considere la division euclidienne de n par n_. il existe r € {0,...,n_ — 1} et ¢ > n_

entier tels que :
n=qgn_+r=qn_+r(ny —n_)=(q—r)n_ +rn,.

Comme g —r > 0 et que I est stable par addition, on a n € I. Ceci démontre la propriété 1.

Si P™(x,x) > 0 pour tout n > ng, alors par définition x est apériodique. La propriété 2 découle
alors de la propriété 1 et de (I1.38). O

Le lemme suivant sera utilisé au paragraphe I1.7.5.

Lemme I1.7.19. Soient X = (X,,,n € N) et Y = (Y,,,n € N) deux chaines de Markov indépendantes
irréductibles a valeurs dans E. Alors Z = ((X,,Yy),n € N) est une chaine de Markov d valeurs dans
E?. Sim (resp. v) est une probabilité invariante pour X (resp. Y ), alors m @ v est une probabilité
invariante pour Z. St X ou 'Y est apériodique, alors Z est irréductible.

Démonstration. 11 est élémentaire de vérifier que Z est une chaine de Markov de matrice de transition
P(z,2") = Pi(21,21)P2(22,25) ot Py (resp. P») est la matrice de transition de X (resp. V) et z =
(21,22),2" = (21,25) € E%
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Si 7 (resp. v) est une probabilité invariante pour X (resp. Y), alors on a, pour z = (21,22) € E? :

T@UP() = Y w(a)w(22)P((21,22), (21, 2) = Y w(21)Pi(z1, Z1)v(22) Pa(22, 25) = 7@ v(2).

z1,22€E 21,22€E

Et donc ™ ® v est une probabilité invariante pour Z.
Supposons que X est apériodique et montrons que Z est irréductible. Soient z = (21, 22), 2 =
21,29) € . Les chamnes X e etant 1rréeductibles, 1l existe ny, ng,n3 € els que 21,21) >0,
1,25) € E2. Les chaines X et Y étant irréductibles, il exist N* tel P 1D>0
Py2(z9,25) > 0 et Py3(zh,25) > 0. La proposition I1.7.18 assure que P*sFmz=ni (0 21y > 0 pour
k € N* suffisamment grand. Ainsi, on obtient que, pour k suffisamment grand :
PRnS (5, 1) = Pz, o) PSS (2, 20

> Pl (21, 24) Py (21, 2) P2 (22, 25) Py (25, 25)* > 0.

La chaine Z est donc irréductible. O

11.7.4 Théoremes asymptotiques

Soit X = (X,,n € N) une chaine de Markov & valeurs dans E. On rappelle la définition du temps
d’atteinte de = : T = inf {n > 1; X,, = 2}. Notons que, comme 7% > 1, on a E,[T*] > 1. On pose :

r(z) = ]Ez[sz] € [0,1]. (11.40)

Pour une chaine de Markov irréductible transiente on a, pour tout « € E, P, (T* = 4+00) > 0 et donc
m=0.

Définition I1.7.20. Un état x récurrent est dit récurrent positif si w(x) > 0 et récurrent nul si
m(x) = 0. Une chaine est dite récurrente positive (resp. nulle) si tous ses états sont récurrents positifs
(resp. nuls).

On dit qu'un événement A est presque str (p.s.) pour une chaine de Markov X de matrice de
transition P si P;(A) = 1 pour tout € E et donc si P(A) = 1 quelle que soit la loi initiale de la
chaine de Markov.

Les deux théoremes fondamentaux suivants sur le comportement asymptotique d’une chaine de
Markov irréductible seront démontrés au paragraphe I1.7.5.
Théoréme I1.7.21. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible o valeurs dans E.

1. La chaine de Markov X est soit transiente soit récurrente nulle soit récurrente positive.

2. Si la chaine de Markov est transiente ou récurrente nulle, elle ne possede pas de probabilité
invariante. De plus on a m = 0.

3. Pour toutx € E, on a :

1« p.s.
E};l{xkzx} — (@), (I1.41)

Théoréme I1.7.22 (Théoréme ergodique). Soit X = (X,,n € N) une chaine de Markov irréductible
a valeurs dans E récurrente positive.

1. Le vecteur m défini par (I1.40) est une probabilité et c’est l'unique probabilité invariante de X.
De plus on a 7(x) > 0 pour tout x € E.
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2. Pour toute fonction f définie sur E, telle que f >0 ou (m,|f]) < +o0, on a :

n

ISR 2 (). (1L42)
k=1

3. Si de plus X est apériodique alors on a X, b et done lim P(X, = x) = n(x) pour
n—-+o0o n—-+o0o

tout x € F.

En particulier pour une chaine de Markov récurrente positive la moyenne temporelle converge
p-s. vers la moyenne spatiale par rapport a la probabilité invariante. Le théoreme ergodique indique
que le comportement de la chaine de Markov en régime stationnaire correspond au comportement
asymptotique.

Si X est transiente, alors on a hI_P P(X,, = z) = 0 pour tout z € E. On peut aussi montrer que
n—-+0oo

si X est récurrente nulle on a lim P(X,, = z) = 0 pour tout x € E.
n—-+oo

Nous donnons le corollaire suivant pour le cas E fini.

Corollaire 11.7.23. Une chaine de Markov irréductible a valeurs dans un espace E fini est positive
récurrente : w défini par (11.40) est son unique probabilité invariante, w(x) > 0 pour tout x € E et on
a (I1.42) pour toute fonction f.

Démonstration. En sommant (I1.41) sur z, on obtient que Y. m(x) = 1. Ainsi la chaine est récurrente
zeE
positive d’apres le théoreme I1.7.21, propriétés 1 et 2. La suite découle du théoreme I1.7.22. O

La convergence des moyennes empiriques, voir (I11.42), pour les chaines de Markov irréductibles
récurrentes positives est a comparer avec la loi forte des grands nombres ; mais ici les variables aléatoires
(X, n € N) sont dépendantes. Remarquons également que la probabilité qui apparait & la limite, dans
le membre de droite de (I1.42) n’est pas liée & la loi initiale de la chaine de Markov. Une propriété
importante des chaines de Markov irréductibles est cet oubli de la condition initiale. Tout comme le
théoréme central limite (TCL) pour la loi forte des grands nombres, on peut estimer la vitesse de

convergence dans (I1.42) en étudiant la convergence en loi de /n (% > f(Xg) = (m, f)) Sous des
k=1

hypotheses raisonnables, on peut montrer que la limite existe et est gaussienne. Mais la variance de
la loi gaussienne limite est en général difficile a calculer, voir la remarque qui suit. Contrairement au
TCL, on ne peut pas 'estimer a partir des observations, ni donc construire un intervalle de confiance
comme dans la méthode de Monte-Carlo.

Remarque 11.7.24. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible, de matrice de transition
P, a valeurs dans E fini. Le corollaire I1.7.23 assure qu’il existe une unique probabilité invariante 7.
n

Soit f une fonction définie sur E & valeurs dans R. On pose I,(f) = 2 3 f(Xj). On a donc p.s.
k=1
lim I,(f) = (m, f). Calculons la variance de /nl,(f). On a :

n—-+oo

Var(VL()) = = 37 Covl(f(X0). F(X0) = 237 (Var(s(x0)) +2 3 Cov(F(X0). F(Xisy))
k,e=1 k=1 j=1

Comme la limite d’'une moyenne temporelle revient a intégrer par rapport a la probabilité invariante,
intuitivement Var(y/nly,(f)) converge vers o(f)? = Varx(f(Xo)) +2 »_ Covx(f(Xo), f(X;)) ot I'in-
jEN*
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dice 7 signifie que la loi de X est 7. Il vient, en utilisant la propriété 3 de la proposition I1.7.7 :

o(N? = (7. (f = (7, 1)) + Ex | (/(X0) = (m, 1)) P Y P (S = (7, £)) (Xo)
JEN
La fonction F = Y- PJ(f — (m, f)) est une solution formelle de I’équation suivante, dite équation de
jEN
Poisson : ©
F(z) — PF(z) = f(z) — (7, f), pour tout z € E. (I1.43)

On obtient alors :
o(f)? = (7, (F — PF)?) + 2(m, (F — PF)PF) = (n, F?) — (7, (PF)?). (I1.44)

En fait, on peut montrer le résultat suivant . Pour toute fonction f il existe, & une constante
additive pres, une unique solution F' de 1’équation de Poisson (I1.43) et on a la convergence en loi
suivante :

n—-+oo

\/E (% Zf(Xk) - (7T, f)) ‘E__) N(O,O'(f)2),
k=1

olt o(f)? est donné par (I1.44). En général calculer la solution d'une équation de Poisson est aussi diffi-
cile que calculer la probabilité invariante. Des résultats similaires existent pour les chaines irréductibles
récurrentes positives a valeurs dans F discret dénombrable. O

11.7.5 Démonstration des théorémes asymptotiques

Soit X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov & valeurs dans un espace discret E. On suppose que
X est irréductible.

On reprend les notations du paragraphe précédent. En particulier 7 est défini par (I1.40). Le lemme
suivant assure que s’il existe une probabilité invariante alors elle est égale a .

Lemme I1.7.25. Sila convergence (I1.41) est vérifiée et s’il existe une probabilité invariante v, alors

vV =T.

Démonstration. Supposons qu’il existe une probabilité invariante v. Apres avoir remarqué que le
membre de gauche de (I1.41) est borné par 1, par convergence dominée, on obtient, en prenant
lespérance dans (I1.41) avec la probabilité v comme loi initiale que :

1 n
- E vP*(z) —— 7(x).
nk—l n—-+o0o

Comme v est une probabilité invariante, on a v P*(z) = v(z) pour tout € E. Donc, il vient v = 7. O
Le lemme suivant concerne les chaines transientes.

Lemme I1.7.26. Soit X = (X,,n > 0) une chaine de Markov irréductible transiente. Alors on a
m =0, (II.41) est vérifide, et X ne posséde pas de probabilité invariante.

14. S. P. Meyn et R. L. Tweedie. Markov chains and stochastic stability. Springer-Verlag, 1993.
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Démonstration. La proposition I1.7.16 assure que, pour tout = € E, P, (T* = 4+00) > 0 et donc
E.[T*] = +o0. Ceci implique par définition que = = 0. La propriété 3 de la proposition I1.7.16 assure

que la somme ) lyx,—5} est p.s. finie. On en déduit donc que (I1.41) est vérifiée. Comme 7 = 0 et
keN
que (I1.41) est vérifiée, on déduit du lemme I1.7.25 qu’il n’existe pas de probabilité invariante. O

On suppose dorénavant que X est récurrente.

n
On pose NZ = % 1{x,=z) le nombre de visites de I’état = jusqu’a I'instant n. La propriété 3 de
k=0
la proposition I1.7.16 assure que p.s. 1ir_£1 NZ = +00. On peut donc définir p.s. les temps de passage
n—-+0oo

en z et les inter-temps de passage par : S§ =0 et, pour n € N :

Spoy=inf{k>0;N; =n+1} et T,7=S5,,,—55.

n

On introduit les excursions hors de I'état x, c’est-a-dire les variables aléatoires (Y,,,n € N) a valeurs
dans P'espace des trajectoires de longueur finie E%% = Uy>o{k} x E**1 définies par :

Yn - (Tr:faXSﬁvXS£+1a"-;XS (1145)

fz,+1)'

L’excursion Y,, décrit la trajectoire de la chaine de Markov entre la n-ieme et la n + 1-ieme visite de
létat x. Remarquons que {Xo =z} = {ST = 0} = {T§ = 0} et que conditionnellement & {Xo = =},
onaY) = (T%z,X1,...,Xr= = 1x).

Le lemme suivant est la clef de la démonstration que nous avons choisie de présenter des théoremes
asymptotiques pour les chaines de Markov. Il assure que les excursions sont indépendantes et sa
démonstration repose sur la propriété de Markov.

Lemme I1.7.27. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible récurrente. Les variables
aléatoires (Yn,n € N), définies par (I1.45) sont indépendantes. Les variables (Yy,,n € N*) ont méme
loi que Y1 conditionnellement ¢ {Xo = x}.

Démonstration. Pour y = (r,zq,...,2,) € E”, on note t, = r et y(k) = z pour 0 < k < r.
Soit n > 1. Soient yg, ...,y € E¥. On dit que la suite d’excursions (yo, ..., ¥y») est compatible si
Yo(ty,) = = et yr(ty,) = yx(0) = = pour tout 1 < k < n (c’est-a-dire toutes les excursions se terminent
en z, et toutes, sauf éventuellement la premiere, débutent en z). Si la condition de compatibilité n’est

n
pas vérifiée, alors on a P(Yy = yo, ..., Yn = yn) = 0 ainsi que P(Yyp = yo) [] Px(Y1 = yx) = 0.
k=1
On suppose que la condition de compatibilité est vérifiée. En utilisant la propriété de Markov a
n—1
Iinstant s = )" t,, et en remarquant que sur 'événement {Yy = yo,...,Yn = yn} on a S% = s et

k=
donc X, = x, on obtient :
P(Yb = Yo, - - - ;Yn = yn) = ]P)(YO =Y0,---, Yn—l = yn—l)Pz(Yi = yn)

Si la suite (yo,...,yn) est compatible, alors il en est de méme des suites (yo,...,yx) pour 1 < k <n.
En itérant le calcul précédent, on obtient que :

P(Yo = Yo, Yo =yn) = P(Yo = y0) [ [ Po(Y1 = mr). (I1.46)

k=1
On a vu que cette relation est également vraie si la suite (yo, ..., yn) n’est pas compatible. On a donc
obtenu 1'égalité (I1.46) pour tout n > 1 et yo,...,y, € E¥®. On conclut alors & I'aide des définitions

1.1.37 et 1.2.18. (]
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Nous pouvons maintenant démontrer (II.41) pour les chaines irréductibles récurrentes. Ce résultat
et le lemme I1.7.26 impliquent la propriété 3 du théoreme I1.7.21.

Proposition I1.7.28. Soit X = (X,,n € N) une chaine de Markov irréductible récurrente. Alors
(I1.41) est vérifiée.

n—1
Démonstration. Comme T est fini et que SZ = > T}, ol les variables aléatoires (7,7, n € N*) sont
k=0
positives indépendantes de méme loi que 7% conditionnellement & {Xy = x}, on déduit de la loi forte
des grands nombres, et plus précisément de la proposition I1.1.13 que :

x
55 ps.

E.[T7]. (I1.47)

n n—-+oo

n n n

Nr+1S%,,, — n — Sk

n

N, N+1<&<N

Par construction, on a S%. <n < S%..,. Ainsi on a . Comme p.s.
) Nz > Nz 41
n n

lim N? = 400, on déduit de (I1.47) que p.s. :

n—-+oo

li = = .
S S B T @

Ceci termine la démonstration de (I1.41). O

Le lemme suivant et la propriété 3 de la proposition I1.7.16 impliquent la propriété 1 du théoreme
11.7.21.

Lemme I1.7.29. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible récurrente. Alors elle est
soit récurrente positive soit récurrente nulle.

Démonstration. Apreés avoir remarqué que le membre de gauche de (I1.41) est borné par 1, par conver-
gence dominée, on obtient, en prenant 1’espérance dans (I1.41) avec la masse de Dirac en z comme loi
initiale que pour tout x € E :

n—-+oo

%ZPk(z,z) — w(x).
k=1

Par ailleurs, comme la chaine de Markov est irréductible, on déduit de (I1.38) que si la limite ci-dessus
est nulle pour un x donné, alors elle est nulle pour tout x € E. On en déduit donc que soit m = 0 soit
m(x) > 0 pour tout = € E. O

Le lemme suivant et le lemme I1.7.26 impliquent la propriété 2 du théoreme I1.7.21. Sa démonstration
découle du lemme I1.7.25 et du fait que 7 = 0 pour les chaines récurrentes nulles.
Lemme I1.7.30. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible récurrente nulle. Alors
elle ne posséde pas de probabilité invariante.

Le théoreme I1.7.21 est donc démontré.

On suppose dorénavant que X est récurrente positive.

Proposition 11.7.31. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible récurrente positive.
Le vecteur m défini par (I1.40) est une probabilité et pour toute fonction f définie sur E, telle que
>0 ou (m|f]) < +o0, on a (I1.42).



178 CHAPITRE II. THEOREMES LIMITES

Démonstration. On reprend les notations du lemme I1.7.27. Soit f une fonction réelle positive finie
définie sur E. On pose, pour y = (1, g, ...,x,) € BT :

F(y)=>_ f(zx).
k=1
Le lemme I1.7.27 assure que les variables aléatoires (F'(Y,,),n € N*) sont positives, indépendantes et

de méme loi que F(Y7) conditionnellement & { Xy = z}. Comme F(Yp) est positif et fini, on déduit de

la loi forte des grands nombres (voir la proposition II.1.13) que p.s. hIJIrl L3 F(Ya) = Eo[F(Y1)].

Sy n
1 & 1
Par construction, on a 5 ;f(Xl) = 5% - ;F(Yk) (au moins pour n > 2). On déduit de
(I1.47) que p.s. :
SI
. I &
L 5 ; f(Xi) = m(2)E [F(Y1)].

Par construction, on a S¥. <n < Sy. ;. Pour n > 2, on a les inégalités :
n n

S, 1 v 1S S%, o hap
NZ Nz 41
Ni+1 YNZ =1 s Ng PN+ =1

- €r ) p ] xr 1 1 o x x J—
Comme p.s. HEIEOO NZ = 400 et d’apres (11.47) ngr—ir-loo S% = 400 p.s. ainsi que nll}liloo Sr/sr =1

p-s., on en déduit que :

%Zf(Xi) 75;? m(z)E. [F(Y1)]. (11.48)

En choisissant f = 1,3y, on déduit de (I1.41) que :

m(y) = m(z)E, {:Z 1{xk:y}} . (11.49)

En sommant sur y € E, il vient par convergence monotone, > w(y) = w(x)E;[T*] = 1. On en déduit
yeE
que m = (n(z),z € E) est une probabilité. Enfin remarquons que grace a (I1.49), et par convergence

monotone :

(@EFY)] = 3 Fr@)E [ 3 1xmy| = D F@)mw) = (7. £).
k=1

yeEE yeE
On déduit alors (11.42) de (I1.48).

Enfin si f est de signe quelconque et (, |f|) est fini, on utilise (I[.42) avec f*(z) = max(f(z),0)
et f~(z) = max(—f(z),0) et on en fait la différence pour obtenir (I1.42). La condition (m, |f|) < 400
assure que (m, f1) — (m, f7) a un sens et est égal a (7, f). O

La proposition suivante et la proposition I1.7.31 terminent la démonstration des propriétés 1 et 2
du théoreme ergodique I1.7.22.

Proposition 11.7.32. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible récurrente positive.
Le vecteur m défini par (I1.40) est unique probabilité invariante de X .
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Démonstration. Vérifions que 7 est une probabilité invariante. Soit v la loi de Xy. On pose :
1 n
Un(x) = — vPk ().
o) = 5 v

Par convergence dominée, on déduit de (I1.41), en prenant 'espérance, que lirJIrl Up(x) = m(x) pour
n——+0o0

tout « € E. Soit f bornée. Par convergence dominée, en prenant 1’espérance dans (I1.42), il vient :

(ljnvf) m (ﬂ-vf)'

En choisissant f(-) = P(-,y), on a (o, f) = 7 P(y) = 20,11 (y) — L vP(y). Par passage a la limite,
il vient :
mP(y) = 7(y).

On en déduit donc que 7 est une probabilité invariante. Le lemme I1.7.25 assure que c’est la seule. [

La proposition suivante termine la démonstration du théoreme ergodique I1.7.22.

Proposition I1.7.33. Soit X = (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible apériodique récurren-

- . e . . loi
te positive. On note m son unique probabilité invariante. Alors on a X,, ——— .
n—-+oo

Démonstration. Soit Y = (Y,,n € N) une chaine de Markov indépendante de X, de méme matrice
de transition et de loi initiale 7. Le lemme I1.7.19 assure que la chaine Z = ((X,,Y,),n € N) est
irréductible et que m ® m est une probabilité invariante. En particulier Z est récurrente positive. Soit
x € E.Onpose T =inf{n € N*; X,, =Y, = 2}. On a alors pour y € E :

PX,=y)=PX,=y,T<n)+P(X,=y,T>n) <PX,=y,T <n)+P(T > n).

En décomposant suivant les événements {T" = k}, en utilisant que sur {T' = k} on a X, = z = Y},
la propriété de Markov a l'instant k et le fait que X et Y ont méme matrice de transition, il vient
P(X, =y,T <n)=P(Y, =y,T <n). On a donc obtenu :

P(X,=y) <PY,=9y,T<n)+P(T>n)<PY,=y)+P(T >n).
En intervertissant le role de X,, et Y,, dans les inégalités précédentes, on en déduit que :
IP(Xn =y) —P(Yn =y)| <P(T">n).

Comme Z est récurrente, p.s. T est fini et donc on a lim [P(X, =y) — P(Y,

n—-+o0o -
est de loi initiale 7, on constate que P(Y,, = y) = n(y) et donc hIJIrl IP(X,, =
n——+00

y)| = 0. Comme Y

y) —m(y)| = 0. On
conclut a ’aide de la proposition I1.4.5. O

11.7.6 Applications

Exemple 11.7.34. Algorithme de Metropolis-Hastings

Soit E un espace discret et 7 une probabilité donnée sur E. Le but de I'algorithme de Metropolis-
Hastings '° est de simuler une variable aléatoire de loi 7, ou tout du moins ayant une loi proche de .
Quitte & réduire I'espace d’états, on peut supposer que 7(z) > 0 pour tout = € E.

15. W. Hastings : Monte Carlo sampling methods using Markov chains and their applications. Biometrika, 57 :97-109,
1970.



180 CHAPITRE II. THEOREMES LIMITES

Pour cela on considere une matrice de transition irréductible @ sur E telle que pour tous z,y € F,
si Q(z,y) = 0 alors Q(y, z) = 0. Cette matrice est appelée matrice de sélection.
Pour z,y € E tels que Q(z,y) > 0, soit (p(z,y), p(y,z)) €]0,1]? tels que :

plz, y)m(z)Q(z,y) = ply, )7 (y)Q(y, ). (IL50)

La fonction p est considérée comme étant une probabilité d’acceptation. On peut construire une telle
fonction p en posant :

m(y)Q(y, x)
m(2)Q(x,y)

ol 7y est une fonction & valeurs dans ]0, 1] telle que y(u) = uy(1/u). En général, pour des raisons de
vitesse de convergence, on choisit y(u) = min(1,u) pour l'algorithme de Metropolis. Le cas y(u) =
u/(1 4+ u) correspond & 'algorithme de Boltzmann ou de Barker.

Soit Xy une variable aléatoire a valeurs dans E de loi pp. A I’étape n, les variables aléatoires
Xo, ..., X, sont construites. On génere alors une variable aléatoire Y;,4+1 de loi Q(X,,,-). Avec proba-
bilité p(X,, Y,+1), on accepte cette transition et on pose X,,11 = Y,41. Si on rejette cette transition,
on pose Xpt1 = X, Il est immédiat de vérifier que X = (X,,,n € N) est une chaine de Markov de
matrice de transition P définie pour x,y € E par :

pla,y) =~ < > , pourtous z,y € FE telsque Q(z,y) >0, (I1.51)

Qz,y)p(z,y) siz#y,
P(z,y) = 1— 3% P(z,z) siz=y.
z#x

La condition (I1.50) implique que la chaine de Markov X est réversible par rapport a la probabilité
. De plus elle est irréductible car ) est irréductible. En particulier X est récurrente positive de
probabilité invariante 7.

S’il existe z,y € E tels que Q(z,y) > 0 et p(z,y) < 1, alors on a P(z,z) > 0 et la chaine X est
apériodique. La propriété 3 du théoreme I1.7.22 assure alors que X converge en loi vers 7.

Supposons que 7 soit connue & une constante pres. (C’est souvent le cas en physique statistique
ou E désigne I'ensemble des états d’un systeme et la probabilité que le systeme soit dans l'état =
est proportionnelle & exp(—H (z)/T), ou H(z) est I'énergie de 'état = et T la température. Dans
ce cadre, les probabilités sont appelées loi de Boltzmann, et souvent la constante de normalisation
n’est pas calculable.) Si on utilise une probabilité d’acceptation donnée par (I1.51), c’est le cas des
algorithmes de Metropolis et de Boltzmann, alors seul le rapport m(x)/7(y) intervient. En particulier,
pour la simulation de X, il n’est pas nécessaire de calculer la constante de normalisation de 7. Si les
probabilités données par Q(z, -) sont facilement simulables, cet algorithme permet de simuler la chaine

n
de Markov X . Pour estimer (7, f), on peut utiliser 'approximation > f(X}) qui d’aprés la propriété

k=1
2 du théoreme I1.7.22 converge p.s. vers (7, f). L’inconvénient de cette méthode, au demeurant treés
utilisée, est que 'on ne peut pas en général donner d’intervalle de confiance pour (m, f). O

Exemple 11.7.35. Le modele de Wright Fisher.

Le modele d’évolution de population de Wright-Fisher a été introduit par Fisher en 1922 et
par Wright !7 en 1931. On consideére une population de taille N constante au cours du temps. On
suppose qu’a 'instant n les N individus donnent naissance & N enfants puis meurent. On suppose que
la reproduction est asexuée et aléatoire : si on note a?“ € {1,...,N} le parent de 'individu i de la
génération n + 1, vivant a la génération n, alors les variables aléatoires (a?“,i e{l,...,N},neN)
sont indépendantes et de méme loi uniforme sur {1,..., N}. Tout se passe comme si chaque individu
choisissait de maniere indépendante son parent dans la génération précédente.

16. R. A. Fisher : On the dominance ratio. Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 42 :321-341, 1922.
17. S. Wright : Evolution in Mendelian populations. Genetics, 16 :97-159, 1931.
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On suppose que la population est divisée en deux, une partie possédant le géne A et lautre le
gene a. On note X,, le nombre d’individus portant le géne A dans la population a I'instant N. Comme
I’évolution de la population a 'instant n + 1 ne dépend des générations passées qu’au travers de la
génération n, il est clair que (X,,n € N) est une chaine de Markov. Si X,, = 4, chaque enfant de la
génération n+ 1 a une probabilité i /N d’avoir un parent possédant le géne A et donc d’avoir le géne A.
Chaque enfant choisissant son parent de maniere indépendante, on en déduit que conditionnellement
a X, =1, laloi de X, 1 est une loi binomiale de parametre (N,i/N). La matrice de transition, P,

est donc : _ N
N i\’ i -

P(i,j) = — 1-—— iy ] ...,N}

(i, ) (])(N) ( N) , 1,j€{0,...,N}

Les états 0 et N sont des états absorbants. On note 7 le premier instant de disparition de la diversité :
T =inf{n; X,, € {0, N}},

avec la convention inf() = +o0o. On a le résultat suivant concernant ce modele qui assure que 1'un
des deux genes disparailt p.s. en temps fini et que la probabilité que toute la population finisse par
posséder le géne A est égale a la proportion initiale du gene A.

Lemme 11.7.36. La variable aléatoire T est p.s. finie. De plus, on a P(X,; = N|Xo) = Xo/N.

Démonstration. Si on pose p = m[in]xN + (1 —2)N = 27N+ il vient pour tout i € {1,..., N — 1} :
z€[0,1

Pi(r =1) =Pi(X; € {0,N}) = (%)N + (1 — %)N > p.

On pose ¢ = 1 —p. Pour tout i € {1,...,N — 1}, on a P;(7 > 1) < ¢. En utilisant la propriété de
Markov pour X, il vient pour k > 2 :

N-1
Pi(r > k) = P; (X € {0, N}, Xp—1 = j)
j=1
N—1
= P(Xr & {0, N}| Xp—1 = j, Xo = 1)P;(Xp—1 = J)
j=1
N-—1

P; (X1 ¢ {0, N}Pi(Xk-1 = j)

<
Il
—_

™

2

-1
q ]P)i(Xk,1 = ]) = q]P)z(T >k — 1)
j=1

IN

En itérant, on en déduit que P;(1 > k) < ¢ 'P;(7 > 1) < ¢* et donc P;(7 = +o0) = 0 car ¢ < 1.
Ceci implique que p.s. 7 est fini.
On remarque que :
Xn = X‘r]-{'rgn} + Xn]-{'r>n}

Comme 7 est fini p.s., on a donc p.s. hIJIrl X, = X;. Comme 0 < X,, < N pour tout n € N, il vient
n—-+0oo

par convergence dominée :
lim E[X,|Xo] = E[X,|Xo].

n—-+oo

Comme, conditionnellement & X,,_1, X,, suit la loi de Bernoulli de parametre (N, X,,—1/N), on a :

anl

E[Xn|Xn71; XO] = E[Xn|Xn*1] =N N

= anl-
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On en déduit que E[X,,| Xo] = E[E[X,,| Xn—1, X0]|Xo] = E[Xn—_1|X0]. En itérant, il vient E[X,,|X,] =
E[Xo|Xo] = Xo. On obtient donc E[X,|Xo] = Xg. De plus comme X, € {0, N}, on a E[X,|X(] =
NP(X, = N|Xp). On en déduit donc que P(X, = N|Xy) = Xo/N. O

Remarque 11.7.37. Tl est intéressant d’étudier le temps moyen ou disparait la diversité : ¢; = E;[7],
pour i € {0,...,N}. Bien sir,onaty =ty =0. Pour I1<i< N —1,ona:

ti= Y Eilrlix—j])

j€{0,....N}
=1+ > Efinf{k>0;Xer1 € {0, N} (x5
j€{0,...,N}
=1+ Y ErPi(Xi =)
j€{0,...,N}
=1+ PT(7),
ou l'on a utilisé la propriété de Markov a l'instant 1 pour la troisieme égalité et T est la fonction
définie par T'(i) = t;. Comme 0 et N sont des états absorbants,onat; = Y,  P(i,j)t; =0 pour
j€{0,...,N}
i € {0, N'}. Si on note eq (resp. ey) le vecteur de RV*+1 ne comportant que des 0 sauf un 1 en premiere
(resp. derniere) position, et 1 = (1,...,1) € R¥*! on a :

T=PI'+1—e¢y—epn.

Le calcul des temps moyens ou disparait la diversité se fait donc en résolvant un systeme linéaire.
Pour N grand, on a approximation suivante '® pour x € [0,1] :

E|ng)[T] ~ =2N (zlog(z) + (1 — z)log(l —x)) .

ou | z] désigne la partie entiere de z. Cette approximation est illustrée par le graphique 11.17. O

FIGURE I1.17 — Temps moyen de disparition de la diversité (k — Eg[7]) et son approximation continue,
Nz +— 2N (zlog(z) + (1 — z)log(1l — z)), pour N =10 (& gauche) et N = 100 (& droite).

O

Ezxemple 11.7.38. L’urne d’Ehrenfest
Le modele d’'urne d’Ehrenfest ' a été introduit en 1907 pour décrire la diffusion d’un gaz placé
dans deux récipients mis en communication.

18. voir par exemple le livre de W. J. Ewens. Mathematical population genetics., Springer-Verlag, second edition,
2004.

19. T. Ehrenfest et P. Ehrenfest : The conceptual foundations of the statistical approach in mechanics, Ithaca, NY,
Cornell Univ. Press (1959)
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On considere un systeme de N molécules de gaz qui sont réparties dans deux récipients A et B
identiques. A chaque instant on choisit au hasard une particule et on la change de récipient. On note
X, le nombre de particules dans le récipient A a linstant n et X, est la configuration initiale. La
suite X = (X,,n € N) représente 'évolution du nombre de molécules de gaz dans le récipient A.
L’état d’équilibre correspond & Ny molécules dans A, avec Ny = N/2 si N est pair et, par convention,
No = (N — 1)/2 sinon. Les états extrémes, ou presque toutes les particules sont soit dans le récipient
A soit dans le récipient B sont possibles dans ce modele. Pourtant, ils sont improbables dans la
réalité. Pour expliquer ce paradoxe, nous étudions, & l'aide des résultats sur les chaines de Markov,
les quantités suivantes : le temps moyen passé au voisinage de ’état d’équilibre, la moyenne du temps
de retour a I’équilibre et du temps de retour a un état extréme, ainsi les temps de transition d’un état
extréme a 1’état d’équilibre et vice-versa.

Remarquons que la suite X est une chaine de Markov irréductible. Sa matrice de transition P est
définie par P(x,y) = 0si|z—y| # 1let P(x,z+1) = (N—z)/N, P(z,z—1) = /N pour z € {0,...,N}.
Vérifions que P est réversible par rapport & la loi binomiale de parametre (N, 1/2), que Pon note 7.
Comme P(x,y) =0 si |z —y| # 1, il suffit de vérifier que m(x)P(x,x + 1) = m(x + 1)P(x + 1, 2) pour
x€{0,...,N—1}. Pourz € {0,...,N —1},on a:

N z+1 N N —zx
DP(x +1,2) = N —— = 2 N—= = 7(x)P 1).
ot P10 = () vt = (Ve vt P+ 1)
En particulier, d’apres le lemme I1.7.12 et le corollaire I1.7.23, on en déduit que my est I'unique

probabilité invariante de X.
n

Le temps moyen passé par le systeme dans I C {0,..., N}, - Z 1¢x,ery converge vers 7y (/)
quand n tend vers l'infini, d’apres le corollaire I11.7.23. Apres avoi]; rlemarqué que my est la loi de
la somme de N variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre 1/2, on
déduit du théoreéme central limite que pour N grand, nn (I n), avec Iy n = [No £ %a\/ﬁ] et a >0,
converge, quand N tend vers I'infini, vers P(G € [—a, a]) ou G est une gaussienne de loi N'(0,1). Pour
a de l'ordre de quelques unités, cette probabilité est tres proche de 1, voir les tableaux du paragraphe
II1.3.2. En particulier, le temps moyen passé par le systeme dans le voisinage de I'état d’équilibre I,
est trés proche de 1, pour a de l'ordre de quelques unités. Ainsi, on observe tres rarement des états
loin de I'équilibre Ny & plus de quelques unités fois v/N. Toujours aprés avoir remarqué que Ty est
la loi de la somme de NN variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre
1/2, on déduit du théoreme de grande déviation 11.4.20 et de (11.19) avec p = 1/2 que pour ¢ € [0, 1],
quand N tend vers I'infini, on a 2 log(mn ([0, N(1 —¢€)/2])) ~ —(1 4+ ¢)log(1 +¢) — (1 — &) log(1 —¢).
Ainsi la probabilité d’observer des états loin de I'équilibre Ny & plus de quelques unités fois N décroit
exponentiellement vite vers 0 avec N.

Le temps moyen de retour & 1’état d’équilibre Ny est donné, d’apres (11.40), par 1/7wn(Np). Un
calcul élémentaire, utilisant la formule de Stirling (voir le lemme 1.4.8), donne 1’équivalent suivant
du temps moyen de retour & I’état d’équilibre 1/7x5(Ng) ~ /7N/2. En revanche le temps moyen de
retour dans I'’état extréme 0 est 1/7x5(0) = 2V. En particulier, le temps moyen de retour dans ’état
extréme 0 n’est pas du tout du méme ordre de grandeur que le temps moyen de retour dans ’état
d’équilibre.

Dans le méme état d’esprit, le lemme qui suit montre que le temps moyen de transition d’un
état extréme vers ’état d’équilibre est bien plus faible que le temps moyen de transition de 1’état
d’équilibre vers un état extréme. On rappelle la définition du temps d’atteinte de 1'état m : T™ =
inf {n > 1; X,, = m}. On note tym = Ex[T™] le temps moyen d’atteinte de 1’état m partant de 1’état
k. Remarquons que ty, ., = 1/mn(m). Par symétrie, on a tny_k N—m = tk,m- 1l suffit donc de calculer
tk,m pour k < m.

Lemme 11.7.39. Pour k,m € {0,...,N} etk <m, on a :

thm = g /O %u Q=) A w)* [+ )™ = (1= u)™ ], (I1.52)
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ainsi que les équivalents suivants quand N tend vers l'infini :

to.Ng ~ %log(N) et tngo~ 2V,
Démonstration. En décomposant suivant la valeur de X (voir aussi les calculs de la remarque page

182) il est immédiat d’obtenir tom = 1+ t1m, tm-1,m = 1 + 2 tim_2.m et pour 1 <k <m —1, on
a :

N -k
tk,m =1+ Ntkfl,m + N thrl,m-
1 m—1
On pose by = N [ (1+u)*(1—u)N =71 du. 1l est élémentaire de vérifier que ¢y, = > b; et d’obtenir
i—k

ainsi (I1.52).
On suppose N pair, de sorte que N = 2Ny. Pour r € N*, on pose :

L du ,
IT/O —(1-01=u)").

u
Un changement de variable élémentaire permet d’obtenir :

1
du N
to.n, = Nolan, — NO/ - (1—(1—u*)™°) = Noloy, — 7011\;0.
0

Pour étudier I, on écrit :

IT:/Old—u(1—e_T“)+/01d—u(e_T“—(l—u)T).

u u

Il est immédiat de vérifier que, pour u € [0,1], 1 —u < e™* < 1 — u + u?/2. En particulier on a pour

ue0,1] :

’LL2

0<e*(l—u)<1 et Oglfe“(lfu)ge“?.

On déduit du lemme 1.5.13 que, pour r > 2 :

1 1 1
d d d
/—“\e*”fafu)w: —“e*”|1f<e“<1fu>>f|3r/ e 1 et (1 — )
0 0 0o u

U U
,ol

§—/ du ue (D
2 /o

Par ailleurs, on a :

/Old_u(l_em):/o’@(l_eu):/old_“(l_eu)+1og<r>_/;%“eu=10g<r>+0<1>-

u u u
On en déduit que I, = log(r) + O(1) et donc :

N, N
to.N, = Nolan, — 701% = log(N) + O(N).

Pour N impair, le calcul est similaire.
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On étudie maintenant ¢y, 0. On suppose N pair. Il vient :

tNo,O:NO/O %“ ((1+u)N—1)+NO/O du (1-(1—u")

u

1 N
du u du u
= N, —(1 —N71)+N/—1+—N7N1 N) + Noly.
O/Ou (+N) 01 u( N) oog() 0IN

Comme (1+4)Y <e¥, le théor‘emelde convergence dominée assure que fol %“ ((1 + 2N — 1) converge
quand N tend vers 'infini vers fo %“ (e* —1) qui est fini. A l'aide d’une intégration par partie, on
obtient que quand N tend vers I'infini :

N
du U
— 14+ =)V ~2N+L/N,
/1 R /

On a vu que I, = log(r) + O(1) et donc, il vient :
tNy.0 ~ No2VTH/N =2,
Pour N impair, le calcul est similaire. o

O

Ezxemple 11.7.40. Modele de file d’attente, modele d’évolution d’un stock. On considere une
file d’attente Y = (Y,,,n € N), olt Yy est le nombre initial de personnes dans la file d’attente et Y,
est le nombre de personnes dans la file d’attente quand le service du n-iéme client se termine. On a
Yoi1 = (Y, — 1+ E,y1)T, ott E,q1 est le nombre de personnes arrivant durant le service du n-ieme
client.

Si lon considere la chaine de Markov (X,,,n € N) qui décrit le nombre de personnes dans la file
d’attente aux instants ol arrive un nouveau client, on obtient ’équation X, +1 = (X, +1 — Dpy1) 7,
avec D, 41 le nombre de personnes servies entre l'arrivée des n-iéme et n + 1-ieéme clients. On retrouve
alors la méme équation d’évolution que dans le modele de ’exemple page 166 d’évolution d’un stock.

Ces exemples sont des cas particuliers du modele plus général suivant. On considere la chaine de
Markov X = (X,,,n € N) définie pour n € N par :

Xn1=(Xn+ Zn)", (I1.53)

ou les variables aléatoires (Z,,n €,N) & valeurs dans N sont indépendantes, de méme loi, intégrables
et indépendantes de Xj.

Le lemme suivant assure, sous quelques hypotheéses techniques supplémentaires, que si E[Z;] > 0
alors X est transiente, si E[Z;] = 0 alors X est récurrente nulle, et si E[Z;] < 0 alors X est récurrente
positive. Le graphique de droite (resp. gauche) de la figure I11.15 donne un exemple de simulation dans
le cas E[Z1] = 0 (resp. E[Z1] < 0).

Lemme 11.7.41. On considére la chaine de Markov X = (X,,,n € N) définie par (II.53). On suppose
que P(Z1 > 0) >0, P(Z1 <0) >0 et le PGCD de {|z|;z > 0 et P(Z1 = ) > 0} est 1. Alors X est
irréductible.

On suppose de plus que Z; est intégrable. On a alors les propriétés suivantes.

1. SiE[Z1] > 0, alors X est transiente.

2. SiE[Z1] =0 et Zy de carré intégrable, alors X est récurrente nulle.

3. SiE[Z1] <0 et s’il existe A > 0 tel que E[e*?1] < 400, alors X est récurrente positive.

Démonstration. Comme P(Z; < 0) > 0, on en déduit que pour tout n € N*, la chaine X issue de n
peut atteindre 0 avec probabilité strictement positive. Pour montrer que X est irréductible, il suffit
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donc de montrer que la chaine X issue de 0 peut atteindre tout n € N* avec une probabilité strictement
positive.

Soient ny le PGCD de J; = {z > 0;P(Z; = z) > 0} et n_ le PGCD de J_ = {z > 0;P(Z; =
—z) > 0}. On note I = {n;il existe k tel que P¥(0,n) > 0}. Il est immédiat de vérifier que I est un
sous-groupe de N* stable par addition qui contient J4 et tel que pour tousn € I, k € J_ et k < n,
onan—kel.

On déduit de la démonstration de la propriété 1 de la proposition I1.7.18 que pour ng suffisamment
grand, pour tout n > ng, on a nny € Jy et nn_ € J_. Par hypothese n; et n_ sont premiers entre
eux. Donc, en prenant des nombres premiers my > ng et m_ > ng et premiers avec ny et n_, on
a myn4 et m_n_ premiers entre eux, et donc d’apres le théoreme de Bézout, il existe a,b € Z tels
que amyny + bm_n_ = —1. Remarquons que myny € Jy et m_n_ € J_.Sia < 0et b >0, on
alalmyny —bm_n_ = 1letdonc1l € I puis I = N*. Sia > 0 et b < 0, pour tout n, on a pour
m > max(n,ng), n = mni + (anygmy — [bjn_m_)(mny —n) et donc n € I. On a donc obtenu I = N*.
Ceci assure que X est irréductible.

n
On considere la marche aléatoire auxiliaire définie par So = X et S, = So+ > Zk. Il est immédiat
k=1
de vérifier que X,, > S, et que sur {T° > n} on a X,, = S,.
On suppose E[Z;] > 0. La loi forte des grands nombres assure que p.s. ngrfoo Sp/n = E[X1] et

donc p.s. lim S, = 40c0. On en déduit que p.s. lim X, = +oo et donc X est transiente.
n—-+o0o n—-+o0o

On suppose E[Z;] < 0 et qu’il existe \g > 0 tel que E[e’?1] < +00. On considere A la log-Laplace
de Z; : A(\) = log(E[e*#1]). En particulier A est bornée sur [0, \g]. La propriété 4 du lemme 11.4.18
assure que la log-Laplace A de Z; est dérivable sur 0, A[. On déduit de (11.18) que A’(0+) = E[Z;] < 0.
Comme A(0) = 0, il existe A\; > 0 tel que A(A;) < 0. On déduit de (I1.20) avec z = 0 que :

Po(T° > n) < Po(S, > 0) < ™),

Comme A()\;) < 0, on obtient que Y Po(T° > n) < +o0. On déduit du théoreme de Fubini que
neN
> Po(T° > n) = Eo[T7]. Ainsi Eo[T°] est fini, ce qui assure que la chaine est récurrente positive.
neN*
11 reste le cas le plus délicat. On suppose E[Z;] = 0 et Z; de carré intégrable. Montrons par
I'absurde que la chaine est récurrente. On suppose la chaine X transiente. Comme sur {T° > n} on a
X, =8, il vient :

La loi du 0-1 de Kolmogorov assure que I’événement { thILl Sp = 400}, qui est dans la tribu asymp-
n—-+0oo

totique engendrée par (Z,,n € N*), est de probabilité égale & 0 ou 1. Remarquons que P(S,, > 0) =
P(S,,/+v/n > 0) et que le théoreme de la limite centrale assure que cette quantité converge vers P(G > 0)
ou G est de loi gaussienne N(0, Var(Z;)). On en déduit que :

P( lim S, =+40c0) < lim P(S, >0)=1/2,

n—-+oo n—-+oo

puis que P( hIJIrl S, = +00) =0 et donc P(T° = +o0) = 0. Ceci est absurde, donc X est récurrente.
n—-+0o0

Montrons que X est récurrente nulle. Soient K > 0 et € > 0. On a pour n > K?/e? :

Sn K Sh
P(X, > K)>P(2X > ) > P22 >¢).
(X0 2 K) 2 B2 > 7o) 2 B 2 )
On déduit du théoreme central limite que 1imJirnf P(X, > K) > P(G > ¢). Comme ¢ > 0 est arbitraire,
n——+00

on obtient lim Jirnf P(X,, > K) > 1/2 pour tout K. Supposons que la chaine soit récurrente positive.
n—-+0oo
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n
On déduit de (IL42) que p.s. lim 1 > 1;x, 5,3 = > =(z). Le théoréeme de convergence dominée
n—teo = B e>K

assure alors que :
B R
ngrfoo - kgil P(X; >x) = E ().

x> K

On obtient donc que Y m(x) > 1/2 pour tout K > 0. Ceci est absurde. On en déduit que X est
x> K

récurrente nulle. O

O



