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pour l’habilitation à diriger des recherches

Spécialité : Mathématiques
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1 Introduction

L’objet de ce mémoire est de présenter mes travaux concernant les superprocessus ainsi
que le contexte dans lequel ils s’inscrivent. À l’aide d’un exemple, je décrirai dans un premier
temps de manière très simple et très imprécise les superprocessus. Puis je donnerai un bref
historique. Dans un deuxième temps, je présenterai plus en détail les superprocessus, le ser-
pent brownien et leurs liens avec les équations aux dérivées partielles (EDP). Enfin j’exposerai
mes travaux en distinguant trois aspects des superprocessus : leurs propriétés trajectorielles
(paragraphe 3), leurs liens avec les EDP non linéaires (paragraphe 4) et enfin les modèles
avec interaction ou catalyse (paragraphe 5).

1.1 Les superprocessus pour les néophytes

Nous présentons dans ce qui suit un modèle simple d’évolution de population qui sert
d’exemple générique à la construction des superprocessus.

Considérons à l’instant 0, une population de N0 individus. Ces individus se déplacent
de manière aléatoire dans l’espace et indépendamment les uns des autres. Les déplacements
aléatoires peuvent par exemple être modélisés par des mouvements browniens indépendants.
À un instant τ , fixé, chaque individu entame un processus de division, correspondant par
exemple à une reproduction asexuée. Cette division aléatoire est décrite par un “mécanisme
de branchement” : avec 50% de chance cette division donne deux nouveaux individus et
avec 50% de chance la division est un échec, et dans ce cas l’individu disparâıt. On parle
de “branchement critique” car le nombre moyen d’individu obtenu après une division est
exactement un. Les échecs ou réussites des divisions sont indépendantes pour chacun des
différents individus. Après cet instant τ , où ont eu lieu les divisions, les nouveaux individus
se déplacent de manière aléatoire jusqu’à l’instant 2τ , où l’on réitère le processus de division
et ainsi de suite jusqu’à la nuit des temps. En fait, il est bien connu que dans ce modèle, la
population disparâıt au bout d’un temps aléatoire fini.

À un instant t, la population est constituée de Nt individus dont les positions aléatoires
sont notées x1

t , . . . , x
Nt

t . Le but est d’étudier l’évolution de la population et des positions des
individus de la population quand la population initiale est grande et quand le temps τ entre
les divisions successives est très petit.

Si l’on s’intéresse seulement à l’évolution de la taille de la population et pas du tout
aux déplacements dans l’espace des individus, il suffit de regarder le processus (Nkτ , k ∈
{0, 1, . . .}). L’étude de ce processus remonte à 1874, où Galton et Watson [67] désiraient
calculer la probabilité d’extinction des noms de famille de la noblesse anglaise.

1.2 Un peu d’histoire

Avec l’idée que nous désirons étudier une population de grande taille dont les divisions
des individus se succèdent rapidement, il est naturel d’affecter chaque individu d’un poids
1/N0, de sorte que la population initiale a un poids total de un. Considérons de plus que
le temps entre deux divisions est donné par τ = 1/N0. Alors quand N0 crôıt vers l’infini, le
processus qui décrit l’évolution de la masse de la population (Mt = Nt/N0, t ≥ 0) converge
vers un processus appelé “processus de branchement à espace d’état continu” (continuous
state branching process (CSBP) en anglais). Ce processus limite a été décrit par Feller [62]
en 1951. Il a été généralisé et amplement étudié dans les années 60 par de nombreux auteurs
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dont Jirina [74], Lamperti [76] et Silverstein [113, 114]. Dans ce dernier papier, l’auteur décrit
en plus de l’évolution du nombre d’individus de la population, l’évolution d’un caractère dans
la population.

C’est plus précisément Watanabe [120] en 1968 qui introduit le déplacement spatial des
individus dans le processus limite. Le processus limite X = (Xt, t ≥ 0) décrit l’évolution
de la population en tenant compte du déplacement des individus. À l’instant t, Xt est une
mesure qui intuitivement décrit la répartition des individus dans l’espace. Ce processus X est
appelé “superprocessus”. Ce mot anglais aurait dû être traduit par sur-processus, en effet le
processus X tient compte du phénomène de branchement en plus du processus qui gouverne
le déplacement des individus. Le processus X est donc construit sur celui des déplacements.

Dès ce papier initiateur, Watanabe démontre la convergence du processus qui décrit la
répartition de masse de la population dans l’espace (cf. notre exemple ci-dessus) vers un
superprocessus que l’on appelle dans ce cas particulier le super mouvement brownien. De
plus il établit pour le super mouvement brownien des propriétés de continuité trajectorielle.
En 1975, Dawson [21] aborde les superprocessus avec le calcul d’Itô. À la fin des années 80, les
superprocessus, appelés également processus de Dawson-Watanabe, deviennent un domaine
de recherche très actif.

On peut mettre en évidence trois aspects de la théorie des superprocessus qui assurent
leur succès.

1. Le premier qui reprend le fil de l’histoire concerne la modélisation de populations. Cette
modélisation devient plus délicate si l’on tient compte de l’interaction possible entre les
individus (superprocessus avec interaction) ou entre les individus et le milieu dans
lequel ils vivent (superprocessus avec catalyse). Nous renvoyons à l’article de Dawson
et Perkins [36] (1999) qui présente des résultats récents concernant les superprocessus
avec interaction ou avec catalyse ainsi qu’au cours de Perkins à Saint-Flour en 1999
[105].

2. Les propriétés fines des superprocessus sont étroitement liées aux propriétés d’existence
ou d’explosions de solutions d’EDP non linéaires du type ∆u = uα avec α ∈]1, 2]. Cette
étude initiée par Dynkin , puis Le Gall ainsi que Dynkin et Kuznetsov a donné des
résultats nouveaux concernant par exemple des formules de représentation des solu-
tions de ∆u = uα. Ces résultats sont très différents des formules de représentation des
solutions harmoniques de ∆u = 0. Ces idées ont été reprises et généralisées par la com-
munauté des mathématiciens qui étudient les EDP, voir par exemple la monographie de
Véron [119] (1996). Coté probabiliste, nous renvoyons à la monographie de Le Gall [83]
(1999) et plus récemment à la monographie de Dynkin [58] (2002). Cette dernière mo-
nographie est plus directement centrée sur les avancées récentes concernant l’étude des
solutions des équations du type ∆u = uα. On pourra également consulter les travaux
récents de Mselati [93] pour le cas α = 2.

3. Tout comme le mouvement brownien apparâıt comme limite naturelle de nombreux
phénomènes (marches aléatoires, évolutions des cours des actions en bourse, phénomè-
nes physiques microscopiques, ...), les superprocessus et plus particulièrement le super
mouvement brownien ou l’ISE (pour “integrated super Brownian excursion”), appa-
raissent comme limites de différents phénomènes physiques. Nous donnons quelques
exemples.
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– Le super mouvement brownien apparâıt comme limite du processus de contact qui
modélise la propagation d’épidémie (voir [52] et [19]).

– Le modèle du “votant” (ou “voter model” en anglais) converge également après re-
normalisation vers le super mouvement brownien (voir [20] et [14]).

– Les modèles d’arbres aléatoires sur réseaux de Z
d, en grande dimension (d ≥ 8),

convergent vers l’ISE (voir [47], [46] et [115]).
– La composante contenant 0 pour la percolation critique dans Z

d, avec d ≥ 6, converge
avec une normalisation convenable vers l’ISE (voir [69], [70] et [118]).

– L’ISE apparâıt également comme objet limite dans des problèmes de combinatoire
sur les polyèdres dont les faces ont quatre cotés (voir [18]).

– L’analyse du trafic lourd dans les files d’attente fait intervenir dans certains cas des
processus à valeurs mesures (voir [89]).

Enfin, nous terminons ce paragraphe en signalant qu’il existe des liens entre superpro-
cessus et processus de coalescence (voir [12], [8], [6]).

1.3 Quelques monographies de référence

Pour terminer cette présentation je voudrais citer plusieurs textes ou livres de références
sur les superprocessus. Le cours de Dawson à Saint-Flour (1991) [22] brosse un excellent
tableau de l’étude des superprocessus jusqu’en 1991. Le cours de Perkins à Saint-Flour en
1999 [105] présente plus en détail les superprocessus avec interaction. La monographie de
Le Gall [83] (1999) présente les liens entre le super mouvement brownien, et d’autres objets
probabilistes qui lui sont reliés : le serpent Brownien (introduit par Le Gall en 1991 [77], voir
aussi [78]), l’ISE (introduit par Aldous en 1993 [7]). Elle présente également le rapport étroit
entre les propriétés du super mouvement Brownien et les propriétés des solutions d’EDP non
linéaires du type ∆u = u2. La monographie d’Etheridge [60] (2000) présente divers modèles
reliés aux superprocessus. Enfin la monographie de Dynkin [58] (2002) étudie en détail les
liens entre les superprocessus et les solutions d’EDP non linéaires.
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2 Les superprocessus et le serpent brownien

2.1 Les superprocessus

Un superprocessus, X = (Xt, t ≥ 0), est un processus à valeurs dans l’espace des mesures
sur un espace E. Sa loi est caractérisée par

– Un processus de Markov sous-jacent, ξ = (ξt, t ≥ 0), à valeurs dans E, qui modélise le
mouvement des individus. Dans l’exemple, nous avons choisi un mouvement brownien
dans R

d pour ξ.
– Une fonction de branchement ψ de la forme

ψ(u) = au+ bu2 +

∫

]0,+∞[
π(dr) (e−ru −1 + ru),

où a ∈ R, b ≥ 0, et π est une mesure positive σ-finie sur ]0,+∞[ telle que l’intégrale
∫

]0,+∞[ π(dr) (r ∧ r2) soit finie. Le cas a < 0 (resp. a = 0, a > 0) correspond à un su-

perprocessus sous-critique (resp. critique, sur-critique). Dans l’exemple du paragraphe
1.1, la fonction de branchement est ψ(u) = u2 ; elle correspond à a = 0, b = 1, π = 0.
Il s’agit d’un branchement quadratique. Remarquons également que l’on obtient les
fonctions de branchement α-stable ψ(u) = cuα, c > 0 en choisissant a = 0, b = 0 et
π(dr) = c′r1+α, avec un bon choix pour la constante c′.
On peut considérer le cas non homogène où le branchement dépend de la position de
l’individu. Dans ce cas les constantes a, b et la mesure π deviennent des fonctions de la
variable d’espace. De nombreux travaux initiés par Lamperti [76] mettent en évidence
les liens entre la forme des fonctions de branchement et la formule de Lévy-Kintchine
pour les processus stables. Plus récemment, on pourra consulter les travaux de Le Gall
et Le Jan [85, 84] et la monographie de Duquesne et Le Gall [51].

– Une fonctionnelle additive, A = (At, t ≥ 0) du processus ξ, qui traduit la vitesse à
laquelle a lieu le branchement. Dans l’exemple, à la limite, le branchement a lieu de
manière uniforme en temps et en espace : At = t.

Je renvoie à l’article de Leduc [88] et à la monographie de Dynkin [56] pour le jeu d’hy-
pothèses sur le triplet (ξ, ψ,A). Par souci de simplicité, on suppose que le processus ξ est
homogène, et on note Px la loi de ξ issu de ξ0 = x ∈ E.

Le processus X est un processus de Markov à valeurs dans l’espace des mesures finies
sur E, noté Mf . On note (η, ϕ) =

∫

ϕ(x) η(dx) quand η ∈ Mf et ϕ est une fonction réelle
mesurable bornée définie sur E. On note P

X
η la loi de X issu de X0 = η ∈ Mf . La loi de

X est uniquement déterminée par la transformée de Laplace suivante : pour toute fonction
réelle ϕ positive bornée mesurable définie sur E, on a

E
X
η

[

e−(Xt,ϕ)
]

= e−(η,ut), (1)

où u est l’unique solution non négative de l’équation intégrale

u(t, x) + Ex

[
∫ t

0
dAs ψ(u(t − s, ξs))

]

= Ex [ϕ(ξt)] . (2)

Signalons que les propriétés des superprocessus sont très différentes pour la fonction de
branchement ψ(u) = cuα, α ∈]1, 2] suivant que α = 2 (branchement quadratique) ou α ∈]1, 2[
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(branchement α-stable). Par exemple pour le branchement quadratique, (Xt, ϕ) possède des
moments de tous ordres, alors que pour α < 2, (Xt, ϕ) ne possède pas de moment d’ordre 2.

C’est dans le paragraphe 2.3, que je décrirai les mesures de sortie des superprocessus et
leurs liens avec les EDP non linéaires elliptiques.

2.2 Le serpent brownien

On peut représenter certains superprocessus à l’aide du serpent brownien introduit par
Le Gall [77] en 1991 (voir aussi [80]). Cet objet probabiliste s’avère être un outil très puissant
pour l’étude des superprocessus. En effet il possède une structure plus riche que les super-
processus. En particulier, il décrit toute la généalogie des individus qui interviennent dans les
superprocessus. La plupart de mes travaux exposés dans ce mémoire concernant les super-
processus sont établis en utilisant la représentation à l’aide du serpent brownien. Signalons
enfin, que le serpent brownien est également l’objet naturel qui permet d’étudier l’ISE.

Nous en donnons ici une présentation rapide. Une trajectoire arrêtée est un couple (w, ζ),
où ζ ≥ 0 est appelé “temps de vie” et w est une fonction continue définie sur [0, ζ] à valeurs
dans R

d. Par simplicité on note souvent w pour le couple (w, ζ). Enfin le point x ∈ R
d est

identifié comme la trajectoire de temps de vie nulle issue de x. On note W l’ensemble des
trajectoires arrêtées.

Le serpent brownien,W = (Ws, s ≥ 0), est un processus de Markov à valeurs dans l’espace
des trajectoires arrêtées W. On note ζs le temps de vie de la trajectoire Ws. Le processus
des temps de vie ζ = (ζs, s ≥ 0) a pour loi celle du mouvement brownien linéaire issu de 0 et
réfléchi en 0. On pose W0 = x. Maintenant, comme W est un processus de Markov, il suffit,
pour s′ ≥ s ≥ 0, de décrire la loi de Ws′ conditionnellement à celle de Ws et au temps de vie
ζ. Les deux trajectoires Ws et Ws′ cöıncident jusqu’au temps r = inf{ζu;u ∈ [s, s′]}. De plus,
toujours conditionnellement à ζ, la trajectoire (Ws′(t) −Ws′(r), t ∈ [r, ζs′ ]) est indépendante
de Ws et distribuée suivant la loi d’un mouvement brownien dans R

d. On note Px la loi de
W .

Quand le processus des temps de vie ζ est distribué suivant la mesure d’Itô des excursions
positives, on note Nx la “loi” de W . Il s’agit en fait de la mesure d’excursion du serpent
brownien hors de la trajectoire triviale x (la trajectoire triviale x est un point régulier pour
le serpent). Dans ce cas, on note σ = inf{s > 0; ζs = 0} la durée de l’excursion.

Un rôle particulier est joué par le point terminal des trajectoires Ws que l’on note Ŵs =
Ws(ζs). Introduisons Lt

s le temps local au niveau t à l’instant s du temps de vie ζ, et T1 =
inf{s ≥ 0;L0

s = 1}. On considère ensuite la mesure aléatoire Xt définie par : pour toute
fonction bornée mesurable ϕ,

(Xt, ϕ) =

∫ T1

0
ϕ(Ŵs) dL

t
s,

si t > 0 et (X0, ϕ) = ϕ(x). Alors la loi de (Xt, t ≥ 0), sous Px, est celle du super mouvement
brownien issu de la masse de Dirac en x ∈ R

d (le processus sous-jacent est le mouvement
brownien, la fonction de branchement est ψ(u) = 2u2, et la fonctionnelle additive dAt = dt).
La structure associée au serpent est plus riche que celle du super mouvement brownien, car on
a d’une certaine manière ordonné toutes les trajectoires qui composent le super mouvement
brownien, en les “numérotant” de 0 à T1.
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Enfin l’ISE est la loi (à un facteur multiplicatif près) de la mesure aléatoire
∫ ∞
0 Xt dt

sous la mesure d’excursion N0 conditionnellement au fait que l’excursion soit de longueur 1
(σ = 1).

2.3 Mesure de sortie et EDP elliptique non linéaire

Soit D un ouvert borné de R
d, et x ∈ R

d. On définit τs le temps de sortie de D pour la
trajectoire Ws : τs = inf{t ≥ 0;Ws(t) 6∈ D}, avec la convention que τs = ∞ si la trajectoire
Ws ne sort pas de D (i.e. Ws(t) ∈ D pour t ∈ [0, ζs]).

On définit une fonctionnelle additive du serpent brownien qui compte les trajectoires Ws

qui sortent de D pour la première fois par l’approximation suivante :

LD
s = lim

ε↓0

1

ε

∫ s

0
1{τu<ζu<τu+ε} du.

La mesure de sortie de D est la mesure aléatoire sur ∂D, la frontière de D, définie par : pour
toute fonction bornée mesurable ϕ,

(XD, ϕ) =

∫ T1

0
ϕ(Ŵs) dL

D
s

(ou avec la définition (XD, ϕ) =
∫ σ
0 ϕ(Ŵs) dL

D
s sous Nx). Si l’ouvert D est régulier, et si ϕ

est une fonction continue positive, alors la fonction définie par

u(x) = − log Px

[

e−(XD ,ϕ)
]

= Nx

[

1 − e−(XD ,ϕ)
]

est l’unique solution positive du problème de Dirichlet suivant :

{

∆u = 4u2 dans D,

u = ϕ sur ∂D.
(3)

La représentation des solutions positives de ∆u = 4u2 dans D à l’aide des mesures de sortie
remonte aux travaux de Dynkin [55].
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3 Propriétés trajectorielles

On considère le cas du super mouvement brownien X = (Xt, t ≥ 0), qui est la limite de
l’exemple présenté au paragraphe 1.1. Le processus sous-jacent est le mouvement brownien
dans R

d, la fonction de branchement est quadratique ψ(u) = u2, et la vitesse à laquelle a
lieu le branchement est homogène At = t. Depuis la fin des années 1980 à nos jours, le super
mouvement brownien est l’objet de nombreux travaux de recherche dont nous n’évoquerons
qu’une faible partie.

3.1 Propriétés de l’image du super mouvement brownien (voir [39])

Dawson, Iscoe et Perkins [34] en 1989, calculent le module de continuité de St, le support
de Xt. Ils déterminent les ensembles polaires pour Xt ainsi, entre autre, que la mesure de
Hausdorff de l’image (“range” en anglais), R =

⋃

t>0 St, du super mouvement brownien.
Depuis, plusieurs articles concernent l’étude du support ou de l’image du super mouvement
brownien, voir par exemple [100, 86, 87, 106, 92]. Une question naturelle est de savoir si l’on
peut reconstruire le super mouvement brownien à partir de son support St. Pour cela on
considère la “saucisse” du super mouvement brownien de taille ε > 0 définie par

Sε
t = {x ∈ R

d;∃y ∈ St tel que |x− y| < ε}.

Tribe [117] et Perkins [102] montrent en 1994 que si d ≥ 3, alors on a pour tout borélien
A ⊂ R

d, P
X
δx

-p.s. pour tout t > 0,

lim
ε↓0

ε2−d |Sε
t ∩A| = α0(Xt,1A),

où α0 est une constante dépendant de la dimension d, |B|, où B ⊂ R
d est un borélien de

R
d, désigne la mesure de Lebesgue de B, et δx est la masse de Dirac en x ∈ R

d. À ma
connaissance, le cas de la dimension d = 2 reste ouvert (cf la conjecture p.313 de [102]).

Dans [39], nous démontrons un résultat similaire pour l’image du super mouvement brow-
nien ainsi que pour l’image de l’ISE. Si on note la saucisse de l’image du super mouvement
brownien par

Rε = {x ∈ R
d;∃y ∈ R tel que |x− y| < ε},

alors on montre que, pour d ≥ 5, pour tout borélien A ⊂ R
d, P

X
δx

-p.s.,

lim
ε↓0

ε4−d |Rε ∩A| = C0

∫

dt (Xt,1A),

où C0 est une constante qui dépend de la dimension. Le résultat est également vrai en
dimension d = 4 en remplaçant ε4−d par log(1/ε). La démonstration de ce résultat repose
sur l’utilisation du serpent brownien et les estimations des probabilités d’atteinte de petites
boules de R

d pour le serpent brownien. En particulier les résultats de Le Gall [79] jouent un
rôle important dans ces estimations.

On peut alors démontrer à l’aide du résultat concernant R, que pour d ≥ 5, l’ensemble
aléatoire R est équivalent en capacité au sens de Pemantle et Peres [97] à l’ensemble [0, 1]4.
Ces résultats sont complémentaires des articles de Perkins [100], Le Gall et Perkins [86],
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Le Gall, Perkins et Taylor [87], Perkins et Taylor [106], concernant l’étude du support du
super mouvement brownien.

En ce qui concerne l’étude des équivalences de capacité pour des ensemble aléatoires,
signalons les travaux de Pemantle, Peres et Shapiro [98] sur l’image du mouvement brownien
et de Rosen [109] pour l’image des processus de Lévy.

Il reste bien sûr de nombreuses questions ouvertes concernant l’étude du super mouvement
brownien. Par exemple, Engländer [59] étudie le comportement en temps long de la saucisse
du super mouvement brownien dans le cas sur-critique (ψ(u) = au + bu2, avec a > 0). En
particulier, en temps long, avec une renormalisation convenable, on observe l’ossature qui
correspond à la trajectoire d’un mouvement brownien avec branchement suivant des temps
exponentiels indépendants, et on ne voit plus le branchement continu. Ce phénomène est
certainement dû au fait que l’on regarde un super mouvement brownien sur-critique. Que se
passe-t-il si on considère un mouvement brownien usuel, i.e. critique, conditionné à la non
extinction ?

3.2 Le super mouvement brownien avec branchement α-stable (voir [38, 4])

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe précédent, de nombreux résultats précis sont
connus concernant le super mouvement brownien avec un branchement quadratique. En re-
vanche pour un branchement plus général, par exemple les branchements α-stable (ψ(u) = uα,
avec α ∈]1, 2[), on dispose de beaucoup moins de résultats. La dimension de Hausdorff du
support de Xt est calculée par Dawson [22] (théorème 9.3.3.1). Dans ce dernier article, ainsi
que dans l’article de Fleischmann [63], on peut trouver des résultats concernant l’absolue
continuité de Xt par rapport à la mesure de Lebesgue.

En s’appuyant sur la représentation du super mouvement brownien avec branchement
α-stable, X = (Xt, t ≥ 0), à l’aide d’un serpent brownien, développée par Bertoin, Le Gall et
Le Jan [13], qui utilisent une méthode de subordination, nous avons démontré des résultats
nouveaux. Par exemple on calcule la dimension de Hausdorff de

⋃

t∈B supp Xt, où B est un
compact de ]0,+∞[. Ainsi P

X
η -p.s. si B ⊂]0, τ [, où τ = inf{t > 0, Xt = 0}, est le temps

d’extinction de X, alors

dim
⋃

t∈B

supp Xt = (
2

α− 1
+ 2dimB) ∧ d,

où d est la dimension de l’espace. On généralise ainsi des résultats bien connus dans le cas
du branchement quadratique (voir par exemple Serlet [111]). En particulier, la dimension de
Hausdorff de l’image est

dimR = (
2

α− 1
+ 2) ∧ d.

Après avoir explicité des bornes inférieures et supérieures pour les probabilités d’atteinte
des petites boules pour le super mouvement brownien, on démontre en utilisant une technique
développée par Perkins [103], que pour t > 0, p.s. les composantes connexes du support de
Xt sont réduites à des points si d > 4/(α − 1). Ce résultat généralise celui de Tribe [116], et
il faut le rapprocher de l’article d’Abraham [1]. Ces deux auteurs traitent le cas α = 2.

Enfin, nous donnons des critères sur la dimension d et la mesure µ pour que la mesure
aléatoire

∫

µ(dt) Xt(dx) soit absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue dx
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sur R
d (ce résultat est étendu au cas où le processus de Markov sous-jacent ξ est un processus

stable symétrique).

Ces résultats sont établis pour des fonctions de branchement plus générales que les bran-
chements α-stables, sans toutefois pouvoir atteindre la complète généralité. Cette limitation
apparâıt déjà dans les théorèmes de représentation du super mouvement brownien de Ber-
toin, Le Gall et Le Jan [13]. Le Gall et Le Jan [85, 84] introduisent des serpents de Lévy qui
permettent de représenter les superprocessus avec fonction de branchement général. Il serait
intéressant d’utiliser cette approche pour généraliser les résultats de [38] au cas des fonctions
de branchement général.

Il découle des résultats présentés, que plus d est petit et plus α est proche de 1, plus
la mesure Xt est régulière. En particulier, quand 2/(α − 1) > d, Xt possède une densité
par rapport à la mesure de Lebesgue. On peut alors se demander quelle est la régularité de
cette densité en la variable d’espace. Mytnik et Perkins [96] ont répondu à cette question, en
démontrant que pour α ∈]1, 2[, alors la densité est continue si d = 1. En revanche si d ≥ 2, la
densité, quand elle existe, est localement non bornée.

Après avoir étudié les propriétés de Xt, il était naturel, en utilisant les mêmes outils, à
savoir un serpent brownien avec subordination, d’établir les propriétés de la mesure de sortie
XD, d’un domaine D. En collaboration avec Abraham [4], nous avons généralisé les résultats
d’Abraham et Le Gall [5] concernant les propriétés des mesures de sortie pour le branchement
quadratique (ψ(u) = u2) aux branchements α-stables (ψ(u) = uα, avec α ∈]1, 2[). Il apparâıt
des phénomènes différents suivant que la dimension de l’espace est plus petite ou plus grande
que la dimension critique dc = (α+ 1)/(α− 1). En particulier nous donnons des minorations
pour la probabilité que la mesure de sortie XD charge une petite boule sur la frontière de D.
Nous complétons également les résultats de Sheu [112] sur la majoration de ces probabilités
en donnant une borne supérieure pour le cas délicat de la dimension critique.

En particulier, cela permet de montrer que la fonction

uε(x) = − log P
X
δx

[XD(Bε) = 0], x ∈ D,

où Bε est une petite boule de ∂D de rayon ε > 0, est l’unique solution positive de











1
2 ∆u = uα in D,

limx→y,x∈D u(x) = 0 où y ∈ ∂D\Bε,

limx→y,x∈D u(x) = ∞ où y ∈ Bε.

De plus nous donnons le comportement de uε(x) quand ε ↓ 0.

Nous démontrons également que la mesure de sortie possède une densité si et seulement
si d < dc, complétant ainsi les résultats de Sheu [112] qui ne traite pas la dimension critique
d = dc. Nous calculons la dimension de Hausdorff de la mesure de sortie :

dim supp XD =
2

α− 1
∧ (d− 1) p.s. sur {XD 6= 0},

et nous démontrons que les composantes connexes de la mesure de sortie sont réduites à des
points en grande dimension (d > 2dc − 1).

Une question légitime concerne l’étude de la régularité de la densité de la mesure de
sortie en dimension petite (d < dc). Le Gall [82] a montré que dans le cas du branchement
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quadratique pour d = 2, la mesure de sortie possède une densité continue p.s. Ce résultat
implique une bijection entre les solutions positives de ∆u = u2 dans un domaine régulier D,
et les traces sur la frontière décrite par un couple, (Γ, ν), où Γ est un fermé de ∂D et ν est
une mesure borélienne sur ∂D\Γ. On s’attend donc à avoir un résultat du même type pour
le branchement α-stable en dimension sous critique. Toutefois la description des solutions
positives de ∆u = uα en fonction de la trace en dimension sous-critique établie par Marcus et
Véron [91], pour α > 1, limite l’intérêt de cette étude. On peut aussi consulter [96] concernant
la régularité de la densité du super mouvement brownien α-stable.

3.3 Un calcul de moment pour le support de l’ISE (voir [40])

L’article de Chassaing et Schaeffer [18] montre que le support de l’ISE, en dimension 1,
apparâıt naturellement comme limite de certains problèmes de combinatoires. En dimension 1,
le support de l’ISE est un segment contenant 0 : [−L,R]. En particulier, il devenait intéressant
de calculer la loi jointe de (L,R). Des méthodes combinatoires élaborées par Bousquet-Mélou
et Virag donnent le premier moment de R (et donc de L, car par symétrie, R et −L ont même
loi). Comme le souligne Aldous [7], peu de résultats sont connus sur la loi de (L,R). L’avantage
de travailler avec le serpent brownien, est de pouvoir utiliser des EDP pour calculer certaines
probabilités. Ce lien avec les EDP n’existe pas pour l’ISE. En utilisant le lien entre ISE et
serpent brownien, puis en résolvant des EDP (en fait des équations différentielles ordinaires
car la dimension de l’espace est 1), liées au serpent, on peut calculer une transformée de
Laplace modifiée de la loi du couple (L,R). Puis à partir de cette transformée de Laplace,
on peut expliciter la moyenne et la variance de R ainsi que la covariance de L et R. Les
calculs sont élémentaires, mais ils reposent sur les propriétés spécifiques du serpent brownien,
essentiellement la propriété de Markov spécial introduite par Le Gall [81].
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4 Liens entre EDP et super mouvement brownien ou serpent
brownien

En 1968, Watanabe [120] souligne le lien entre les superprocessus et les équations aux
dérivées partielles (EDP) qui découlent de (2). Dans le cas dAt = dt, en notant L le générateur
infinitésimal de ξ (ainsi L = ∆/2, si ξ est le mouvement brownien), alors on obtient sous des
hypothèses raisonnables que u, définie dans (1), est solution positive de







∂u

∂t
= Lu− ψ(u) sur ]0,+∞[×R

d,

u(0, x) = ϕ(x).

4.1 Points réguliers pour le super mouvement brownien , points réguliers
pour le serpent brownien ( voir [41, 42])

Si on regarde le super mouvement brownien (dAt = dt, ψ(u) = 2u2, L = ∆/2), Dynkin
[55] démontre que la solution positive maximale, uM , de

∂u

∂t
=

∆

2
u− 2u2, (4)

dans un ouvert Q ⊂ R × R
d, peut s’écrire sous la forme

uM (t, x) = − log P
X
t,δx

(G ⊂ Q),

où G = ∪s>t{s} × supp Xs est le graphe du super mouvement brownien issu de la masse de
Dirac, δx, à l’instant t. Un point (t, x) est dit G-régulier si et seulement si P

X
t,δx

(G ⊂ Q) = 0
(intuitivement, le graphe du super mouvement brownien sort immédiatement de Q). Cette
définition est à rapprocher de la définition de points réguliers pour un processus (voir par
exemple [71] pour les points réguliers du mouvement brownien). En particulier, un point (t, x)
est G-régulier si la solution maximale explose en ce point :

lim
(s,y)→(t,x);(s,y)∈Q

uM (s, y) = +∞.

Dans [41], en collaboration avec Dhersin, nous démontrons qu’un point (t, x) est G-régulier
pour un ouvert Q si et seulement si Cap(t,x)(Q

c∩ ]t,+∞[×R
d) = +∞, pour une certaine

capacité parabolique explicite mais non homogène en espace-temps (d’où la dépendance de
la capacité en (t, x)). Plus précisément, on démontre que

1

4
Cap(t,x)(Q

c∩ ]t,+∞[×R
d) ≤ uM (t, x) ≤ C0 Cap(t,x)(Q

c∩ ]t,+∞[×R
d), (5)

pour une constante C0 dépendant de d seulement. La majoration repose sur une analyse de
l’EDP avec des techniques comparables à celles développées dans [9]. La minoration repose
sur des résultats de [79] concernant les probabilités d’atteinte du serpent brownien.

Remarquons enfin que les inégalités (5) permettent de caractériser les ensembles compacts,
A, G-polaires, i.e. tels que la solution positive maximale de (4) dans Ac soit nulle. On retrouve
ainsi les résultats de Dynkin [54] établis avec une capacité (homogène) équivalente à celle
utilisée dans (5).
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Nos résultats étendent les résultats établis par Dhersin et Le Gall [48] concernant le test
de Wiener pour le super mouvement brownien. Il s’agit également d’une généralisation du
test de Kolmogorov pour le super mouvement brownien démontré par Dhersin et Le Gall [49].
Dans cet article, les auteurs considèrent le cas particulier des domaines Q de la forme {(t, x) ∈
]0,+∞[×R

d; |x| <
√
th(t)}, où h est une fonction décroissante de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[. Et

ils étudient la G-régularité de (0, 0). En particulier, ils démontrent que (0, 0) est G-régulier
si et seulement si pour tout ε > 0,

∫ ε

0+

dt

t2
h(t)d+2 e−h(t)2/2 = +∞. (6)

Étant donné que l’on peut représenter le super mouvement brownien à l’aide d’une col-
lection dénombrable d’excursions de serpents browniens, il semble clair que le graphe d’une
excursion donnée du serpent brownien est “plus petit” que le graphe du super mouvement
brownien. Toujours en collaboration avec Dhersin [42], nous démontrons un critère de Kol-
mogorov pour le serpent brownien qui ressemble à celui du super mouvement brownien. Plus
exactement, si on considère le temps

T = inf{t > 0; ρt >
√
th(t)},

où ρt = sup{|Ŵs|; ζs = t}, est le rayon du graphe du serpent brownien au niveau t, alors nous
montrons que N0[T > 0] = 0 si pour tout ε > 0,

∫ ε

0+

dt

t
h(t)d+2 e−h(t)2/2 = +∞.

Si l’intégrale ci-dessus est convergente pour un ε > 0, alors N0[T = 0] = 0. La différence entre
le test de Kolmogorov pour le serpent brownien et le super mouvement brownien se voit dans
la puissante de t au dénominateur.

Nous démontrons de plus que l’intégrale

∫ ε

0+

dt

t
h(t)d+2 e−h(t)2/2 est convergente pour un

ε > 0 (resp. divergente pour tout ε > 0) si et seulement si l’intégrale
∫ ε

0+
uM (t, Bt) dt,

où (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0, est convergente (resp. divergente). Ceci
est à mettre en regard avec les résultats de Pitman et Yor [107] et de Jeulin [72, 73] sur la
convergence d’intégrales de fonctions du mouvement brownien.

4.2 Problème de Neumann non linéaire (voir [3])

Une littérature importante considère les solutions positives du problème elliptique

∆

2
u = 2u2 dans D ⊂ R

d, (7)

où D est un ouvert régulier borné. Nous avons rappelé au paragraphe 2.3 que l’on peut
représenter l’unique solution positive de (7) avec condition de type Dirichlet : u = ϕ sur ∂D,
où ϕ ≥ 0 est continue, par

u(x) = Nx

[

1 − e−(XD ,ϕ)
]

.
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Abraham [2] donne une formule de représentation des solutions positives de (7) avec
condition frontière mixte de type Dirichlet-Neumann. Pour des raisons techniques, il n’était
pas possible de considérer une condition de Neumann seulement. En effet, pour l’équation
de la chaleur ∆u = 0 dans D, avec condition de Neumann ∂u/∂n = ϕ, où ∂/∂n désigne la
dérivée normale extérieure à D, la formule de représentation probabiliste de u s’écrit

u(x) =
1

2
lim
t→∞

Ex

∫ t

0
ϕ(Bs) dls,

où B = (Bt, t ≥ 0) est sous Px un mouvement brownien réfléchi dans D, issu de x ∈ D̄
et (ls, s ≥ 0) le temps local de B sur la frontière ∂D (voir [15]). L’intégrale qui apparâıt
dans le membre de droite n’est pas absolument convergente. Ce problème technique a des
conséquences pour l’EDP non-linéaire (7).

En collaboration avec Abraham [3], nous définissons une fonctionnelle additive du serpent
brownien, avec pour processus sous-jacent B, par l’approximation suivante :

LNeumann
s = lim

ε↓0

1

ε

∫ s

0
1{Ŵu∈Dε}

du,

où Dε = {x ∈ D; d(x, ∂D) ≤ ε} est un épaississement de taille ε de ∂D. La fonctionnelle
additive LNeumann crôıt aux temps s pour lesquels Ws meurt sur ∂D. Rappelons que la
mesure de sortie de D pour le serpent brownien est construite à l’aide de la fonctionnelle
additive Ls qui crôıt aux temps s pour lesquels Ws meurt à son premier temps d’atteinte
de ∂D. Intuitivement, il semble que le support de dLs est un sous-ensemble du support de
dLNeumann

s .
Nous considérons ensuite la mesure définie sous la mesure d’excursion du serpent issu du

point x ∈ D, Nx, par : pour toute fonction ϕ mesurable positive,

(ZD, ϕ) =

∫ σ

0
ϕ(Ŵs) dL

Neumann
s .

Nous démontrons que la fonction

u(x) = Nx

[

1 − e−(ZD ,ϕ)
]

, ϕ ≥ 0,

ϕ étant continue, est l’unique solution faible positive de (7) avec condition ∂u/∂n = ϕ sur
∂D. Cela signifie que pour toute fonction test φ, de classe C 2 dans D et C1 dans D̄, aux
dérivées d’ordre 2 bornées dans D, on a

∫

D
∆φv − 4

∫

D
φv2 =

∫

∂D

∂φ

∂n
v −

∫

∂D
φϕ, (8)

où
∫

D f =
∫

D f(x) dx et
∫

∂D f =
∫

∂D f(x) σ(dx), σ(dx) étant la mesure de surface sur ∂D.
Nous démontrons que la fonction u est continue dans D̄.

Comme l’intégrale
∫ ∞
0 ϕ(Bs) dls est divergente (sauf si ϕ = 0), on ne peut espérer avoir

une équation intégrale du type (2) pour u avec second membre Ex

[∫ ∞
0 ϕ(Bs) dls

]

. En re-
vanche, nous montrons que u est solution dans D̄ de l’équation intégrale

v + 2G(v2) −
∫

D v
∫

D 1
=

1

2
Gϕσ, (9)
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où Gh(x) =
∫

D G(x, y)h(y) dy, Ghσ(x) =
∫

∂D G(x, y)h(y) σ(dy) et G le noyau de Green
du processus B. Toutefois, il existe des solutions positives de l’équation (9) qui ne sont pas
solutions faibles de (7) avec condition ∂u/∂n = ϕ sur ∂D. Nous démontrons que si v est une
solution positive de l’équation (9) et de l’équation intégrale

4

∫

D
v2 =

∫

∂D
ϕ,

alors v est l’unique solution faible positive de (7) avec condition ∂u/∂n = ϕ sur ∂D. Cette
dernière condition n’est autre qu’une condition de compatibilité. C’est un cas particulier de
(8) avec φ = 1.

Enfin, dans une deuxième partie nous nous intéressons aux propriétés de la mesure ZD.
Ainsi nous établissons que la mesure ZD qui est portée par ∂D, est absolument continue par
rapport à la mesure de surface sur ∂D en dimension petite : d = 2 ou d = 3. Enfin, Nx-p.p.,
la dimension de Hausdorff du support de ZD est plus grande que 3 pour d ≥ 4 si ZD 6= 0.
Il est raisonnable de penser que la dimension de Hausdorff est exactement 3 pour d ≥ 4 si
ZD 6= 0. Remarquons que la mesure ZD est plus régulière que la mesure de sortie XD.
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5 Superprocessus avec interaction

En ce qui concerne les superprocessus avec interaction, on peut distinguer deux types
différents d’interactions.

Dans le premier cas il s’agit d’une interaction du milieu sur les individus. On parle dans ce
cas de catalyse. En particulier il n’y a pas d’interaction entre les individus. On conserve dans
ce cas les propriétés de branchement (chaque individu se déplace et se reproduit de manière
indépendante des précédents). Le rôle du milieu intervient en fait au travers de la fonctionnelle
dAt qui gouverne le branchement. Pour un branchement homogène, on a dAt = dt. Pour un
branchement hétérogène, on peut regarder une catalyse aléatoire (branchement aléatoire en
milieux aléatoires) ou une catalyse déterministe mais non homogène. Dans ce cas l’ensemble
de catalyse peut être réduit à un ensemble petit (de mesure de Lebesgue nul par exemple).

Dans le deuxième cas, les particules interagissent entre elles, et modifient ainsi leurs
déplacements et le branchement.

Il existe ensuite de nombreuses variantes au sein de ces modèles concernant les interactions
entre deux superprocessus (voir par exemple les articles [95, 35, 61, 32, 16, 17]).

Nous renvoyons à l’article de Dawson et Perkins [36] (1999) et à l’article de Dawson et
Fleischmann [29] (2000) qui présentent des résultats récents concernant les superprocessus
avec interaction ou avec catalyse ainsi qu’au cours de Perkins à Saint-Flour en 1999 [105].

5.1 Catalyse déterministe (voir [37])

Les modèles de catalyse déterministe sont des cas particuliers de superprocessus où la
fonctionnelle additive dAt est singulière par rapport à la mesure de Lebesgue dt. Les superpro-
cessus avec des fonctionnelles additives générales ont été introduits par Dynkin [53]. Dawson
et Fleischmann [24, 25] (voir aussi les articles écrits par divers auteurs [64, 57, 30, 33, 26, 31]),
puis Fleischmann et Le Gall [66] considèrent le cas où le branchement à lieu en un seul point
y0. Le processus sous-jacent est le mouvement brownien en dimension d = 1. En particulier,
un nouveau phénomène apparâıt : le superprocessus possède une densité, x(y, t), par rapport
à la mesure de Lebesgue (voir aussi les résultats de Zhao [122] concernant un mécanisme de
branchement non singulier, mais localisé dans l’espace). De plus, en dehors de l’ensemble de
catalyse, cette densité est très régulière. Elle est même solution de l’équation de la chaleur
parabolique :

dx

dt
=

1

2

d2x

d2y
sur ]0,+∞[×R\{y0}.

Les conditions à la frontière ]0,∞[×{y0} (en distinguant y < y0 et y > y0) sont en revanche
aléatoires. Ce résultat est très différent de celui obtenu par Konno et Shiga [75], concernant
l’existence et la régularité de la densité du super mouvement brownien en dimension 1 (dans
cet article, le branchement est homogène dAt = dt).

Dans [37], nous construisons comme limite d’un système de particules avec branchement,
un super mouvement brownien, X, avec processus sous-jacent, un mouvement brownien B =
(Bt, t ≥ 0) dans R

d, un branchement quadratique ψ(u) = u2 et une fonctionnelle additive
générale dAt de B, déterminée par sa mesure de Revuz ν. (Dans le cas particulier de la
catalyse réduite à un point, ν est un multiple de la masse de Dirac en y0 et la fonctionnelle
dAt considérée dans [24, 25, 66] est le temps local du mouvement brownien en y0.) L’ensemble
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de catalyse est le support fermé D de la mesure de ν. Ainsi aucun phénomène de branchement
n’a lieu en dehors de l’ensemble de catalyse.

Nous démontrons sous des hypothèses peu restrictives, l’existence du temps local de col-
lision (introduit par Barlow, Evans et Perkins [10] pour deux super mouvements browniens),
entre le super mouvement brownien X et la mesure de Revuz, µ, du temps local (au sens de
Maisonneuve [90]) de B sur D. Intuitivement, ce temps local de collision, Γ, est défini par

Γ(dt, dy) = lim
ε→0

dt

∫

y,z∈
�

d

Xt(dy) pε(y, z) µ(dz),

où pr(y, z) est la densité de transition de B à l’instant r. Remarquons la mesure Γ est sup-
portée par ]0,∞[×D. On peut alors donner une formule de représentation hors de l’ensemble
de catalyse du superprocessus Xt(dy), issu de X0 = η, qui s’interprète de la manière suivante
dans la vision “système de particules avec branchement” :

– Contribution des particules qui n’ont pas encore atteint l’ensemble de catalyse D :

dy

∫

qt(z, y) η(dz),

où qt est la densité du noyau de transition du mouvement brownien tué lorsqu’il atteint
D . Rappelons que la fonction q est solution de l’équation de la chaleur parabolique
dans Dc.

– Les particules qui ont atteint l’ensemble de catalyse sont soumises à un phénomène
de branchement immédiat. De nouvelles particules sont émises hors de l’ensemble de
catalyse suivant l’intensité Γ(dr, dz). La loi de leur trajectoire est donnée par la mesure
des excursions hors de D. La loi de la position de l’excursion issue de z ∈ ∂D, à l’instant
0, possède une densité en tout point y ∈ ∂D : ht(z, y). De plus cette fonction est solution
de l’équation de la chaleur parabolique dans Dc. La contribution de ces particules à
Xt(dy), pour y ∈ Dc est donc

dy

∫

z∈D,r∈]0,t[
ht−r(z, y)Γ(dr, dz).

On obtient ainsi que pour y ∈ Dc, t > 0,

Xt(dy) = dy

[

∫

qt(z, y) η(dz) +

∫

z∈D,r∈]0,t[
ht−r(z, y)Γ(dr, dz)

]

. (10)

La mesure Xt possède sur Dc une densité par rapport à la mesure de Lebesgue. De plus, nous
vérifions que cette densité est solution de l’équation de la chaleur en dehors de D. Bien sûr
les conditions à la frontière ]0,∞[×∂D de cette équation sont aléatoires.

La régularité du super mouvement brownien en dehors de l’ensemble de catalyse reste
vraie même quand la catalyse est aléatoire (voir les travaux de Fleischmann et Klenke [65]).

La formule de représentation (10) semble un bon outil pour reconstruire les super mou-
vements browniens avec catalyse. Pour cela, on peut étudier plus en détail la loi de la mesure
aléatoire Γ. Dans l’article [66], où l’ensemble de catalyse est réduit à un point y0, les auteurs
démontrent la décomposition de la mesure Γ : Γ(dt, dy) = λ(dt)δy0

(dy), et ils expriment la
loi de λ(dt) comme la loi de la mesure d’occupation

∫ ∞
0 dr Zr(dt) d’un superprocessus usuel
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(branchement quadratique φ(u) = u2 et fonctionnelle additive At = t) dont le processus
sous-jacent est (Tt = inf{s ≥ 0;As ≥ t}, t ≥ 0), l’inverse du temps local en y0 du mouvement
brownien. Cette approche peut-être généralisée aux cas traités dans [37] où la mesure de
Revuz du temps local de B sur D (au sens de [90]) possède une densité, g, par rapport à
la mesure de Revuz de A. (il s’agit de travaux en cours de réalisation de Mörters et Vogt).
Entre autre, on peut exprimer le temps local de collision Γ comme la mesure d’occupation
∫ ∞
0 dr g(y)Zr(dt, dy) d’un superprocessus dont le processus sous-jacent est ((BTt

, Tt), t ≥ 0),
où Tt est l’inverse de la fonctionnelle additive A. Cette expression est un point crucial pour la
représentation probabiliste des solutions positives de l’équation dans un ouvert régulier D :











∆u = 0 dans D,
∂u
∂n + u2 = 0 sur F1,

u = ϕ sur F2,

où F1 et F2 sont deux ouverts relatifs de la frontière de D. La solution (si elle existe) corres-
pond à la log-Laplace de (XD, ϕ), où la mesure XD se décompose sous P

X
η comme suit :

– Contribution des particules qui n’ont pas atteint l’ensemble de catalyse F1 :
∫

q(z, dy) η(dz),

où q(z, dy) est la loi du point d’atteinte de F2 pour le mouvement brownien issu de z
tué lors qu’il atteint F1 .

– Contribution des particules émises hors de l’ensemble de catalyse suivant l’intensité
∫ ∞
0 dr g(z)Zr(dt, dz), dont la loi des trajectoires est donnée par la mesure des excursions

hors de F1. On note h(z, dy) la loi du point d’atteinte de F2 pour l’excursion issue de
z tuée lors qu’elle atteint F1. La contribution de ces particules à XD(dy), pour y ∈ Dc

est donc
∫

z∈D,r>0,t>0
h(z, dy)g(z) drZr(dt, dz).

Il est naturel de penser que

XD(dy) =

∫

z∈D,r>0,t>0
h(z, dy)g(z) drZr(dt, dz) +

∫

q(z, dy) η(dz).

Cette question fait partie d’un travail en cours, en collaboration avec Vogt (voir [45]).

5.2 Catalyse aléatoire (voir [44])

L’étude du super mouvement brownien avec catalyse, X, et dont la catalyse est elle
même un super mouvement brownien, ρ, est un des premiers modèles de superprocessus
avec interaction. Cette interaction est toutefois unilatérale. La catalyse ρ influence le super
mouvement brownien X. En revanche le processus X n’a aucune influence sur le processus
ρ. L’étude de tels processus a été initiée par Dawson et Fleischmann en 1997 [27, 23, 28, 29].
Elle a donné lieu à une vaste littérature, et ce domaine de recherche est encore très actif
(voir par exemple les travaux récents [68, 31]). Rappelons que si la dimension de l’espace est
supérieure à 3, alors la mesure X est dégénérée. Elle correspond au flux déterministe de la
chaleur.
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Dans [44], nous étudions le temps local de collision entre la catalyse ρ et le super mou-
vement brownien avec catalyse X. Cette étude s’inscrit dans la suite de l’article [37], où je
démontre également l’existence du temps local de collision entre le super mouvement brow-
nien et la catalyse, en l’occurrence la mesure de Revuz de la fonctionnelle additive dAt. En
utilisant un calcul de moments, on montre l’existence du temps local de collision défini par

L(dt, dy) = lim
ε↓0

dt ρt(dy)

∫

Xt(dz)pε(z, y),

où pε(z, y) est la densité du noyau de transition du mouvement brownien à l’instant ε > 0.
Tout comme dans [37], le temps local de collision permet de décrire la mesure de covariance

de la mesure martingale associée à X.
En dimension d = 2, on peut établir plus de propriétés concernant L. Ainsi, il apparâıt

un phénomène ergodique : la convergence en loi de 1
T L([0, T ], dy) vers la mesure de Lebesgue

multipliée par une variable aléatoire. On peut, de plus, démontrer la décomposition de la
mesure L(dt, dy) par rapport à la mesure de Lebesgue en temps dt, l’absolue continuité
de L([s, t], dy) par rapport à la mesure de Lebesgue en espace dy, ... Ces résultats sont à
rapprocher de ceux de Barlow, Evans et Perkins [10] concernant le temps local de collision
entre deux super mouvements browniens indépendants, et plus récemment les travaux de
Mytnik [94] concernant des superprocessus plus généraux. On peut également consulter les
travaux de Rosen [108] sur les temps locaux de collision du superprocessus avec lui-même
(voir aussi Serlet [110]).

5.3 Interaction entre particules (voir [43])

Dès que dans le modèle décrit au paragraphe 1.1, les particules (ou individus) interagissent
entre elles, le problème devient plus délicat.

Utilisant un calcul stochastique sur le superprocessus historique, Perkins [101] introduit
en 1992 (voir aussi [104, 99]), comme solution unique d’un problème de martingale, les su-
perprocessus avec interaction entre les particules.

On considère comme point de départ un serpent brownien (Ws, s ∈ [0, τ1]) issu de x ∈ R
d,

où τ1 est le premier instant où le temps local en 0 atteint la valeur 1. On rappelle que la
mesure Xt sur R

d définie par : pour toute fonction ϕ mesurable, bornée,

(Xt, ϕ) =

∫ τ1

0
ϕ(Ŵs)dL

t
s, (11)

où Lt
s est le temps local au niveau t à l’instant s du temps de vie, a même loi qu’un super

mouvement brownien sous P
X
δx

. L’idée, décrite ici de manière schématique et réductrice, de
Perkins consiste à transformer les trajectoires “brownienne” (Ws(t), t ∈ [0, ζs]) en diffusions
(W ′

s(t), t ∈ [0, ζs]), solution d’équation différentielle stochastique :

dtW
′
s(t) = σtdtWs(t) + btdt.

Les coefficients σt et bt sont des fonctions du “passé” du serpent (Ws(t
′), s ∈ [0, τ1], t

′ ∈
[0, t ∧ ζs]). Ensuite, on compte chaque particule avec un poids non uniforme, en définissant
la mesure Yt par : pour toute fonction ϕ mesurable, bornée,

(Yt, ϕ) =

∫ τ1

0
ϕ(Ŵ ′

s)gt(s) dL
t
s,
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où gt(s) est une fonction du passé du serpent qui décrit le poids de chaque trajectoire Ws.
En particulier, les fonctions σt, bt et gt peuvent dépendre de la mesure Yt elle même. Cela
permet ainsi de modéliser l’interaction spatiale des particules. Sous de bonnes hypothèses sur
les fonctions σt, bt et gt, Perkins montre l’existence d’un tel superprocessus (Yt, t ≥ 0), et le
caractérise comme l’unique solution d’un problème de martingale.

Remarquons que dans cette démarche, on transforme le serpent brownien sans modifier
la structure du branchement décrite par le processus des temps de vie.

Dhersin et Serlet [50] (voir aussi Watanabe [121]) proposent au contraire de modifier l’évo-
lution (suivant la variable s) du processus des temps de vie ζs en fonction par exemple de la
trajectoire Ws. À l’aide d’un changement de temps sur la trajectoire Ws, ils reconstruisent
un super mouvement brownien dont la fonctionnelle de branchement est de la forme dAt =
c(Bt)dt, où (Bs, s ≥ 0) est le mouvement brownien sous-jacent. Dans cette approche, les
auteurs modifient la structure du branchement décrite par le processus des temps de vie. En
particulier, le superprocessus obtenu (Zt, t ≥ 0) est toujours décrit par une formule du type
(11), mais Lt ne désigne plus le temps local du temps de vie au niveau t, mais le temps local du
processus de temps de vie sur l’ensemble {s; ζs = φt(s)}. La quantité φt(s) s’interprète comme
un temps de sortie associé à la trajectoire Ws. On peut donc voir Zt, comme une mesure de
sortie. Ceci est à rapprocher des méthodes de subordination développées par Bertoin, Le Gall
et Le Jan [13], où l’on transforme un serpent brownien afin d’obtenir un super mouvement
brownien avec un mécanisme de branchement différent.

Dans [43], en collaboration avec Dhersin, nous essayons de combiner ces deux approches.
Plus précisément, nous considérons un serpent brownien usuel (Ws, s ≥ 0) issu de x, de
processus de temps de vie ζ = (ζs, s ∈ [0, τ1]), où τ1 est le premier instant où le temps local
de ζ en 0 atteint le niveau 1. Notre but est de construire une famille de courbes aléatoires
φ = (φt, t ≥ 0), et de remplacer le temps local au niveau t dans (11) par le temps local le long
de la courbe φt = (φt(s), s ∈ [0, τ1]). Par cette procédure, nous changeons ainsi la structure
de branchement associée au temps de vie. En parallèle, nous désirons également remplacer
les trajectoires sous-jacentes, Ws, du serpent brownien par des diffusions construites à partir
de Ws. On note Xφ

t le superprocessus obtenu ainsi à l’instant t. En fait nous considérons une
version discrète des équations suivantes :

– Transformation de la trajectoire Ws par une équation différentielle stochastique et chan-
gement de temps φ :

dtW̃s(t) = σ(Xφ
t , W̃s(t))dtWs(φt(s)) + b(Xφ

t , W̃s(t))dtφt(s).

– Équation différentielle pour le changement de temps :

dtφt(s) = θ(Xφ
t , W̃s(t))dt (pour φt(s) ≤ ζs).

– Définition de la mesure aléatoire Xφ
t : pour toute fonction ϕ mesurable, bornée,

(Xφ
t , ϕ) =

∫ τ1

0
ϕ( ˆ̃Ws)dL

φt

s ,

où Lφt

s est le temps local du processus de temps de vie ζ, le long de la courbe φt. Et
ˆ̃Ws désigne le point terminal de la trajectoire W̃s.
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Comme Xφ
t intervient dans la définition de la courbe φt, il est clair que la valeur φt(s)

dépend du serpent brownien avant l’instant smais aussi du serpent brownien après l’instant s.
À cause des interactions, la courbe φt, n’est pas adaptée à la filtration habituelle σ(Wr, r ≤ s)
du serpent brownien. Cela diffère très nettement des travaux consacrés jusqu’à présent aux
serpent brownien.

Dans [43], en supposant que les fonctions σ(µ, x), b(µ, x) et θ(µ, x) définies sur (µ, x) ∈
Mf × R

d sont continues et bornées, nous démontrons que la suite de mesures (Xφ,ε, ε ≥ 0),
obtenue pour un schéma de discrétisation de pas ε des équations ci-dessus, est tendue. De plus,
tous points limites de cette suite, Xφ = (Xφ

t , t ≥ 0) est solution du problème de martingale

suivant : pour toute fonction bornée de classe C 2 et aux dérivées bornées, ϕ, on a Xφ
0 = δx,

et

(Xφ
t , ϕ) = (Xφ

0 , ϕ) +

∫ t

0
(Xφ

s , θ(X
φ
s )A(Xφ

s )ϕ) ds+M(ϕ)t,

où A(µ, ·) est le générateur infinitésimal de la diffusion avec dérive b(µ, ·) et coefficient de
diffusion σ(µ, ·), et où M(ϕ) est une martingale continue de variation quadratique

〈M(ϕ)〉t =

∫ t

0
(Xφ

s , θ(X
φ
s )ϕ2) ds.

De plus Xφ possède une version continue.
Sauf dans des cas pathologiques, qui reviennent à supprimer l’interaction entre les parti-

cules, nous n’avons pas démontré l’unicité des solutions au problème de martingale ci-dessus
(voir [104] pour des questions similaires).

Signalons, que ce procédé de transformation sur le serpent brownien peut également s’ap-
pliquer à des processus de fragmentation. Il pourrait permettre de généraliser les travaux de
Bertoin [11].
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6 Conclusion

Comme nous l’avons déjà souligné dans l’introduction, les superprocessus et plus parti-
culièrement le super mouvement brownien, sont des objets naturels qui apparaissent dans
de nombreux phénomènes limites (physique, combinatoire, biologie,...). De plus leurs liens
avec les équations aux dérivées partielles permettent d’étudier ces dernières avec un regard
différent de celui de la communauté des analystes. Ces deux thèmes, objets limites natu-
rels et liens avec les équations aux dérivées partielles, sont à la source de la popularité des
superprocessus.

Notre contribution concerne trois thèmes majeurs de l’étude des superprocessus : pro-
priétés trajectorielles, lien entre EDP et superprocessus, et enfin superprocessus avec interac-
tion. Comme nous l’avons souligné dans les paragraphes précédents, ces thèmes sont toujours
l’objet d’une recherche active.
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7 Travaux

7.1 Articles soumis ou publiés

– R. ABRAHAM and J.-F. DELMAS. Solutions of ∆u = 4u2 with Neumann’s condition
using the Brownian snake. soumis, 2002.

– R. ABRAHAM and J.-F. DELMAS. Some properties of the exit measure of super
Brownian motion. Probab. Th. Rel. Fields, 122(1) :71–107, 2002.

– J.-F. DELMAS. Super-mouvement brownien avec catalyse. Stoch. and Stoch. Rep.,
58(3-4) :303–347, 1996.

– J.-F. DELMAS. Path properties of superprocesses with a general branching mechanism.
Ann. Probab., 27(3) :1099–1134, 1999.

– J.-F. DELMAS. Some properties of the range of super-Brownian motion. Probab. Th.
Rel. Fields, 114(4) :505–547, 1999.

– J.-F. DELMAS. Computation of moments for the length of the one dimensional ISE
support. soumis, 2002.

– J.-F. DELMAS and J.-S. DHERSIN. Characterization of G-regularity for super-Brown-
ian motion and consequences for parabolic partial differential equations. Ann. Probab.,
27(2) :731–750, 1999.

– J.-F. DELMAS and J.-S. DHERSIN. Kolmogorov’s test for the Brownian snake. Ann.
Probab., 29(1) :305–316, 2001.

– J.-F. DELMAS and J.-S. DHERSIN. Super Brownian motion with interaction. accepté
à Stoch. Proc. and Appl., 2002.

– J.-F. DELMAS and K. FLEISCMANN. On the hot spots of a catalytic super-Brownian
motion. Probab. Th. Rel. Fields, 121(3) :389–421, 2001.

7.2 Travaux en cours

– J.-F. DELMAS and P. VOGT. Non linear Neumann’s condition for the heat equation :
a probabilistic representation using catalytic super-brownian motion.
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Résumé

Nous présentons des travaux sur l’étude des superprocessus. Ils abordent plusieurs théma-
tiques. La première concerne les propriétés trajectorielles des super mouvements browniens
avec branchement quadratique ou branchement α-stable. La deuxième se concentre sur les
liens entre équations aux dérivées partielles non linéaires et super mouvement brownien.
Plus particulièrement, on peut distinguer l’étude de la régularité des points pour le super
mouvement brownien, et l’étude de formules de représentation des solutions d’EDP non-
linéaires. Enfin la troisième thématique concerne les super processus avec interactions soit de
type catalyse (interaction avec le milieu) soit de type interaction entre les particules.

Abstract

In this report, we present some works on superprocesses. They can be divided according
to three different subjects. The first one deals with path properties of super Brownian motion
with quadratic or α-stable branching mechanism. The second one involves the link between
non linear partial differential equations and superprocess. In particular we study the regularity
of points for the super Brownian motion. We also present some probabilistic representation
formula for solutions to non linear partial differential equations. Eventually, the last topic
concerns superprocess with interaction which can be of two type : interaction with the media,
called catalytic interaction, or interaction between particles.


