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Abstract

We study a general class of catalytic super-Brownian motions. Infor-
mally, such a process Z describes the evolution of a large number of small
particles which move according to independent Brownian motions in R? and
branch only when they visit a given set D (the catalyst), which may be of
zero Lebesgue measure. We first construct the processus 7 as a weak limit of
branching particle systems. We then obtain detailed information about the
continuity properties of 7. Using excursion theory for Brownian motion in
R9, we prove a representation theorem for Z outside the catalyst D. In the
special case when D has zero Lebesgue measure, this representation theo-
rem shows that a.s. for every ¢ > 0, the measure Z; is absolutely continuous
with respect to Lebesgue measure, and its density solves the heat equation
outside D.
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1 Introduction

L’objet du présent travail est de développer une étude générale des super-
mouvements browniens avec catalyse dans R? Les superprocessus, ou pro-
cessus de branchement a valeurs mesures, rendent compte de ’évolution
d’un grand nombre de particules soumises & un double phénomene de dé-
placement spatial et de branchement. Dans la situation classique la plus
étudiée, le phénomene de branchement se produit de maniere homogene
dans D'espace. Récemment sont apparus des modeles ou le phénomene de
branchement ne se produit que sur une partie de I’espace, appelée ensemble
de catalyse, qui peut étre de mesure nulle. Dawson et Fleischmann [3], [4],



[5] (voir aussi Fleischmann et Le Gall [9]) ont étudié notamment des situa-
tions ot le déplacement spatial est le mouvement brownien dans R% et I’en-
semble de catalyse est un point en dimension un, ou bien une famille dense
d’hyperplans paralleles en dimension plus grande. Les processus ainsi obte-
nus, appelés super-mouvements browniens avec catalyse, sont aussi des cas
particuliers des superprocessus trés généraux étudiés par Dynkin [7]. Une
particularité remarquable de ces modeles avec catalyse est que, au moins
dans les exemples traités par Dawson et Fleischmann, la valeur a un instant
fixé du superprocessus avec catalyse est une mesure absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue, ce qui n’est évidemment pas le cas
pour le super-mouvement brownien usuel en dimension >2.

Nous établissons ici un certain nombre de résultats généraux sur les su-
perprocessus avec catalyse, en nous limitant au cas ou le déplacement spatial
est le mouvement brownien dans R% La donnée importante est la mesure v
qui gouverne le phénomene de branchement. L’ensemble de catalyse D est
ensuite défini comme le support topologique de v. Les résultats principaux,
obtenus sous des hypotheses convenables sur v et D, sont les suivants. Nous
construisons le super-mouvement brownien avec catalyse comme limite en
loi de systemes de particules browniennes avec branchement. Ce résultat est
implicite dans Dynkin [7] (pour des déplacements spatiaux bien plus géné-
raux) mais comme nos hypotheéses sont un peu différentes nous avons choisi
d’en donner une preuve indépendante. Nous étudions ensuite les propriétés
de continuité du super-mouvement brownien avec catalyse, puis nous éta-
blissons un théoreme de représentation en dehors de ’ensemble de catalyse,
qui montre en particulier que la valeur du superprocesus a un instant donné
est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur D¢. Ce théoreme de représentation généralise un résultat de Fleischmann
et Le Gall concernant le cas particulier d’un point de catalyse en dimension
un.

Décrivons maintenant plus en détail le contenu des différents paragra-
phes. Le paragraphe 2 présente un lemme préliminaire et donne surtout
I’hypothese clef (H) sur la mesure v qui gouverne le branchement. Cette hy-
potheése entraine entre autres ’existence d’une fonctionnelle additive conti-
nue A associée a la mesure v.

Dans le paragraphe 3, on considere un systéme de particules régi par les
regles suivantes:

— Chaque particule a des instants de naissance et de mort aléatoires.

— Etant donné l'instant de naissance ¢ et le lieu de naissance z, la tra-
jectoire de chaque particule a pour loi la loi du mouvement brownien



issu de z a l'instant ¢. Les trajectoires des différentes particules sont
indépendantes.

~ Etant donné la trajectoire d’une particule sa probabilité de survivre
sur l'intervalle de temps (s,t) est donnée par e~(Ai=4s),

— Une particule qui meurt donne naissance indépendamment de ce qui
précede a 0 ou 2 enfants avec probabilité 1/2 (phénomene de branche-
ment critique).

Si on note Y;(C') le nombre de particules qui sont a U'instant ¢ dans le sous-
ensemble borélien C de R?, alors (Y;,¢ > 0) définit un processus de Markov
homogene & valeurs dans ’ensemble des mesures ponctuelles finies sur R%.
Si on affecte un poids 1/n aux particules et si on remplace la fonctionnelle
additive A par nA, les processus correspondants Y” convergent en loi vers
un processus de Markov homogéne a valeurs dans ’espace des mesures finies
sur R? (théoreme 3.2). Ce processus limite noté Z est le super-mouvement
brownien avec mesure de catalyse v. La loi de Z est caractérisée par sa
fonctionnelle de Laplace, solution d’une équation intégrale (cf (10)).

En évaluant les moments de Z et en utilisant le lemme de Kolmogorov, on
montre, dans le paragraphe 4, que le processus Z posséde une version conti-
nue pour la topologie de la convergence étroite (théoreme 4.7). On montre
méme grice a un résultat de Perkins [14], que pour toute fonction mesurable
bornée ¢, p.s. le processus ([ ¢(2)Zi(dz),t > 0) est continu (théoréme 4.9).
Les calculs des moments qui permettent d’aboutir a ces résultats constituent
un outil important pour les parties suivantes.

Dans le paragraphe 5, on construit pour toute mesure p vérifiant la condi-
tion d’intégrabilité (H) une mesure aléatoire I', sur Rt x R?. Ces mesures
aléatoires jouent un réle capital dans la suite de ce travail et en particulier
dans le théoreme de représentation en dehors du support de v. En termes
intuitifs, la mesure I', rend compte des instants de visite et de la quantité
de particules qui rencontrent le support de p. On peut aussi rapprocher les
mesures I', des temps locaux de collision qui ont été étudiés par plusieurs
auteurs (Barlow, Evans, Perkins [1] et tout récemment Dawson et Fleisch-
mann [6]). Formellement I’approximation conduisant a I', est la méme que
pour le temps local de collision, a ceci prés que la mesure détérministe p
remplace le deuxieéme superprocessus indépendant.

En vue du théoréme de représentation, on rappelle dans le paragraphe
6 des résultats généraux de Maisonneuve [12] concernant ’existence pour le
mouvement brownien d’un temps local L sur ’ensemble D et d’une famille



universellement mesurable de mesures d’excursion en dehors de D. On note
H? la mesure d’excursion hors de D partant de z.

On énonce dans le paragraphe 7 le théoreme de représentation sous la
condition (hypotheése (H’)) que la mesure de Revuz p associée au temps
local L vérifie la condition d’intégrabilité (H). Cette condition est automa-
tiquement vérifiée si d = 1, en dimension supérieure, elle est vérifiée des
que D satisfait une hypothese de régularité assez faible (cf Appendice). On
peut alors considérer la mesure aléatoire I', avec p := p construite dans le
paragraphe 5. On définit pour ¢ > 0 une mesure aléatoire ©; sur R? par:

(01,9) == [ Locuct H[p(u(t - w)IL,(du, da).
Si Q¢ désigne le noyau de transition du mouvement brownien tué sur D,
alors on a la représentation suivante sur le complémentaire de D (théoreme
7.1): ]P’g—p.s. pour tout ¢ > 0,

1pe.Zy = O + Q.

Remarquons que, si D est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, alors
p.s. pour tout ¢ > 0 la mesure Z; ne charge pas D. Le théoréeme précédent
donne donc une formule de représentation pour Z; et pas seulement pour
1pe.Z;.

Dans le paragraphe 8, a ’aide des formules de représentation, on montre
que le processus (Z;(dz),t > 0) possede sur D® une densité z(¢,z) par rap-
port a la mesure de Lebesgue. Cette densité est de classe C'* sur (0, 00) X D°
et est solution de I’équation de la chaleur (théoréme 8.1).

Enfin, dans le paragraphe 9, on donne une autre application des mesures
I',. Précisément, on identifie la mesure de covariance de la mesure martingale
orthogonale associée a Z a la mesure I', pour p :=v.

Apres avoir rédigé la premiere version de cet article, nous avons eu
connaissance des résultats obtenus indépendamment par Dawson et Fleisch-
mann [6], qui dans le but de construire un super-mouvement brownien dans
un milieu “super-brownien”, étudient des superprocessus avec catalyse gé-
néraux. Sous des hypotheses différentes des notres, Dawson et Fleischmann
obtiennent aussi des résultats d’absolue continuité, mais sans théoréme de
représentation et sans information sur la régularité des densités.



2 Notations et résultats préliminaires

2.1 Hypothese d’intégrabilité (H)

On considere I’espace euclidien R% On dit qu’une mesure positive o-finie
p vérifie 'hypothese d’intégrabilité (H), s’il existe un réel 3 € (0, 1) tel que
d—2+26>0et

sup / % < 00,
zeReJB(z,1) |Q? - yl
ou B(z,1) est la boule ouverte de centre z et de rayon 1.

Pour d = 1 toutes les mesures finies vérifient cette condition d’intégrabili-
té (prendre 3 = %) Pour d quelconque, il est clair que la mesure de Lebesgue
convient également.

Remarquons de plus que sous I’hypothése (H), la mesure p ne charge pas
les ensembles polaires du mouvement brownien.

En effet pour que la mesure p ne charge pas les ensembles polaires, il
est suffisant que |z — y|~**? (respectivement log(|z — y|™")) soit localement
intégrable par rapport a p(dy) si d > 3 (resp. si d = 2) (cf [15]). On vérifie
facilement ces conditions pour toute mesure p satisfaisant (H).

A cause des relations classiques entre capacité et mesure de Hausdorff
(cf [8]), on remarque que la condition (H) implique que la dimension de
Hausdorff du support de p est supérieure ou égale a d — 2 + 2.

2.2 Notations et quelques rappels

Pour alléger les démonstrations, on notera ¢ une constante qui peut chan-
ger d’une ligne de calcul a 'autre. On note (M, M) 'espace des mesures
positives finies sur R? muni de la topologie de la convergence étroite. De
maniére générale, pour tout espace mesurable (€2, G), on note G* la complé-
tion universelle de G, et pour tout espace polonais S, on note respective-
ment B(S), By+ (S), C(5), Cp+(S), 'ensemble des fonctions de S a valeurs
dans R respectivement mesurables, mesurables positives bornées, continues,
continues positives bornées. Par abus de notation, on écrit aussi B(S) pour
la tribu borélienne sur S. On note (M;(S), M(S)) 'espace des mesures
positives finies sur S muni de la topologie de la convergence étroite. L’es-
pace (M(S), My(S)) est polonais. Pour toute fonction f € B(S), on note
| £l == sup,es |f(z)] et pour toute mesure u € Mf(S), on écrit indifférem-
ment [ [(y)uldy) = (1, f).

On note P; le noyau de transition du mouvement brownien en dimension



d et p sa densité de transition:

1 o[

p(s,z) = WeXP_Q—s (z,5) € RYx (0, 00).

On utilisera les résultats élémentaires suivants:

Lemme 2.1 Soit p une mesure sur R? vérifiant (H). On a les majorations
suivantes:

soit ¢ > 0, il existe une constante ¢ > 0 lelle que pour tout (z,s,t) €
R? x (0,00) x (0, 00),

o 9) ~plt,) S [ Cp(u(l+2) ) 0

pour tout (z,s) € R% x (0, 00),

pour tout (z,z',s) € R x R% x (0, 00),
/pdyfp —p(s,2' — )| < e (s AP |z —o!]; (3)

et pour tout (z,2',s) € R* x R? x (0,00), pour toute fonction f € B(R?)
bornée,

|Psf () |<6\foH|9f—$| (4)

Preuve. Considérons la majoration (1). Il existe une constante ¢ dépendant

de ¢ telle que pour tout r > 0, on a (r + d) e /2 < ¢ exp— et donc

(1+ )?

p(s, ) —p(t,z)] = ‘/[t u, z) (—L—%)du

< of puiee) o

Pour la majoration (2), remarquons que si v > 0, la fonction s —
s~V/? e~/ définie sur (0,00) atteint son maximum pour s = 2¢/v. Il en

découle que pour tout (z,s,v) € R% x (0,00) x (0, 00)

v/2
L ke (2 e,
(2ms)v/? 27



Comme

1 1 _la—yl?
\/B(J;,l)p(sv T — y)p(dy) = C/é(l‘,l) Sl—ﬁ S(d—?-}-?ﬁ)/? e 2s p(dy)’

en prenant v = d — 2 4+ 203 dans la majoration précédente et en utilisant
I’hypothese (H), on obtient:

1
Loy P = W0 < € (5

ou ¢ est indépendant de z et s. Ensuite, on peut recouvrir B(z,1)° par une
famille dénombrable (B(z;,1/4),i € I) de boules fermées de rayon 1/4, dont
les centres z; appartiennent a x+ﬁ 7. On peut supposer que pour tout i €
I, |z — z| > 1/2, de sorte que si y € B(z;,1/4), alors |[v — y| > § |z — z|. En
remarquant que grace a (H), (p(B(z;,1/4)),1 € I) est uniformément borné,
il vient:

A
Vo)
&\m
[\~

¢)

i
o]

|
=
=
| |
RS
\_/

/ p(s,z —y)p(dy)
B(z,1)°

el
c  _ 1 1 1 |Z|2)
< ——e Ted1 Z exp(———
- d/2
sd/ e 16d 4s
5 d
c 1 n
< € 1/(64ds) Y
= gz © 2 exp | = 767 75
neN
xZ

Comme ’application z + e~ est décroissante sur R*, on peut majorer les

sommes de Riemann par I'intégrale de Lebesgue. On obtient alors pour tout

h > 0: -
h Z e (hn)? < / e~ dz.
n>0 0
En appliquant cette majoration au résultat précédent avec h := (64ds)_1/2,
il vient pour tout s € (0, 00):
1

c—

<d/2
< e

IN

/B(I l)cp(s, z — y)p(dy) [1 n 8\/@ ? oxp —1/(64ds)

On déduit alors de cette inégalité et de (5) la majoration (2).



Pour montrer (3), on utilise la majoration re™" < ¢ e™/2 (r > 0) qui
implique

/p(dy) Ip(s,x —y) — p(s, 2’ - y)|

|u(3:—.rl)+.rl—y|2

1 | _ )tz Y|
S/WW/O—|<u<r—x'>+x'—y|x—x'>|e =k g

S

, |uz z)+z—y|
<c—|m—m|/ du/pdy 3 s ,

ot on a noté (z|y) le produit scalaire dans R% En utilisant (2), on obtient
la majoration souhaitée.

Enfin, la majoration (4) découle facilement de I'inégalité ci-dessus, en
remplagant simplement p(dy) par |f(y)| dy.

O

On note § un point cimetiere ajouté 4 R? comme point & I'infini. On
considere 2 := D(R+,RdU{5}) l’espace des fonctions définies sur Rt a

valeurs dans R?|J {8} continues & droite et limitées & gauche. On note B :=
(2, F, Fi, By, 0, (Pr) yepa) la réalisation canonique du mouvement brownien
sur € (cf [2]). Pour toute la suite, on fixe v une mesure positive satisfaisant
I’hypothese (H) avec un réel a € (0, 1). On note D le support topologique de
cette mesure. On a vu que la mesure v ne charge pas les ensembles polaires
pour le processus B. En utilisant (2), on remarque que pour tous r > 0,
x € RY intégrale [v(dy) [3° p(s,z—y)e™" ds est finie. D’aprés le chapitre
VI de [2], il existe une unique fonctionnelle additive continue du processus
B, notée A, telle que pour tout f € By+ (RY), pour tout (z,r) € R¥x (0, o0),

E, /OOO f(Bs)e ™™ dAs = /Ooo ds/;v(dy)p(s7 z—y)e " fy).

On en déduit par un argument de classe monotone que pour toute fonction

f € By (RT x RY),
E. /OOO f(s,Bs)dAs = /OOO ds/y(dy)p(s, z—y)f(s,y). (6)

On utilisera également la famille de constantes (aT)TE(O,oo] définies par:

T
ar := sup E, Ar = sup / ds/y(dy)p(s,w— y).
rzeR4 r€R4J0



La majoration (2) montre que pour tout temps T’ < 0o, ar < ¢ (T*VT) < oo.
L’objectif du présent travail est ’étude du superprocessus Z associé au

. 2 . .
triplet (B, A, %), dans la terminologie de [7]. Remarquons cependant que

larticle [7] impose la finitude des moments exponentiels de tous ordres de
la fonctionnelle additive A, ce qui n’est pas forcément vérifié ici.

3 Construction du super-mouvement brownien
avec catalyse comme limite d’un systeme de par-
ticules avec branchement

3.1 Construction du systéme de particules avec branche-
ment.

Nous développons dans ce paragraphe une construction précise du syste-
me de particules avec branchement déja présenté dans I'introduction. On
note W l’ensemble des triplets w = (¢, a, ) o o € [0,00), 8 € [0, 0],
@ < B et ¢ est une application continue de [, 3] dans R? (de [a, 00) si
# = o0). Soit g une application continue strictement croissante de [0, o]
dans [0, 1]. La distance sur W est définie par:

d(wy,wa) = |ag —az|+|9(81) — g(52)|
+ Z (2_]“ A sup |e1((aq VE) A Br) — pa((az VE) A ﬁ2)|) .
= t€[0,A]

Alors (W, d) est un espace polonais. On définit pour tout (r,z) € RT x R?
une probabilité II, ; sur W comme étant la loi d’un mouvement brownien
B issu de z a l'instant o = r et arrété a un instant aléatoire § tel que pour
tout ¢ > r,

M,.(6>1t]|Bs,r<s<t)=e M

(en particulier 1, (8 = 0o | Bs,r < s) = e~4>).

On introduit maintenant le modele d’arbre suivant [13]. Soit ’ensemble
U:={0}U(U;Z,{1,2}"). L’élément O est interprété comme ’ancétre de la
population. Pour w € U, on note |u| =0 si v = 3, |u| = n si u € {1,2}". Si
u#0,u=(i1,...,1,) on note @ := (i1,...,i,—1) le pere de u.

Fixons z € R% A chaque u € U, on associe un élément aléatoire w, =
(¢u, Qu, Bu) de WI{A}, ot A est un point cimetiére ajouté a W comme
point isolé. On construit la famille (w,, u € U) par récurrence sur |ul.



Si w = 0, wg a pour loi Ilp,. Ensuite supposons construit w, pour
|u| < n. Alors les trajectoires w,, |[v] = n + 1 sont indépendantes condition-
nellement a (wy, |u| < n). De plus soit v avec |[v] = n + 1, alors

—siwg=Aousifz=o00o0naw,=A,;

— sl wg # A et 5 < oo la loi conditionnelle de wy, sachant (wy, |u] < n)
est Hﬁv#ﬂv(ﬁv)'
Il reste a introduire le phénomene de branchement. Pour cela on considere
un arbre aléatoire A de loi de reproduction v(0) = 7(2) = § suivant [13].
Cela signifie précisément qu’on se donne une famille 5,, u € U de variables
aléatoires indépendantes et indépendantes de (w,, u € U) de loi v et on
pose

A= {a}U{(ula s 7“71) € U;n(ul,...uj) = Q,V] € {Oa N (e 1}}

(pOUI‘ ] = 05 n(ul,...uj) = )’]3)
Pour tout £ > 0, on définit une mesure ponctuelle Y; sur R? par la formule

(Y, 1¢) :=card{u € A; oy <t < By, pu(t) € C}.

Remarquons que Yy = é,. Par des méthodes classiques, on vérifie que le
processus (Yz, ¢ > 0) est un processus de Markov homogene a valeurs dans
I’espace des mesures ponctuelles sur R%. On note Qs, la loi de (Y;,¢ > 0). Si
=Y., &, est une mesure finie, on note Q, la loi du processus Y7, Y*
ot les processus Y sont indépendants et de loi respectives Qs .

Le caractere critique du branchement assure que le nombre total de par-
ticules créées est fini p.s.. En revanche, il n’y a pas forcément extinction car
certaines particules peuvent apreés un certain temps ne plus étre soumises
au phénomene de branchement (c’est le cas en particulier si d > 3 et v a
support compact). La famille de probabilités ((),) satisfait par construction
au principe de superposition suivant: soit une fonction f € B+ (Rd), soient
des mesures ponctuelles finies p, pi1, ... , f, telles que = >""  p;, alors on
a

n
Qulexp —(Yy, /)] = [T Qui [exp — (Y2, f)].

=1

Cela suggere d’étudier la fonction v définie sur Rt x R? par:

U(ta $) = Qtsm [exp _(Y;fa f)]a (tv x) eR* x R
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Sous Qs,, on a Yy = d,,(y) sur {Bs > t}, c’est a dire si la particule ancétre
est encore en vie a I'instant t. En revanche sur {85 <t} onaV; =0siny =0
et sins = 2,Y; = Y,'+Y? ot les Y} sont indépendants et de loi conditionnelle
(8,05(85) CcOnnaissant wy. Cela conduit a la formule suivante:

v(t,z) =K,

1
e (B 11 / e‘AS[l—}—v(t—s,Bs)Q]dAs]. (7)
0

En remplacant v(t — u, By) par son expression donnée par (7), on trouve:

¢
]Ex/ v(t — u, By)dA,
0

:]Exe_f(Bf)[ —Af %E /dA/ A +Au 1+U( )}dAs

—E, e/ (Bt [1 — e_Af %E / 1 — e s 1 +o(t— BS)Q} dAs,.

En ajoutant cette derniére équation a I’équation (7), il vient:

o(t,2) = Py [exp—f] (x) + %Ex /Ot [ —o(t—s B)2dA,.  (8)

Cette équation est plus utile que ’équation (7) pour le passage a la limite
que I'on considérera dans la suite du paragraphe. Remarquons déja que (8)
permet de calculer les moments d’ordre un de Y;.

Lemme 3.1 Soit f € B+ (RY), on a Qs,(Ys, f) = Pif(2).

Preuve. Soit un réel € > 0, on note v.(t,z) := Qs, exp—e(Ys, f). On a
[lve]] < 1. On déduit de I’équation (8) que

-0 x —eef
o< zulbn) o p [1—] (@) <111

e £

En utilisant de nouveau (8) et le fait que E, A; < a; < oo, on obtient que

. 1—ve(t
lim,_ g+ A;’—xl = P, f(z). Or par convergence monotone on a:

1
_ 1 - _ (Y, f)
Qs.(Vi, /) = Jim 2Qs, [1 - 00

On en déduit le résultat recherché.

11



3.2 Le passage a la limite.

Soit (An)nen une suite de mesures ponctuelles finies. Pour tout entier n,
on considere un processus (Y, ¢ > 0) associé par la construction du para-
graphe précédent a la fonctionnelle additive A™ := nA et de valeur initiale
An. On a un théoreme similaire au théoreme 1.1 de [7].

Théoréme 3.2 Supposons que )\, converge élroitement vers p € M;.

Alors la suite de processus (%Y;E)neN converge au sens de la convergence
étroite des lois marginales de dimension finie vers un processus (Zy, t > 0).
Ce processus est un processus de Markov homogéne a valeurs dans My. Sa
loi est caractérisée par:

- Zo =

— pour tout T > 0, pour tout entier p > 1, pour tous 0 =iy < --- < 1, <
T, pour toute fonction f € Cyt (RY) telle que ar || f|| < 1, on a

Elexp —(Zi,, [) | Ztgs-- s Z,_y| = exp —=(Zy,_, w(ty — tp_1)), (9)

ot w est 'unique solution positive mesurable de [’équation inlégrale:
1 t
w(t,e) = P, f(z) §Ef/o w(t — s, B)? dAs, (L,2) € [0,T]x R (10)

Preuve. Soit f € Bys (R?) telle que ar|| f|| < 1. Remarquons dans une
premiére étape que ’équation intégrale (10) posséde au plus une solution
positive. En effet toute solution positive est bornée par || f||. Donc si w; et
wy sont deux solutions positives distinctes de (10), en faisant la différence
dans ’équation (10), et en utilisant la définition des constantes ar, il vient:

| w1 — wa|
1 t
< sup o [ds [uldyp(sa— ) [wr(t = 5,9 - walt - 5,9)?]
reRt€[0,T] 0

<A fwy = wo [ ar

Comme ar || f|| < 1, on en déduit que wy = wy.
On pose

1 rn
wy(t,z) == —nlog Qs, [exp—;(}’t , )] . (11)
Lemme 3.3 La suile de fonctions w, converge uniformément sur [0, T]xR?

vers une fonction w positive mesurable solution de (10) sur [0, T] x R%. Pour
0 <t <T, les fonctions w(t,.) sont continues sur R%, et w(0,z) = f(z).
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La démonstration du lemme 3.3 est reportée a la fin de cette partie.

On établit dans une deuxiéme étape que la valeur initiale Zy "= p et la
relation (9) déterminent uniquement la loi du processus de Markov Z. En
effet, soit Z' un autre processus avec les mémes propriétés, un raisonnement
par récurrence simple montre que pour toutes fonctions fy, ..., f, € Cyy (R9)

et A > 0 tels que arA Y || fill < let pour 0 =tp < ---<t, <T, on a:

P P
Eexp _AZ(ZL‘“ fz) = Eexp —AZ(Z{Z, fz)

(remarquer que la solution de (10) associée a f vérifie pour tout ¢ > 0
lw()|| < || f] et w(t) € Cyy(R?) d’apres le lemme 3.3). Un raisonnement
de prolongement analytique montre que 1’égalité précédente est vraie pour
tout A > 0. On conclut que les processus Z et Z’' ont mémes lois marginales
de dimension finie.

Montrons dans une troisieme étape que la suite %(Yfg, e ,Y}Z) converge
en loi dans My vers la variable aléatoire (Zy,,...Z;,) vérifiant Zg = p p.s.
et la relation (9). Pour cela on utilise un argument classique de compactifi-
cation.

On note R? le compactifié d’Alexandrov de R%. Les ensembles

{pe MtR%; (p,1) <K}

sont compacts dans I'espace polonais My (Rd). Le lemme 3.1 montre que
Q. (2Y/ 1) = (%, 1). On a alors pour tout n assez grand et pour tout
réel positif K

1
K

Q01 > K< Loty < UL

Donc pour tout ¢ € [0,77],1a suite des lois = ;" est tendue dans M (M (R%)).
De méme, pour 0 =15 < ... < t, <T, la famille des lois de %(Ygg, e ,Y}Z)
est tendue dans M ([M;(R%)]P*1). On en déduit Pexistence d’une sous suite
L(Y}Z’“, ..., Y"¥) qui converge en loi vers une variable aléatoire a valeurs
ng P

dans [M;(R%)]P+1, que 'on note (Zs, . .. , Z,).

Il est clair que cette variable aléatoire est & valeurs dans [M;(R%)]P+!
c’est a dire (Zy,, 1{s)) = 0 pour tout 4. En effet, fixons 6 > 0 tel que far < 1
et soit, pour tout entier m, ¢, € Cpy (R% telle que || ¢ || < 0, ¢m(z) = 0
si|z] >m+1et ¢p(z) =0si|z] < m. Le lemme 3.3 entraine par passage
a la limite que

Eexp —(Z;, ¢m) = exp —(p, w™ (L)),

13



ou w™ est la solution de (10) pour f = ¢, (remarquer que I'on utilise la
continuité des fonctions w™(t)). Comme w™(t) < Pi¢,,, en faisant tendre
m vers 0o, on trouve que

Eexp _(Ztm 01{00}) 2 Tr}I—I)noo exp _(M7 Pti¢m) =1,

d’ou le résultat annoncé.

En utilisant le théoréme de représentation de Skorohod, on sait qu’il
existe sur un espace probabilisé (£2,P) une suite de variables aléatoires
Yok, ... ,Y”’“) de méme loi que (Yo%, ..., Y;"%), ainsi qu'une variable aléa-
toire (Ztgy - - - ,th) de méme loi que (Z,...,7Z,), et tels que la suite

(Yt:;“’“7 .+, Y;'F) converge p.s. au sens de la convergence étroite sur My (RY
vers la variable aléatoire (Zy,, ... ,th). On en déduit que la convergence a
également lieu au sens de la convergence vague sur My (Rd). Comme on a

1

ng (Y?:ka ]-Rd) :S . (Yt?kv ]-Rd) p (Zl‘n Rd) = (Ztn ]-Rd)

on en déduit que la convergence a lieu au sens de la convergence étroite sur
My (R9).

Il faut encore vérifier que l'on a Zy = p p.s. et la relation (9). L’égalité
Zy = p est triviale. Soit ensuite un entier p > 1, pour toutes fonctions
fo, ..., fp continues positives telles que ar || f, || < 1, la propriété de Markov
appliquée a Y™ donne:

1
Eexp — Z (Y2, fi) = Eexp — Z (Vi ) =~V 0P (b = 1)),

(P) o5t définie par (11) avec f = f,. Par passage a la limite
dans I’équation ci-dessus le long de la sous-suite (ng) et en utilisant le lemme
3.3, il vient:

ou la fonction ws,

P p—1
Eexp — Z(Ztia fz) = Eexp — Z(Ztia fz) - (th_law(tp B tp—l))a

ot la fonction w est 'unique solution positive de I’équation (10) avec f = f,.

On en déduit que la variable aléatoire (Z;,, ..., 7Z;,) vérifie (9).
Enfin d’apres la deuxieme étape, la loi de (Zy,, ..., Zy,) est uniquement
déterminée, ce qui entraine la convergence en loi de la suite %(Yt’g, e ,Y}’;)

(et pas seulement le long de la sous-suite (nj)). Le théoreme d’extension
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de Kolmogorov donne I’existence d’un processus Z dont la loi marginale
aux instants Zo,...,t, est la loi de (Zy,...,Z,). Finalement le caractere
markovien homogene de Z découle de (9).

Preuve du lermme 3.3:
Pour le processus Y™ I’équation (8) s’écrit:

1 ¢ 2
e~ wwn(te) — P [e_ %f} (z)+ =E; / [1 —e” %w"(t_s’Bs)} ndAs. (12)
2 0
On a en particulier
1 1
exp — _wn(tax) 2 Pt exp — _f (;U),
n n
et en utilisant I’inégalité de Jensen, on obtient:

0<w. < B </

On peut alors effectuer un développement limité a ’ordre % de I’équation
(12) car ar < oc. On obtient pour tout (¢,z) € [0,7] x R,

wn(t,2) = Pof( ——]E /wn — s, B,)%dA, + E,, (13)

avec |E,| < <[ FII? (1 + 1 fH) Par différence dans (13), il vient pour tout
entier p > n,

[ wn = wy|

< sup 2 [ds [ulan)pts,n = ) [inlt = 5,0)? = il = 5,)2| +0(C)
a:tEOT n

< F(Hewn = ’praTJrO(;)-

Comme a7 || f|| < 1, on en déduit que la suite (wy,)nen est de Cauchy pour
la convergence uniforme. On note w sa limite. Cette fonction est positive,
mesurable, bornée par || f||, et par convergence dominée, elle est solution de
(10).

Montrons que la fonction w est continue en la variable z sur (0, 7] x R%.
En faisant la différence dans (10), on obtient pour tout (¢, z,2") € (0,7T] x
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R x R¢,

|w(t’ 'L) - 'w(tv 'Ll)|

IN

Pf(x) - |+2/<k/“cw

|psx—y p(sx—y|wt—sy)
|P.f(x) — P f(2))|

—HfH/dS] (dy) Ip(s, 2 = y) = p(s,2" = y)|.

IN

On utilise la majoration (4) pour le premier terme. On écrit 'intégrale de 0
a t dans le deuxieme terme comme la somine des intégrales de 0 a € et de ¢
at (0 <e<tA1l)eten utilisant les majorations (3) et (2), on trouve:

1 ® a
jw(t,2) = w o)) < el fl o=l S [ s ds
t 0
t
el g7 [ ds (s A1) o~ o
€
1
< ¢ — |z — 2| +c 2e
< Hfl!\/i| [ +ell /1
+ell FIP(+e7 ) o - ']
En prenant € := |z — @’| AtA1, on en déduit que w est uniformément continue

en la variable z sur [6, T] x R?, pour tout § > 0.

3.3 Notations et remarques

Suivant la terminologie de [2], on note Z := (Q%,G%, 7, 6%, (]P’f)ﬂer)
le processus de Markov limite du théoreme 3.2: g?’Z est la tribu de Q%
engendrée par (Z,,s € [0,t]), G7 la tribu complétée de G%7 := G%7 par
rapport aux mesures ]P’Z =/ ]P’Z'_(d,u) ol 77 décrit 'ensemble des probabilités
sur My et G7 la tribu complétée de gt 0.7 Jans GZ par rapport aux mesures
PZ
7
Le théoreme 3.2 montre que si 0 < s <t < T et f € Cb+(Rd) vérifie
ar || f]| < 1, alors

EZ (exp—(Zi, f) | GZ) = exp —(Z, w(t - 9)), (14)

ou la fonction w est I'unique solution positive mesurable de I’équation (10).
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Il est facile de de voir que (14) reste vraie pour f € By, (R?) (telle
que ar || f|] < 1). On utilise le fait que la fermeture de Cjy (R%) pour la
convergence simple bornée est Byy (R?). De plus, si (f,,n € N) est une suite
de fonctions de By, (RY) (telles que ar|| f, || < 1) qui converge simplement
vers f (telle que ar || f|| < 1) et si (14) est vraie pour chaque fonction f,, on
remarque que les fonctions w™ solutions de (10) associées a f,,, convergent
simplement (parce que w"(t,z) = —log ]Eézx (exp —(Z¢, fn))) puis que leur
limite w vérifie ’équation (10) associée a f. Le résultat annoncé en découle
facilement.

4 Propriétés de continuité

Avant d’énoncer les propriétés de continuité du superprocessus Z cons-
truit dans la partie précédente, on montre la proposition suivante.

Proposition 4.1 Pour toute mesure n € Mg, pour tout T > 0, pour toul
entier p, il existe une constante M, tlelle que pour toute fonction ¢ bornée
par 1, lipschitzienne et de constante de Lipschitz bornée par 1, pour loul
(s,t) € [0,T)? lon ait:

B [((Z¢) = (Zoy )] < My |t — 5™

La démonstration de cette proposition repose sur plusieurs lemmes. Le lem-
me technique suivant joue un réle crucial dans le calcul des moments du
processus Z. On fixe T' > 0.

Lemme 4.2 Soit une fonction bornée J € B(Rt x RY) telle que |J(r,z)| <
2a7] " Lig.71(r). On considére Uéquation intégrale suivante:
[0,7]

T—r
(A a) + %El./o o0 r+ s, By)2dA, = M (r,a), re[0,T],  (15)

o(A,r,2)=0, r>T.

Alors pour |X| < 1, il existe une unique solution mesurable v(\) de (15) telle
que ar [|v(A) || < 1.

On définit la suite de fonctions mesurables (¢,)n>1 sur RT x R? par la
récurrence suivante:

cy(r,z) = J(r,z), (16)
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et pour tout entier n > 2,

oo n—1

1
cn(r,z) = —§Ex |:/0 E c;(r+s,Bs)c,—;(r+ s, Bs)dAg| . (17)
J=1

La série Y A\"c¢,, est normalement convergente pour |A| < 1. De plus pour
|A| < 1, on a Uexpression suivante de la solution v(\):

oA ra) =) Nen(r,a),  (r,a) € RT R<.
n=1

Remarque. Contrairement aux énoncés précédents, ou on considérait des
équations intégrales de la forme (10), on a ici des solutions de signe quel-
conque (la fonction v n’est pas nécessairement positive).

Preuve. La fonction f(A) := %[1 —+/1 — A] est développable en série entiere

de rayon 1. De plus, la fonction f est solution de

A
2f — =
art

(18)

Si on note 8, les coeflicients du développement de f, on remarque que 89 = 0,
b1 = Q;T’ et que la suite 3, vérifie la relation de récurrence suivante:

1 n—1
B = 50T > BiBn—j, n>2.
=1

Remarauons que [[e1[| < By et [[eal| < Yar 572 [l | enssll pour n > 2.
On a donc pour tout entier n > 0, ||¢, || < B,. Cela entraine que la série
v(A) = >, A"¢y, est normalement convergente pour |A| < 1.

De plus on vérifie facilement que la fonction v ainsi définie est solution de
(15) et que pour |A| < 1, ar |[|v(A) || < 1. L’unicité de la solution de (15) telle
que ar ||v(A)|| < 1 découle d’arguments semblables au début de la preuve
du théoreme 3.2.

On montre également le lemme suivant.

Lemme 4.3 Soit un entier m > 1, et sotent 0 < t; < ... < t,, < T.
Soit (¢1,. .. ,¢m) une famille de fonctions appartenant a Bys (R?) telle que
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2ar Y272 || will < 1. On a alors pour toute mesure n € My, pour toul X €
[0,1),
Eg exp —A Z (Zl‘i—f"v 9‘92) = exp _(777 U(Av T‘)),

t;>r
ot v(A) est l'unique solution mesurable positive de I’équation intégrable (15)

avec J(rya) i= By 35, @i(By—r). De plus on a ar [|[v(A) ]| < 1/2.

Preuve. On fixe A € [0,1). La démonstration (cf lemme 4.1 de [7]) se fait
par récurrence sur m. Pour m = 1, on utilise le théoreme 3.2, et on a
v(A,r, @) = w(ty — r,2)1[gy)(r) ol w est 'unique solution positive de (10)
avec [ = Agy. On remarque alors que v(A) est solution de (15) avec J(r, z) :=
Er01(Biy—r)1[0,1,](7)- On sait de plus que w est borné par ||| ce qui
implique ar [[v(N) || < 1/2.

On suppose le résultat vrai au rang m. On se donne 0 < #; < ... <
tm41 < T.Pour r > ty, on peut utiliser ’hypothese de récurrence et il vient:

Eg exp _AZ (Zti—ra 992) = Eg exp —A Z (Zti—m 992) = exp _(777 i)(Av T‘)),
ti>r ti>r,i>1
ot 0(A) est 'unique solution mesurable positive de I’équation:
- 1 o
(A, rx)+ §Ex/0 B(A\, v+ s, By)?dA, = \E, Z ©i(By;—r)
ti>r,i>1

(remarauons que [| 5(\) || < Sisy llill < 1/2a7).
Ensuite pour 0 < r < 1y, on peut appliquer la propriété de Markov du
processus Z a l'instant {; — r. Le théoreme 3.2 donne alors

Eg o 2tz (Zrimrei) _ Eg e MZti=r01)=(Zey—r ¥(\t1)) = = (m(A)),
ott H(A,r,.) == w(ty —r,.)1[4(r), la fonction w étant solution de (10) avec
[ =Xp1+0(A, 1) (noter que 2ar || f|] < 1). On sait donc que ¥ est 'unique
solution positive pour r € [0,%1] de

) 1 e )
B0 1, 2) + 5B /O B(A, 7 + 5, By)2dA, = By [No1 (B, ) + 50\ 1, Ber )]

Oron apour 0 <r <t

El‘ﬁ()‘atla Btl—r) = AEI]EBH—T Z@i(Bfi—fl)
i>1
1 e
- §ExEBtl_r/0 B(A, 1y + s, Bs)2d A,

1 00
= AE&TZS‘OZ'(BL‘,‘—T‘) - §El- 6()\,T+S,Bs)2dAs,

i>1 7,‘1—7‘
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ce qui reporté dans I’équation précédente donne pour 0 < r < {;:

(A, T, ac)—}—%]Ex [/ d(A, v+ s, By)2dA, + F(A, v+ u, By)2dA, | = M (r, 2).
0 fl—T

De plus on a o(A, r,z) = 0sir > t;. On en déduit que la fonction v(A, r, z) :=

(A, 7, 2)1(4),00) (1) + (A, 7, 2) 1[0, (r) est solution de (15). On vérifie trivia-

lement que v(A) est positive et que ar || v(A)|| < 1/2. On démontre I"unicité

comme dans la preuve du théoreme 3.2.

Nous aurons également besoin du lemime élémentaire suivant:

Lemme 4.4 Soit un entier n > 1, soit U une variable aléatoire réelle posi-
tive telle que lon ail pour tout A > 0 assez pelil:

Eexp —AU = > MNa, + O(A"H).

p=0
Alors U € L™ (2, P) et pour tout entier p < n, EU? = p!(—1)Pa,.

Avant de commencer la démonstration de la proposition 4.1, énongons
une conséquence importante des trois lemmes précédents:

Corollaire 4.5 Soient deux entiers p,m > 1, soient des réels 0 < t; <
coo < by <T. Soil (¢1,...,9m) une famille de fonctions bornées apparte-
nant a B(RY). Alors pour toute mesure n € M;, on a

STD DR SIS SR § (TR N
k=

1 ’ nit+-tng=p i=1

B’ { [i(zmso»

i=1

ou les fonctions c,, sont définies par les formules (16), (17) avec J(r,z) :=

B (Xt»r ¢i(Bii-r))-

Preuve. Supposons dans un premier temps que les fonctions ¢; sont positives
et que 2ar > 2, || @i || < 1. D’apres le lemme 4.3, pour A € [0, 1), la fonction
v(Ar,2) == —logBZ exp—AY .5, (Z1,—r, ¢i) est Punique solution positive
de 'équation intégrale (15) et 2ar||v(A)|| < 1. On déduit alors du lemme
4.2 que cette fonction v s’écrit pour A € [0,1): v(A, r,z) = Y02y Aen(r, x)
ou les fonctions ¢,, sont définies par les formules (16) et (17) avec J(r,z) :=

E; Zt¢2r Soi(Bti—r)-
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Montrons que l'on a alors pour tout r > 0, pour tout A € [0,1):

5\ Zoi—r i = P (-1)F i
EZ o 2z (Pimr) — 1§ {Z(k,) > Imenm)].
p=1 k=1 T oniteetng=p =1 (20)

Si (Brn)n>1 est la série introduite dans la preuve du lemme 4.2, la série

%] P k
>w {z% > I mmm}
p=1 k=1

“nidetng=p i=1

converge pour |A| < 1. En effet, toujours avec les notations de la preuve du
lemme 4.2, on a pour |[A| < 1:

[e%e] 0 k
1
SRR o lz /\”ﬂn(n,l)]

k=0 """ Ln=1

o0

v k
k=1""

p=1 nit-tng=p =1

On en déduit que la série

00 p (_1)k k
YV (Y Y Tmen()

p=1 k=1 Yoniteetng=p i=1

est absolument convergente si |A| < 1. De plus le développement v(A,r, z) =
Yorl A% (r, ) montre que pour tout |[A] < 1, la somme de cette série est
égale a exp —(n, v(A,7)). On en déduit alors (20).

De (20) et du lemme 4.4, on déduit que pour tout entier p et pour tout
r>0,o0n a:

V4

Dans un deuxieme temps, si les fonctions ¢; sont mesurables bornées

P P q\k+p k
Z(Zti_r,soz-)] } =ply % Yo Imen(r)). (1)
k=1 '

t;>r nit-tng=p i=1

quelconques, on note 99;-" et o, les parties respectivement positive et négative
de ;. En posant ¢f := 0 o 407 7, on remarque que les membres de droite
et de gauche de (21) sont des polynomes en (67,67 ,...,6;, 6, ) qui coin-
cident sur l'ensemble {HZ:E >0, 0 o [+ 7,67 [|of || < [2QT]_1}
d’intérieur non vide. Ils coincident donc pour tous 9;':, et entre autres pour
027" = —0; = —1. Cela termine la démonstration.

O
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Remarques. La formule (19) donne immédiatement les moments a tout ordre
de (Z;, @) pour ¢ € B(R?) bornée. En particulier, si on note B, := [ n(dz)E,:

E7 [(Ze0)] = By ((By)), (22)

57 [(7 0] = By (o(BOF + B, [ (Pesp(BIF A, (29

Preuve de la proposition 4.1.
En appliquant le corollaire précédent a ¢y =1, {3 = s, o1 = —ps = @, on a
pour tout entier p I’égalité:

—1)ktp k

v (=1

B (Zoo) = Zno 1= 2 —— > JImea(0), (24
k=1 nitetng=p i=1

ou les fonctions ¢, vérifient la relation de récurrence (17) avec la condition

initiale

4] (T‘, Q?) =K, {@(Bt—r)l[o,t](r) - @(Bs—r)l[o,s](r)} : (25)

Le lemme suivant nous permet de majorer les fonctions ¢,. On rappelle
que « € (0,1) est le réel intervenant dans ’hypotheése (H) écrite pour v.

Lemme 4.6 On suppose 0 < t < s < T, et on note h := s —t. Pour
toute fonction bornée ¢ € B(R?), les fonctions c, définies par la relation
de récurrence (17) et la condition initiale (25) vérifient la majoration: pour
lout n > 1,

Jen(r, )] < ball @l B g 4 (). (26)
Les constantes b, ne dépendent que de v, T el n.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence. Pour n = 2, on a

lea(r,z)] = %Ex/ cl(r—}—u,Bu)QdAu
0
1 o0
= 5B [ [Pitneres = Piere) € (B) o (r + w)dA,

1 o0
5B [ Panreup(Bu) s+ 0)dA.
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Pour le second terme, en utilisant (6) et (2), il vient:

B [ Ptnermap(B) n(r +u)dA,
t+h—r du

11—« 1[
(t—ryvo (u A 1)
< CHS‘QHQ hal[o,t+h](7')-

2
<clell 0,047 (7)

On choisit € > 0. Pour le premier terme, en utilisant (6) et (1) il vient:
E / Pt+h r—u Pt r— u) 99] (Bu)21[0,t)(7° + u)dAu
t—r
_/ du/dz/ (u,z —y)
2
[/dz ez) (pt—r+h—wy—2)—plt—r—uy- Z))] Ljo,(r)
t—r
<cllel [ du / dv(y)p(u,z - y)

l]dz/tt L (i te)y )duryo,t)(r)
< CH@OHQ/O B dU/dV(y)p(u,r— 0) (111 [1+ L])21[o,t)(?“)-

t—r—u

Ensuite, comme pour tout @ > 0, on a In(1+4+a) < ¢ a®/? il vient :

]Ex/O [(Prgher—u = Pror—u) @] (Bu)*1[g 5 (r + u)d A,

<ellolP /t_ du/du (u, 2 — )(ﬁ)a
<elel [ (=) wrre

=c|lo|* h*

en utilisant (2) une nouvelle fois. Donc on a

|02(r, .r)| <c H QOHQ hal[O,t+h](r)v

ce qui donne (26) pour n = 2.

23



On suppose cette majoration vraie au rang n > 2 et on la montre au
rang n + 1:

Cpy1(r,z) = ——E/ Zcpr+uB)cn+1 o(r+u, By)dA,
= —]E/ c1(r 4+ u, By)en(r + u, By)dA,

oo n—1
/ Z Cp(T‘—I— uvBu)Cn-}-l—p(r‘}‘ U,Bu)dAu
p=2

Pour le premier terme, en utilisant 'hypothese de récurrence et un raison-
nement similaire au précédent, il vient:

E, / c1(r+ u, By)en(r + u, B,)dA,
0

< E. /0 |(Peh—r—u = Prer—u) ¢(Bu)| h'E llell” bnl[o,t)(r + u)dA,

+ E, /0 Priher—up(Bu)h® ||| byl t,t+h](7' + u)dA,

t—r
<ch? ||p|™t 1[0’t)(r)/ In(1 + du/dl/ (u,z —y)
0
na il (t+h—r)
+h2 el brlio,i4h (1) Es dA,
(t—r)vo
na t—r h « du
<n el o) [ (75)
<chz ||99|| 1[0,t)(r) o I —r—u (’U,/\l)l_a
+Ch IWH"+ Ljo,04)(r)
i 0t+h](7')-

Pour le second terme, en utilisant I’hypothese de récurrence, il vient:

oo n—1
/ ZCP (r+ u, By)Cnt1—p(r + u, By)dA,

n—1
n pa  (n—ptl)a
< S Nell™™ S bpbnopgilpo,en (r PhTRTTE sup By A

p=2

—_

\]

<cllell 0,144 (7)-

On obtient donc le résultat voulu a 'ordre n + 1.
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Soit une fonction ¢ bornée par 1, lipschitzienne de constante de Lipschitz
bornée par 1, alors on a |¢;(0,2)] < By |@(Biyn) — ¢(Bi)| < ¢ Vh. Comme
a < 1, on en déduit que pour tout entier n > 1, |¢,(0,2)] < b,h'z . En
reportant cette inégalité dans la formule (24) on termine la démonstration
de la proposition 4.1.

Théoréeme 4.7 Sous chaque probabilité ]P’g, n € My, le processus 7 posséde
une version continue.

Preuve. On peut se limiter a ¢t € [0,7], T > 0. On munit R, le compac-
tifié d’Alexandrov de R? d’une distance majorée sur R? par la distance
euclidienne. On note £ Pensemble des fonctions lipschitziennes sur RY .
Cet ensemble est dense dans C(R?) et séparable pour la convergence uni-
forme. Soit Ly un sous-ensemble dénombrable dense de £ contenant 14 Si
Lo = {¢n,n € N}, la formule

d(p, p') = i_o: 277 (|(1, n) — (15 0n) | AD)

définit une distance compatible avec la topologie de Mf(Rd), et Mf(Rd)
est complet pour cette distance. D’apres la proposition 4.1 et le critere de
Kolmogorov, pour tout ¢ € Lg, le processus ((Z:, ¢),t > 0) posseéde une
version continue. On note Ag ’ensemble des nombres de la forme k27" ou &
et n sont des entiers. On sait que p.s. pour tout ¢ € Ly, la fonction (Z;, ¢) est
uniformément continue sur [0, 7] Ag. On en déduit que p.s. 'application
t = Z; & valeurs dans M;(R%) est uniformément continue sur [0, 7] Ao.
Elle admet donc p.s. un unique prolongement continu sur [0, 7] que I'on note
X = (X4, t€[0,T]).

Il reste & voir que p.s. pour tout ¢ € [0,T], on a (Xy,1{,}) = 0. Soit une
suite de fonctions (g,)nen de C'(RY) telles que 1(jp>nt13 < n(2) < Lijuisn}s
on montre alors le lemme suivant:

Lemme 4.8 Soit T un réel positif. Pour toule mesure n € ]\/[f(Rd_), pour
tout € > 0, on a:

lim sup sup ]P’g sup  (Zy,9,) 2 €] =0.
N0 p>1 0=tp<t; <..<tp<T i€{0,..., p}
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Preuve. Soit un entier n > 1. On note B,, la boule de R? de centre 0 et de
rayon n. Pour tout s > 0, pour tout 2 € R% on a Py1g¢(z) > 115:(2). On
a donc, en utilisant la formule (22) pour les moments d’ordre 1 de Z, pour
tous ¢t € [0,7), e > 0,

BZ (7 185) > & (71,185) | G7)
=B ((Z18;) > & B, (Zr-1,18;) | 67)
=EJ ((Ztlez) > &5 (Zy, Pr_ilpe) | th>

v

1

SEY ((Zi18;) > & (Zi15;) | 67)
1

Z 581(Zf713$1)25'

La méme inégalité est triviale pour ¢ = T. Donc on a aisément, en utilisant
la propriété de Markov, pour tous entiers n > 1, p > 1, pour tous 0 = {3 <
t1<...<tp§T,

Pg ( sup (Ztngn—l) Z 5)
1€4{0,...,p}

< ]P’g ( sup (Zti,lB,i) > 8)
i€{0,..., p}

P
<> E ( sup  (Zy;,1Bg) <é&; (Zy,1Bg) > 5)
=0 jE{O,...,i—l}

2 Y4
< EEI&? ( sup  (Zi;,1Bg) <& (Zt,1Bg) 2> € (ZTleﬁ))
i=0 7€{0,...,1—1}

IN

2
—Ef( sup  (Zy;, 1Bg) > & (ZTale))
8 .

i€{0,m 7}

IN

2 7z
_E; (Zr,1B;)

2

= _(777 PT]-BE)'

€
Or par convergence dominée, on a:
li 2 Pri =0
nl_{réog(na T B,CL) = U.

Cela termine la démonstration du lemme.

26



Fin de la preuve du théoréme 4.7. On a de plus
sup (X, 1400y) < sup (Xy, gn)
t€[0,T] t€[0,T]

= sup  (X¢, gn) p.s. par continuité
te[0,TINAg

= sup  (Zi, gn) p-S.
tE[O,T]ﬁAo

Or le lemme 4.8 entraine que cette derniere quantité converge vers 0 en pro-
babilité. On en déduit que p.s. supte[o’T](Xt, 14o0}) = 0. Donc le processus X
est & valeurs dans M (R, et est la version continue recherchée du processus

Z.
]

Par la suite on supposera toujours qu’on a remplacé Z par sa version conti-
nue. Grace a un résultat de Perkins [14], on montre la proposition suivante:

Théoréme 4.9 Pour toute fonction bornée o € B(R?), p.s. le processus
((Zs, ), t > 0) est continu.

Preuve. Rappelons sous forme de proposition le corollaire 2 de [14]:

Proposition 4.10 (Perkins) Soit (I, ) un espace mesurable, (X;)icpo,n
un processus a valeurs dans M¢(E). Soit C' un sous-ensemble de

By = {go € B(RY), || ¢ < 1}. Supposons qu’il existe des réelsp > 1, 6 >
0, cog > 0 tel que

E(|(‘Xua§0) - (Xta@)|p) < ¢ |t - ,U‘|1-I-ts pour tous uat € [OaN]a ¥ E C’

et pour tout ¢ € C, p.s. (X¢,¢) est continu sur [0, N]. Alors pour tout ¢
appartenant a la fermeture de C dans B(Rd) pour la convergence simple
bornée, et pour tout réel 0 < n < %, il existe p.s. un réel p(p,n,w) tel que

|(Xu, 0) = (Xe, @) < plu—t[" pour tous u,t € [0, N].
On utilise ensuite le lemme suivant:

Lemme 4.11 Pour toute mesure n € My, pour toult T' > 0, pour tout € > 0,
pour tout entier p, il existe une constante M, lelle que pour toute fonction
mesurable ¢ bornée par 1, pour tout (s,t) € [¢,T)?, l'on ait:

EZ [((Ze9) = (Zey )] < My |t — 5[
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Preuve. Reprenons les hypothéses et les notations du lemme 4.6. Grice a
ce lemme et a I’équation (24), il suffit de montrer que pour 0 < ¢ <t <
s <T,onale(0,z)] < ¢ hz. En utilisant Pinégalité (1) et la majoration
In (1+ a) < ca®/? vraie pour a > 0, on obtient:

h o]
|c1(0,2)] = [(Pivn — P)p(2)] < cfle|[In(l+ ) < cleflh /2

avec une constante dépendant uniquement de T et de £, ce qui termine la
démonstration du lemme.

O

On peut alors démontrer le théoreme 4.9. La fermeture pour la convergence
simple bornée de I’ensemble C des fonctions continues a support compact,
bornées par 1 est By. Pour tout € > 0 et pour toute fonction ¢ € C le
processus ((Zy, ¢),t € [¢,T]) est p.s. continu. Le lemme 4.11 permet d’appli-
quer la proposition 4.10 au processus (Ze4¢,t € [0,T —€]) et d’en déduire le
théoreme 4.9.

O

Remarque. 11 est clair qu’on ne peut pas en général avoir la continuité du
processus (Zy, ¢) en t = 0 pour n'importe quelle fonction ¢. En effet, sous
]P’(gZx, si on choisit ¢ := 1y;, on a (Zy, ¢) = 1 alors que pour tout ¢ > 0 p.s.
(Zt, ) = 0 (cf la formule (22) pour les moments d’ordre 1 de Z).

5 Des mesures aléatoires associées a 7

Notre objectif dans cette partie est de construire certaines mesures alé-
atoires associées au superprocessus Z. Soit p une mesure positive o-finie sur
R Pour tout & > 0, on note V,(¢) la mesure aléatoire sur [0, oo) x R? définie

par:
[ Ve, dyyets,n) = [~ ds [otay) [ Z.(az)pte 2 = il v),

ol ¢ € Byy (RTxR?). Remarquons que la fonction (g, 5,y) — (Z,, p(e,. — y))
est p.s. continue sur (0,00) x Rt x R% On en déduit que p.s. pour toute
fonction ¢ € Byt (RT x RY) & support compact, application & + (V,(¢), ¢)
est continue. On désire étudier la limite quand ¢ — 0 de V, (). Intuitivement
cette limite vaut “z(s, y)dsp(dy)” ou “z(s,y)” serait la densité de la mesure
Zs(dy) par rapport a la mesure de Lebesgue, si cette densité existait.

28



En fait, si on note H I’ensemble des fonctions bornées de B(R* x R9)
a support dans [0, 7] x R? et Hy := Urso HbT, on a la proposition suivante:

Proposition 5.1 Supposons que la mesure p vérifie (H). Alors il existe une
variable aléatoire notée I', définie sur (QZ,QZ) d valeurs dans ’ensemble
des mesures positives sur Rt x R? telle que p.s. pour tout T > 0,

(T Lo, 7yxra) < 00 (27)

et telle que pour toute fonction ¢ € Hy, on a p.s.
lim (V, (), ) = (Tp, )

Le processus (3 T',(ds, dy)¢(s,y),t > 0) est adapté a la filtration (GZ)i>o.
1l est p.s. contlinu el on a:

5 [T tds, et = [nde) [ ds [ planpisy- ). @9

La formule (28) montre en particulier que la mesure I',(ds, dy) est p.s. portée
par Rt x supp p.

On fixe p vérifiant (H) avec un coefficient g € (0,1). La démonstration
de la proposition repose sur le lemme suivant:

Lemme 5.2 Pour toute mesure 1 € My, pour tout entier p, pour tout réel
T > 0, il existe une constante M, telle que pour toute fonction ¢ € H],
pour tous g, €' > 0, pour tous t,t' € [0,T], on a

EZ [[(Vo(e),0) = (Vo). )] < My o e =7, (29)
E7 [(Va(e), p1pe)™] < Myl e = ¢ (30)

Preuve du lemme 5.2. La démonstration est en deux étapes. On établit dans
une premiere étape une formule de moment pour les mesures aléatoires V,(e).

Soient T > 0, ¢ > 0, et ¢ € H,? On suppose dans un premier temps
que la fonction (s, y) est continue en la variable s uniformément sur R?%. A
’aide de (2) et (3), on en déduit que I"application

(5,2) = L(s.2) = [ (s )ple, = )oldy)
est uniformément continue sur R* x R Donc grace au théoreme 4.7, p.s. le

processus ((Zs, fe(s)),s > 0) est continu. De plus ce processus est nul pour
s>T.
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Soit 7 = (0 =tg,...,t; = T) une subdivision de [0,7], on note U(r) :=
S (ti = ti1)(Zy,, fo(:)). Une application directe du corollaire 4.5 donne
pour tout entier p > 0:

A P — ol - (_1)k+p : T
o=y Ty [maon. @)
k=1 .

nytetng=p =1

ou les fonctions ¢] sont définies par la récurrence (17) avec la condition ini-
tiale ] (r, @) := By Y202 (ti —ti—1) 14>, fe(ti, Br,—r). Notons que sup,, || ¢f || <
00. On en déduit que pour tout entier p,

sup]Eg [U(T)%’} < 0.

La famille U(7)? ou 7 décrit I'ensemble des subdivisions de [0, 7] est donc
uniformément intégrable.

Par un argument de continuité, pour toute suite de subdivisions finies
7™ de [0, T] dont le pas tend vers 0, on a p.s.

lim U(r™) = /OOO (Zs, f-(s)) ds.

m—r00

. . . m
De plus il est clair que quand m — oo, la fonction ¢]  converge vers

o0 o0
Jo(rya) = B [ ds fstr B = [ ds [ pldn)ple+,0 = y)e(s+ )
Il en découle facilement que pour tout n > 1 les fonctions ¢
simplement vers les fonctions ¢, définies par la récurrence (17) et la condi-
tion initiale ¢q(r,z) = J.(r, ). Par passage a la limite dans (31), on obtient

convergent

Z P — - (_1)k+p : R
0.0 =nY T Y [[meno). ()
k=1 :

ny+-tnp=p i=1

Par un argument de classe monotone, 1’égalité ci-dessus est vraie pour toute
fonction ¢ € Hp.

Ce résultat se généralise facilement a une famille finie de fonctions et
de mesures. Soit un entier n, soient des mesures pq, ..., p, vérifiant I’hypo-
these (H), soient des fonctions ¢y, ..., ¢, € Hp, solent des réels e1,... g,
strictement positifs, on a pour tout entier p:

&7 Hﬁm )6

=1

P k+p

- (=1 .
=Y 2 Ilmen).  63)

k=1 . ny+tnp=p i=1
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ou les fonctions ¢, sont définies par la récurrence (17) avec la condition
initiale ¢1(r,z) := 371y g7 ds [ pi(dy)p(ei+ s, @ — y)pi(s + r,y).

Dans une deuxieme étape, on utilise cette derniere formule pour démon-
trer les majorations (29) et (30). Soit 7' > 0 fixé. Soit une fonction ¢ € H .
On conserve la notation J.(r,z) := [;7ds [ p(dy)e(s+ r,y)ple + s,z — y).
Remarquons qu’en utilisant successivement les majorations (1) et (2), il vient

pour g,¢" € (0, 1]:
T—r du
cliell [ ds [ -
0 [ste,5+¢€'] u?=p

cllell 1pm(r) e — <1, (34)

ol on a utilisé u A1 > cu pour uw € [0, T + 1].

Nous appliquons alors (33) avec @3 = —p = @, 61 =€, 65 =¢" et p; =
p2 = p. Remarquons que dans ce cas ¢; = J. — J! et donc d’apres le calcul
précédent, |e1(r,2)| < ¢ |l ¢ 1o.11(r) e — &'

| Je(r, @) = Jer (r, )]

IN

IN

. Une récurrence simple montre
que |en(r,2)| < c|l@|” 1o,m)(r) e - ¢/|"?. La majoration (29) découle alors
de (33).

Pour la majoration (30), a 'aide des arguments ci-dessus, on remarque
qu’il suffit de montrer que

citri) = [ ds [ pldne(st gl + (e + 52— y)

est majoré par ¢ ||| 17 (r) [t — t'|°. Or cette dernidre majoration est une
simple application de (2).

O

Preuve de la proposition 5.1. Pour toute fonction ¢ € Hy, on pose

[ (¢) = lim inf (V, (), ).

On a vu au début de cette partie que p.s. pour toute fonction ¢ € Hy,
Iapplication € — (V,(¢), ¢) est continue sur (0,00). Le lemme de Kolmogo-
rov et la majoration (29) montrent que cette application admet une limite
a droite en 0. En particulier, pour tout ¢ € Hy, p.s., liminf.,o(V,(¢), ¢) =
lime0(V,(€), ).

On désire ensuite obtenir une formule pour les moments de Flp. Pour
cela, on part de la formule (32), avec ¢ € Hj. On conserve les notations
introduites dans la preuve du lemme précédent. Remarquons que les ar-
guments de la démonstration de (34) entrainent la convergence de J.(r, z)
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vers [ ds [ p(dy)e(s+ r,y)p(s,z — y) pour la convergence simple bornée.
La définition des fonctions ¢, montre alors que le terme de droite de (32)
converge quand € — 0. De plus d’apres (29), (V,(€), ») converge vers [',(¢)
dans Lp(]P’g) pour tout entier p. Par passage a la limite dans (32), on obtient
alors une formule pour les moments de I':

P _1\Yk+p k
E/ [F;(c,o)p} =y % > TIm,cni(0)
k=1 '

niteetng=p i=1

ot les fonctions ¢, sont définies par la formule (17) avec la condition initiale
ci(ryz) == [y7ds [ p(dy)p(s,z —y)e(s+r,y). On remarque alors grace a (2)
que pour toute fonction ¢ € Hy, on a EgF;ﬂ@oD < 0.

Montrons qu’il existe une variable aléatoire I', a valeurs dans I’espace
des mesures positives sur R x R? telle que pour toute fonction ¢ € Hy, p.s.
(va 99) = hma—m(vp(g)a 99)'

On voit immédiatement que I, est p.s. linéaire (i.e. pour tous réels a, b,
pour toutes fonctions ¢, ¢ € Hy, on a p.s. I', (ap 4 bp) = al', (@) + bI',()),
p.s. positive (i.e. si p € Hy est positive alors p.s. [',(¢) > 0) et p.s. finie sur
[0, T] x R pour tout T' < 00. Soit (¢ )men une suite croissante de fonctions
positives de H qui converge simplement vers ., € HI. A T'aide de la
formule pour les moments de I', (avec ¢ = @o, — 1), et d’un argument
de convergence dominée, il est aisé de vérifier que I')(,,) converge dans
Llp(]P’g) vers F;(g?oo)-. Or,la suite I (¢,) est p.s./croissante et majorée par
[ (#s0), on en déduit qu’elle converge p.s. vers I (po).

On utilise alors un résultat sur I'existence de noyaux qui découle faci-
lement de la proposition 4.1 de [10]. Soient F un espace lusinien, (£2,G)
un espace mesurable et (IP;);c; une famille de probabilités sur (2, G). Dans
I’énoncé suivant, p.s. signifie P;-p.s. pour tout ¢ € I. Soit A une application
définie sur {f € B(E),|| f|| < oo} x Q & valeurs dans R, telle que pour toute
f € B(E) bornée, A(f) est G-mesurable.

Lemme 5.3 On suppose que A est p.s. finie, linéaire positive el que pour
toute suite croissante ( fr)men, fm € Boy (F), qui converge vers f € By, (F),
on a p.s. A(fm) 1 A(P):

Alors il existe un noyau fini K de (Q,G) sur (E,B(E)) tel que pour toute
fonction bornée f € B(E), on a p.s. K(f)=A(f).

On applique le lemme en prenant (2, G, (P;);er) = (24, G%, (Pg)ner), pour

tout entier n, E, := [n,n + 1) x R% et pour tout f € B(E,), la variable
aléatoire A,,(f) := I',(f). Pour tout entier n, A, vérifie les hypotheses du
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lemme ci-dessus. Donc il existe un noyau K, de (Q7,G?) sur (E,, B(E,)) tel
que p.s. K,(f) = A,(f). On peut alors considérer le noyau I', de (27, G%)
sur (Rt x RY B(Rt x R9)) défini par:

FP(QO) = Z I{n(@l[n,n-}-l)XRd)'
neN

Comme I", est p.s. linéaire, on a pour tout ¢ € Hy, p.s. I'y(¢) = I',(¢). On
a donc obtenu la premieére partie de la proposition. La formule (28) découle
des formules ci-dessus pour les moments de F’p.

Enfin remarquons que pour toute fonction ¢ € Hy, on a la convergence
p.s. de (V,(g),¢1j04) vers (I'p, ¢l ). Donc il est clair que le processus
(Jo Dp(ds, dy)o(s,y),t > 0) est adapté a la filtration (GZ)s>0. De plus &
'aide du lemme de Fatou et de I'inégalité (30), on a pour tout entier p

A e

E, H/ Ly (ds, dy)e(s, y) L, (5)] i

Comme le processus ([ I',(ds,dy) |¢(s,y)|,t > 0) est croissant, on déduit
de l'inégalité précédente et du lemme de Kolmogorov, que ce processus est
p-s. continu.

6 Le temps local associé a D

On rappelle que I’on note D = supp v et D" I'ensemble des points de R?
réguliers pour D pour le mouvement brownien. On introduit maintenant les
éléments nécessaires a la démonstration des théoremes de représentation du
super-mouvement brownien avec catalyse. On rappelle d’abord les résultats
de [12] concernant le temps local de D" et les formules d’excursions. On
étudie ensuite un cas particulier utile pour les formules de représentation.

Le temps local associé a D

On pose M :={t > 0, B; € D"}. Comme ’ensemble D\ D" est polaire
(cf [15]), on a p.s. M = {t > 0, B; € D}. L’ensemble aléatoire M est p.s.
un fermé de (0, 00). Le processus 1p(By) étant optionnel, 'ensemble M Dest
aussi. Il est de plus homogene en temps i.e. pour tout ¢ > 0,

(M —t)N(0,00)={s >0,Bsob; € D} = M o 6;.
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On utilise les notations classiques suivantes (cf [12]):

R = Tp=inf{s>0,s€ M};
R; = Ro#y;
G = {t>0,R_ =0, R >0).

L’ensemble G est ’ensemble des extrémités gauches dans (0,00) des inter-
valles contigus a M. L’ensemble GG est p.s. dénombrable et p.s. G C M.
Comme D" est régulier pour lui méme, p.s. M ne posséde pas de points
isolés.

D’apres [12], il existe une unique fonctionnelle additive continue L de B
telle que

E, [ /0 Tt st] =FE.[e F]. (35)

On a p.s. (supp dL¢)((0,00) = {t > 0,B; € D"} = M. Au sens de [2], le
support de la fonctionnelle additive L est D". On dit que la fonctionnelle
additive est le temps local de M ou le temps local de D".

La formule d’excursion

On note ws la fonction constante égale & § sur Rt. Rappelons que ’on
s’est placé sur I'espace canonique Q = D(RT,R?J{6}). On définit la fonc-
tion 75 de Q dans Q pour tout s > 0 par:

is(w)(t) = w(t+s) si 0<t<R;
is(w)(t) = & si t> R

On note 7% := o(Bs,s € RT). Le résultat suivant est un cas particulier de
la proposition 9.2 de [12].

Proposition 6.1 ( Maisonneuve ) Il existe une famille universellement
mesurable de mesures o-finies sur (2, F°), (H*)zepr, lelle que pour toul
processus Z prévisible positif, et pour toute fonction f € F° positive vérifiant
flws) =0, on a

E. lz Zsfoisl =F, [/Ooo Z,HB:(f)dL,| .

seG
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Par des arguments classiques de classe monotone, on généralise cette égalité
a une fonction positive f € B(R*) @ F°.

Lemme 6.2 Avec les notations de la proposition précédente, pour tout pro-
cessus 7 prévisible posilif el pour toule fonclion posilive f € B(RT) @ F°
vérifiant f(.,ws) =0, on a la relation

lEZf ozs]_]E [/ ZyHP(f(s,.))dL,

seG

Un cas particulier

Donnons un exemple utile pour la suite: soit une fonction positive ¢ € F9
telle que ¢(ws) = 0, et soit t un réel positif fixé. On pose pour tout réel s
positif et pour tout w € Q, f(s,w) 1= ¢ 041_5(w)1p(s). Remarquons que
la fonction positive f € B(RT) @ F°. On peut alors calculer:

lZZ f(s ozs] = E, lz Zsls<t¢oit_sois]

seG seG
= E, [1{R<t, g M1 Zg,® 0 it} ;
o g; := sup{s < t,s € M} (la condition {R < t,t ¢ M} est équivalente a

0 < g; < t). En prenant Z := 1 et ¢(w) := p(w(0)) ot p € By(RY), et en
utilisant le lemme 6.2, on trouve:

E, /000 Loct HP*(p(w(t = 9)))dLs = E; [¢(By)Li>1, 1B.eDe] - (36)

7 Formules de représentation

Dans ce paragraphe et le suivant, on fait ’hypothése suivante (H’): La
mesure de Revuz notée p associée au temps local L vérifie la condition d’in-
tégrabilité (H). Rappelons (cf (6)) que L et p sont liés par la relation: pour
tout ¢ € Byy (RT x RY),

En/ (s, Bs)dLs —/r/ dx / db/,u dy)p(s,z —y)p(s,y). (37)
La condition (H’) est automatiquement vérifiée lorsque d = 1. En dimen-

sion supérieure, nous montrons en appendice que la condition (H’) est vérifiée
des que D satisfait une hypothese de régularité assez faible. En général, on
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sait seulement que fB(x,l) |z — y|™*2 u(dy) (resp. [log, (|w - y|_1) w(dy))
est uniformément borné sur R?si d > 3 (resp. d = 2), ce qui est légerement
moins fort que I’hypothese (H) sur p.

On note Q¢ le semigroupe de transition du mouvement brownien tué sur
D: pour tous ¢ € Byt (RY), (t,2) € Rt x RY,

Qip(r) =By [9(B)1erpy] -

Enfin pour toute mesure n € My, on note n@); la mesure sur R? définie par

(1Q1, %) == (1, Qup), ¥ € Byt (RY).
Pour tout réel ¢ > 0, pour toute fonction ¢ € Byy (R?), on considere la
fonction:

77,?('9’ :C) = 1s<tHI[¢O it—S]lD(x)v (Sa I) € R+ X Rda
ot pour tout w € Q, ¢(w) := p(w(0))1pe(w(0)). On a déja remarqué que
application (s,w) + ¢ o0 4;_s(w) est B(RT) ® F-mesurable. Comme (H?)
est une famille universellement mesurable, la fonction v, est B*(Rt x R9)-
mesurable. De plus elle est & support dans [0,#] x R?.
Grace a ’hypothese (H’), il est possible de considérer la mesure aléatoire
I', construite dans la proposition 5.1 pour p = p. Il existe un unique pro-

longement de ', & B*(R* x R?) que I’on continue de noter I',. On introduit
pour tout ¢ > 0 la mesure aléatoire ©; définie pour tout ¢ € By, (R?) par

(©09) = (T = [ Tulds, ) LoceHY (ol = ). (39)
On vérifie facilement que le processus @ = (O, > 0) est a valeurs dans
M. En effet, pour ¢ € Bpy (R?), on a en utilisant successivement (28), (37),
et (36):
Eg((atﬂﬁ) = Eg(rm%?o)
+0co
= /n(dw)/o dS/M(dy)p(svw— y)vi (s,y)
+oo B
- En/O AL HP* [p(w(t — )] 1iss

= EW [S‘O(Bt)l{t>TD,BtEDC}:| .
Remarquons que supp ©; C D°.
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Le théoreme suivant fournit une représentation de la mesure Z; sur le
complémentaire de D. Cette représentation fait intervenir deux termes. L’un,
nQ¢, correspond intuitivement aux “particules® qui n’ont pas visité l’en-
semble de catalyse entre les instants 0 et . L’autre, Oy, rend compte au
contraire des particules “libérées” par ’ensemble de catalyse.

Théoréme 7.1 Pour toute mesure n € My, ]P’WZ-p.s., on a pour tout t > 0,
1pe.Zy = O + Q.

Preuve. Soit un réel t > 0 fixé. Il est facile de généraliser la formule (33) de

la maniere suivante: pour tout entier p, pour € > 0, pour toutes fonctions
bornées f € Hy, ¥ € B(R?), on a

p kp k
EZ [[(Vu(e), ) + (Zs, ) Z _+ Yo TImea0)),

ny+etng=p i=1

ou les fonctions ¢, sont définies par la récurrence (17) et la condition initiale

1(r,z) = /OOO dS/u(dy)p(€ + s,y —2)f(r+s,y) + 1pog(r)E ¢ (Bi—r).

En utilisant les arguments de la preuve de la proposition 5.1, on obtient par
passage a la limite:

. » k+p k
En [[(FM f) (Zl‘v = Z 1 Z H(Ir/’ Cn; (0))’ (39)

nit-tng=p i=1

ou les fonctions ¢, sont définies par la récurrence (17) et la condition initiale:

ai(rya) = [ ds [ udy)p(s,y = 2) 10+ 5,9) + o) Bt (Beoy),

Remarquons alors que par des arguments de convergence dominée et
d’uniforme intégrabilité, le résultat s’étend aux fonctions f € B(RT x RY)
telles que

swp s [ulapplsy— o) sl <o @0)

z€R4,reR* J0

(cette condition assure que les fonctions ¢, intervenant dans le membre de

droite de (39) sont uniformément bornées). Il s’étend alors immédiatement
aux fonctions f € B*(R* x RY) satisfaisant (40).
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Soit une fonction ¢ positive bornée a support dans D¢. La fonction f =
v vérifie (40). En effet, en raisonnant comme dans le calcul effectué ci-
dessus pour Eg(@t, ®), on a:

| s [utdpp(s, =238 -+ 5,5) = 100 )Ee [ (Br-) L5101

On peut appliquer la formule (39) avec le choix f =+, ¥» = —¢. Dans ce
cas on a

a(ra) = [ ds [uldyp(s,y - 227+ 5,9) ~ Lo (B p(Ber)
= 1pg(r)E: {@(Bt—r)1{t—r>TD,Bt_rEDC} - @(Bt—r)}
= —lpg(r)E, [@(Bt—r)l{t—rgTD}}
= —1pg(r)Qi—re(z),

ou pour la troisieme égalité, on a utilisé le fait que ¢ s’annule sur D. En
particulier ¢;(r,z) = 0 si z € D". Comme la fonctionnelle A ne croit p.s.
que sur {s > 0,B; € D} = {s > 0, B; € D"}, on en déduit aussitot que

1 (o0]
c2(0,2) = —§]Ex /0 1 (s, Bs)QdAs =0.

Ces observations nous permettent de calculer pour tout ¢ > 0,

EZ [((0n9)+ (1Qn¢) = (Zu9))?] = BZ [((01,¢) = (Z,9))’]
+(0Qe, 0)* + 2(nQu, ) EZ (01, 0) = (Z1,0)] . (41)

D’apres (39) et les calculs ci-dessus pour les fonctions ¢;(0, z), c2(0,2) on a

]Eg [(61" QD) - (Zta 99)] = (773 CI(O)) - _(tha 99)7

EZ (01, 9) — (Z1,9))?] = ~2(1,e2(0)) + (1, e2(0))* = (1Qu, )

Il en découle aussitét que le terme de droite de (41) est nul, et donc pour
tout £ > 0, Pg—p.s., (Zt, ) = (O, ) + (nQ+, ¢). Enfin, il est facile de vérifier
que le processus ((©;4+nQ:, ¢),t > 0) est ]P’nZ—p.s. continu (voir les arguments
de la partie suivante). D’apres la partie 4, le processus ((Z¢, ), t > 0) est
]P’g—p.s. continu. Donc on a ]P’g—p.s. pour tout t > 0, (Z;, ¢) = (O + Q¢ ).
Il en découle que ]P’g—p.s. pour tout ¢t > 0, 1pc.Z; = Oy + Q.
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Corollaire 7.2 Supposons que D soit de mesure de Lebesgue nulle. Alors
]P’g-p.s., pour tout L > 0,
Zt = O¢ + Q1.

Preuve. D’apres le théoreme 4.9 le processus (Z;,1p) est p.s. continu sur
(0,00). La formule de moment d’ordre 1 (22) et ’hypotheése sur D montrent
que pour tout ¢ > 0, ]P’g((Zt, 1p) = 0) = 1. On en déduit que p.s. pour tout
t>0, (Z;,1p) = 0. Le corollaire découle alors du théoreme 7.1.

8 Existence et régularité de la densité du super-

processus Z par rapport ala mesure de Lebesgue
en dehors de D

A T’aide de la formule de représentation précédente, il est alors possible
de démontrer existence et la régularité de la densité du super-mouvement
brownien avec catalyse. On note A le Laplacien en dimension d.

Théoréme 8.1 P.s., pour tout t > 0, la mesure aléatoire Z; possede sur D°
une densité z(t,y) par rapport a la mesure de Lebesgue. Celte densité est de
classe C™ sur (0,00) x D°. De plus on a p.s. pour tout (t,y) € (0,00) x D°,
0z 1
— (¢ = -Az(t,y).
5 (b y) = 5A82(y)

Preuve. On note ¢ la densité de transition du mouvement brownien tué sur
D: pour tout (t,z,y) € (0,00) x R? x R,

Q(ta Z, y) = p(ta T = y) - E, [1TD<tp(t - Tp, BTD - y)] : (42)
On définit D, := {:v € R% d(z, D) < 5} et T, :=inf{t > 0,w(t) € DE}. En
utilisant la propriété de Markov forte des mesures H® pour le noyau de

transition ¢ (cf [12] théoreme 5.1), on obtient pour toute fonction ¢ positive
mesurable & support dans Dj,_, pour tous u < ¢ et pour tout 2 € D",

H(plolt - 0) = B ([t - 0= TooolT)y)limimmiso 9(0)dy )

= [y e H* (qlt = u= T2 (1) ) imsez50).
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En reportant cette égalité dans la définition (38) de la mesure aléatoire O,
on voit que la mesure O, posséde une densité 6, par rapport a la mesure de
Lebesgue. Cette densité est donnée pour tout y € D5, par

0uly) i= [ Tuldu,da) H (gt = w = Ty (T p)liutis0) . (43)

Pour étudier la régularité de 6;, nous avons besoin des lemimes suivants.

Lemme 8.2 Pour tout € RY, la fonction (t,y) — q(t,z,y) est de classe
C* sur (0,00) x D¢ et pour tous n € N, m € NP, pour tous ¢ > 0, &y > 0,

on a
sup {

De plus pour tout z € R?, on a:

6n+m

W(I(L z,y)

;t>0,xeRd,yeD§,|w—y|>5o}<oo.

dq 1

E(t,x,y) = §qu(t,x,y), (t,y) € (0,00) x D°.

Preuve. La premiére assertion du lemme se démontre par récurrence a ’aide
de 'expression de ¢ dans (42) et grace a des arguments classiques de dériva-

tion sous le signe somme. La deuxiéme assertion est classique.
Lemme 8.3 On a pour tout € > 0, sup,cpr H* [T, < 00] < 0.

Preuve. Soit rg > 0. En utilisant la propriété forte de Markov sous la mesure
H*<, il vient:

H*(Tp >ro) > H*(T.<o00,Tp =T, > ro)
> H” (Ta < 00, Eyr)[Tp > 7“0])
£
> H* (Ta < 00, By, [Vs < 1o, [ Bs — o] < 5)]|x0=w(T5)]>
> ¢H" (T, < ).

De plus on sait par [12] théoreme 4.1 que pour tout z € D", on a H*(1 —
e~Tp) < 1 ce qui implique que H*(Tp > ro) < [1 —e "0]~! < oo, pour tout
rg > 0. On en conclut que sup,cpr H* [T, < c0] < o0.
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Fin de la preuve du théoréme 8.1.

On vérifie aisément a ’aide du lemme 8.2 ci-dessus que la fonction (¢,y) —
S q(t,z,y)n(dx) qui est la densité de la mesure n@Q); par rapport a la mesure
de Lebesgue, est de classe C'* sur (0,00) X D°. De plus cette fonction est
solution de I’équation de la chaleur sur (0,00) x D°.

On a vu que O, posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
donnée par (43). Un argument de convergence dominée reposant sur les
lemmes 8.2, 8.3 et la propriété (27), montre que la fonction (¢,y) — 0;(y)
est continue sur (0, 00) x D¢ en dehors d’un ensemble de probabilité nulle. Un
raisonnement par récurrence utilisant les mémes arguments et le théoreme
de dérivation sous le signe somme montre que p.s. la fonction (¢, y) — 6;(y)
est de classe C*°. Enfin, comme la fonction (¢,y) — ¢(¢, z, y) est solution de
I’équation de la chaleur sur (0,00) x D¢, on vérifie a 'aide de (43) qu’il en est
de méme pour . On conclut alors & I’aide du théoreme de représentation.

O

Remarque. Lorsque D est de mesure de Lebesgue nulle, les théoremes 7.1
et 8.1 entrainent que p.s. pour tout ¢ > 0, Z; est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue. On obtient ainsi une généralisation d’un
résultat de [4] pour le cas d’un point de catalyse en dimension un (voir aussi
[5] pour certaines extensions en dimension supérieures).

9 Mesure martingale orthogonale associée a Z

Les résultats de cette partie sont vrais sans I’hypothese (H’). On utilise
les mesures aléatoires construites dans le paragraphe 5 pour identifier la me-
sure de covariance de la mesure martingale associée a Z. Rappelons d’abord
brievement la construction de cette mesure martingale.

On note Cg’l ensemble des fonctions bornées ¢ € C(Rt x RY) telles

2 . . . , .
que 835’2 et %—f existent et soient continues bornées. Pour toute fonction
19T

2,1 s
@ € C}", on considere

M= (Zu o) = (Zoy2(0) = [ (20 5E0) + 520(6) ) ds.

Le membre de droite est bien défini, car le processus (Zs, g—f(s) + $Ap(s))
est p.s. continu sur [0,¢]. En utilisant la propriété de Markov du processus

Z, et le calcul des moments de Z, on vérifie facilement que le processus
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(Mg, t > 0) est une (G7);>o-martingale. Remarquons que grace a la pro-

priété de Markov du processus Z, et aux formules (22) et (23), on calcule
. 2,1

pour toutes fonctions ¢, ¢ de classe Cj

5 oMo, = [ade) [ du [vtanptns - yetu sy, @)

La martingale (M, t > 0) est donc de carré intégrable.
De plus P"application ¢ — M est une isométrie d’espace vectoriel de
2,1 . .
Hy ;" muni de la semi-norme

ol =By [ plu, B,

dans l’ensemble des martingales continues de carrés intégrables muni de
la norme ]EgMgo Par des arguments de densité, on peut prolonger M a
tout Hy. Il est alors facile de vérifier que dans la terminologie de [16],
M est une mesure martingale. De plus on déduit de la formule (44) que
pour tous A, B € B(Rt x R%), tels que A\ B = 0, on a pour tout ¢ > 0,
EZ (M14):(M1p)¢ = 0. Par définition M est alors une mesure martingale
orthogonale.

Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, rappelons que
puisque la mesure v vérifie la condition (H), on peut considérer la mesure
aléatoire I',, construite dans la proposition 5.1. On identifie alors la mesure
de covariance de M a l’aide de la mesure aléatoire I',,.

Proposition 9.1 Pour toute fonction bornée ¢ € B(RT x Rd), p.S. pour
tout t > 0, on a

t
< Mg >t:/ T, (ds, dy)e(s, y)%
0

Preuve. On utilise les notations du paragraphe 5. D’apres la définition de
V,(g) avec p := v, et en utilisant la propriété de Markov pour Z, on a pour
toust > 0,5 >0, >0,

5 [ [0 (s dy)otu, ) 67
= /Zs(dw) /Ot du/y(dy) /dz plu,z — 2)p(e, 2 — y)p(u+ s, y)>.

Par un argument de convergence dominée utilisant & nouveau (2) et (3) , le
membre de droite de ’égalité ci-dessus converge vers

rt

/.Zs(d:v) /:du /.Z/(dy) plu, e — y)p(u+ s,y)? = Bz, /0 o(u+ s, By)*dA,.
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De plus on a vu que la variable aléatoire (V, (), ¢1(5,45) converge dans
LQ(]P’g) vers ([, ¢p1[5,44). On a donc finalement par passage a la limite:

Z
EU

t+s
/ T, (du, dy)p(u,y)*| GZ

¢
=Ez, / e(u+ s, Bu)2dAu.
0

Par ailleurs, en utilisant la propriété de Markov du processus Z et la formule
(44), on obtient pour tous t > 0, s > 0,

t

B (Mg | 67] = (M + Bz, [ ¢(s+ 0, Bu)*dAu,

Comme le processus (jg U, (ds,dy)e(s,y)?t > 0) est croissant, continu, a-
dapté et nul en 0, le processus

1
(< Mg > = [ Toias,dpets e 2 0)
0

est une martingale continue & variation finie nulle en 0. Cette martingale est
donc identiquement nulle.

Appendice

On désire donner une hypothese sur D qui entraine la condition (H’)
introduite dans le paragraphe 7. Rappelons que B désigne un mouvement

brownien d-dimensionnel. Soit C(z) := {y eRY 27" < o —y| < 2‘”“},
pour tout z € R% On introduit ’hypothese (H”):

— std =2, il existe une constante b > 0 el un entier ng lels que pour
tous x € D, n > ng,

inf Py(TD < TCn(x)) >b>0,

y,lo—y|=2"""1
ot Tg, () = inf {t > 0, B; € Cy(2)},

— sid > 3, il exisle une constante b > 0 el un entier ng tels que pour
tous ¢ € D, n > nyg,

cap(D (| Cn(z)) > beap(Ca(2)),

ot cap(A) est la capacité newtonienne (cap(C,(z)) = ¢(d)27™(4=2) ).
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En dimension d > 3, ’hypothése (H”) est vérifiée lorsque D est I’'adhéren-
ce ou la frontiére d’un domaine lipschitzien (borné) ou bien encore si D est
l'adhérence d’un domaine lipschitzien (borné) d’une sous variété de dimen-
sion d — 1. Lorsque d = 2, on voit facilement que I’hypothese (H”) est
satisfaite si D est un compact connexe.

Lemme La condition (H”) implique (H’).

Preuve. Rappelons que (F;,t > 0) désigne la filtration complétée associée a
B. Soit ¢ une variable exponentielle de parametre 1 indépendante de B. Soit

Lp:=sup{t > 0,t < (,B; € D}

avec la convention usuelle sup{(} = 0.
Montrons dans un premier temps que pour tout 3 € (0, 1),

p(dy)

-8
]E:L‘ |:'CD 1ED>O:| Z C/ d—2+23"

(45)
B(z,1) |z — y

ou p est la 1-mesure d’équilibre de D (cf paragraphe 7) et la constante ¢ ne
dépend que de d et de 5. Remarquons que

P.[Lp > 0] = P:[Tp < (| = E; [e7"?].

Il découle de (35) et de (37) que P, [Lp > 0] = [ [7 e * p(s,z —y)ds p(dy).
On déduit de I’égalité ci-dessus et de la propriété de Markov (voir [15] p.61-
62) pour le processus (Bia¢,t > 0), que

P.[Lp > 1] = /toods e‘s/p(s,m - y)u(dy).

Donc on en déduit alors que pour 0 < 3 < 1,

. [ 1e,50] = [ds s e [p(so — y)ulay)

et I'inégalité (45) en découle facilement.

On veut ensuite majorer le terme de gauche de (45). Soit © € D. Re-
marquons que sous I’hypothese (H”), Pyp.s., Lp > 0. On note S; =
sup,<; | By — z|. Soit la suite de temps d’arrét o, := inf {t > 0,5; > 27" }.
On a alors pour tout m > 1,

2m—1

ﬂ {vt € [Un+lagn]aBt ¢ D}] +P.[¢ < ol

n=m

P, [Sc, < 27| <P,

(46)

44



On a facilement P, [¢ < 0,,] < E, [0,,] = 27%"E,, [00¢).
Si d=2,o0n a par (H”): pour 4n > no,

PI [Elt € [Un+1,0'nj|,Bt (S D | ‘7:0'n+1] Z b > O
Si d > 3, on vérifie aisément (cf [11] p256) que pour 4n + 2 > nyg,

]P)x [Elt c [O-TL+17O-TL]7Bt eD | fgn+1]
> Py [3t € [0041,00], Bi € D[ Cingale) | P,y
> ¢ 2(4nt+2)(d-2) cap(D ﬂ Cany2())
> >0,
d’apres ’hypothese (H”). Remarquons que ¢ est indépendant de z. On peut

supposer ¢’ € (0,b A (1/2)). Par applications successives de la propriété de
Markov forte a (46), il vient en utilisant les majorations ci-dessus, pour tout

m > (no+2)/4,

Py [Sc, <2757] < (2ﬁ1(1 - c’)) +2757E, [og]

n=m

< (1=
On choisit ensuite 3 > 0 (indépendamment de z), tel que 287'(1 — ¢/) < 1,
et il vient:
ExSZg <14y 9(8n+8)8'p [SED < 2—8n} <e (47)
n=0

ou ¢ est indépendant de .
D’autre part, pour tout é € (0,1/2) et pour tout p > 0, on sait que

St>p
E; [su (—
Lg? t

A T’aide de I'inégalité de Holder on déduit facilement de (47) et de (48)
que pour 0 < < 64/,

< C(p,d) < o0. (48)

E. [5°] < B [(LpA1)™”]

g B/s
= Ex ( £ § Sﬁ_ﬁ{fl
(,CD A 1) b
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Finalement, en utilisant la propriété de Markov forte, on a pour tout
z € RY,

E [£571cp50] = B,

1TD<OOEBTD {(a + ,CD)_B} :| < C.

la=Tp
On déduit de la majoration ci-dessus et de (45) que I’hypothese (H’) est
vérifiée.

a
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