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Chapitre 1

Introduction

Ce travail se décompose en trois parties indépendantes qui traitent de questions relatives
aux superprocessus. Nous donnons dans un premier paragraphe une description intuitive des
phénomeénes étudiés. Puis, dans les paragraphes suivants nous détaillons les résultats mathé-
matiques obtenus et présentons ’essentiel des travaux relatifs aux mémes sujets. Les chapitres
IT & IV peuvent étre lus séparément. Ils possédent chacun les rappels et leurs notations propres
qui assurent leur cohérence.

I.1 Un exemple: une population de bactéries

On considére une population d’étres uni-cellulaires, des bactéries par exemple, qui se
déplacent au hasard et indépendamment les uns des autres. Les bactéries se reproduisent par
division cellulaire. Supposons que cette reproduction ne puisse s’effectuer que dans certains
lieux. Ces régions particuliéres seront appelées régions de catalyse. De plus la division cellulaire
n’a lieu qu’a partir d’un certain temps (aléatoire) passé dans les régions de catalyse. Enfin elle
a un taux de réussite de 50%; on obtient deux bactéries qui vivent alors indépendamment I’une
de I'autre. En cas d’échec, la bactérie meurt et n’a donc pas de descendance. On s’intéresse &
la répartition de la population et & son évolution. Remarquons que le poids d’une bactérie est
faible et que les vitesses de reproduction sont élevées, comparativement aux échelles humaines
(kilogramme, jour). Si on ne regarde pas l’évolution d’une bactérie au microscope avec un
chronomeétre, mais si on regarde la population sur le globe et sur plusieurs mois, on observe
alors un “nuage” qui se déplace au hasard et dont la densité évolue aléatoirement au cours du
temps.

I.2 Modélisation a I’aide d’un superprocessus

Pour étudier la population de bactéries, on construit le modéle particulaire suivant :
- Chaque particule (bactérie) nait et meurt & deux instants aléatoires.

- La loi de la trajectoire d’'une particule née a l'instant ¢ en z est la loi d’'un processus
de Markov ¢ issu de z € R? & l'instant ¢. Les trajectoires des différentes particules sont
indépendantes.



- Etant donné la trajectoire d’une particule, sa probabilité de survivre sur lintervalle
de temps (s,t) est donnée par e~(A4=4s) oy A, est une fonctionnelle additive de la
trajectoire (cette fonctionnelle rend compte des régions de catalyse).

- Une particule qui meurt donne naissance indépendamment de ce qui précéde & 0 ou
2 enfants avec probabilité 1/2. On caractérise le branchement critique a ’aide de la
fonction génératrice p(A) = (1 + A2?)/2, en fait plus particuliérement & 1’aide de la
fonction T(A) = A — 1+ (1 — ) = A2/2.

Si on note Y;(C) le nombre de particules qui sont & l'instant ¢ dans l’ensemble C de
R?, alors (Y;,¢ > 0) définit un processus de Markov & valeurs dans ’ensemble des mesures
ponctuelles finies sur R%. Si on affecte un poids 1 /n & toutes les particules, et si on accélére
le phénomeéne de branchement en remplacant la fonctionnelle A par nA, alors les processus
correspondants Y™ convergent en loi vers un processus X, appelé superprocessus, & valeurs
dans 'ensemble des mesures finies sur R%.

C’est ce processus qui modélise le “nuage” aléatoire de bactéries. Ce processus est carac-
térisé par le triplet (¢,dAy, ¥) sur lequel nous allons revenir plus précisément.

I.3 Les superprocessus

Les superprocessus sont des processus de Markov & valeurs mesures. Introduits par Wa-
tanabe [61] en 1968, ils ont connu un grand développement & partir des années 1980. Nous
renvoyons aux travaux de Dynkin [24, 28| et de Dawson [10, 11] pour la construction de
tels processus comme limite de systémes de particules avec branchement. Nous renvoyons
également aux travaux de Fitzsimmons [30], Perkins [49] et de Dawson et Perkins [19] pour
les propriétés générales de ces processus & valeurs mesures. Un superprocessus sur l’espace
euclidien R? est caractérisé par la donnée de trois éléments.

- Un processus de Markov droit ¢ = (&,% > 0) & valeurs dans R? issu a l'instant initial
de & = x sous la probabilité P,. (Par exemple le mouvement brownien ~ sur R?.)

- Une fonctionnelle additive continue positive A = (A, ¢t > 0) du processus &, dont les
moments exponentiels a tous ordres et & tous temps sont finis. (Par exemple A; =
f(f 1p(&s)ds ot D est un sous ensemble de R?.)

- Et enfin une fonction ¥ définie sur Rt mesurable positive, de la forme

T(N) = 2602 + /

[e*“ 1+ u)\] '(du), A >0, (L.1)
(0.00)

ou IT" est une mesure positive sur (0,00) telle que f(o OO)(u A uP)IT'(du) < oo. (Par
exemple U(A) = A2 ou encore ¥()\) = A*? avec p € (0,1). Dans ce dernier cas b = 0
est II'(du) est proportionelle & u ? 2du.)

On peut associer au triplet (£,dA;, U) un processus de Markov fort unique X & valeurs
dans My, l'ensemble des mesures finies sur R?. L’ensemble M, sera toujours muni de la
topologie de la convergence faible. Si n € My et si ¢ est une fonction définie sur R? positive
mesurable, on note (1, ¢) = [ ¢(z)n(dz). La loi du processus X = (X¢,t > 0) est caractérisée
de la maniére suivante sous IP’nX , 1 E Mjy.

— X
- Xo=n, P -ps.



- Pour toute fonction ¢ bornée positive mesurable définie sur R¢, pour tous ¢ > s > 0, on
a:

By [em49) | 0(X,,0 < u < s)| = exp [-(Xs, 0(t = 5,)],

ot la fonction v définie sur Rt x R? est ’unique solution positive mesurable de I’équation
intégrale

otta) + 5 | [ 000 - 5,04,] = Eeple), (12)

Les superprocessus sont des objets complexes et riches. Ils permettent d’aborder des pro-
blémes d’équations différentielles non linéaires (voir Dynkin [25, 26, 27] et Le Gall [40, 41]).
Ils apparaissent également comme un outil naturel pour modéliser I’évolution de populations
(cf exemple de la population bactérienne).

Nous allons maintenant présenter nos résultats concernant les propriétés des superproces-
sus. Ils traitent des trois thémes suivants.

- Le super-mouvement brownien avec catalyse.
- Quelques propriétés de I'image du super-mouvement brownien.

- Propriétés trajectorielles des superprocessus avec mécanisme de branchement général.

I.4 Exposé des résultats

I.4.1 Chapitre II: Le super-mouvement brownien avec catalyse

Ce chapitre correspond & I’étude du processus qui modélise intuitivement 1’évolution de la
population de bactéries décrite ci-dessus.

En dimension d = 1, le super-mouvement brownien X associé au triplet (7, kdt, A\?), ot y
est un mouvement brownien dans R%, et x > 0, est & chaque instant ¢t > 0 p.s. absolument
continu par rapport a la mesure de Lebesgue. En revanche en dimension d > 2, p.s. pour tout
t > 0 la mesure aléatoire X; est étrangére & la mesure de Lebesgue. Un phénoméne différent
apparait si le branchement n’a pas lieu dans tout 1’espace.

Dawson, Fleischmann et Roelly [17] ont montré en dimension d = 1 que pour une classe
générale de superprocessus X, la mesure aléatoire Xz, a ¢ > 0 fixé, est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue. Plus précisément, Dawson et Fleischmann [14] se sont
intéressé en dimension d = 1 au super-mouvement brownien avec un point de catalyse X
associé au triplet (v, kdIf, M), ott K > 0 et oi I¢ est le temps local du mouvement brownien
unidimensionnel 7 au niveau ¢. L’ensemble de catalyse D = {c} est alors réduit a un point.
Les auteurs montrent un résultat d’existence et de continuité du processus & valeurs mesures
X (en effet ce cas particulier ne satisfait pas les hypothéses générales des superprocessus
traités par Dynkin [24], Dawson [11] ou Fitzsimmons [30]). Ce théoréme peut s’exprimer de
la maniére suivante.

Théoréme A ([14]) Le superprocessus X associé au triplet (7y, kdl§, \?) peut étre construit
sur C(R+,Mf) lespace des fonctions continues a valeurs dans My. Et ce processus vérifie
X:({c}) = 0 pour tout t > 0 p.s.



On note dz la mesure de Lebesgue sur R.

Théoréme B ([14]) P.s., il existe un processus z(t,z) continu en les deuz variables (t,z) €
(0,00) x R\{c} tel que X¢(dz) = z(t,x)dx pour tout t > 0.

Dawson et Fleischmann [14] donnent également la caractérisation de la loi de z & 'aide de sa
transformée de Laplace.

Dawson et Fleischmann [15] ont étendu ce résultat en dimension supérieure en considérant
par exemple pour ’ensemble de catalyse une famille (aléatoire) d’hyperplans paralléles. En
fait d’aprés les auteurs, d’'un point de vue technique, les exemples traités peuvent se réduire
au cas unidimensionnel.

Pour le superprocessus étudié dans [14], associé & (v, kdI§, A?), Fleischmann et Le Gall [32]
donnent en dimension d = 1 une formule de représentation de la densité z(¢,z) pour z # c.
Pour cela ils considérent la densité y;(b), b € R, de la mesure d’occupation Y; = f(f ds X,
qui peut étre choisie continue en les variables (¢,b) € (0,00) x R (cf [14]). Pour tout b fixé,
y¢(b) est une fonction croissante de ¢, et on peut donc considérer la mesure associée A°(dt)
définie par \°((u,v]) = 1y (b) — 4y (b). Le théoréme B implique que p.s. pour tout ¢ > 0, b # c,
M(dt) = z(t,b)dt. Dans [16], les auteurs montrent que A° est singuliére bien que son support
soit de dimension égale & 1. Notons @); le semi-groupe de transition du mouvement brownien
tué sur D = {c}, et q(t,a,b) sa densité. On note 6(¢,b) la densité de la loi de I’excursion
brownienne a l'instant ¢ au niveau b, sous la mesure d’It6 des excursions hors de {c}.

Théoréme C ([32]) Pour tout n € My, IP’nX—p.s. la densité z(t,b) de X peut s’écrire

t
2t b) = / n(da) q(t, a,b) + /0 N(ds) O(t—s,b),  t>0, b (1.3)

Intuitivement le premier terme de droite de 1’équation (I.3) correspond a la densité des par-
ticules qui n’ont pas encore touché I’ensemble de catalyse {c}. Le second terme correspond
aux particules issues de I’ensemble de catalyse, avec intensité A, qui sont distribuées selon la
loi des excursions browniennes hors de {c}. De plus les auteurs montrent que p.s. la densité
z(t,b) est une fonction C'*° des variables (¢,b) € (0,00) x R\{c} et satisfait I’équation de la
chaleur sur (0,00) x R\{c}.

Dans le chapitre I nous étendons les résultats précédents en dimension supérieure pour des
ensembles de catalyse généraux. Pour cela considérons une mesure o-finie o sur R? vérifiant
I'hypotheése (H) suivante: il existe g € (0,1) tel qued —2+ 28>0 et

a(dy)
sup / — - <
weRd JB(a,1) |z — y|* 2T ’

ou B(z,1) est la boule ouverte de centre x et de rayon 1.

Pour d = 1 toutes les mesures finies vérifient cette condition d’intégrabilité (prendre
8= %) Pour d quelconque, il est clair que la mesure de Lebesgue convient également. Soit
4 un mouvement brownien sur R? issu de z sous P,. On note A la fonctionnelle additive

continue de v ayant ¢ comme mesure de Revuz. Pour toute fonction mesurable positive f, on
a:

B [ fsvdde = [ ds [atdnntsa =)



ol p est la densité de transition du mouvement brownien. On note ar = sup,cra Ez AT < 00.
Remarquons que la fonctionnelle A ne satisfait pas en général les conditions de [24]. En effet
elle ne posséde pas a priori des moments exponentiels finis. On construit donc le superprocessus
X associé au triplet (v, %dAt, A?) comme limite de systémes de particules avec branchement.
Dans le cas d = 1 et 0 = J,, la fonctionnelle A est le temps local de y au niveau {c}. On
retrouve alors le cas traité dans [14] et [32]. En dimension supérieure, l'objet qui caractérise
la catalyse n’est pas ’ensemble D mais la mesure o.

A Taide d’un calcul de moments pour le processus X et en utilisant le lemme de Kol-
mogorov, on montre ’existence d’'une version continue pour la topologie de la convergence
étroite.

Théoréme 1 Soit n € M. Il existe un processus de Markov homogéne continu X = (Xy,t >
0) @ valeurs dans My dont la loi est caractérisée sous ]P’nX par

- Xo =m, ]P’nX—p.s.

- Pour tout T > 0, pour tous 0 < s < t < T, pour toute fonction @ mesurable positive
bornée sur R, telle que ar | ¢| ., < 1,

E’li( [ei(Xta(p) | U(XU,O S u S 8) — ei(Xsav(tisi')),

ot la fonction v est l'unique solution positive mesurable de I’équation
1 t
ota) + 5B [ olt—suPdA =Eapln), (o) €0.7] xR
0

De plus pour toute fonction ¢ mesurable positive bornée sur R?, le processus ((Xz,p),t > 0)
est IP’,’X -p.s. continu.

Comme mentionné ci-dessus, la construction du processus X repose sur une approximation
par des systémes de particules browniennes soumises 4 un phénoméne de branchement discret
gouverné par la fonctionnelle additive A. Ce théoréme limite d’intérét indépendant permet
aussi une meilleure compréhension intuitive du comportement de X.

Les résultats de Maisonneuve 44| assurent 1’existence d’un temps local L pour ’ensemble
de catalyse D associé au mouvement brownien, et permettent de définir des mesures d’excur-
sions hors de D. On note H® la mesure d’excursion hors de D issue de x € D. Supposons
que la mesure de Revuz p associée au temps local L satisfasse la condition d’intégrabilité
(H). Cette condition est automatiquement satisfaite en dimension d = 1. En dimension su-
périeure, elle est vérifiée dés que D satisfait une hypothése de régularité assez faible décrite
dans ’appendice du chapitre II. Entre autres elle est satisfaite en dimension d > 3, lorsque D
est ’adhérence ou la frontiére d’un domaine lipschitzien (borné) ou bien encore si D est une
sous-variété de dimension d — 1. Lorsque d = 2, la mesure de Revuz du temps local associé
4 tout compact connexe non réduit & un point vérifie (H). On peut alors construire une me-
sure aléatoire ', sur RY x R?, qui intuitivement rend compte des instants de visites et de la
quantité de particules qui rencontrent le support de pu. On peut rapprocher cette mesure des
temps locaux de collision (voir Barlow, Evans, Perkins [2| et Dawson et Fleischmann [12]).
On note @; le noyau de transition du mouvement brownien tué sur D.

Théoréme 2 On définit pour tout t > 0 la mesure aléatoire ©; sur R¢ par

(@w%z/MQQWWW@—MMMMJm
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On a alors la représentation suivante sur D°: pour toute mesure n € My, lP’nX—p.s. pour tout
t>0,0na

1pe. Xy = 77Qt + O4.

Remarquons que, si D est de mesure de Lebesgue nulle, alors p.s. pour tout ¢ > 0, la mesure
X ne charge pas D, a cause de la derniére assertion du théoréme 1. La formule ci-dessus
donne alors une formule de représentation pour X; et pas seulement pour 1pc.X;. Ainsi le
théoréme précédent étend la formule de représentation du théoréme C. Enfin on montre &
partir de ces formules que

Corollaire 3 Pour toutn € My, ]P’nX—p.s. pour tout t > 0, la mesure aléatoire Xy posséde sur
D¢ une densité z(t,z) par rapport a la mesure de Lebesque. Cette densité est de classe C*
sur (0,00) x D€. De plus on a IP’"X—p.s.

0z(t, )
ot

- %Az(t, 1) () € (0,00) x D°.

On a donc généralisé les résultats de Fleischmann et Le Gall [32] en dimension quelconque.
On retrouve également comme cas particulier les résultats de Zhao (théoréme 2.3 dans [62])
concernant le super-mouvement brownien associé au triplet (v,h(y;)dt,A?), ol h est une
fonction mesurable positive bornée (prendre o(dz) = h(z)dx).

Enfin les outils introduits permettent de caractériser la mesure de covariance de la mesure
martingale orthogonale associée & X. Cette mesure était déja connue dans le cas particulier
dA; = dt (cf [45]) et pour le super-mouvement brownien avec un point de catalyse (cf [14]).

I.4.2 Chapitre III: Quelques propriétés de ’image du super-mouvement
brownien

Considérons le super-mouvement brownien usuel X associé & (v, kdt, \2). Par des argu-
ments de changement d’échelle, on se raméne au cas K = 2. Pour tout n € My, on note
supp 7 le support topologique de la mesure 7, et pour tout borélien A € R%, on note CI(A) la
fermeture de A. On note Ry(X) = Cl (Us>supp X;) I'image (le “range”) du superprocessus a
partir de 'instant ¢. L’ensemble Ro(X) apparait naturellement dans ’étude des limites pour
les arbres sur réseaux en grande dimension (voir les travaux de Derbez et Slade [21, 22]). Pour
tout borélien A € R¢, on note |A| la mesure de Lebesgue de A et A° = {z;d(z, A) < ¢} on
d(z,A) = inf {|z — y|;y € A}. Nous montrons la convergence suivante pour les e-voisinages
de Rt (X)

Théoréme 4 Soit d > 5. Il existe une constante ag > 0 dépendant uniqguement de d telle que
pour tout n € My pour tout borélien A € R¢, pour tout t > 0, ]P)ff—p.s.

o
lim e* 74 |Ry(X)* N A| = ao/ ds (Xs,124). (1.4)
e—=0 t
De plus s’il existe p < 4 tel que lim, e~ |(supp 1)¢| = 0, alors la convergence (L.4) a

également liew pour t =0 IP’nX—p.s.

Ce résultat est a rapprocher du résultat suivant de Tribe sur le support de X;.



Théoréme D ([59]) Soit A un borélien borné de RY, d > 3. Soit t > 0 et n € My. Alors il
existe une constante ag > 0, dépendant uniquement de d telle que

lim €274 | (supp X;)° N A| = (X3, 14),

e—0
ot la convergence a lieu Pé(—p.s. et dans LQ(IP’UX).

Notre démonstration utilise toutefois une méthode entiérement différente. Elle repose sur
I'utilisation du processus & valeurs trajectoires appelé serpent brownien, introduit par Le Gall
[38, 40]. Plus précisément, on utilise les résultats de Le Gall [39] sur les probabilités d’atteinte
d’ensembles pour les trajectoires du serpent brownien ainsi que la loi de la premiére trajectoire
qui touche un ensemble compact donné.

Rappelons la définition d’ensembles équivalents en capacité introduite par Pemantle et
Peres [47]. Soit f : [0,00) +— [0,00] une fonction décroissante. On définit la capacité par
rapport au noyau f d'un ensemble borélien A C R? par

-1

capy(8) = [int [[ 1 ~iwtaavtan)]

ol 'infimum est pris sur ’ensemble des mesures sur R? telles que v(A) = 1. On dit que
deux ensembles A et Ay sont équivalents en capacité, s’il existe deux constantes strictement
positives ¢ et cg, telles que pour tout noyau f on a

crcapy(Ar) < capy(Az2) < cpcapy(A1).

On considére I'image du mouvement brownien ~ sur R?: 4[0,1] = {7(t); € [0, 1]}. Pemantle,
Peres et Shapiro [48] ont montré que

Théoréme E ([48]) Pourd > 3, I'image [0, 1] est p.s. équivalente en capacité a [0,1]? C RY.
En d’autres termes, avec probabilité un, il eriste deuxr constantes aléatoires ci1,co > 0 telles
que

c1 capy(7[0,1]) < cap;([0,1]%) < ez cap(v[0, 1)),
pour tout noyau f.

En utilisant les théorémes 4 et D, on peut obtenir le théoréme analogue suivant.

Théoréme 5 (i) Supposonsd > 3. Soientt >0, n € Mjy. IP’é(—p.s. sur {X; # 0}, Uensemble
supp X; est équivalent en capacité a [0,1]?.

(ii) Supposons d > 5. Soientt > 0, n € Mjy. ]P’%(—p.s. sur {X; # 0}, Uensemble Ry(X) est
équivalent en capacité a [0,1]*. De plus s’il eziste p < 4 tel que lim._,o =% |(supp 7)°| =
0, alors IPWX—p.s. lensemble Ro(X) est équivalent en capacité a [0,1].

N.B. Si on note cap, la capacité associée a la fonction f(r) = r=%, a > 0, alors pour

tout borélien A C R?, la dimension de Hausdorff de A est égale & sup {a;cap,(A) > 0} (cf
Kahane [37] p133). On retrouve les résultats bien connus suivants: dimsupp X; =2sid >3
et dimsupp R¢(X) =4 si d > 5 (voir Perkins [50] et Dawson, Iscoe et Perkins [18] pour des
résultats plus précis).
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1.4.3 Chapitre IV: Propriétés trajectorielles des superprocessus avec mé-
canisme de branchement général

De nombreuses propriétés trajectorielles sont connues pour le super-mouvement brow-
nien usuel. En revanche quand le mécanisme de branchement est général, on dispose d’assez
peu de résultats. Les comportements des superprocessus associés aux triplets (v, kdt, \2) et
(v, kdt, A\11P), ot p € (0,1), sont différents. Par exemple le premier posséde des moments 3
tous ordres, alors que pour le second le moment d’ordre 2 est divergent.

Récemment Bertoin, Le Gall et Le Jan [5] ont donné une représentation des superprocessus
avec mécanisme de branchement général a ’aide du processus a valeurs trajectoires, le serpent
brownien, et d’une méthode de subordination. Cette approche nous a permis d’établir des
résultats nouveaux pour une classe assez large de superprocessus. Sauf pour le théoréme 7,
ou l'on considére v*, a € (0,2], un processus a-stable symétrique, le processus de Markov
sous-jacent sera le mouvement brownien dans R?. La fonctionnelle additive sera donnée par
A; = t. Enfin on considére le mécanisme de branchement suivant (cf [5]):

2h\2
\1/,\:2bA2+/ —__TI(dh),
() (0,00) 1+ 2hA (dh)

ou b > 0 et IT est une mesure de Radon sur (0,00) qui intégre (1 A h). Remarquons que
'on englobe le cas stable U(A\) = AP ou p € (0,1] (pour p € (0,1) prendre b = 0 et
I(du) = cu™'"?du)). La fonction ¥ peut également s’écrire sous la forme usuelle (I.1) en
prenant IT'(du) = [f(o’oo) I1(dh) e*“/Qh(4h2)’1] du.

On utilisera les deux constantes suivantes:

log U (A log (A
p:—l—l—liminfL(), and ﬁ:—l—l—limsupL().
= A—00 og A Asoo  log A
Comme f(o oo)(1 A h)II(dh) < oo, il est facile de vérifier que 0 < p < p < 1. On considérera
les deux conditions suivantes:

(H1): Ona0<p.
U(tA)

(H2): Il existe p € (0,1] tel que lim ——~2 = t'*P pour tout t > 0.
A—00 \I/()\)
La condition (H2) implique (H1). Remarquons que le cas stable U(\) = A*? vérifie (H2).
On rappelle la définition de la dimension de Hausdorff et de la dimension supérieure
de boite. Soit un ensemble borélien borné A C RP. On note C.(A) ’ensemble de tous les
recouvrements C' = {B;;i € I} de A a ’aide de boules B; de rayon |B;| < e. Pour r > 0 on
consideére :

H'(A) = inf jg:\za|

CeCe(4) 4
La quantité HI(A) est croissante quand e décroit vers 0. On note H"(A) la limite. Il est

facile de voir que si H"(A) < oo, alors H™ (A) = 0 pour tout ' > r; et si H"(A) > 0, alors
H" (A) = oo pour tout 7/ < r. La valeur critique

dim A = inf {r > 0,H" (A) = 0},
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est la dimension de Hausdorff de A. Considérons maintenant le nombre minimal N.(A) de
boules de rayon € nécessaires pour recouvrir A. La dimension supérieure de boite de A est
définie par

dim A = lim sup w.
e—0+ 10g 1/6

Il est facile de voir que dim A > dim A.

On considére le superprocessus X associé a (vy,dt, ¥). On note ox = inf {s > 0; X; = 0}
la durée de vie du processus X. On démontre le théoréme suivant:

Théoréme 6 On suppose (H1). Alors pour tout n € My, pour tout borélien compact non vide
B C (0,00), on a P"X—p.s. sur {B C (0,0x)},

2 2
(: —I—2dimB> Ad < dimCl | | supp X; | < (— —|—2dimB) Ad.
p teB B

De plus, si la condition (H2) est satisfaite, alors IP’,]X—p.s. sur {B C (0,0x)},

dim(Cl (U supp Xt) = (g + 2dimB> Ad.
teB P

Pour le super-mouvement brownien usuel, un résultat plus précis est obtenu par Tribe [57]

(théoréeme 2.13). Ces résultats sont a rapprocher de ceux de Perkins [49, 50] et de Dawson,

Iscoe et Perkins [18] qui traitent le cas particulier ot ¥(\) = A%, Nos résultats précisent aussi

le théoréme 9.3.3.5 de Dawson [11] ott ¥(\) = AP (voir également Dawson et Vinogradov

[20]).

On note X le superprocessus associé au triplet (v%, dt, ¥), ou y® est un processus a-stable
symétrique sur R¢, d’indice a € (0,2] (pour a = 2, 72 = 7 est le mouvement brownien sur
R%). Nous donnons une condition suffisante pour que la mesure aléatoire [ u(dt)X§, ot p est
une mesure finie sur (0, 00), soit absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.

Théoréme 7 On suppose (H1). Soit pu une mesure finie a support dans (0,00) et g € [0,1)
tel que

[[ wtatyutas) = ol 7 < .

Si g + aq > d, alors pour toutn € My, IP’"X—p.s. la mesure [ p(dt) Xy est absolument continue

par rapport a la mesure de Lebesque.

On retrouve ainsi le cas particulier suivant. Dans le cas ott X est associé a (y%,dt, \!TP),
Fleischmann [31] montre que la mesure aléatoire f0°° ds X est absolument continue dés que

¢ + a > d. Toujours pour ce cas particulier, Dawson [11] (théoréme 8.3.1) montre que a ¢ > 0
P

fixé la mesure aléatoire X{* est absolument continue si et seulement si a/p > d.

On ne considére plus maintenant que le super-mouvement brownien X associé a (v, dt, ¥),
oil 7 est le mouvement brownien dans R?. On note B, (0) la boule de centre 0 et de rayon
e > 0, et p la densité de transition du mouvement brownien dans R%:

Jef*

5 (t,z) € (0,00) x RY,

(ta) = —— e
= ———eXx
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On dit qu’une fonction positive mesurable, [, varie lentement en 0+, si pour tout ¢ > 0, on
a limy 04 [(tA)/I(A) = 1. On note d, la masse de Dirac au point z. On montre le résultat
suivant sur les probabilités d’atteinte des petites boules.

Théoréme 8 On suppose (H2) et pd > 2. Il existe une fonction positive mesurable, 1y, qui
varie lentement en 0+, telle que pour toust >0, >0, z €R?, on a

Py [(X4,1p,(0) > 0] < t792472/01 (Vi Ne).

Si de plus limsupy o, A"1=PW(N) < oo, alors pour tout M > 0, il existe une fonction positive
mesurable, lo, qui varie lentement en 0+, telle que pour tous M/t >¢e >0, z €R?, on a

1 t
Ps, [(X1,15.0) > 0] = 5 A [6d‘2/”p( P p,w) 12(8)] :

Dans le cas stable ¥()\) = A!*?, on peut remplacer les fonctions I; et Iy par des constantes
strictement positives. Ainsi lorsque ¥(A\) = A2, le théoréme précédent correspond au théoréme
3.1 de Dawson, Iscoe et Perkins [18]. Dans le cas général, ’absence de propriété de changement
d’échelle accroit sensiblement la difficulté des démonstrations. Enfin en utilisant des arguments
de Perkins (voir [52]), le résultat précédent nous permet de démontrer que:

Théoréme 9 Supposons (H2) et d > 4/p. Alors pour tous n € My, t >0, Pif—p.s. le support
de X; est totalement discontinu.

Ce résultat était connu dans le cas particulier ott ¥(\) = A? (cf Perkins [52], voir aussi Tribe
[58] pour un résultat trés voisin, et Abraham [1] pour une approche du résultat de Tribe
utilisant le serpent brownien).
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Chapitre 11

Super-mouvement brownien avec
catalyse

(a paraitre dans Stoch. and Stoch. Reports)

Abstract

We study a general class of catalytic super-Brownian motions. Informally, such a process
X describes the evolution of a large number of small particles which move according to
independent Brownian motions in R? and branch only when they visit a given set D (the
catalyst), which may be of zero Lebesgue measure. We first construct the processus X as
a weak limit of branching particle systems. We then obtain detailed information about the
continuity properties of X. Using excursion theory for Brownian motion in R¢, we prove a
representation theorem for X outside the catalyst D. In the special case when D has zero
Lebesgue measure, this representation theorem shows that a.s. for every ¢ > 0, the measure
X, is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure, and its density solves the heat
equation outside D.

Mathematics Subject Classification: 60G57
KEY WORDS: super-Brownian motion, catalyst.

II.1 Introduction

L’objet du présent travail est de développer une étude générale des super-mouvements
browniens avec catalyse dans R?. Les superprocessus, ou processus de branchement & va-
leurs mesures, rendent compte de I’évolution d’'un grand nombre de particules soumises a un
double phénoméne de déplacement spatial et de branchement. Dans la situation classique la
plus étudiée, le phénoméne de branchement se produit de maniére homogéne dans ’espace.
Récemment sont apparus des modéles ot le phénomeéne de branchement ne se produit que sur
une partie de ’espace, appelée ensemble de catalyse, qui peut étre de mesure nulle. Dawson
et Fleischmann [13], [14], [15] (voir aussi Fleischmann et Le Gall [32]) ont étudié notamment
des situations ou le déplacement spatial est le mouvement brownien dans R?, et I’ensemble de
catalyse est un point en dimension un, ou bien une famille dense d’hyperplans paralléles en di-
mension plus grande. Les processus ainsi obtenus, appelés super-mouvements browniens avec
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catalyse, sont aussi des cas particuliers des superprocessus trés généraux étudiés par Dynkin
[24]. Une particularité remarquable de ces modéles avec catalyse est que, au moins dans les
exemples traités par Dawson et Fleischmann, la valeur & un instant fixé du superprocessus
avec catalyse est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, ce
qui n’est évidemment pas le cas pour le super-mouvement brownien usuel en dimension >2.

Nous établissons ici un certain nombre de résultats généraux sur les superprocessus avec
catalyse, en nous limitant au cas ou le déplacement spatial est le mouvement brownien dans
R¢. La donnée importante est la mesure o qui gouverne le phénoméne de branchement. L’en-
semble de catalyse D est ensuite défini comme le support topologique de o. Les résultats
principaux, obtenus sous des hypothéses convenables sur ¢ et D, sont les suivants. Nous
construisons le super-mouvement brownien avec catalyse comme limite en loi de systémes de
particules browniennes avec branchement. Ce résultat est implicite dans Dynkin [24] (pour
des déplacements spatiaux bien plus généraux) mais comme nos hypotheéses sont différentes
nous avons choisi d’en donner une preuve indépendante. Nous étudions ensuite les propriétés
de continuité du super-mouvement brownien avec catalyse, puis nous établissons un théoréme
de représentation en dehors de 1’ensemble de catalyse, qui montre en particulier que la va-
leur du superprocessus a un instant donné est une mesure absolument continue par rapport
4 la mesure de Lebesgue sur D¢ Ce théoréme de représentation généralise un résultat de
Fleischmann et Le Gall concernant le cas particulier d’un point de catalyse en dimension un.

Décrivons maintenant plus en détail le contenu des différents paragraphes. Le paragraphe
I1.2 présente un lemme préliminaire et donne surtout ’hypothése clef (H) sur la mesure o qui
gouverne le branchement. Cette hypothése entraine entre autre ’existence d’une fonctionnelle
additive continue A associée & la mesure o.

Dans le paragraphe I1.3, on considére un systéme de particules régi par les régles suivantes:

— Chaque particule a des instants de naissance et de mort aléatoires.

— Etant donné 'instant de naissance ¢ et le lieu de naissance z, la trajectoire de chaque
particule a pour loi la loi du mouvement brownien issu de x & I’instant ¢. Les trajectoires
des différentes particules sont indépendantes.

— Etant donné la trajectoire d’une particule, sa probabilité de survivre sur I'intervalle de
(At—As)

temps (s,t) est donnée par e~ s),
— Une particule qui meurt donne naissance indépendamment de ce qui précéde a 0 ou 2
enfants avec probabilité 1/2 (phénomeéne de branchement critique).

Si on note Y;(C) le nombre de particules qui sont & I'instant ¢ dans le sous-ensemble borélien
C de R¢, alors (Y;,t > 0) définit un processus de Markov homogene & valeurs dans I’ensemble
des mesures ponctuelles finies sur R?. Si on affecte un poids 1/n aux particules et si on
remplace la fonctionnelle additive A par nA, les processus correspondants Y convergent en
loi vers un processus de Markov homogéne & valeurs dans ’espace des mesures finies sur R¢
(théoreme I1.3.2). Ce processus limite noté X est le super-mouvement brownien avec mesure
de catalyse o. La loi de X est caractérisée par sa fonctionnelle de Laplace, solution d’une
équation intégrale (cf (I1.10)).

En évaluant les moments de X et en utilisant le lemme de Kolmogorov, on montre, dans
le paragraphe I1.4, que le processus X posséde une version continue pour la topologie de la
convergence étroite (théoréme I1.4.7). On montre aussi grace a un résultat de Perkins [51], que
pour toute fonction mesurable bornée ¢, p.s. le processus ([ ¢(z)X;(dz),t > 0) est continu
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(théoréme I1.4.9). Les calculs des moments qui permettent d’aboutir & ces résultats constituent
un outil important pour les parties suivantes.

Dans le paragraphe I1.5, on construit pour toute mesure p vérifiant la condition d’intégra-
bilité (H) une mesure aléatoire I', sur RT x R%. Ces mesures aléatoires jouent un role capital
dans la suite de ce travail et en particulier dans le théoréme de représentation en dehors du
support de 0. En termes intuitifs, la mesure I', rend compte des instants de visite et de la
quantité de particules qui rencontrent le support de p. On peut aussi rapprocher les mesures
I', des temps locaux de collision qui ont été étudiés par plusieurs auteurs (Barlow, Evans,
Perkins [2] et tout récemment Dawson et Fleischmann [12]). Formellement I’approximation
conduisant & I', est la méme que pour le temps local de collision, & ceci prés que la mesure
détérministe p remplace le deuxiéme superprocessus indépendant.

En vue du théoréeme de représentation, on rappelle dans le paragraphe 11.6 des résultats
généraux de Maisonneuve [44] concernant ’existence pour le mouvement brownien d’un temps
local L sur I’ensemble D et d’'une famille universellement mesurable de mesures d’excursion
en dehors de D. On note H® la mesure d’excursion hors de D partant de x.

On énonce dans le paragraphe I1.7 le théoréme de représentation sous la condition (hypo-
thése (H’)) que la mesure de Revuz p associée au temps local L vérifie la condition d’intégra-
bilité (H). Cette condition est automatiquement vérifiée si d = 1, en dimension supérieure,
elle est vérifiee dés que D satisfait une hypotheése de régularité assez faible (cf Appendice).
On peut alors considérer la mesure aléatoire I', avec p := p construite dans le paragraphe
I1.5. On définit pour ¢ > 0 une mesure aléatoire ©; sur R? par:

(O, 0) = / Locuct Hp(w(t — w))]Ty (du, da).

Si @ désigne le noyau de transition du mouvement brownien tué sur D, alors on a la repré-
sentation suivante sur le complémentaire de D (théoréme I1.7.1): ]P)nX -p.s. pour tout ¢ > 0,

1DC-Xt = Gt + ﬂQt.

Remarquons que, si D est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, alors p.s. pour tout
t > 0 la mesure X; ne charge pas D. Le théoréme précédent donne donc une formule de
représentation pour X; et pas seulement pour 1pc.Xj;.

Dans le paragraphe I1.8, 4 ’aide des formules de représentation, on montre que le processus
(Xi(dz),t > 0) posséde sur D€ une densité z(t, z) par rapport a la mesure de Lebesgue. Cette
densité est de classe C™ sur (0, 00) x D¢ et est solution de 1’équation de la chaleur (théoréme
I1.8.1).

Enfin, dans le paragraphe I1.9, on donne une autre application des mesures I',. Précisé-
ment, on identifie la mesure de covariance de la mesure martingale orthogonale associée a X
a la mesure I', pour p :=o.

Apres avoir rédigé la premiére version de cet article, nous avons eu connaissance des résul-
tats obtenus indépendamment par Dawson et Fleischmann [12], qui dans le but de construire
un super-mouvement brownien dans un milieu “super-brownien”, étudient des superprocessus
avec catalyse généraux. Sous des hypothéses différentes des noétres, Dawson et Fleischmann
obtiennent aussi des résultats d’absolue continuité, mais sans théoréme de représentation et
sans information sur la régularité des densités.
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II.2 Notations et résultats préliminaires

I1.2.1 Hypothése d’intégrabilité (H)

On considére I’espace euclidien R. On dit qu’une mesure positive o-finie p vérifie 'hypo-
thése d’intégrabilité (H), sl existe un réel g € (0,1) tel que d —2 428 > 0 et

p(dy)
sup / —— < 00,
veRd JB(z,1) |z — y|t 2T

ou B(z,1) est la boule ouverte de centre x et de rayon 1.

Pour d = 1 toutes les mesures finies vérifient cette condition d’intégrabilité (prendre
8= %) Pour d quelconque, il est clair que la mesure de Lebesgue convient également.

Remarquons de plus que sous ’hypothése (H), la mesure p ne charge pas les ensembles
polaires du mouvement brownien. En effet pour que la mesure p ne charge pas les ensembles
polaires, il est suffisant que |z — y|~%*? (respectivement log(|z — y|™*)) soit localement in-
tégrable par rapport & p(dy) si d > 3 (resp. si d = 2) (cf [53]). On vérifie facilement ces
conditions pour toute mesure p satisfaisant (H).

A cause des relations classiques entre capacité et mesure de Hausdorff (cf [29]), on remarque
que la condition (H) implique que la dimension de Hausdorff du support de p est supérieure
ou égale & d — 2 + 2[.

11.2.2 Notations et quelques rappels

Pour alléger les démonstrations, on notera ¢ une constante qui peut changer d’une ligne
de calcul & 'autre. On note (My, M) l’espace des mesures positives finies sur R¢ muni de la
topologie de la convergence étroite. De maniére générale, pour tout espace mesurable (€2, G), on
note G* la complétion universelle de G, et pour tout espace polonais S, on note respectivement
B(S), By+(S), C(S), Cp+(S), I'ensemble des fonctions de S & valeurs dans R respectivement
mesurables, mesurables positives bornées, continues, continues positives bornées. Par abus de
notation, on écrit aussi B(S) pour la tribu borélienne sur S. On note (M(S), Mf(S)) I'espace
des mesures positives finies sur S muni de la topologie de la convergence étroite. L’espace
(M(S), Mf(S)) est polonais. Pour toute fonction f € B(S), on note || f || := sup,¢cg |f(z)| et
pour toute mesure p € Mf(S), on écrit indifferemment [ f(y)u(dy) = (u, f)-

On note Ps le noyau de transition du mouvement brownien en dimension d et p sa densité
de transition:

p(s,z) == #exp—@ (z,5) € R? x (0,00)
T (2ms)d/2 2s ’ T
On utilisera les résultats élémentaires suivants:

Lemme I1.2.1 Soit p une mesure sur R® vérifiant (H). On a les majorations suivantes:
soit € > 0, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout (x,s,t) € R x (0,00) x (0, 00),

1

Ip(s,7) — p(t,3)| < ¢ /[ P+ €) ) (IL1)
s,t

pour tout (z,s) € RY x (0,00),

/p(s,w —y)pldy) <c W; (I1.2)
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pour tout (z,z’,s) € R? x R? x (0, 00),
[ plan) otz =) =pls, =) < ¢ (s A D fo — (1L.3)

et pour tout (z,z',s) € R x R x (0,00), pour toute fonction f € B(R?) bornée,

1
[P (@) = P @] < ez 11 o o] (1.4)
Preuve. Considérons la majoration (II.1). Il existe une constante ¢ dépendant de ¢ telle que
pour tout # > 0, on a (r +d)e "2 < ¢ exp—ﬁ, et donc

p(s, z) — p(t, )| =

[ ot (2 - LY
[s,t]p Uz 2’U,2 2u Y

1

< c/ —p(u(l +¢),z)du.
[s,8] ¥

Pour la majoration (II.2), remarquons que si v > 0, la fonction s sv/2e=¢/s Jefinie

sur (0,00) atteint son maximum pour s = 2¢/v. Il en découle que pour tout (z,s,v) €
R? x (0, 00) x (0, 00)

1 2 v\ v/2
- el s v _—v/2

(2ms)v/2 ¢ = (27r) |2 "e )
Comme

1 1 _le—yl?
/B(LU p(ij - y)p(dy) = C/;(x,l) Sl—ﬂ S(d—2+2ﬂ)/2 e 2s p(dy)’

en prenant v = d — 2 + 23 dans la majoration précédente et en utilisant ’hypothése (H), on
obtient:

1
87 T — d S (& ) II5
[, 7o~ veld) < (1L5)

ou c¢ est indépendant de = et s. Ensuite, on peut recouvrir B(z,1)¢ par une famille dénom-
brable (B(zi, 1/4),i eI ) de boules fermées de rayon 1/4, dont les centres z; appartiennent a
w+ﬁ Z4. On peut supposer que pour tout i € I, |z — z;| > 1/2, de sorte que siy € B(z;,1/4),

alors |z — y| > & |z — #|. En remarquant que grace a (H), (p(B(zi,1/4)),4 € I) est uniformeé-
ment borné, il vient:

c 1|z — 2]
e Pl 000000 < 3 D e (‘ i T)

c _ 11 1 \z|2
SaEe exp(‘le—dz)
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. . _p2 , . -
Comme D’application z +— e % est décroissante sur R, on peut majorer les sommes de

Riemann par l'intégrale de Lebesgue. On obtient alors pour tout h > 0:
2 o0 2
h Z e~ (hn)” < / e ¥ dz.
n>0 0
En appliquant cette majoration au résultat précédent avec h := (64ds)~'/2, il vient pour tout

€ (0, 00):

/ p(s,x —y)p(dy) <c W [1 + 8V ds] exp —1/(64ds)
B(z,1)¢
<ec

On déduit alors de cette inégalité et de (IL.5) la majoration (II.2).

Pour montrer (I1.3), on utilise la majoration re™" < ¢ e " /2 (r > 0) qui implique

/p(dy) p(s,z —y) —p(s, 2’ —y)|

‘u(mfm’)+m’7y‘2

1 11 , , N
S/P(dy)wfo ;|(U($—$)+$—y|x—$)‘e 2 du
‘u(m ') +a - ‘2
<c—|a:—w‘/ du/ (dy) d/2 4s )

oil on a noté (z|y) le produit scalaire dans R?. En utilisant (I1.2), on obtient la majoration

souhaitée.
Enfin, la majoration (II.4) découle facilement de l'inégalité ci-dessus, en remplagant sim-
plement p(dy) par |f(y)|dy. O

On note ¢ un point cimetiére ajouté & R comme point & 'infini. On considére Q :=
D (RT,R?[J{6}) l'espace des fonctions définies sur RT & valeurs dans R¢ |J{§} continues &
droite et limitées & gauche. On note B := (0, F, Fy, By, 0y, (Pz) zera) la réalisation canonique
du mouvement brownien sur € (cf [9]). Pour toute la suite, on fixe o une mesure positive
satisfaisant 'hypothése (H) avec un réel a € (0,1). On note D le support topologique de cette
mesure. On a vu que la mesure ¢ ne charge pas les ensembles polaires pour le processus B.
En utilisant (I1.2), on remarque que pour tous 7 > 0, z € R%, 'intégrale [o(dy) [;° p(s,z
y)e~ " ds est finie. D’apres le chapitre VI de [9], il existe une unique fonctionnelle additive
continue du processus B, notée A, telle que pour tout f € By (R?), pour tout (z,7) €

R? x (0, 00),
o o
]Ez/o f(Bs)e ™ dA; :/0 ds/a(dy)p(s,x—y) e " f(y).
On en déduit par un argument de classe monotone que pour toute fonction f € Byt (Rt x Rd),
o0 [e.e]
B [ 1 BdA = [ s [ olanpts.o =1, (1L6)

On utilisera également la famille de constantes (a7)7e(o,00) définies par:

T
ar = sup ExAT = sup/ dS/U(dy)p(S,fL'_"J)

z€Rd T€ERC J O
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La majoration (II.2) montre que pour tout temps T < o0, ar < ¢ (T*VT) < oco.

L’objectif du présent travail est I’étude du superprocessus X associé au triplet (B, A, )‘72),
dans la terminologie de [24]. Remarquons cependant que ’article [24] impose la finitude des
moments exponentiels de tous ordres de la fonctionnelle additive A, ce qui n’est pas forcément
vérifié ici.

I1.3 Construction du super-mouvement brownien
avec catalyse comme limite de systémes de particules avec
branchement

11.3.1 Construction du systéme de particules avec branchement.

Nous développons dans ce paragraphe une construction précise du systéme de particules
avec branchement déja présenté dans l'introduction. On note W I’ensemble des triplets w =
(,a,B) ot a € [0,00), B € [0,00], @ < B et © est une application continue de [a, 3] dans R?
(de [a,00) si B = 00). Soit g une application continue strictement croissante de [0, co] dans
[0,1]. La distance sur W est définie par:

d(wi,w2) == a1 — ag| +[g(B1) — g(B2)]

+ Z (2_’“ A sup |p1((a1 V) AB1) —2a((aa VE) A 52)|> .

=1 t€[0,k]

Alors (W, d) est un espace polonais. On définit pour tout (r,z) € Rt x R? une probabilité
II, ; sur W comme étant la loi d’un mouvement brownien B issu de z & 'instant o = r et
arrété & un instant aléatoire 3 tel que pour tout ¢ > r,

L. (8 >t | Bs,r <5 <t)=e At

(en particulier II, ; (8 = oo | Bs,r < 5) = e~ ).

On introduit le modele d’arbre suivant [46]. Soit 'ensemble U := {8} U (Ur—,{1,2}").
L’élément O est interprété comme ’ancétre de la population. Pour u € U, on note |u| = 0 si
u=0, |u/=nsiu€{l,2}". Siu#0d,u=(i1,...,i,) on note 4 := (i1,... ,i,—1) le pére de
u.

Fixons z € RY. A chaque u € U, on associe un élément aléatoire w, = (g, ay,By) de
WIJ{A}, ot A est un point cimetiére ajouté & W comme point isolé. On construit la famille
(wy,u € U) par récurrence sur |u|.

Si w = 0, wy a pour loi IIj ;. Ensuite supposons construit w, pour |u| < n. Alors les
trajectoires wy, |v| = n + 1 sont indépendantes conditionnellement & (wy, |u| < n). De plus
soit v avec |v| = n + 1, alors

—siwg=Aousi f; =00 on aw, =A;
— sl wg # A et 5 < oo la loi conditionnelle de w, sachant (wy, [u| < n) est Ilg, ,.(,)-

Il reste & introduire le phénoméne de branchement. Pour cela on considére un arbre aléatoire

A de loi de reproduction y(0) = y(2) = 3 suivant [46]. Cela signifie précisément qu’on se
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donne une famille 7,, u € U de variables aléatoires indépendantes et indépendantes de (wy,
u € U) de loi 7y et on pose

A= {B}U {(ul,... L Up) € Us Nuy,.uj) = 2,V5 € {0,...,n— 1}}

(pour .] = 07 n(ul,...u]') = 773)
Pour tout ¢ > 0, on définit une mesure ponctuelle Y; sur R? par la formule

(Yi,1¢) :=card{u € A; oy <t < Py, pu(t) € C}.

Remarquons que Yy = §,. Par des méthodes classiques, on vérifie que le processus (Y3, ¢ > 0)
est un processus de Markov homogéne & valeurs dans 1’espace des mesures ponctuelles sur R?.
On note Qg, laloi de (Y;,t > 0). Si p:= Y7 0y est une mesure finie, on note @, la loi du
processus y . 4 Y ou les processus Y* sont indépendants et de lois respectives lemi'

Le caractére critique du branchement assure que le nombre total de particules créées
est fini p.s.. En revanche, il n’y a pas forcément extinction car certaines particules peuvent
aprés un certain temps ne plus étre soumises au phénoméne de branchement (c’est le cas en
particulier si d > 3 et o & support compact). La famille de probabilités (@) satisfait par
construction au principe de superposition suivant: soit une fonction f € By+ (Rd), soient des
mesures ponctuelles finies y, p1,. .. , un telles que p =" | p;, alors on a

Qulexp —(Ys, )] = [ [ Qui [exp = (¥, 1))
=1

Cela suggere d’étudier la fonction v définie sur Rt x R?* par:
v(t,z) == Q, [exp —(V3, f)] (t,#) € RY x R%.

Sous Qs,, on a Yy = 6y, (p) sur {Ba > t}, c’'est & dire si la particule ancétre est encore en
vie 4 l'instant t. En revanche sur {3s <t} ona¥; =0sing=0etsing =2, Y; = Y, +Y?
ol les Y}’ sont indépendants et de loi conditionnelle Qg, 5 connaissant wy. Cela conduit

N . vy (Ba)
A la formule suivante:

t
v(t,z) =K, [eA‘ A +%/ e (1 +u(t — s, Bs)?dA, | . (IL.7)
0

En remplacant v(t — u, By) par son expression donnée par (I1.7), on trouve:
t
B, [ ot = BdA,
0
1 t t
=E, e~ f(Bt) [1 _ e_At] + ﬁEﬁ/ dAu/ e~ AstAu [1 + ot — 8’33)2] dA,
0 U
1 t
=E e /B [1—e ] + S Ex / (1—e ) [1+v(t — s, Bs)?] dAs.
0
En ajoutant cette derniére équation a ’équation (I1.7), il vient:

1 t 9
o(t,2) = Py fexp— 1] (z) + 5B /0 [ = v(t — s, By)]? dA,. (I1.8)
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Cette équation est plus utile que I’équation (I1.7) pour le passage & la limite que ’on considé-
rera dans la suite du paragraphe. Remarquons déja que (I1.8) permet de calculer les moments
d’ordre un de Y;.

Lemme 11.3.1 Soit f € By+(R?), on a Qs, (Y, f) = Pif(z).

Preuve. Soit un réel € > 0, on note v(t,z) := @5, exp —e(Y%, f). On a ||ve || < 1. On déduit
de ’équation (I1.8) que

_ _ o—tf
0< 1= ve(b2) “6“’“’)33[—1 ° ](w)snfn.
£ £

1-ve(tx)

En utilisant de nouveau (I1.8) et le fait que E; A; < a; < oo, on obtient que lim,_,+ =

P, f(x). Or par convergence monotone on a:

1
— 11 — — _E(tha.f)
Qs, (Y1, f) = lim = Qs, [1 e ] :

On en déduit le résultat recherché. O

I1.3.2 Le passage a la limite.

Soit (Ap)nen une suite de mesures ponctuelles finies. Pour tout entier n, on considére un
processus (Y;",t > 0) associé par la construction du paragraphe précédent a la fonctionnelle
additive A™ := nA et de valeur initiale A,,. On a un théoréme similaire au théoréme 1.1 de
[24].

Théoréme 11.3.2 Supposons que %/\n converge étroitement vers p € My. Alors la suite de
PTOCESSUS (% Y™)nen converge au sens de la convergence étroite des lois marginales de dimen-
sion finie vers un processus (X¢,t > 0). Ce processus est un processus de Markov homogéne a
valeurs dans My. Sa loi est caractérisée par:

- X0

— pour tout T' > 0, pour tout entier p > 1, pour tous 0 = to < --- < 1, < T, pour toute
fonction f € Cy+ (R?) telle que ar || f|| <1, on a

E [exp—(Xy,, f) | Xigy--- » Xt,_1] = exp—(Xg,_,, wltp — tp-1)), (I1.9)

ot w est l'unique solution positive mesurable de l’équation intégrale:

w(t,z) = P; f(x) — %Ec /tw(t —s5,B,)? dA,, (t,z) €[0,T] x RY. (I1.10)
0

Preuve. Soit f € By+(R%) telle que ar || f|| < 1. Remarquons dans une premiére étape
que ’équation intégrale (I1.10) posséde au plus une solution positive. En effet toute solution
positive est bornée par || f|. Donc si w; et wy sont deux solutions positives distinctes de (I1.10),
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en faisant la différence dans I’équation (I1.10), et en utilisant la définition des constantes ar,
il vient:

1 t
lor—usll < sup o [ ds [oldnplse =) wnlt - 5.~ walt - 5,
z€R4,t€[0,T 0

<A1 fwr — wa | ar

Comme ar || f|| < 1, on en déduit que wy = wo.
On pose

wp(t,z) := —nlog Qs, [exp—%(Yt”,f)] . (I1.11)

Lemme I1.3.3 La suite de fonctions wy, converge uniformément sur [0,T] x R? wvers une
fonction w positive mesurable solution de (I1.10) sur [0, T) x R:. Pour 0 <t < T, les fonctions
w(t,.) sont continues sur R?, et w(0,z) = f(x).

La démonstration du lemme I1.3.3 est reportée a la fin de cette partie.

On établit dans une deuxiéme étape que la valeur initiale Xy "= y et la relation (I1.9)
déterminent uniquement la loi du processus de Markov X . En effet, soit X’ un autre processus
avec les mémes propriétés, un raisonnement par récurrence simple montre que pour toutes
fonctions fo,... , fp € Co(R?) et A > 0 tels que ap A0 || fill < let pour 0 =ty < -+ <

t, <T, on a:

p p
Eexp —A Z(Xt“ fi) = Eexp —A Z(Xéi,fi)

(remarquer que la solution de (II.10) associée a f vérifie pour tout ¢ > 0 ||w(z)|| < || f|l
et w(t) € Cpy(R?) d’aprés le lemme I1.3.3). Un raisonnement de prolongement analytique
montre que I'égalité précédente est vraie pour tout A > 0. On conclut que les processus X et
X' ont les mémes lois marginales de dimension finie.

Montrons dans une troisiéme étape que la suite (Y}, ... ,Y}?) converge en loi dans M;
vers la variable aléatoire (X3, ... Xy,) vérifiant Xo = p p.s. et la relation (II.9). Pour cela on
utilise un argument classique de compactification.

On note R? le compactifié d’Alexandrov de R%. Les ensembles

{p€ MyRY); (p,1) <K}

sont compacts dans I’espace polonais M f(Rd). Le lemme I1.3.1 montre que
Q,\n(% Y1) = ()‘7", 1). On a alors pour tout n assez grand et pour tout réel positif K ,

1 (u,1) +1

1 1
Qx, [=(Y",1) > K| < EQA"[ (Y, 1)] < i

n n
Donc pour tout ¢ € [0, T, la suite des lois 1 ¥;" est tendue dans Mf(Mf(Rd)). De méme, pour
0=ty <...<ty, <T,]lafamille des lois de %(Ytg, ..., Y}?) est tendue dans Mf([Mf(Rd)]p+1).

On en déduit D’existence d'une sous-suite %(Ytg’“, ..., Y"*) qui converge en loi vers une va-
- 4 - N >d 1
riable aléatoire & valeurs dans [My(R*)]P*!, que l'on note (Xy,,... ,Xy,).
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Il est clair que cette v.a. est a valeurs dans [M;(R4)]PTL, c’est a dire (X, 1{}) = 0 pour
tout . En effet, fixons 6 > 0 tel que far < 1 et soit, pour tout entier m, ¢, € Chy (R?) telle
que || pm || <6, dm(z) =051 |z > m+1et ¢ppp(z) = 0si |z| < m. Le lemme I1.3.3 entraine
par passage a la limite que

Eexp —(Xy;, ¢m) = exp —(u, w™ (%)),

ou w™ est la solution de (I1.10) pour f = ¢, (remarquer que 'on utilise la continuité des
fonctions w™(t)). Comme w™(t) < P, en faisant tendre m vers oo, on trouve que

Eexp _(thaal{oo}) > lim eXP_(NaPt,-QSm) =1,
m—00

d’ou le résultat annoncé.

En utilisant le théoréme de représentation de Skorokhod, on sait qu’il existe sur un es-
pace probabilisé (€2, P) une suite (Y *,... ,Y;:’“Z de varizibles aléatoires ayant méme loi que
(Yi¥, ..., Yy ), ainsi qu'une variable aléatoire (Xy,, ... , X¢,) de méme loi que (Xy,, ... , Xt,),
et tels que la suite n—(YZ;’“, ,Y;:k) converge p.s. au sens de la convergence étroite sur
M f(]Rd) vers la variable aléatoire (Xyy,... , X ). On en déduit que la convergence a égale-
ment lieu au sens de la convergence vague sur M f(]Rd). Comme on a

1 - s 1 = 8., ~
2 _k(Yi:lkalﬂA{d)p_S) (Xt 1pa) P2 (X4, 1ga),

— (Y, 1ge) =
ng n
on en déduit que la convergence a lieu au sens de la convergence étroite sur M (R?).

11 faut encore vérifier que l'on a Xy = p p.s. et la relation (I1.9). L’égalité Xy = p est
triviale. Soit ensuite un entier p > 1, pour toutes fonctions fo, ... , f, continues positives telles
que ar || fp|| < 1, la propriété de Markov appliquée & Y™ donne:

1
Eexp — Z (Y, f;) = Eexp — Z Vit fi) = — (Vg w?) (tp — tp-1)),

(»)

ou la fonction wy™’ est définie par (I1.11) avec f = f,. Par passage a la limite dans I’équation
ci-dessus le long de la sous-suite (n) et en utilisant le lemme 11.3.3, il vient:

P p—1
]Eexp - Z(Xtufz) = Eexp - Z(Xtufl) - (tiflaw(tp - tp—l))a

=0 =0

ou la fonction w est I"'unique solution positive de 'équation (II.10) avec f = fp. On en déduit
que la variable aléatoire (Xy,,... ,Xy,) vérifie (I1.9).

Enfin d’aprés la deuxiéme étape, la loi de (Xy,... ,Xy,) est uniquement déterminée, ce
qui entraine la convergence en loi de la suite %(Y;ﬁ, .. ,Y}’;) (et pas seulement le long de la

sous-suite (ng)). Le théoréme d’extension de Kolmogorov donne l’existence d’un processus
X dont la loi marginale aux instants #o,...,%, est la loi de (Xj,,...,X;,). Finalement le
caractére markovien homogene de X découle de (IL.9). a

Preuve du lemme I1.3.3:
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Pour le processus Y I’équation (I1.8) s’écrit:
— Lap (t,2) i 1 ! —Llw (tfsB)2
e nunta) = p,[e n](:v)—I—EEw [1—e wunoB] nda,. (IL.12)
0
On a en particulier

1 1
exp— Lu(ta) 2 Py fexp— L 1] o),
n n
et en utilisant I’inégalité de Jensen, on obtient:
0<w, <[RS ZIFI-

On peut alors effectuer un développement limité & ’ordre % de l’équation (I1.12) car ar < oo.
On obtient pour tout (¢,z) € [0,T] x RY,

t
wn(t,7) = Puf () %]Ez /0 wn(t — 5, By)2dA, + By, (11.13)

avec |Ep| < || F1? (1+ L/ f1)- Par différence dans (I11.13), il vient pour tout entier p > n,

|wn —wp|| < sup /ds/ (dy)p(s,z —y |wnt—s,y) —wp(t — s,7) ‘—I-O
thOT

< F 1Hlwn = wp || ar +0(5)-

Comme ar || f|| < 1, on en déduit que la suite (wy,)nen est de Cauchy pour la convergence
uniforme. On note w sa limite. Cette fonction est positive, mesurable, bornée par || f ||, et par
convergence dominée, elle est solution de (II.10).

Montrons que la fonction w est continue en la variable z sur (0,7] x R?. En faisant la
différence dans (I1.10), on obtient pour tout (¢,z,z') € (0,7] x R? x R?,

|’U)(t,$) - ’U)(t,xl)‘
§|Ptf( —Pf(z |—I— /ds/ (dy) ‘psa;— (sx—y|wt—s,y)

<|Pif(«) - P (s |+—||f||/ds/ (dy) |p(s,2 — ) — p(s, 2’ — )]

On utilise la majoration (II.4) pour le premier terme. On écrit l'intégrale de 0 a ¢ dans le
deuxiéme terme comme la somme des intégrales de 0 Acetdeeat (0 <e <tAl)eten
utilisant les majorations (I1.3) et (II.2), on trouve:

|w(t,a;) — w(t,:z:')‘

1 £ t
SCIIfII%\x—w'HCIIfIIZ/O d5+0||f||2/ ds (s A1)*3/2 |z — /|
£

1 _
<cllfll = |z —a'| +e | FIPe* + el £ 17+ ) [ — o).
Vit
En prenant € := |z — 2’| At A 1, on en déduit que w est uniformément continue en la variable
z sur [6,T] x R?, pour tout § > 0. O
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11.3.3 Notations et remarques

Suivant la terminologie de [9], on note X := (Q%X,GX, X, 0%, (Pﬁ)uer) le processus de
Markov limite du théoréme I1.3.2: gf X est la tribu de QX engendrée par (X, s € [0,1]), GX
la tribu complétée de GO%X := G%* par rapport aux mesures IP’ﬁX =/ IP’ff n(dp) ou n décrit
I’ensemble des probabilités sur M; et G la tribu complétée de gf X dans GX par rapport
aux mesures ]P’ﬁX .

Le théoréme I1.3.2 montre que si 0 < s <t < T et f € Cy, (R?) vérifie ar || f|| < 1, alors

By (exp—(Xe, f) | G5') = exp—(Xy, w(t — 5)), (I1.14)

ou la fonction w est I'unique solution positive mesurable de 1’équation (II1.10).

Il est facile de de voir que (II.14) reste vraie pour f € By, (R?) (telle que ar || f| < 1).
On utilise le fait que la fermeture de Cj, (R?) pour la convergence simple bornée est By, (R?).
De plus, si (f,,n € N) est une suite de fonctions de By, (R?) (telles que ar || fn| < 1) qui
converge simplement vers f (telle que ar || f || < 1) et si (I1.14) est vraie pour chaque fonction
fn, on remarque que les fonctions w™ solutions de (I1.10) associées & f,, convergent simplement
(parce que w™(t,z) = — log ]Egi (exp — (X4, fn))) puis que leur limite w vérifie I'équation (I1.10)
associée & f. Le résultat annoncé en découle facilement.

I1.4 Propriétés de continuité

Avant d’énoncer les propriétés de continuité du superprocessus X construit dans la partie
précédente, on montre la proposition suivante.

Proposition I1.4.1 Pour toute mesure n € My, pour tout T > 0, pour tout entier p, il existe
une constante M, telle que pour toute fonction ¢ bornée par 1, lipschitzienne et de constante
de Lipschitz bornée par 1, pour tout (s,t) € [0,T)%, l'on ait:

B [((Xe0) = (Xoy )] < Myt — 5P

La démonstration de cette proposition repose sur plusieurs lemmes. Le lemme technique sui-
vant joue un role crucial dans le calcul des moments du processus X. On fixe T' > 0.

Lemme I1.4.2 Soit J € B(Rt xRY), bornée, telle que |J(r,z)| < [2ar]™" 1j0,71(r). On consi-
dére ’équation intégrale suivante:

1 T—r
v(A\7,x) + EEz / v\, + s, B;)?dAs = M\ (r,z), r€[0,T], (I1.15)
0

v(\r,z)=0, r>T.

Pour |A| < 1, il existe une unique solution mesurable v(\) de (II.15) telle que ar ||[v(A)] < 1.
On définit la suite de fonctions mesurables (cn)n>1 sur RT x R? par la récurrence suivante:

c(r,z) == J(r,z), (I1.16)
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et pour tout entier n > 2,
oo n—1
cn(r, @) == ——]Ez / Zc] 7+ 8, Bs)cn—j(r + 8, Bs)dAs | . (I1.17)

La série Y, A"cy, est normalement convergente pour |A| < 1. De plus pour |A\| < 1, on a
Uexzpression suivante de la solution v(\):

oo
v(A, 7, T) Z (r,z) € RT x R%,

Remarque. Contrairement aux énoncés précédents, ou ’on considérait des équations inté-
grales de la forme (I1.10), on a ici des solutions de signe quelconque (la fonction v n’est pas
nécessairement positive).

Preuve. La fonction f()) := %[1 — /1 — )] est développable en série entiére de rayon 1.
De plus, la fonction f est solution de

1 A
f2=— [2f — —] ) (I1.18)
ar arT
Si on note S, les coefficients du développement de f, on remarque que By = 0, 81 = 52—, et

2(ZT
que la suite G, vérifie la relation de récurrence suivante:

1 n—1
Bn = EGTZﬂjﬂn—ja n > 2.
Jj=1

Remarquons que |[¢1 || < B et |[en| < Sar Z;:ll llci|l ||en—j || pour n > 2. On a donc pour
tout entier n > 0, || ¢ || < By Cela entraine que la série v(A) = Y >° | A"¢, est normalement
convergente pour |A| < 1.

De plus on vérifie facilement que la fonction v ainsi définie est solution de (I1.15) et que
pour |A| < 1, ar|[v(A)] < 1. L’unicité de la solution de (II.15) telle que ar |[v(A) ]| < 1
découle d’arguments semblables au début de la preuve du théoréme I1.3.2. O

On montre également le lemme suivant.

Lemme 11.4.3 Soit un entier m > 1, et soient 0 < t; < ... < tp, < T. Soit (Y1,--- ,m)
une famille de fonctions appartenant a By+ (R?) telle que 2ar > iv || ¢i|| < 1. On a alors pour
toute mesure n € My, pour tout X € [0,1),

EY exp—A Y (Xt —r, i) = exp—(n,0(\,7)),
ti>r

ot v(A) est l'unique solution mesurable positive de l’équation intégrable (I1.15) avec J(r,z) :=
By D 4> @i(Bt;—r). De plus on a ar |[v(A) || < 1/2.

Preuve. On fixe A € [0,1). La démonstration (cf lemme 4.1 de [24]) se fait par récurrence
sur m. Pour m = 1, on utilise le théoréeme 11.3.2, et on a v(A,r,7) = w(t1 — 7, 7)1[,)(7)
ol w est I'unique solution positive de (I1.10) avec f = Ap;. On remarque alors que v(\) est
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solution de (I1.15) avec J(r, ) := Ey1(Bt,—r)1,)(r). On sait de plus que w est borné par
Al 1] ce qui implique a7 [[v(A) ]| < 1/2.

On suppose le résultat vrai au rang m. On se donne 0 < 1 < ... < typ41 < T. Pour r > #y,
on peut utiliser 'hypothése de récurrence et il vient:

E';;( eXp_)‘Z(Xtifﬁ(P’i) = E;( exp —A Z (XtifTa (101) = exp—(n,ﬁ(k,r)),
ti>r ti>r, i>1

ou ¥(A) est I'unique solution mesurable positive de I’équation:

1 oo
5uro) + 3B [0 r s B)RA = Y i(Bi)
2 0

ti>ra>1

(remarquons que [|F(A) || < > ;o1 o |l £ 1/2a7).
Ensuite pour 0 < r < t1, on peut appliquer la propriété de Markov du processus X a
I'instant ¢; — 7. Le théoréme I1.3.2 donne alors

]E;( e—)\EtiZT(Xti—m%) _ Ei( e*)\(th—ry(Pl)*(th—raﬁ()\ytl)) — e*(nﬁ()\ﬂ‘))

bl

ot 9(A,r,.) :== w(t1—r,.)1p,1(r), la fonction w étant solution de (I1.10) avec f = A1 +3(A, t1)
(noter que 2ar || f|| < 1). On sait donc que ¥ est 'unique solution positive pour r € [0,¢1] de

1 o
IIA}(A, Ty ‘T) + EE:L‘ / @()‘77' + s, BS)QdAs =E; [)‘(Pl(Btl—r) + ’ﬁ(A,tla Btl—r)] -
0
Oron apour 0 <r <t
E;#(M\ 1, By—r) =AE:Es,, _, Y ¢i(Bi-u,)
i>1
1 © 9
_ §EzEBt1_T/o (A, t1 + 8, Bg)“d A,

oo

1 ~
=AE; > @i(Bir) = 5Ba | 90\ + 5, By)*dA,,

Z>1 tl—'f’
ce qui reporté dans ’équation précédente donne pour 0 < r < #1:
. 1 . 2 - 2
(A, ) + iEx (A, 7+ 8, Bs)“dAs + (A, 7 4+ u, By)“dA, | = AJ(r,x).
0 t1—r

De plus on a 9(A,r,z) = 0, si r > ;. On en déduit que v(A,7,z) = 5(A, 7, 7)1, o0)(r) +
B(A, 7, 2)1[,4,1(r) est solution de (I1.15). On vérifie trivialement que v()) est positive et que
ar |[v(N\)|| < 1/2. On démontre 'unicité comme dans la preuve du théoréme I1.3.2. O

Nous aurons également besoin du lemme élémentaire suivant:

Lemme I1.4.4 Soit un entier n > 1, soit U une variable aléatoire réelle positive telle que
Uon ait pour tout A > 0 assez petit:

Eexp —\U = Z Na, + O\,
p=0

Alors U € L™(Q2,P) et pour tout entier p < n, EUP = p!(—1)Pay,.
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Avant de commencer la démonstration de la proposition I1.4.1, énongons une conséquence
importante des trois lemmes précédents:

Corollaire I1.4.5 Soient deux entiers p,m > 1, soient des réels 0 < t1 < ... <ty <T. Soit
(©1,-.. ,m) une famille de fonctions bornées appartenant a B(R?). Alors pour toute mesure
ne€ Mg, ona

m k i
E;( { [Z(th(»oz ] } _p'z ! v Z H(’O,Cm (0)), (IL.19)

i=1 ny+etng=p i=1
ot les fonctions c, sont définies par (11.16), (11.17) avec J(r,z) := Ey (3.5, 0i(Bt;—r))-

Preuve. Supposons dans un premier temps que les fonctions ; sont positives et que ’on a
2ar Y il < 1. D’aprés le lemme I1.4.3, pour X € [0,1), la fonction positive v(A,r, z) :=
—log Eff exp —X > 1,5+ (Xt;—r, i) est 'unique solution de I'équation intégrale (IL.15) et on a
2a7 ||v(A\)]] < 1. On déduit alors du lemme I1.4.2 que cette fonction v s’écrit pour A € [0,1):
v(A, 7, x) =D 0% | Ay, (r, ) ou les fonctions ¢, sont définies par les formules (I1.16) et (IL.17)
avec J(r,z) =R, ZtiZT ©0i(Bt;—r)-

Montrons que 'on a alors pour tout r > 0, pour tout A € [0,1):

X A > (Xey—rsi) _ = P S (_1)k :
EX e A2tz iRt =1+) A o > T@enr)]- (I1.20)

p=1 k=1 " niteetng=p i=1

Si (Bn)n>1 est la série introduite dans la preuve du lemme I1.4.2, la série

;Ap [Z o ﬁ [Bus (1 1)1]

= ni+-+ng=p i=1

converge pour |A| < 1. En effet, toujours avec les notations de la preuve du lemme 11.4.2; on
a pour |A| < 1:

[e%9) o0 k
1
ef(A)(ﬂ,l) = E y [ E Anﬁn(na 1)]

k=0 n=1
—1+zvlz S 0 ]
p=1 k=1 'n1—|— +np=p i=1
On en déduit que la série

1+i>\”[p(_1)k SR ())]
! M, Eni T

p=1 k=1 ni+---4ng=p i=1

est absolument convergente si || < 1. De plus le développement v(A, 7, z) =Y > | Acp(r, 2)
montre que pour tout |[A| < 1, la somme de cette série est égale a exp —(n, v(A, r)) On en
déduit alors (IL.20).

De (I1.20) et du lemme I1.4.4, on déduit que pour tout entier p et pour tout 7 > 0, on a:

P
p k+p

k
Ey Q[ D (Xtr ) Z > T eni(r)). (TL.21)

t;>r ni+---+ng=p =1
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Dans un deuxiéme temps, si les fonctions ¢; sont mesurables bornées quelconques, on
note go;L et ¢, les parties respectivement positive et négative de ¢;. En posant gof = 0;' 90;" +
6. p; , on remarque que les membres de droite et de gauche de (I1.21) sont des polynomes en

0F,07,...,0,.,0,) qui coincident sur {Hi >0, 37 0 o 1+202,6; le; || < [2ar]7'}
d’intérieur non vide. Ils coincident donc pour tous Hzi et entre autre pour 0;" = -0 = -1
Cela termine la démonstration. m|

Remarques. La formule (I1.19) donne immédiatement les moments & tout ordre de (X, )
pour ¢ € B(R?) bornée. En particulier, si on note E,, := [ n(dz)E,

By (X1, 9)] = By (0(B1)), (11.22)

t
B [(00)7] = Ba(o(BO)? + By [ [Pioso(B) dA. (11.23)

Preuve de la proposition 11.4.1.
En appliquant le corollaire précédent a t; =1, t2 = s, w1 = —s = @, on a pour tout entier p
I’égalité:

EY [((X0p) ~ Ke)] =23 EX S e ), (121)
k=1

ni+--+ngp=p =1

ou les fonctions ¢, vérifient la relation de récurrence (I1.17) avec la condition initiale

c1(r,z) := By [@(Bi—p)1j04(r) — @(Bs—p)1jo,5(r)] - (IL.25)

Le lemme suivant nous permet de majorer les fonctions ¢,. On rappelle que « € (0,1) est
le réel intervenant dans I’hypothése (H) écrite pour o.

Lemme 11.4.6 On suppose 0 <t < s < T, et on note h := s —t. Pour toute fonction bornée
@ € B(RY), les fonctions c,, définies par la relation de récurrence (I1.17) et la condition initiale
(11.25) vérifient la majoration: pour tout n > 1,

len(r,2)| < bu @)™ R 1 44y (r)- (I1.26)
Les constantes b, ne dépendent que de o, T et n.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence. Pour n =2, on a

2

1

:iEz /O [(Pt+hfr7u - Pt—r—u) 90] (Bu)21[0,t) (’I“ + U)dAu

1
|02rx|—lEz/ 1(r 4 u, By)?dA,

1 o0
+ §IE.E /(; ]Dt—|—hfrfu<P(Bu)21[t,t+h] ('r + ’U,)dAu

Pour le second terme, en utilisant (I1.6) et (I1.2), il vient:

t+h—r du

E; /0 Prinrup(Bu) 1y pin (r + u)dAy, < c|lo|? ml[o,tm] (r)

(t=r)vO
<cllel? hLppin(r)-
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On choisit € > 0. Pour le premier terme, en utilisant (I1.6) et (II.1) il vient:

E, /0 (Prru— Proru) &) (Bu) L0, (r + w)dA,

_ /O s / do(y)p(u,  — )

[ et (p(t—r+h—u,y—z>—p(t—r—u,y—z))]zl[o,w)
<elol? [ du [ drtuntus —v)

[/dz/tt L (it o)y )durl[o,t)(r)
<elloll [ an [ rptz ) (i1 + 1) 1000

a2

Ensuite, comme pour tout @ > 0, on a In(1 4+ a) < ¢ a®?, il vient:

]Ex/ [(Prth—r—u — Pier—u) @] (Bu)*1jg 4 (7 + u)dAy

t—r h a
<c||<p|| / du/do p(u,x — )( )
t—r—u
t—r « du
< 2
_c||<p||/0 (t—r—u) (un1)l-a

2
=cllell”p®

en utilisant (II.2) une nouvelle fois. Donc on a

lea(r,2)] < cll@® B g ) (r),

ce qui donne (II.26) pour n = 2.
On suppose cette majoration vraie au rang n > 2 et on la montre au rang n + 1:

Cpy1(ryx) = ——Em/ Zcp T+ u, By)ent1-p(r + u, By)dA,
= —-E,; / c1(r + u, By)en (r + u, By)dA,
0

0o n—1
__]Ez/ Zcpr—i—uB Yent1—p(r + u, By)dA,.
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Pour le premier terme, en utilisant I’hypothése de récurrence et un raisonnement similaire au
précédent, il vient:

o0
‘]Ez / c1(r + u, By)en(r + u, By)dA,
0

<E; /0 |(Prsh—r—u — Prr—u) ©(By)| h's K% ||n bnl[O,t) (r +u)dA,

o0
+E, /0 Proner—up(Bu)BE || |™ budispyn (r + w)d Ay

na t=r h
<ch's |lo|" 11y (7")/0 In(1 + m)d"l/da(y)p(uaﬂv — )
no 1 (t+h—r)
0 ol bl [ dA,
(t—r)Vvo

o t—r h @ du
< na n+1 /
<ch: [ 1[0,t)(7“) o \U—r—u) wahia

mt 0,t+5)(T)
||<P||"Jrl Lio,t4n)(7)-

Pour le second terme, en utilisant I’hypothése de récurrence, il vient:

(n+ o

<ch

con—1
/ Zcp (r + u, By)cpt1—p(r +u, By)dA,

]_ (n—p+1)a p+1)a
<3 o]+ Zb bn-pr1ljgpem(r)h'sh 2 supE, Ar
p=2 m
(n+ )a
<cllell™hTT 1, (r).
On obtient donc le résultat voulu & ’ordre n + 1. O

Soit une fonction ¢ bornée par 1, lipschitzienne de constante de Lipschitz bornée par 1,
alors on a |¢1(0,z)| < By |@(Bign) — @(B;)| < ¢ Vh. Comme o < 1, on en déduit que pour
tout entier n > 1, |¢,(0,2)| < byh'z . En reportant cette inégalité dans la formule (I1.24) on
termine la démonstration de la proposition 11.4.1. O

Théoréme 11.4.7 Sous chaque probabilité ]P’,]X, n € My, le processus X posséde une version
continue.

Preuve. On peut se limiter & ¢ € [0,7], T > 0. On munit Re. le compactifié¢ d’Alexandrov
de R?, d’une distance majorée sur R¢ par la distance euclidienne. On note £ ’ensemble des
fonctions lipschitziennes sur R? . Cet ensemble est dense dans C(Rd) et séparable pour la
convergence uniforme. Soit Ly un sous-ensemble dénombrable dense de £ contenant 1p,. Si
Lo = {pn,n € N}, la formule

22 " Na ©n) (l‘la(Pn)‘ /\1)
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définit une distance compatible avec la topologie de M f(]f%d), et M f(Rd) est complet pour
cette distance. D’apreés la proposition I1.4.1 et le critére de Kolmogorov, pour tout ¢ € Ly, le
processus ((X¢,®),t > 0) posséde une version continue. On note Ay ’ensemble des nombres
de la forme k27" ou k et n sont des entiers. On sait que p.s. pour tout ¢ € Ly, la fonction
(Xt, @) est uniformément continue sur [0,7][) Ag. On en déduit que p.s. I'application ¢ — X}
a valeurs dans M;(R?) est uniformément continue sur [0,T]()A. Elle admet donc p.s. un
unique prolongement continu sur [0,7"] que 'on note Z := (Z,t € [0,T1).

Il reste & voir que p.s. pour tout ¢ € [0,77, on a (Z, 1{o}) = 0. Soit une suite de fonctions
(gn)nen de C(R?) telles que 1g/>n+1} < 9n(Z) < 1{j4/>n}, on montre alors le lemme suivant:

Lemme 11.4.8 Soit T' un réel positif. Pour toute mesure n € Mf(]Rd), pour tout € > 0, on a:

lim sup sup PnX sup (Xy,0n) > €] =0.
N0 p>1 0=to<t1<..<tp<T i€{0,..., p}

Preuve. Soit un entier n > 1. On note B, la boule de R? de centre 0 et de rayon n. Pour
tout s > 0, pour tout z € R? on a P;1pe(z) > +1p¢(z). On a donc, en utilisant la formule
(I1.22) pour les moments d’ordre 1 de X, pour tous ¢ € [0,T), € > 0,

EY (X1, 1) > € (Xr,1B:) | GiY) ((Xe,1pg) > & EX, (Xr—1,15:) | G)
((Xt,1pc) > € (X4, Pr—lpe) | Gi')

EY ((Xt,1pg) > & (Xi,1B2) | Gi')

AVZR A VAR |
MlHMlH:ﬁN:ﬁN

€1(x;,1 5 )¢

La méme inégalité est triviale pour £ = T'. Donc on a aisément, en utilisant la propriété de
Markov, pour tous entiers n > 1, p > 1, pour tous 0 =25 <1 < ... <%, <T,

S,

Z'E{OV" ) p}

S PnX sup (Xt“ ]-B%) Z €
ie{oy"'7p}

p
SZE;( ( sup (thalBg)<€; (Xti,lB%)Zg>

je{0,...,i—1}

972
<- ZE),( ( sup (th, 1Bg) <é& (Xti, 1Bg) > € (XTalBg)>
€ je{0,...,i—1}

IN
S

]En ( sup (th;a ]-B,,C,L) > &; (XT; lB%))
1€{0,..., p}

IN

2
= g(ﬂ, Prlge).
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Or par convergence dominée, on a:

2
lim —(n, Prlpe) =0.

n—00 £

Cela termine la démonstration du lemme. O

Fin de la preuve du théoréme I1.4.7. On a de plus

sup (Zy,100}) < sup (Z4, gn)
t€[0,7] te[0,T]

= sup (Zign) p-s. par continuité
t€[0,T]NAg

= sup (Xt gn) DS
tE[O,T]ﬂAO

Or le lemme I1.4.8 entraine que cette derniére quantité converge vers 0 en probabilité. On en
déduit que p.s. suptE[O,T](Zt, 1{s0}) = 0. Donc le processus Z est a valeurs dans Mf(]Rd), et
est la version continue recherchée du processus X. O

Par la suite on supposera toujours qu’on a remplacé X par sa version continue. Grace & un
résultat de Perkins [51], on montre la proposition suivante:

Théoréme I1.4.9 Pour toute fonction bornée ¢ € B(R?), p.s. le processus (X, ¢),t > 0)
est continu.

Preuve. Rappelons sous forme de proposition le corollaire 2 de [51]:

Proposition I1.4.10 (Perkins) Soit (E,&) un espace mesurable, (Xt);e[o,n] un processus a
valeurs dans M;(E). Soit C un sous-ensemble de By := {p € B(RY), ||| < 1}. Supposons
qu’il existe des réels p > 1, § > 0, ¢g > 0 tel que

E(|(Xu, @) — (Xt,0)|P) <ot — u|1+5 pour tous wu,t € [0,N], ¢€C,

et pour tout ¢ € C, p.s. (Xi,¢) est continu sur [0, N]. Alors pour tout ¢ appartenant o la
fermeture de C dans B(R?) pour la convergence simple bornée, et pour tout réel 0 < n < %, il
existe p.s. un réel p(p,n,w) tel que

|(Xus ) — (X, 0)| < plu—t|" pour tous u,t € [0, N].
On utilise ensuite le lemme suivant:

Lemme I1.4.11 Pour toute mesure n € My, pour tout T' > 0, pour tout € > 0, pour tout
entier p, il existe une constante M, telle que pour toute fonction mesurable ¢ bornée par 1,
pour tout (s,t) € [e,T)2, l'on ait:

EY (X0, 0) — (Xo,0) %] < My [t — 5[
Preuve. Reprenons les hypothéses et les notations du lemme 11.4.6. Grace & ce lemme et &
l'équation (T1.24), il suffit de montrer que pour 0 < e <t < s < T, on a |c;(0,z)| < chZ. En

utilisant 1’inégalité (I1.1) et la majoration In (1 4+ a) < ca®/? vraie pour a > 0, on obtient:

h
[c1(0,2)| = [(Peen — R)p(2)] < cllollIn(l + ) < clle]l her?

34



avec une constante dépendant uniquement de 7" et de €, ce qui termine la démonstration du
lemme. O

On peut alors démontrer le théoréme I1.4.9. La fermeture pour la convergence simple bornée
de I'ensemble C des fonctions continues & support compact, bornées par 1 est B1. Pour tout
e > 0 et pour toute fonction ¢ € C le processus ((X¢, ¢),t € [e,T]) est p.s. continu. Le lemme
I1.4.11 permet d’appliquer la proposition I1.4.10 au processus (X.4¢,t € [0,T — ¢]) et d’en
déduire le théoréme 11.4.9. m|

Remarque. 11 est clair qu’on ne peut pas en général avoir la continuité du processus (Xy, @)
en t = 0 pour n’importe quelle fonction . En effet, sous IP’gi , si on choisit ¢ := 143, on a
(Xo,®) = 1 alors que pour tout ¢t > 0 p.s. (X¢, ) = 0 (cf la formule (I1.22) pour les moments
d’ordre 1 de X).

I1.5 Des mesures aléatoires associées a X

Notre objectif dans cette partie est de construire certaines mesures aléatoires associées au
superprocessus X. Soit p une mesure positive o-finie sur R¢. Pour tout € > 0, on note V,(¢)
la mesure aléatoire sur [0,00) x R¢ définie par:

[ vierds.dnets.n = [ ds [ ot [ Xetaomte,z —npets.n)

oil ¢ € By, (RT x R?). Remarquons que la fonction (e, s,9) + (X5, p(€,. — y)) est p.s. continue
sur (0,00) x RT x R?. On en déduit que p.s. pour toute fonction ¢ € By, (RT x R%) a support
compact, l’application € — (V,(¢), ) est continue. On désire étudier la limite quand € — 0
de V,(¢). Intuitivement cette limite vaut “z(s,y)dsp(dy)” ou “z(s,y)” serait la densité de la
mesure X;(dy) par rapport a la mesure de Lebesgue, si cette densité existait.

En fait, si on note HbT I'ensemble des fonctions bornées de B(Rt x R¢) & support dans
[0, 7] x RY et Hy := Urso H(T, on a la proposition suivante:

Proposition I1.5.1 Supposons que la mesure p vérifie (H). Alors il existe une variable aléa-
toire notée I, définie sur (X, G%) a valeurs dans I’ensemble des mesures positives sur RT x R?
telle que p.s. pour tout T > 0,

(Tps Lo, 7)xRra) < 00 (I1.27)
et telle que pour toute fonction ¢ € Hy, on a p.s.

lim (V,(e), ) = (T, ).

e—0

Le processus (f(;t T, (ds,dy)¢(s,y),t > 0) est adapté a la filtration (Gi¥)i>o. 1l est p.s. continu
et on a:

t t
]Eff/o Lp(ds,dy)p(s,y) = /n(d:v)/o dS/p(dy)p(s,y—:v)w(s,y)- (IL.28)

La formule (II.28) montre en particulier que la mesure T'y(ds, dy) est p.s. portée par R x
supp p.
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On fixe p veérifiant (H) avec un coefficient 8 € (0,1). La démonstration de la proposition
repose sur le lemme suivant:

Lemme I1.5.2 Pour toute mesure n € My, pour tout entier p, pour tout réel T > 0, il existe
une constante M, telle que pour toute fonction ¢ € HT | pour tous €, € > 0, pour tous
t,t' €[0,T], on a

EY [[(Vo(0),9) — (Vo) )] 7] < My 1] e — /77, (I1.29)

EX [(V(e), o1p) ] < My |02 [t —#)77. (I1.30)

Preuve du lemme I1.5.2. La démonstration est en deux étapes. On établit dans une premiére
étape une formule de moment pour les mesures aléatoires V,(¢).

Soient T > 0, ¢ > 0, et ¢ € HbT . On suppose dans un premier temps que la fonction
©(s,y) est continue en la variable s uniformément sur RY. A ’aide de (I1.2) et (I1.3), on en
déduit que ’application

(s,2) o fu(s,2) = / (5, 9)p(e, 7 — y)o(dy)

est uniformément continue sur Rt x R?. Donc grace au théoréme I1.4.7, p.s. le processus
((Xs, fe(s)), s > 0) est continu. De plus ce processus est nul pour s > 7.

Soit 7 = (0 = tg,...,t; = T) une subdivision de [0,7], on note U(r) := Eézl(ti —
ti—1)(Xy, f=(t;)). Une application directe du corollaire I1.4.5 donne pour tout entier p > 0:

p (_1)k+P

k
]Eff[U(T)p]Zp!ZT Y. I, 0, (IL.31)

k=1 ’ ni+-+ng=p i=1

ou les fonctions ¢], sont définies par la récurrence (I1.17) avec la condition initiale ¢](r,z) :=
B 324 (ti — ti—1)14;5r fe(ti, By;—r). Notons que sup, ||¢] || < co. On en déduit que pour tout
entier p,

supE,)f [U(7)*] < .

T

La famille U(7)P ou 7 décrit ’ensemble des subdivisions de [0,7] est donc uniformément
intégrable.

Par un argument de continuité, pour toute suite de subdivisions finies 7™ de [0, 7] dont
le pas tend vers 0, on a p.s.

lim U(r™) = /O 7 (Ko, f2(5)) ds.

m— o0

De plus il est clair que quand m — oo, la fonction ¢] converge vers

o0 o
Lra) =, [ ds Lo+ nB) = [ ds [ playlpte + 5,0 - )l + o)
0 0
Il en découle facilement que pour tout n > 1 les fonctions cZLm convergent simplement vers les

fonctions ¢, définies par la récurrence (I1.17) et la condition initiale ¢;(r,z) = J.(r,z). Par
passage a la limite dans (II.31), on obtient
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X (DA :
Ef (Vo(e)o =pty —— >, [[men(0). (I1.32)

k=1 T niteetng=p i=1
Par un argument de classe monotone, 1’égalité ci-dessus est vraie pour toute fonction ¢ € Hp,.
Ce résultat se généralise facilement & une famille finie de fonctions et de mesures. Soit
un entier n, soient des mesures pi,...,p, vérifiant ’hypothése (H), soient des fonctions
©1,--- ,pn € Hy, soient des réels €1,... , &, strictement positifs, on a pour tout entier p:

7|

n

p P \k+p k
Z(Vpi(si),wi)] ] w!Z% > T eni(0)). (11.33)
k=1

=1 n1+---+nk:p =1

ou les fonctions ¢, sont définies par la récurrence (I1.17) avec la condition initiale ¢;(r,z) :=
i1 Jo© ds [ pi(dy)p(ei + s, — y)pils + 1, y).

Dans une deuxiéme étape, on utilise cette derniére formule pour démontrer les majora-
tions (I1.29) et (IL.30). Soit 7' > 0 fixé. Soit une fonction ¢ € Hj . On conserve la notation
Je(r,z) := [°ds [ p(dy)e(s+7,y)p(e + s,z —y). Remarquons qu’en utilisant successivement
les majorations (IL.1) et (I1.2), il vient pour ¢,&’ € (0, 1]:

Ta(ry2) — T )|<c||¢||/”ds/ du
r,z) — Jo(r,z)| < —
j ’ 0 [ste,s+€] u?=h
<clloll 1oz(r) |e — €, (11.34)

ou on a utilisé w A1 > cu pour u € [0,T + 1].

Nous appliquons alors (I1.33) avec @1 = —ps = @, €1 = €, €9 = € et p1 = py =
Remarquons que dans ce cas ¢; = J; — J! et donc d’apres le calcul précédent, on a |cy (r, ©
cllell 1om(r) e — ¢’|’. Une récurrence simple montre |c,(r, z)| < ¢|l¢||™ 1po,r(r) e — €
La majoration (I1.29) découle alors de (I1.33).

Pour la majoration (I1.30), a l'aide des arguments ci-dessus, on remarque qu’il suffit de
montrer que

= ~—

| n

er(ryz) = /0 " s [ pdn)os + )L+ e+ 5,0 —)

est majoré par c||p|| 1j.41(r) [t — ¥/ | Or cette derniére majoration est une simple application
de (I1.2). a

Preuve de la proposition I1.5.1. Pour toute fonction ¢ € Hp, on pose

T () := lim inf(Vp(e), )-
On a vu au début de cette partie que p.s. pour toute fonction ¢ € Hjy, ’application
e — (Vy(e),¢) est continue sur (0,00). Le lemme de Kolmogorov et la majoration (II.29)
montrent que cette application admet une limite & droite en 0. En particulier, pour tout
¢ € Hy, p.s., liminf, ,o(V,(e), ) = lim.0(V,(¢), ¢).
On désire ensuite obtenir une formule pour les moments de F;,. Pour cela, on part de
la formule (I1.32), avec ¢ € Hp. On conserve les notations introduites dans la preuve du
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lemme précédent. Remarquons que les arguments de la démonstration de (I1.34) entrainent
la convergence de J.(r,z) vers [;°ds [ p(dy)e(s 4+, y)p(s, z — y) pour la convergence simple
bornée. La définition des fonctions ¢, montre alors que le terme de droite de (I1.32) converge
quand & — 0. De plus d’apres (11.29), (V,(e), ) converge vers I', (o) dans LP(IPnX) pour tout
entier p. Par passage a la limite dans (I1.32), on obtient alors une formule pour les moments
de T

P \k k
B ] =p Y C S [men o)
k=1

ni+---+ng=p 1=1

ou les fonctions ¢y, sont définies par la formule (I1.17) avec la condition initiale ¢;(r,z) =
1% ds [ p(dy)p(s, = — y)e(s +7,9). On remarque alors grace & (I1.2) que pour toute fonction
@ € Hy, on a B T, (|¢p]) < oo.

Montrons qu’il existe une variable aléatoire I', & valeurs dans I’espace des mesures positives
sur RT x R? telle que pour toute fonction ¢ € Hy, p.s. (T'p, ) = lime_,0(V,(€), p).

On voit immédiatement que I‘;, est p.s. linéaire (i.e. pour tous réels a, b, pour toutes
fonctions ¢, ¢ € Hp, on a p.s. T',(ap + bp) = al',(p) + bL,($)), p-s. positive (i.e. si ¢ € Hy
est positive alors p.s. I'(¢) > 0) et p.s. finie sur [0, 7] x R? pour tout T < 0. Soit (¢m)meN
une suite croissante de fonctions positives de HbT qui converge simplement vers o, € HbT .
A Taide de la formule pour les moments de I'), (avec ¢ = Yoo — ), et d’un argument de
convergence dominée, il est ais¢ de vérifier que I',(¢p) converge dans LP(P;) vers T (¢oo)-
Or la suite I',(¢m) est p.s. croissante et majorée par I')(¢), on en déduit qu’elle converge
p-s. vers I',(¢c0)-

On utilise alors un résultat sur l'existence de noyaux qui découle facilement de la proposi-
tion 4.1 de [34]. Soient E un espace lusinien, (€2, G) un espace mesurable et (IP;);cr une famille
de probabilités sur (€2, G). Dans ’énoncé suivant, p.s. signifie P;-p.s. pour tout 7 € I. Soit A
une application définie sur {f € B(E), || f]| < co} x Q & valeurs dans R, telle que pour toute
f € B(E) bornée, A(f) est G-mesurable.

Lemme I1.5.3 On suppose que A est p.s. finie, linéaire positive et que pour toute suite crois-

sante (fm)men, fm € Bor(E), qui converge vers f € By (E), on a p.s. A(fm) T A(f).
Alors il existe un noyau fini K de (2,G) sur (E,B(E)) tel que pour toute fonction bornée

f €B(E), on a p.s. K(f) = A(f).

On applique le lemme en prenant (Q, G, (P;)icr) = (2%, G%, (PnX)ner), pour tout entier n,
E, := [n,n+ 1) x R?, et pour tout f € B(E,), la variable aléatoire A,(f) := I',(f). Pour
tout entier n, A, vérifie les hypothéses du lemme ci-dessus. Donc il existe un noyau K, de
(QX,G%) sur (E,, B(E,)) tel que p.s. K,(f) = Ap(f). On peut alors considérer le noyau I',
de (X, GX) sur (Rt x R?, B(RT x R%)) défini par:

Fp((p) = Z Kn((pl[n,n—l—l)XRd)'
neN

Comme T, est p.s. linéaire, on a pour tout ¢ € Hy, p-s. T'y(¢) = I',(¢). On a donc obtenu la
premiére partie de la proposition. La formule (I1.28) découle des formules ci-dessus pour les
moments de T,.

Enfin remarquons que pour tout ¢ € Hp, on a la convergence p.s. de (V,(e),p1jp ) vers

(T'p, ¢1jo,q). Donc il est clair que le processus (fg L,(ds,dy)p(s,y),t > 0) est adapté a la
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filtration (ggf)tzo. De plus a l’aide du lemme de Fatou et de I'inégalité (I1.30), on a pour tout
entier p

EY ”/Fp(ds,dy)w(s,y)l[t,t'](S)] ] < My ||| |t — /|

Comme le processus ( f(f I',(ds,dy) |¢(s,y)|,t > 0) est croissant, on déduit de I'inégalité pré-
cédente et du lemme de Kolmogorov, que ce processus est p.s. continu. O

I1.6 Le temps local associé & D

On rappelle que I’on note D = supp o et D" I’ensemble des points de R¢ réguliers pour
D pour le mouvement brownien. On introduit maintenant les éléments nécessaires & la dé-
monstration des théorémes de représentation du super-mouvement brownien avec catalyse.
On rappelle d’abord les résultats de [44]| concernant le temps local de D" et les formules
d’excursions. On étudie ensuite un cas particulier utile pour les formules de représentation.

Le temps local associé a D

On pose M := {t > 0,B; € D"}. Comme l'ensemble D\D" est polaire (cf [53]), on a
p.s. M = {t > 0,B; € D}. L’ensemble aléatoire M est p.s. un fermé de (0, 00). Le processus
1p(B;) étant optionnel, ’ensemble M l’est aussi. Il est de plus homogeéne en temps i.e. pour
tout t > 0,

(M —t)Nn(0,00) ={s>0,Bs060; € D} = M o 6,.
On utilise les notations classiques suivantes (cf [44]):

R:=Tp =inf{s > 0,s € M};
Rt !ZROHt;
G :={t>0,R._ =0, R, > 0}.

L’ensemble G est 'ensemble des extrémités gauches dans (0, 00) des intervalles contigus & M.
L’ensemble G est p.s. dénombrable et p.s. G C M. Comme D" est régulier pour lui méme,
p-s. M ne posséde pas de points isolés.

D’apres [44], il existe une unique fonctionnelle additive continue L de B telle que

E, [ /0 et st] =E,[e & (I1.35)

On a p.s. (supp dL¢)[((0,00) = {t > 0,B; € D"} = M. Au sens de [9], le support de la
fonctionnelle additive L est D". On dit que la fonctionnelle additive est le temps local de M
ou le temps local de D".
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La formule d’excursion

On note ws la fonction constante égale 4 § sur RT. Rappelons que ’on s’est placé sur
I'espace canonique 2 = D(R*,R?|J{6}). On définit la fonction i5 de Q dans © pour tout
s > 0 par:

is(w)(t) =w(t+s) si 0<t<R;
is(w)(t) =6 si t> Rs.

On note F := o(Bs, s € RT). Le résultat suivant est un cas particulier de la proposition 9.2
de [44].

Proposition I1.6.1 ( Maisonneuve ) Il existe une famille universellement mesurable de
mesures o-finies sur (Q, F°), (H®)zepr, telle que pour tout processus Z prévisible positif, et
pour toute fonction f € FO positive vérifiant f(ws) =0, on a

ZZsfois] =E, [/OOOZSHBS(f)dLS] .

seEG

E,

Par des arguments classiques de classe monotone, on généralise cette égalité & une fonction
positive f € B(R") @ F°.

Lemme I1.6.2 Avec les notations de la proposition précédente, pour tout processus Z prévi-

sible positif et pour toute fonction positive f € B(R') @ F° wvérifiant f(.,ws) = 0, on a la
relation

Ey

ZZSf(s,.)oz'S] =E, [/oo Z HB:(f(s,.))dLs

sEG 0

Un cas particulier

Donnons un exemple utile pour la suite: soit une fonction positive ¢ € FO telle que
d(ws) = 0, et soit t un réel positif fixé. On pose pour tout réel s positif et pour tout w € €,
f(s,w) := ¢ois s(w)1py(s). Remarquons que la fonction positive f € B(R) ® FO. On peut
alors calculer:

E, > Zdsapoirsois

SEG
=By [1{pet, tgm} Zg 0 it

ZZsf(Sv') ois] = Ex

sEG

ou gy :=sup{s <t,s € M} (la condition {R < t,t ¢ M} est équivalente & 0 < g < t). En
prenant Z := 1 et ¢p(w) := ¢(w(0)) ot p € B (R?), et en utilisant le lemme 11.6.2, on trouve:

B /ooo Lct HP(p(w(t — $)))dLs = By [p(B:) 15y 1p,e e (I1.36)
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I1.7 Formules de représentation

Dans ce paragraphe et le suivant, on fait I’hypothése suivante (H’): La mesure de Revuz
notée p associée au temps local L vérifie la condition d’intégrabilité (H). Rappelons (cf (I1.6))
que L et u sont liés par la relation: pour tout ¢ € Byy (RT x RY),

By /000 ©(s, Bs)dLs = /n(dw) /000 dS/u(dy)p(saw—y)w(s,y)- (IL.37)

La condition (H’) est automatiquement vérifiée lorsque d = 1. En dimension supérieure,
nous montrons en appendice que la condition (H’) est vérifiée dés que D satisfait une hypothése
de régularité assez faible. En général, on sait seulement que |, B(z1) |z — y| %" u(dy) (resp.
[ log,. (\a: — y|_1) p(dy)) est uniformément borné sur R? si d > 3 (resp. d = 2), ce qui est
légérement moins fort que I’hypothese (H) sur p.

On note @; le semigroupe de transition du mouvement brownien tué sur D: pour tous
¢ € Byr(RY), (t,z) € RT x R?,

Qup(z) := By [0(Bi)ljeryy] -

Enfin pour toute mesure n € My, on note nQ; la mesure sur R? définie par (nQy, ) =

(7, Qep), @ € By (RY).
Pour tout réel ¢ > 0, pour toute fonction ¢ € By, (R?), on considére la fonction:

v (s,2) := Lyt HE[po iy s|1pr(z), (s,2) € RT x RE,

ou pour tout w € Q, Pp(w) := Y(w(0))1pe (w(0)). On a déja remarqué que 'application (s,w) +—
$oir_s(w) est B(RT)® F-mesurable. Comme (H®) est une famille universellement mesurable,
la fonction 7 est B*(R* x R?)-mesurable. De plus elle est & support dans [0,#] x R?.

Grace a 'hypothése (H’), il est possible de considérer la mesure aléatoire I', construite
dans la proposition I1.5.1 pour p = p. Il existe un unique prolongement de ', a B*(R* x R%)
que I’on continue de noter I'y,. On introduit pour tout ¢ > 0 la mesure aléatoire ©; définie
pour tout ¢ € By (R?) par

(©1,0) = (T, 7f) = /Tu(ds,dy)ls<tﬂy(<ﬁ(w(t —5)))- (I1.38)

On vérifie facilement que le processus © = (O,¢ > 0) est a valeurs dans M. En effet, pour
@ € By (R?), on a en utilisant successivement (I11.28), (I1.37), et (I1.36):

E'i((@ta(P) = Ei((ru,’)’f)
+00
= /n(da:)/o ds/u(dy)p(s,w—y)vf(s,y)

+00
—E, [ AL [pl(t— 5)] 1
0
= [‘P(Bt)l{t>TD, BtEDC}] ;

Remarquons que supp ©; C D°.
Le théoréme suivant fournit une représentation de la mesure X; sur le complémentaire de
D. Cette représentation fait intervenir deux termes. L’un, 1@, correspond intuitivement aux

41



“particules” qui n’ont pas visité I’ensemble de catalyse entre les instants 0 et t. L’autre, Oy,
rend compte au contraire des particules “libérées” par I’ensemble de catalyse.

Théoréme I1.7.1 Pour toute mesure n € My, IP’nX—p.s., on a pour tout t > 0,
1DC-Xt = ®t + 77Qt.

Preuve. Soit un réel ¢ > 0 fixé. Il est facile de généraliser la formule (II1.33) de la maniére
suivante: pour tout entier p, pour € > 0, pour toutes fonctions bornées f € Hy, ¢ € B(]Rd),
on a

x (ke :
EY [(Vi(el )+ (Xe)Pl=p! Y == > [[menO),

k=1 ) ni+--+ng=p i=1

ou les fonctions ¢, sont définies par la récurrence (I1.17) et la condition initiale

[e.e]
() = [ ds [ wldnpte + 5.y = D)+ 5,9) + 1oV D(Br).
En utilisant les arguments de la preuve de la proposition I1.5.1, on obtient par passage a la
limite:
X L\ (—1)k+ -
By [(Cw )+ Ko)W1 =91 ) —5— > [lmnew(0), (T1.39)
k=1 ni+--+ng=p 1=1

ou les fonctions ¢, sont définies par la récurrence (I1.17) et la condition initiale:

er(ryz) = /0 s [ uldi)plo,y = 105 +5,9) + g (EAHB).

Remarquons alors que par des arguments de convergence dominée et d’uniforme intégra-
bilité, le résultat s’é¢tend aux fonctions f € B(Rt x R?) telles que

o
sup / ds / w(dy)p(s,y — ) | £ (r + 5,9)] < o0 (I1.40)
z€R4 reR+ J 0O

(cette condition assure que les fonctions ¢, intervenant dans le membre de droite de (I1.39)
sont uniformément bornées). Il s’é¢tend alors immédiatement aux fonctions f € B*(Rt x R?)
satisfaisant (I1.40).

Soit une fonction ¢ positive bornée a support dans D°. La fonction f = vf vérifie (I11.40).
En effet, en raisonnant comme dans le calcul effectué ci-dessus pour Eff (B4, ), on a:

/0 ds / w(dy)p(s,y — £)rf -+ 5,9) = Lo, (N Ex [0(Brr)Liorsty 51 e0ey] -

On peut appliquer la formule (I1.39) avec le choix f =/, 9 = —¢. Dans ce cas on a

ci(r,x) = /Ooo dS/u(dy)p(s, y — )y (r + 8,9) — Ljo,4(r)Ezp(By—r)

= l[O,t] (T)EE [(p(Bt—r)]-{t—r>TD7Bt_reDc} — (p(Bt—r)]
= —10,4(r)Es [0(Bt—r)L{t—r<7p}]
= —1j9,4(r)Qt—rp(z),
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ou pour la troisiéme égalité, on a utilisé le fait que ¢ s’annule sur D. En particulier ¢;(r,z) =0
si z € D". Comme la fonctionnelle A ne croit p.s. quesur {s > 0,B; € D} = {s > 0,B; € D"},
on en déduit aussitot que

1 o0
(0, 7) = —3E, / ¢1(s, By)?dA, = 0.
0

Ces observations nous permettent de calculer pour tout ¢ > 0,

EY [((069) + (1Qe, ) — (X1,9))°] =By [(©1,0) — (X, ))?]
+ (1Qt,)* + 2(nQs, ©)E [(O1, ) — (X1, )] . (1141)

D’apres (I1.39) et les calculs ci-dessus pour les fonctions ¢1(0, ), c2(0, ) on a

EY [(©4,9) — (Xt,90)] = (n,¢1(0)) = —(nQ4, ©),

By [(01,0) — (X1,0))°] = =2(1,2(0)) + (1, ¢1(0))* = (1Q1, 9)*.

Il en découle aussitot que le terme de droite de (II.41) est nul, et donc pour tout ¢ > 0,
PYX-p.s., (Xi,0) = (O, 9) + (1Qt, ¢). Enfin, il est facile de vérifier que le processus ((©; +
NQt, ), t > 0) est IP;’f -p.s. continu (voir les arguments de la partie suivante). D’apres la partie
I1.4, le processus ((X¢,p),t > 0) est ]P’nX—p.s. continu. Donc on a IP’é(—p.s. pour tout ¢ > 0,
(Xt,0) = (O + 1Q4, ¢). Il en découle que IP’,]X—p.s. pour tout t > 0, 1pe. Xy = O +nQ¢. O

Corollaire I1.7.2 Supposons que D soit de mesure de Lebesque nulle. Alors Pi(—p.s., pour
tout t > 0,

Xi = 04 +nQ.

Preuve. D’aprés le théoréeme 11.4.9 le processus (X;,1p) est p.s. continu sur (0,00). La
formule de moment d’ordre 1 (II.22) et '’hypothése sur D montrent que pour tout ¢t > 0,
IP’nX((Xt, 1p) = 0) = 1. On en déduit que p.s. pour tout ¢ > 0, (X¢,1p) = 0. Le corollaire
découle alors du théoréme I1.7.1. O

I1.8 Existence et régularité de la densité du superprocessus X
par rapport a la mesure de Lebesgue en dehors de D
A T'aide de la formule de représentation précédente, il est alors possible de démontrer

lexistence et la régularité de la densité du super-mouvement brownien avec catalyse. On note
A le Laplacien en dimension d.

Théoréme I1.8.1 Soitn € My. ]P’nX—p.s., pour tout t > 0, la mesure aléatoire X; posséde sur
D¢ une densité z(t,y) par rapport a la mesure de Lebesgue. Cette densité est de classe C™
sur (0,00) x D€. De plus on a ]P’,IX—p.s. pour tout (t,y) € (0,00) x D°,

0z 1
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Preuve. On note g la densité de transition du mouvement brownien tué sur D: pour tout
(t,z,y) € (0,00) x R? x R?,

q(t,z,y) == p(t,z —y) — By [11,<tp(t — Tp, Bry, — y)]. (11.42)

On définit D, := {z € R?,d(z,D) <&} et T. := inf {t > 0,w(t) € D¢}. En utilisant la pro-
priété de Markov forte des mesures H* pour le noyau de transition Q¢ (cf [44] théoréme 5.1),
on obtient pour toute fonction ¢ positive mesurable a support dans D§,, pour tous u < ¢ et
pour tout z € D",

H*(p(w(t —u))) = H* (/ q(t —u =T, w(Te),y)1t-uT.0 w(y)dy>

= /dy (,O(y)Hw (q(t —u-— Tsaw(TE)a y)lt—u—Te>0) :

En reportant cette égalité dans la définition (II.38) de la mesure aléatoire ©, on voit que la
mesure ©; posséde une densité @, par rapport a la mesure de Lebesgue. Cette densité est
donnée pour tout y € D§_ par

0u(y) == / T (du, dz) HE (gt — 1 — To 0(T.), y) Lt 0) - (11.43)

Pour étudier la régularité de 6;, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme I1.8.2 Pour tout x € R?, la fonction (t,y) — q(t, z,y) est de classe C™® sur (0, 00) X
D¢ et pour tous n € N, m € NP, pour tous e >0, oo > 0, on a

n+m
sup {‘ q(t,z,y)

W ;t>0,zE]Rd,yED§,\z—y|>5o}<oo.

De plus pour tout © € R*, on a:

dq 1
E(taxay) = EAyQ(ta-'an)a (tay) € (0,00) x D°.

Preuve. La premiére assertion du lemme se démontre par récurrence a l’aide de 1’expression
de ¢ dans (I1.42) et grace a des arguments classiques de dérivation sous le signe somme. La
deuxiéme assertion est classique. O

Lemme I1.8.3 On a pour tout € > 0, sup,epr H* [T, < o0] < 0.

Preuve. Soit rg > 0. En utilisant la propriété forte de Markov sous la mesure H?, il vient:

H*(Tp > rg) > H* (T < 00,Tp — T > 1p)
> H” (T, < 00, By [Tp > r0))
> H* (Ta < 00, By, )[Vs <o, |Bs — mo| < %)hwo:w(Ts)])
>cH® (T; < 0).

De plus on sait par [44] théoréme 4.1 que pour tout z € D", on a H®(1 —e TP) < 1 ce
qui implique que H*(Tp > rg) < [1l — e "]~ < oo, pour tout ry > 0. On en conclut que
supgepr H* [T, < 00] < 00. O
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Fin de la preuve du théoréme I1.8.1.
On vérifie aisément a ’aide du lemme I1.8.2 ci-dessus que la fonction (¢,y) — [ ¢(t, =, y)n(dz)
qui est la densité de la mesure nQ; par rapport a la mesure de Lebesgue, est de classe C'*° sur
(0,00) x D°. De plus cette fonction est solution de I’équation de la chaleur sur (0,00) x D°€.
On a vu que ©; posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue donnée par (I1.43).
Un argument de convergence dominée reposant sur les lemmes 11.8.2, I1.8.3 et la propriété
(I1.27), montre que la fonction (¢,y) + 6:(y) est continue sur (0,00) x D¢ en dehors d’un
ensemble de probabilité nulle. Un raisonnement par récurrence utilisant les mémes arguments
et le théoréme de dérivation sous le signe somme montre que p.s. la fonction (¢,y) — 6:(y)
est de classe C*°. Enfin, comme la fonction (¢,y) — q(¢,z,y) est solution de I’équation de la
chaleur sur (0, 00) x D€, on vérifie a l’aide de (I1.43) qu’il en est de méme pour 6. On conclut
alors a I’aide du théoréme de représentation. O

Remarque. Lorsque D est de mesure de Lebesgue nulle, les théorémes I1.7.1 et I1.8.1 en-
trainent que p.s. pour tout ¢ > 0, X; est absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue. On obtient ainsi une généralisation d'un résultat de [14] pour le cas d’un point de
catalyse en dimension un (voir aussi [15] pour certaines extensions en dimension supérieures).

II.9 Mesure martingale orthogonale associée & X

Les résultats de cette partie sont vrais sans ’hypothése (H’). On utilise les mesures aléatoi-
res construites dans le paragraphe I1.5 pour identifier la mesure de covariance de la mesure
martingale associée & X. Rappelons d’abord briévement la construction de cette mesure mar-
tingale.

2
On note Cg ! I'ensemble des fonctions bornées ¢ € C(RT x R?) telles que % et %—‘f

. . . . . 2,1 - 15
existent et soient continues bornées. Pour toute fonction ¢ € Cb’ , on considere

t
M= (Xispl0) = (o 0(0) = [ (X0 52060 + J000) ) .

Le membre de droite est bien défini, car le processus (X, g—f(s) +3Ap(s)) est p.s. continu sur
[0,%]. En utilisant la propriété de Markov du processus X, et le calcul des moments de X, on
vérifie facilement que le processus (M, t > 0) est une (G;¥ );>o-martingale. Remarquons que
grace a la propriété de Markov du processus X, et aux formules (I1.22) et (I1.23), on calcule
pour toutes fonctions ¢, ¢ de classe C’g o1

tAs
B Motg, = [ nida) [ au [ ot — e )t (11.44)
La martingale (Myy,t > 0) est donc de carré intégrable.

De plus 'application ¢ — M est une isométrie d’espace vectoriel de Hp () CZ ! muni de
la semi-norme

o0
lol? = E, /0 o(u, B,)2dA,

dans l'ensemble des martingales continues de carrés intégrables muni de la norme Ei(Mgo
Par des arguments de densité, on peut prolonger M a tout Hp. Il est alors facile de vérifier
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que dans la terminologie de [60], M est une mesure martingale. De plus on déduit de la
formule (I1.44) que pour tous A, B € B(RT x R?), tels que A(B = @, on a pour tout ¢ > 0,
EX (M14);(M1pg); = 0. Par définition M est alors une mesure martingale orthogonale.

Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, rappelons que puisque la mesure
o vérifie la condition (H), on peut considérer la mesure aléatoire I, construite dans la propo-
sition I1.5.1. On identifie alors la mesure de covariance de M & 'aide de la mesure aléatoire
I,.

Proposition I1.9.1 Pour toute fonction bornée ¢ € B(RT x R?), p.s. pour tout t > 0, on a

t
< My >t:/ T, (ds, dy)o(s,y)?.
0

Preuve. On utilise les notations du paragraphe IL.5. D’aprés la définition de V() avec
p = o, et en utilisant la propriété de Markov pour X, on a pour toust >0, s >0, € > 0,

t+s
B [ Ve, diyotu? | 67|
- / s (de) /ot d“/ o(dy) / dz p(u,z — 2)p(e, 2 — y)p(u + 5,9)°.

Par un argument de convergence dominée utilisant & nouveau (II.2) et (II.3) , le membre de
droite de 1’égalité ci-dessus converge vers

[xua) [(au [ota) plas —vyotu+ 5.0 =B, [ ptu+s, B dA,

De plus on a vu que la variable aléatoire (V,(€), 1 45)) converge vers (I', 1[5 45) dans
L? (]P’é( ). On a donc finalement par passage a la limite:

t+s t
Ey [ / Lo (du, dy)e(u, y)* | GSX] = Ex, / o(u+ s, By)?dAy.
s 0

Par ailleurs, en utilisant la propriété de Markov du processus X et la formule (II.44), on
obtient pour tous t > 0, s > 0,

t
EX [[Morys]? | GX] = [M,)? + Ex, /0 (s + 1, B,)2dA,

Comme le processus ( f(f Ly (ds,dy)p(s,y)?,t > 0) est croissant, continu, adapté et nul en 0,
le processus

t
(< Mip >0 = [ Tolds,dy)pts, st 2 o)
0

est une martingale continue & variation finie nulle en 0. Cette martingale est donc identique-
ment nulle. O
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Appendice

On désire donner une hypothése sur D qui entraine la condition (H’) introduite dans
le paragraphe IL.7. Rappelons que B désigne un mouvement brownien d-dimensionnel. Soit
Cn(z) = {y e R4, 27" < |z — y| < 27"} pour tout z € RY. On introduit 'hypothese (H”):

— sid =2, il existe une constante b > 0 et un entier ng tels que pour tous € D, n > ny,

inf Py(TD < TCn(w)) >b>0,
ya‘m_y|:27n74

ot TC’n(w) = 1nf{t >0,B; € Cn(w)},

— sid >3, il eriste une constante b > 0 et un entier ng tels que pour tous ¢ € D, n > nyg,
cap(D ) Cu(x)) 2 beap(Ca(x)),

ot cap(A) est la capacité newtonienne (cap(Cy(z)) = ¢(d)2~™4=2)),

En dimension d > 3, 'hypothése (H”) est vérifiée lorsque D est ’adhérence ou la frontiére
d’un domaine lipschitzien (borné) ou bien encore si D est une sous variété de dimension d — 1.
Lorsque d = 2, on voit facilement que '’hypothése (H”) est satisfaite si D est un compact
connexe non réduit & un point.

Lemme La condition (H”) implique (H’).

Preuve. Rappelons que (F;,t > 0) désigne la filtration complétée associée & B. Soit ¢ une
variable exponentielle de paramétre 1 indépendante de B. Soit

Lp:=sup{t >0,t<(,B, € D}

avec la convention usuelle sup{(} = 0.
Montrons dans un premier temps que pour tout 8 € (0, 1),

_ dy
E, [‘CDﬁl»CD>0] > 0/ M(T)Z-ﬂﬂ’

(I1.45)
B(z,1) |T — Y|

ou p est la 1-mesure d’équilibre de D (cf paragraphe I1.7) et la constante ¢ ne dépend que de
d et de 8. Remarquons que

Py [Lp > 0] =P, [Tp < (] =E, [e7P].
11 découle de (I1.35) et de (I1.37) que P, [Lp > 0] = [ [;° e ¥ p(s,z—y)ds p(dy). On déduit de

'égalité ci-dessus et de la propriété de Markov (voir [53] p.61-62) pour le processus (Biac,t >
0), que

P, [Lp > ] = /t Tds o [ plssz = vty

Donc on en déduit alors que pour 0 < 8 < 1,
/3 [e.e]
B (£ 1ep50] = [ ds s [ pls,a = putan)
0
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et l'inégalité (I1.45) en découle facilement.

On veut ensuite majorer le terme de gauche de (I1.45). Soit & € D. Sous 'hypotheése
(H”), on a Py-p.s., Lp > 0. On note Sy := sup,«; | By — z|. Soit la suite de temps d’arrét
Op == inf{t > 0,5 > 2_4"}. On a alors pour tout m > 1,

2m—1
P, [Scp <278 <P, [ ﬂ {Vt € [ons1,04), Bt ¢ D}| + P, [¢ < 0] (11.46)
On a facilement P, [ < 0] < By [o] = 273, [0g].
Si d =2, on a par (H”): pour 4n > nyg,
P, [3t € [opt1,04), BL € D | Ff, 1] > b> 0.

Si d > 3, on vérifie aisément (cf [36] p256) que pour 4n + 2 > ny,
P, [3t € [0n11,00), Bt € D | Fo,ppy] > By [B € [ons1,00], B € D\ Cina(@) | Fo |
> ¢ 2Unt2=2) cap(D ﬂ Cin+2())
>cd >0,

d’aprés 'hypothése (H”). Remarquons que ¢’ est indépendant de z. On peut supposer ¢’ €
(0,b A (1/2)). Par applications successives de la propriété de Markov forte a (I1.46), il vient
en utilisant les majorations ci-dessus, pour tout m > (ng + 2)/4,

2m—1

P, [Sep < 27°] < ( I] a- c’)) +27%" R, [o0]

n=m

<c(l1-c)™.

On choisit ensuite 4/ > 0 (indépendamment de z), tel que 287 (1 — ¢/) < 1, et il vient:

o
E, 877 <1+ 2n98p, [5, <278 <, (11.47)
n=0
ol c est indépendant de z.
D’autre part, pour tout § € (0,1/2) et pour tout p > 0, on sait que

£ fae ()] <0t <o 4

t<1

A Taide de l'inégalité de Holder on déduit facilement de (I1.47) et de (II1.48) que pour
0<pB<df,

] < [ieonn]

g B/é 55
LpAl —
- ((ﬁpi\l)(s) I

Finalement, en utilisant la propriété de Markov forte, on a pour tout z € R,

B, [£5'1250] = Eo [1TD<OOEBTD [(a+£p) ] a:TD] <c.

On déduit de la majoration ci-dessus et de (I1.45) que ’hypothése (H’) est vérifiée. O
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Chapitre II1

Quelques propriétés de I'image du
super-mouvement brownien

IT11.1 Introduction

Super-Brownian motion, denoted here by X = (Xy,t > 0), is a measure-valued process
in R%. It can be obtained as a limit of branching Brownian particle systems. We refer to
Dynkin [24, 28] for such an approximation in a more general setting. Another way to study
super-Brownian motion, is to use the path-valued process, called the Brownian snake, which
was introduced by Le Gall [38, 40]. For every bounded Borel set A C R? we denote by
A® = {z € R%;d(z, A) <} and by |A| the Lebesgue measure of the set A. Recently Tribe
[59] proved a convergence result for the volume of the e-neighborhood of the support at
time ¢ > 0, supp X%, of super-Brownian motion in dimension d > 3. More precisely, Tribe
showed that the quantity £2~¢|(supp X;)° N A| converges a.s. to a deterministic constant
times [ 14(z)X;(dz). Using results of Le Gall [39] on hitting probabilities for the Brownian
snake, we give a similar result for the range of the Brownian snake. As a corollary, we get the
analogous result (theorem III.3.1) for the range of super-Brownian motion after time ¢ > 0,
Ri(X) defined as the closure of Us>isupp X,. More precisely, we show that there exists a
positive constant ag depending only on d such that for every Borel set A C R*, d > 5, for
every t > (0, we have a.s.

e—0

lim £ [Ry(X)° N A| = ag /t " ds / 14(2) X, (d2). (TTL1)

Pemantle and Peres [47] defined the notion of capacity-equivalence for two random Borel sets,
and later Pemantle and al. [48] showed that the range of Brownian motion in R%, d > 3, is
capacity-equivalent to [0, 1]2. As a consequence of the previous results , we show (proposition
I11.5.3) that a.s. on {X; # 0}, the set supp X; C R?, d > 3, is capacity-equivalent to [0, 1]2,
and that a.s. the range R;(X) C R%, d > 5, is capacity-equivalent to [0, 1]*.

Let us now describe more precisely the contents of the following sections. In section I11.2,
we recall the definition of the path-valued process W = (W, s > 0) called the Brownian snake.
The process W takes values in the set W of all stopped paths in R¢. A stopped path w is a
continuous mapping from [0, {(y)] to R?. The nonnegative real ((w) 1s called the lifetime of w.
We denote by w = W(C(W)) the end point of the stopped path. For every fixed s > 0, the law
of W, is the law of a Brownian motion in R? started at xo stopped at lifetime ¢; = Cw,)- The
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lifetime process evolves as a reflecting Brownian motion in R*. Conditionally on (s, s > 0),
W is a time-inhomogeneous Markov process whose transition kernels are characterized as
follows, if s’ > s > 0:

- Wy (t) = Wi(t) for every 0 <t <inf [, o G =: m(s,s").

- The path (Wy (t + m(s,s")) — Wg(m(s,s')),0 <t < (s —m(s,s’)) is independent of W
and distributed as a Brownian motion in R?, started at 0.

Since obviously the trivial path x¢ (with lifetime ¢ = 0 and x((0) = z) is a recurrent
point for W, we can consider the excursion measure Ny, away from {x¢}. Under Ny, the
lifetime process ((s, s > 0) is distributed according to the It6 measure of positive excursions
of linear Brownian motion. We set o = inf{s > 0;{; = 0} which represents the duration of
the excursion. We define a measure-valued process Y on R? by setting for every t > 0, for
every nonnegative measurable function ¢ on R¢,

~

(Yinp) = /0 A

where [ is the local time at level ¢ of the lifetime process (s, s > 0). As usual the range of
the Brownian snake is defined as

R(W) = {W,(t);0<t<(,0<s<a}.

Let v be a finite measure on R?. Let Y, ;i be a Poisson measure on C(RT,W) with
intensity [ v(dz)Ng[-]. We define a measure-valued process X = (X;,¢ > 0) by Xo = v and
for t > 0, Xy = Y_,c; Y2(W?). Then X is a super-Brownian motion in R with Xo = v (we
will write PX for the distribution of this process).

In section II1.2.3, we consider T, ) the hitting time for the Brownian snake of the closed
ball with center z and radius e (denoted by B(z,¢)):

Tioe) = inf{s >0;3t € [0,¢5], Ws(t) € B(:c,e)} .

The function u(z) = Ny [T{;,.) < 00| = —log IP’gz [Ro(X) N B(z,e) = 0] is the maximal non-
negative solution of Au = 4u? on R¥\B(0,¢) (see Dynkin [25]). We have |[R(W)* N A| =
i) 4dr 1 {Toey<o0}” The study of this quantity relies on the explicit law of (WT(W),CT(W)

under Ny, . This law has been computed by Le Gall [39, 43]. It is closely related to the law of
the process (25,0 <t < 7¢), defined as the unique strong solution of

Vue(z§ — x)

ue (7§ — 7)

where 3 is a Brownian motion in R? started at By = zo and 7¢ = inf {t > 0; |z§ — z| = €}.
In section III.3, we state the main result on the convergence of the volume of the e-
neighborhood of R¢(X). The method of the proof is completely different from the one used
by Tribe in [59]. The proof of (III.1) is derived from the convergence of the volume of the
g-neighborhood of the range of the Brownian snake in L?(N,,) (proposition I11.3.3).
Section I11.4 is devoted to the proof of the latter convergence. The proof of the L?(N,)
convergence is somewhat technical because we need a precise rate of convergence. The deri-

dz; = dp; + dt, for 0<t<7°,

vation of this estimate relies heavily on the explicit law of (WT(x,E),CT(x,E)) under Ny, . It also
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depends on precise information on the behavior of the function u; at infinity and on the law
of 7¢. These results are given in appendix.

In section II1.5 we prove the results on capacity-equivalence for the support and the range
of super-Brownian motion. Let f : [0,00) — [0, 00] be a decreasing function. We define the
energy of a Radon measure v on R% with respect to the kernel f by:

7;0) = [ [ £(2 - swidaviay),

and the capacity of a set A C R% by

cap;(A) = [,,(iﬂli 1zf(y)] o

Following the terminology introduced in [47], we say that two sets A1 and As are capacity-
equivalent if there exist two positive constants ¢ and C such that for every kernel f, we
have

ccapp(A1) < capy(Ag) < Ccapp(Ay).

Proposition II1.5.3 states that a.s. the set supp X; C R%, d > 3, is capacity-equivalent to
[0,1]2, and that a.s. the range R;(X) C R?, d > 5, is capacity-equivalent to [0,1]*. The proof
follows the method of [48]. For every measure u on R?, we set

o —a'f?

5.0 = [ ndoyutas' WQXP‘T-

Theorem I11.3.2 (from Tribe [59]) and the convergence of e4=25.(Y;) under the excursion mea-
sure (lemma I11.5.4) give the desired result for the support of super-Brownian motion. For the
capacity-equivalence between R;(X) and [0,1]*, we use theorem II1.3.1 and the convergence
for the Brownian snake of ed_QSs(ftT ds Y;) (lemma II1.5.5).

II11.2 Preliminaries on the Brownian snake and super-Brownian
motion

We first introduce some notation. We denote by (My, M) the space of all finite measures
on R?, endowed with the topology of weak convergence. We denote by By (RP), respectively
By (RT x R?), the set of all real bounded nonnegative measurable functions defined on RP,
respectively on Rt x RP. We also denote by B(RP) the Borel o-field on RP. For A € B(RP), let
CI(A) = A be the closure of A. For every measure v € My, and f € By (R%), we shall write
[ f(y)v(dy) = (v, f). We also denote by supp v the closed support of the measure v. If S is
a Polish space, we denote by C(I,S) the set of all continuous functions from I C R into S.

I11.2.1 The Brownian snake

We recall some facts about the Brownian snake, a path-valued Markov process introduced
by Le Gall [38, 40]. A stopped path is a continuous function w : [0,(] — R%, where ¢ = Cew) 18
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called the lifetime of the path. We shall denote by W the end point w(¢). Let W be the space
of all stopped paths in R?. When equipped with the metric

d(w,w") = [Cw) — Cowr) +Sl>1%> [W(s A Cwy) = W'(s A L)),

the space W is a Polish space.
Let w € W and a,b > 0, such that a < bA (). There exists a unique probability measure
on W denoted by @y ,(dw’) such that:

(i) C(w’) = b, Q‘(;V,b(dw’)—a.s.
(ii) w'(t) = w(t) for every 0 <t < a, Qy(dw')-as.

(ili) The law of (w'(t +a),0 <t < b—a) under QY ,(dw’) is the law of Brownian motion in
R? started at w(a) and stopped at time b — a.

We shall also consider Q) (dw’) as a probability on the space C([0, b, RY). We set W, =
{w € W;w(0) = z} for € R%. Let w € W,. We restate theorem 1.1 from [38]:

Theorem IT1.2.1 (Le Gall) There exists a continuous strong Markov process with values in
Wy, W = (W, s >0), whose law is characterized by the following two properties.

(i) The lifetime process ¢ = (Cs = ((w,), 8 = O) is a reflecting Brownian motion in R .

(i) Conditionally given ((s,s > 0), the process (Ws,s > 0) is a time-inhomogeneous conti-
nuous Markov process, whose transition kernel between times s and s' > s is

Ps,s’ (W7 dwl) = Qx(s,s’),gsl (dW’),

where m(s, s') := inf,¢[s o1 Cr.

From now on we shall consider the canonical realization of the process W defined on the
space C(RY, W,). The law of W started at w is denoted by &y. We will use the following
consequence of (ii): outside a Ey-negligible set, for every s’ > s, one has W(t) = Wy (t) for
every t € [0,m(s, s")]. We shall write £ for the law of the process W killed when its lifetime
reaches zero. The distribution of W under &, can be characterized as in theorem III.2.1, except
that its lifetime process is distributed as a linear Brownian motion killed at its first hitting
time of {0}. The state space for (W, &) is the space W} = W, U 0, where 0 is a cemetery
point. The trivial path x such that () =0, x(0) = z is clearly a regular point for the process
(W, Ey). Following [7] chapter 3, we can consider the excursion measure, Ny, outside {x}.
The distribution of W under N, can be characterized as in theorem III.2.1, except that now
the lifetime process ( is distributed according to It6 measure of positive excursions of linear
Brownian motion. We normalize N, so that, for every € > 0,

1
N, [supCs > 8:| = —.
>0 2¢e

We recall the strong Markov property for the snake under N, (see [40]). Let T be a stopping
time of the natural filtration F" of the process W. Assume T > 0 Ny-a.e., and let F, H
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nonnegative measurable functionals on C(R*, W}) such that F is 7)Y measurable. Then if 8
denotes the usual shift operator, we have

Ny [T <oo;F - Hobr] =N, [T < 003 F + &y [H]] -

Let o = inf{s > 0;{s; = 0} denote the duration of the excursion of ¢ under N,. The range
R =R(W) of W is defined under N, by

R = {W,(1);0 <t <0< s <o} = {W0<s <o}

We recall the scaling property of the Brownian snake: if A > 0, the law of the process WS(A)(t) =
AW, (A%t) under Ny is A72Ny -1,

For every nonnegative measurable function F' on W, we have

N, [ /0 0 F(WS,Cs)ds] - /0 " Es [F(Bog, 0)] dt, (I11.2)

where g4 is under P the restriction to [0, %] of a Brownian motion in R? started at By = =.
Now consider under N, the continuous version (lg, t>0,s > O) of the local time of ¢ at level
t and time s. We define a measure valued process Y on R¢ by setting for every t > 0, for every
¢ € By (RY),

(Vi 0) = /00 dit p(Wy).

We shall sometimes write Y;(W) to recall that Y; is a function of the Brownian snake. From
the joint continuity of the local time, Ny -a.e., the process Y is continuous on (0, 00) for the
Prohorov distance on M;. Let ¢ € By (R%). We define on Rt x R¢ the function v(t,z) =
Ny [1 —exp—(Y3, ¢)], if ¢ > 0, and v(0,z) = p(z). We will write v(t) for the function v(¢,-).
We recall that the function v is the unique nonnegative measurable solution of the integral
functional equation

v(t) + 2/0t ds Py [v(t—s)*] =J() t>0, (I11.3)

where J(t, z) = Pip(x), and (P;,t > 0) is the Brownian semi-group in R%. A few other remarks
on the solution of (II1.3) are presented in section IT1.6.1 below.

111.2.2 Super-Brownian motion

Let us now recall the definition of super-Brownian motion and its connection with the
Brownian snake. The second part of the next theorem is lemma 4.1 from [24|. Let v € M.

Theorem II1.2.2 There ezxists a continuous strong Markov process X = (Xs,s > 0) defined
on the canomnical space C(]R"’,Mf), whose law is characterized by the two following properties
under P .

(i) Xo =v, PX-a.s.
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(i3) For every ¢ € By (RY), t > s> 0, we have
Ey [exp [~ (X1, )] | 0(Xu,0 < u < 5)] = exp [~ (X, 0(t — 5))], (ITL.4)

where the function v is the unique nonnegative solution of (II1.3) with J(t,z) = Pup(x).

Furthermore, for every integer m > 1, 0 <t; <+ <tm, ©1,... ,0m € By (RY), we have
EX |exp | = 32 (Xeos )| | = exp[=(v,0(0)], (I1L5)
{i:t:<t}

where v is the unique nonnegative solution to the integral equation (II1.3) with right-hand side
J(t,z) = E{i;tigt} P pi(z).

Theorem II1.2.3 (Le Gall [38, 40]) Let >, ;0w: be a Poisson measure on C(RT, W)
with intensity [v(dz)Ng[-], then the process Z defined by Zo = v and Zy = Yo, Yo(W?)
if t > 0, is distributed according to P .

We deduce from the normalization of N, that N [Y; # 0] = 1/2¢ < oco. This implies that for
every t > 0, there is only a finite number of indices 7 € I such that the process (Y5(W?*),s > t)
is nonzero.

IT1.2.3 Hitting probabilities for the Brownian snake

We now recall a few results from [39]. Let w € W U C(Rt,R?), we introduce the first
hitting time of A € B(R?):

Ta(w) =inf {t > O;w(t) € A},

with the usual convention inf ) = co. We omit w when there is no risk of confusion. Consider
the Brownian snake W, and set

T(y,E) = inf{s > 0,3t € [O, Cs]a Ws(t) € B(ya 8)} )

where B(y, ¢) is the open ball in R? centered at y with radius € > 0, and B(y, €) its closure.
We know from [40] that the function defined on R4\ B(0, €),

ug(y) =Ny [T(y,e) < 00] =Ny [RN B(y,e) # 0] =N_y [RNB(0,¢) # 0],
is the maximal nonnegative solution on R4\ B(0,¢) of
Au = 4u?.

This result was first proved in a more general setting by Dynkin [25] in terms of superprocesses.
The function u, is strictly positive on R¢\B(0,¢). For every yo € 0B(0,¢), we have

_ lim ue(y) = oo.
y€B(0,6)¢5y—50

Scaling and symmetry arguments show that for every y € R\ B(0,¢),

ue(y) = e 2w (M> : (I11.6)

9
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where the function uy(r), r € (1,00) is the maximal nonnegative solution on (1,00) of

d—1 )

uf(r) + u) (r) = 4ui(r).

It is easy to see that the function u; is decreasing. It will be proved in section I11.6.2 that
there exist positive constants af), by and by, depending only on d > 5, such that

Tli)rgo =2y, (1) = ay,
furthermore for every r > 1,
ui(r) > apr?™9, (I11.7)
and for every r > 4/3,
u1(r) < ber?~4, (I11.8)
uy (r) < ahr? ¢ 4 byrf2, (I11.9)

We give the fOHOWiI_lg result on the probability of the event {T(y,s) < oo} (see lemma 2.1
of [39]). Assume zy &€ B(y,€). Then Ny, -a.e. for every T > 0, we have

Elvy [Ty < 0] =2 dt ue(Wr(t) - y)) el 2o veWr@=was] (1)

/CT/\TB(y,e)(WT)
0

CT/\TB(y,E) (WT)
/ ue(Wr(s) — y)ds |

=1—exp|—2
0

Let 29,z € RY. We will now describe the law of Wr,., under Ny [+ [ T(5 ) < oo]. First
of all we denote by B a Brownian motion in R¢ started at o under P,,. Assume zy &

B(z,¢). Corollary 2.3 from [39] ensures that there exists Py -a.s. a unique continuous process
2 = (25,0 < t < 7°) taking values in R? such that for every n € (0,|z — x| —¢), for every

t<7f=inf{s>0;[af— 3| <e+n},

b Vue(z§ — )

i = G+
R AT (=)

ds,

furthermore, Py,-a.s. 7° = lim; 0 7, < 00 and |77 — z| = . We also recall that thanks to
Girsanov’s theorem, we have for every nonnegative measurable function F on C([0, ], R%)

E;, |:7'6 >t F (xfo,t])]
_ t
= ]E.zo [TB(z,s) (/6) >4 F (/B[O,t]) M €Xp [_2/0 uE(IBS - $)d8:|:| )

ue(To — T)
where zf, , and fyo are the restriction of 2 and f to [0,%]. The law of z° under P, can be

interpreted as a probability measure on Wy, . Consider the closed set

A= {W € W;();TB(SC,?E) (w) < OO} .
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It has been proved in [39] that its capacitary measure with respect to the Brownian snake
with initial point zg is exactly ue(zo — x) times the law of z° under Pg,. It is not hard
to check however that the normalized capacitary measure can be interpreted as the hitting
distribution under Ny, (cf [43], this is proved in a way similar to the classical interpretation
of the capacitary measure as a last exit distribution, see e.g. Port and Stone [53]). Thus we
deduce that for every nonnegative measurable function F' on Wy , we have

I\I-’IJO [T(wis) < 00; F(WT(m,e)’ CT((L‘,E))] = UE(.Z'() - ‘T)IE-EO [F('TE’ TE)] (III]']')

Hence for every ¢ > 0, and every nonnegative measurable function F on C([0,],R?), we have

Ny, [T(w) < o0iCr,, > F ((WT(M) (s),s € [o,t]))]
t
= By, [TB(x,s) > 15 F (Bpo,g) ue (B — x) exp [—2/0 ue(Bs — w)ds” . (I11.12)

It will be proved in section II1.6.3, that if ¢ is an increasing nonnegative measurable function,
then

Ey [9(7°)] < au / dt =42 61/ g(|zy — o2 1), (IIL13)
0

where a4 is a finite constant. Finally we shall use the following inequality, that can be derived
from the Feynman-Kac formula (use the fact that u. solves Au = 4u.u)

ue(z) > 2y [ /O O o un(By — 1) exp [—4 /0 (e — a:)ds” . (I11.14)

There is in fact equality in (II1.14). See the remark on page 293 of [39].

II1.3 A property of the range of super-Brownian motion
For A € B(R%), e > 0, we set
A o= {a: e R% d(z, A) < e} :

where d(z, A) = inf{|z —y|;y € A}. We will write |A| for the Lebesgue measure of A. We
also set

ag = ah2n?/?0([d — 2]/2) 71,
where the constant af, has been defined in section I11.2.3. We set R¢(X) = CI (UsZt supp XS> .

Theorem II1.3.1 Let v € My. For every Borel set A C RY, d > 5, for every t > 0, PX -a.s.

o
lim e [Ry(X)" N A| = ag / ds (X, 14). (IIT.15)
t

e—0

Furthermore if there exists p < 4 such that lim._,oe?~%|(supp v)¢| = 0 then (II1.15) holds
with t = 0.
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Let us recall the main theorem of [59].

Theorem II1.3.2 (Tribe) Let A a bounded Borel set in R4, d > 3. Fizt >0 and v € M;y.
Then there exists a positive constant oy depending only on d such that

lim e274|(supp X3)* N A| = ao(Xy,14),

E—r
where the convergence holds P -a.s. and in L2(PX).

We shall deduce theorem III.3.1 from the next proposition on the range of the Brownian
snake, whose proof will be given in the next section.

Proposition I11.3.3 Let d > 5. For every 8 € (0,1/d) and every Ry > 0, there ezists a
constant k = K(0) > 0 and g9 > 0 such that for every € € (0, 0], for every zo with |zo| < Ry,
and every Borel set A C B(0, Ry), we have

Ny, [54‘1 ‘R(W)E N AN B(zg, e %)

o0
—ao/ ds (Ys,lA)H < ghl?,
0

and

Nz,

[&-d ‘R(W)f N AN B(xg,e'~%)°

00 2
—ag / ds (Y, u)] ] <",
0

Remark. We have trivially B(zg,e) C R(W)?, Ny,-a.e. Since N, is an infinite measure,
Ng, [|R(W)E N B(xg,d)|] = oo for every €,8 > 0. This is the reason why we consider A N
B(zg,e'7%)° rather than A in the previous proposition.

We first give a consequence of this proposition.

Corollary II1.3.4 Let d > 5. For every Borel set A C R?, Ny, -a.e., we have

oo
lim e~ [R(W) 1 A] = ag / ds (Ys,14).
e—0 0

Proof of corollary II1.3.4. Since Ny, -a.e. the range R(W) is bounded, we need only consider
a bounded Borel set A. Let k > 0 fixed as in proposition II1.3.3. Let &, = n2/¢ for n > 1.
Using the Borel-Cantelli lemma and the second upper bound of proposition II1.3.3, we get
that the sequence (g5 ¢ |R(W)® N A|,n > 1) converges Ny,-a.e. to ag [~ ds (Y3, 14). But for
e’ < e, since R(W)E C R(W)=, we have

g4 ‘R(W)EI N A‘ < e R(W)E N Al(e/e!) 4

A monotonicity argument using the fact that e,41/e, converges to 1, completes the proof. O

Proof of theorem II1.3.1. Recall that for every ¢ > 0, PX a.s. the set R¢(X) is bounded. Thus
we need only consider a bounded Borel set A. Thanks to the Markov property of X at time
t and theorem II1.3.2 it is clearly enough to prove the second part of theorem III.3.1. Let
v € My and p < 4 such that lim,_,o P~ |(supp v)?| = 0. For short we write a.s. for PX-a.s.
First step. Recall we can write for every ¢t > 0, X; = >_,.; Yy(W?), where Y, ; i is
a Poisson measure on C(R*,W) with intensity measure [ v(dz)N;[-]. We let 2§ denote the
starting point of the Brownian snake W* (i.e. z§ = W{(0)). Notice that a.s. for every i € I,
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x4 € supp v, which is bounded thanks to the hypothesis on supp v. Fix 8 € (0,1/d) such
that d — p > (d —4)/(1 — 0). Fix Ry such that supp v C B(0, Ry). Let x and ¢ fixed as in
proposition I11.3.3. We notice that for every bounded Borel set A C B(0, Ry),

£ [Ro(X)° N A] < 3O V(W) 4+~ |4 (supp v)°
i€l

bl

where

Vo (W) = hd ‘R(Wi)s N AN B(zh, e ).

We set Vo(W") = ag [, ds (Ys(W?"),14). We use the second moment formula for a Poisson
measure to get:

E)

2
IRAULEDD Vo(W")] = / v(dz)N, [V (W) = Vo (W)]?]

i€l el

+ | [ vaom. rom) - vaom) B

We deduce from proposition I11.3.3 that for every e € (0, o],

2
EX vawi)—zvo(vvi)] <[4 1) + (1, 1)%]e".

el i€l

Arguments similar to those used in the proof of corollary I11.3.4 show that a.s.
by SO0 = S0
i€l 1€l
Notice we have ), ; Vo(WH) = ag fooo ds (Xs,14). Now the hypothesis on supp v implies that

4—d

lim, o€ (supp 1/)5170‘ = 0. Thus we deduce that a.s.

o
limsupe® ¢ |Ro(X)* N A| < ao/ ds (Xs,14).
0

e—0

Second step. To get a lower bound, consider an increasing sequence (E,,p > 1) of measu-
rable subsets of E = C(R*, W) such that {5, Ep = E and [ v(dz)N; [Ep] = oy < 0. (For
instance we can take E, = {W; SUP,>( Gs > l/p}.) Then a.s. the set I, = {z e ;W'e Ep} is
finite. We have

eNRX) NAI 2D VeWhH) = > UL W),
1€lp (4,5)E12; i#]

where

U.(W, Wi) = gh-d ‘R(Wi)s NR(WI) N AN B(gh, e )¢ N B(xh, e10)¢
W L1, o Wi)<oo} g, o (Wi)<oo}

.
ANB(zi e1=9)enB(x) £1-0)°
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Arguments similar to those of the first step show that a.s.
[e.e]
. iy _ iy _ i
lim SV = SV = S [ ds (), 1)
ZEIp ZEIp leIp

Now conditionally on the cardinal of I,, the Brownian snakes (W*,i € I,) are independent and
have the same law: u), = a;; ! [ v(dz)N; [-N E,). For two independent Brownian snakes (W, W')
under 1, ® 1, we get using the definition of u., (II1.6) and (IIL.8), that for ¢ < (3/4)'/°,

o ® pip U (W, W] < €402 / / v (dzo)(dzh)Ney ® Ny [U(W, W]

§647da1;2 //u(dwo)u(dmf))/ ) ) dy
ANB(zo,et=9)°NB(zg,et—9)°
_ — _ —d
[b0€d *ly — zo|” d] [boé?d 4\y—x'0\2 ]

564_‘10452(1/,1)2 sup /
zo€R? J B(0,R0)\B(x0,e1~?)

< el 4H1=0)(4=d) _ (B(d—1)

2
dy [bofd_4 ly — $0|2_d]

where the constant ¢ is independent of ¢ and A. Using the Borel-Cantelli lemma for the
sequence (g, = n=2/0d—4) pn > 1), and a monotonicity argument, we get that p, ® pp-a.s.
lim,_,o U, (W, W') = 0. Then since the cardinal of I, is a.s. finite, we get that for every integer
p>1, as.,

- ( 7y —
lim o U(whwi) =o.
(i-f)E1Z; i)

We deduce that for every integer p > 1, a.s.

w .
lim inf '~ |Ro(X)* N Al > ) aO/ ds (Yy(W?),14).
Y4

Letting p — oo, we get that a.s.

o0
liminfe*~? |Ro(X)° N A] > ao/ ds (X5,14),
0

e—0

which with the first step ends the proof of the theorem. m|

II1.4 Proof of proposition I11.3.3

We shall use many times in the sequel the fact that [;°ds (V;,14) = [ ds 14(W;) Ny, -
a.e. We assume d > 5. We recall easy equalities, which can readily be deduced from the results
of section II1.6.1. For every A € B(R%), we have

N, [/OU ds 1A(Ws)] = /Ady G(z,y), (111.16)
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where @ is the Green kernel in R%: G(z,y) = 2 'a~%/2D([d — 2]/2) |z — y[*7¢, and

[ /0 " ds 1"‘(W5)]2] —4 / dy Gz, y) [ /A dz G(y,z)] . (111.17)

We can also compute moments under £, as an application of proposition 2.5 of [40]. For every
A e B(RY), w € W, we have with ¢ = ((y),

& / ds 14(W, ]_2/ dt Ny [/ ds 14(W, }zQ/OCdt/AdyG(w(t),y), (I11.18)

o
_2/ dt Ny [/OadslA(Ws)r +[ / dt Ny [/UdslA(W)”
—8/ dt [ dy 6wt [/dey, ] [/ dt/dyG ] . (L)

Thanks to the space invariance of the law of the Brownian snake, we shall only consider the

case 7y = 0 and A C B(0, Ry), for Ry fixed. We fix § € (0,1/d) and Ry > 1. Let &f > 0

small enough, such that g S 4/3. We consider ¢ € (0,(). In this section, we denote by c,

c1,Co,... positive constants whose values depend only on d and Ry. The value of ¢ may vary

from line to line. For short we shall write A. = AN B(0,e'7%)¢ (not to be confused with A°).
Notice that

Ny

2

Ny [[R* N AL] = /A dz Ny [T(5,¢) < 00| = /A dz ue(z).

Thus we deduce from the definition of u,, (II1.6), (II1.7) and (IIL.9), that for € € (0, &),

ahed™ 4/ dr |z[*% —aled 4/ dz |z
A B(0,e1-9)

<N [[RENAL £ 366d4/ e +b162d8/ dz |z|572¢
A Ae

Therefore using also (II1.16), we have

o0
Ny, [54—‘1 IR(W)e N A —a()/ ds (Y, 1A)H <.
0

Thus we get the first bound of proposition II1.3.3 (take k < @ and ¢y small enough).
Now we will prove the second bound. To this end we have to find an upper bound on

I=N (RN A5|2]

and a lower bound on

J=N, |R50AE|/ ds 1A(W5)].
L 0
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I111.4.1 An upper bound on /

The term I can also be written
// dz dy Ny [T(m,g) < 00; T(ye) < oo] .
Ae X Ac

Then consider the above integral as the sum of the integral over |z — y| < 2¢'~? (denoted by
I1) and the one over |z —y| > 2¢'7? (denoted by I5). Using the definition of u., (II1.6) and
(IT1.8) we easily obtain an upper bound on I;.

I, < ‘3(0,281*9)‘ dz Ny [Tz ) < ]
Ae

< 179 / dz 4 *byg |z|>7¢
Ae

< 6162(17479(1_

Before deriving an upper bound on I, notice the event {T(Z,E) < 00;T{y,e) < oo} is a subset
of
{T(w,s) < OO;T(y,E) o 0T(m,£) < OO} U {T(y,s) < OO;T(:c,E) o QT(%E) < OO} y

where 6; is the usual shift operator. By symmetry, we get

L <2 / / o B0 N [Tiae) < 003 Ty 0 Oy < 00 (I11.20)

Using the strong Markov property of the Brownian snake under Ny at the stopping time T(; )
and (I11.10), we see that the quantity Ny [T(w,s) < 00; Ty e) © HT(M) < oo] is equal to

No

CTm,E /\'TB( 15)(WT(1:,5)) B . ~
T('T!E) < 005 2/(; «o ! dt Ue (WT(m,e) (t) — y) e[ 2fO Ue (WT(m,s)(S) y)ds]] .

Finally the law of the stopped path Wy, under Ny is given by (IT1.12). Thus the previous
expression is equal to

2/ dt Eo [TB(m,E) >t TR(ye) > tiue (B — 2)u (B — y) ol 2o ds [usweruE(ﬂsfy)H] :
0

We substitute this last expression for Ny [T(w’g) < 00; Ty e) 0 01y, ) < oo] in (I11.20), and then

decompose the right-hand side of (II1.20) in three terms by considering the integral in dzdy on
the sets |8; — z| A |B; — y| > ' 7% (integral I1), |6 — x| < "% (integral Iz2), and |8; —y| <
€170 (integral Ip3) (recall |z — y| > 2e'9).
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An upper bound on I;.

We can use (IT1.6) and (II1.9), since e ¢ > 4/3, to bound I; above by:
* 0 0
4// dx dy 1{|wy|>251—9}/ tho[',Bt—!E| >51_ ;|ﬁt—y| >gl— :
AexAe 0
&0 |6, — 2"~ 8 =y~ (a + bre®" B —2|'™) (a + bre® " B =yl |

2
< 424 [a6 + b1€(d_4)[1_(1_0)]] // dz dy /dz G(0,2) |z — z|* |z —y[*@
AxA

< 20 4 0, c2d-H(1+6/2)

2
Iy = 4a62/dz G(0, 2) [/ dzx |z—m\2_d] .
A

An upper bound on Iy and I»3.

where we set

By symmetry we have Iss = Io3. Before getting an upper bound on Iss, notice that
1B — x| < e'7% and |z —y| > 2¢' % imply |B; — y| > €' 7. Furthermore thanks to (II1.6) and
(IT1.8), we get

—2 [3 ue(Bs—y)d d—4 2—d
/As dy 1115, _y)>er-oyus(Be —y)e Jo ue(Bs—u)ds < /Ady [b05 1B — ]
< b()Ed_4/ dy |y|2—d — 03€d_4.
B(O,Ro)
Thus the sum Is5 + I3 is bounded above by
o0 t
803€d4/ dx / dt Ky [TB(w,s) >t 1{‘ﬂt7w|<61_9}u‘€(ﬂt — .’L') e 2 Jo uf(ﬁ‘**w)ds] .
Ac 0 -

Using the Cauchy-Schwarz inequality and formula (II1.14), we get

00 1/2
Ipg + Ipg < 8czed™ [/ de / dt P, [|/3t —z| < 51_9]]
Ac 0

h 1/2
* [/ dw/ d”EO[me)>t;ugwt—x)2e—4f;uews_z)ds]]
Ae 0

< 8egel [ /A dz / dz G(0,2)1y, <€1_9}]1/2 [ /A da 21ug(:1:)] "

Then thanks to (II1.6) and (II1.8), we get Iog + Iog < cqe2d—6-0d/2

Conclusion on the upper bound on I.
By combining the previous results, we get

T < e2d40d 4 2000 4 o 2d-4)(140/2) 4 2d-6-0d/2

As € (0,1/d) and d > 5, we get 24T < Iy + c5?, for € € (0, €}).
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111.4.2 A lower bound on J
We shall need the last hitting time of B(z,¢) under Ny for the Brownian snake:

L(z,s) = Sup {3 > 0;3t € [0,¢s], Ws(t) € B(IE, 5)} .

We then get

L(z,e) .
J :/ dz Ny [T(w’s) < oo;/ ds lA(Ws)]
Ae 0

—|-/ dz Ny [Tz < 00; ds 1A(Ws)]
Ae T(.'E,&)
La,e) .
_/ dz Ny |Tige) < 005 ds 1A(WS)] .
€ T(E‘E)

The time-reversal invariance property of the Itd6 measure and the characterization of the
excursion measure N, readily imply that the latter itself enjoys the same invariance property.
Thus the first two terms of the right-hand side are equal. We shall denote their sum by Ji.
Let Jy denote the third term.

A lower bound on J;.

Let us use the strong Markov property of the Brownian snake at time T(; ), then (IT1.18)
and (IT1.12), to get

Tlae)
J = 2/ dr Ny [T(w,s) < 00;2/ dt / dy G (WT(W) (t),y)]
0 A

Ae

o0
4 [ do [ dy [t By [rp > 6 G B YuB - z) e ],
. A 0
Fatou’s lemma gives that liminf,_,oe*~¢J; > Jj, where

Jo = 4aj // da:dy/dz G(0,2)G(z,y) |z — z|*°.
AxA

Unfortunately, we need an estimate on the rate of convergence. This requires some tedious
technical calculations. Notice that on {7g(, .1-0y(8) > t}, inequalities (II1.7) and (IIL.8) imply

ape?™ |8 — 2* % < ue(By — ) < boe®* B — 2 4.

For short we write T'; = 2bge® * f(f |1Bs — x|2_d ds. We assume that ¢ is small enough so that
2Rpe'/? < 1. Then *~4J; is bounded below by

o0
J = 4a6/ dz /Ady/ dt Ey [TB(m,Elfe) A Tg(ge-1/2)c > t; G (B, y) |8 — x\z_d e_Ft] .
. 0

In order to obtain an upper bound on |J; — Jy|, we have to find an upper bound on

dody [ dt G (B, — 2—‘1[1—1 1 —Ft”.
//AXA v y/o Fo [ (Bery) 1Bt — 4. (@) {Ts(m,slfﬂ)’"su,e—l/z)v>t}e
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Thus we shall decompose 1 — 14_(z ~I* into a sum of three

1 e
) {TB(Z.,EI—G) A TB(z,e=1/2)e > t}
terms:

1-1 1 1-1
[ Ac (x)] + Ae (IE) [ {TB(m,el_G)ATB(a:,s1/2)C>t}:|

+ 14, (z _Ft] .

1 1_
) {TB(”;’EI_G)/\TB(m,a*l/%c>t} [ €

We denote by Ji1, J12, and Ji3 the corresponding integrals. The integral

Jii = /A\AE dﬂU/Ady/Ooo dt Ey [G(/Btay) | Bt —$|27d]

is easily bounded above by

/ dz / dy/dz G(0,2)G(z,y) |z — x>
B(0,c1-9) B(0,Ry)

< (/ dy/dz G(O,z)G(z,y)>/ dr |w‘27d — ¢ee2(170),
B(0,Ro) B(0,e1-9)

We bound Ji2 by applying the strong Markov property of Brownian motion at time TB(z,s1-9)
and at time Tg(, .-1/2)e,

Jig = / dx/ dy/ dt Eo [TB(w’Elfa) <tor Tpg 172 < EG(BLY) (B — $|2_d]
A A 0
< / d:z;/ dy Ey [TB(w,El—G) < oo;/dz G(/BTB(m El_(,),z)G(z,y) |z — a:|2_d]
A A ’

v [ dstyB [ [z 6oy, GG - 0P
AxA “F

Notice that

sup / dy G(z,y) < R(Q)/ dy G(0,y) < oc. (I11.21)
2€Rd J A B(0,1)

An easy calculation shows that there exists a constant ¢ such that for every (z,z') € R? xR?,

4—d

/dz Gz, 2) |z — 2|4 < er |:c' - x‘ (I11.22)

Furthermore we have for every r € (0,1),

d—2
/ dz Py [’TB(w,r) < oo] = / dx (L> Al| <er? 2
B(0,Ro) B(0,Ro) ||

—1/2 > 2Ry, we deduce from the previous remarks that

Ji2 <c (510)4_d/A dz Py [TB(w,El—Q) < oo] +c (6*1/2)4_(1

4—d d—2 4-d
<c (51*9) (51*0) +c (871/2) < 6881/2.

Recalling that €
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Finally we have, using (III.21) and the Markov property for Brownian motion at time s,
(IT1.21) again and (II1.22)

Jiz < // da:dy/ dt Fy [TB(I,EI—G) >t TB(z,e-1/2)c > t;
AxA 0

t
G160 o720t [, e ds]
0
Sng—‘l/ dz / ds / dtE_, [|/Bs| ~4 R, [81_ < |Brs] <€_1/2;|,3t75| B H
A 0 s

< ced_4/ dx /dz G(—z,2) |z|2_d/ dr' G(z,') |x'|2_d
B(0,Ro) el=0 <o’ |<e—1/2
< ced_4/dz \z|2_d/ dr' G(z,7") ‘:1:"27(1
el=0< || <e—1/2

< csd_4/ dz' ‘m'|672d
51—9<|z"|<5—1/2

< et (e’l/Z v S(Gfd)(170)>

S 6961/2.

We have e~ ¢J; > J, — dag(J11 + Ji2 + Ji3). Putting together the previous results, we get for
¢ small enough, say ¢ € (0, sg),

=l > Jo — 4a6 [0662(1_9) + 6881/2 + 0961/2] > Jy — 01061/2,

where the constant c1g depends only on d and Ry.

An upper bound on Js.

Notice that we have

b= 6/ dz Ny [Tig) < 00; Lze) = Tiae) €]
Ae

‘|‘/ d.’IJNo

Using (I11.6) and (II1.8), the first term of the right-hand side, denoted by Ja1, can easily be
bounded above by

Lz,e)

T(ac,s) < 005 L(z,a) - T(ac,a) > 5;/ ds 1A(Ws)] .

Tiz,e)

Jo1 < E/ dr Ny [T(w’g) < OO] < b061+d4/ dr |I|2id = 0116d73.
Ac B(0,Rp)

The second term, denoted by Jos, is bounded above by

1/q
[ / dz No [T(z,6) < 005 L(ze) — T(ae) > 8]]

[/ dr N
Ae
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where % + % = 1 and we assume that 1 < p < 3/2 (the exact value of p will be fixed later). The
next lemma, whose proof is postponed to the end of this section, provides an upper bound
for the first term.

Lemma II1.4.1 There ezists a constant cy depending only on d and Ry, such that for every
e € (0,¢ep), we have

/ dz Ny [T(z,e) < OO;L(E’E) — T(z,g) > 6] < C()E:‘d_4+1/12.
Ae

Consider then the second term. By the strong Markov property of the Brownian snake at time
T,y and Jensen’s inequality we have

- P
T(z,g) < 00; [/ ds 1A(W5)] ]
T(a,e)

o 2 p/2
< / dz Ny |T(z,e) < 00; (E;VT ([/ ds lA(Ws)] ))
As (2,€) 0

J23 ::/ dr N()
Ae

We deduce from (II1.19), that for every w € W,

o 2
Ex [/ ds lA(Ws)] ) < e(Cwy + C(QW)).
0
Since for every r > 0, (r + r2)P/? < 2P/2(1 4 rP) we have thanks to (ITI.11)

Joz < 012/ dzr Ny [T(z,s) <oo;1+ C%m E)]
Ac ’

< clg/A dz u.(x) + C12/A dz ue(z)Eo [(°)7],

where 7¢ is the lifetime of the process z° defined in section II1.2.3 (note that z* and so 7°¢
depend on the point z). The first term of the right-hand side is easily bounded above using
(IT1.6) and (II1.8) by

012b0€d_4/ dr |.’L‘|2_d = Clgad_4.
B(O,Ro)
Next the function g(r) = rP is increasing and we can use (II1.13) and (IIL.8) to get that

dz u. (z)Ey [(7)7] < / dz u. (z) / dt 142 =112 |2
Ae Ae 0

< Cl(p)€d4/ dz |x|27d+2p
B(0,Rop)
< c(p)e” .

Thus we have Jaz < c(p)e?™* (the constants ¢/(p) and c(p) depend only on d, Ry and p).
Using the result of lemma II1.4.1, and taking ¢ = 4, p = 4/3, we get

1/q
Jag < [Coed%ﬂ/u] [Jog]H/?

< et 4t1/48,

Then we get Jo < Joi + Jog < g6t 411/48,

66



Conclusion on the lower bound on J.

By combining the previous results, we get for € € (0, 53),

€4fdJ > Jy — C1081/2 — 847dJ2 > Jy — 61561/48.

111.4.3 End of the proof of proposition 111.3.3
We deduce from formula (II1.17), that

Jo = apNy

[/00 1A(W5)ds} 2] .

Thus we get from section I11.4.1 and II1.4.2 that for € small enough

o 2
[/ 1A(Ws)ds] ] , and Iy =alN;
0

Np

o 2
|:84d |R€ N Ag| —ao/ ds 1A(Ws):| ] < 6580 + 261581/48.
0

Take k < 8 A (1/48) and g small to get the second upper bound of proposition I11.3.3. O

I11.4.4 Proof of lemma I11.4.1
We shall be interested in

K = / dz Ny [T(x,g) < OO;L(LE) —Tige) > (5] ,
Ae

for 6 > 0. Let v > 0 and write 7y = Tp(g,,). We assume v > e'=%. The values of § and v will
be fixed at the end of the proof. Consider the first stopped path which hits the closed ball

B(z,¢), that is Wr, ., and the last such path, that is Wr, _,. Let us call branching point
Liz))- We shall treat

the first point where these two paths become different, that is Wm(T(m,s)7

separately the case when the branching point is in the ball B(z,~y) and the case when it is
not. The proof of the upper bound in the second case is similar to what we have already done
(section ITI.4.1). But in the first case, we shall use information on the behavior of Wr, , in

the neighborhood of B(z,¢) (in fact in B(z,7)).
Notice 7, (WT(M)) < 00 on the set {T(w,g) < oo}. Thanks to the strong Markov property
at time Ti; .y, we get
No [T(z.e) < 003 Lia,e) = Tla,e) > 9]
= N0 [T(z,s) < 003 L(:c,s) - T(z,s) > 5; L(w,s) > inf{s > T(ac,s); CS = Ty (WT(Z,E)) }]

N [Tl < 005Ely [Liae) > 8 Loy < inf {5 > 03¢, = 7, (Wo)}] |

The two terms of the right-hand side are denoted by K7 and Kj respectively.
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An upper bound on Kj;.
We first assume that z € B(0, Ry)\B(0, ). Consider the stopping time

T = inf{s > Tiz,6);Cs = Ty (WT(W))} .

Notice that on the event {T(QE’E) < oo}, we have (7 = 7, (WT(W)), and for every ¢ € [0, (7],
Wr(t) = Wr,,(t). Thus we have [Wr(t) — x| > v for ¢ € [0,{r]. By applying the strong
Markov property at time 7', then (III.10) and the above observations, we get

K1 <No [Tig,e) < 003 €y [Tlae) < 00]]
<Ny [T(m’g) < o0; [1 —exp—2 /OCT ue (Wr(t) — w)dt”
<N [Tiae) < 00:27 (W) ) e 2w (v/2)
< 26 2uy (vy/e) /000 dt Ey [TB(%E) > 7, > tuc (B — z)e 2 Jo Us(ﬁs*iv)ds]
< 2”2y (v/e) /000 dt Fy [bOEd_4 1Bt — x‘z_d]
< 2bZy2 A d—4) /dz G(0,2) |z — z[*7¢.
We used (IT1.8) and v > &7 in the last two inequalities.
An upper bound on K.
We still assume that z € B(0, Ry)\B(0,y). We get the following inequalities
Ky < No [Tae) < 003y [inf {s > 056, = (Wa)} > ]
=Ny [T(x,s) < 005 g5 (CT(E,E) — Tfy(WT(m,E)))] ;
where
gs(r) = P, [inf {5 > 0; B, = 0} > o] = Po [|B1] <r/V5],

and B is under P, a linear Brownian motion started at 7. Thanks to (III.11) (recall notation
of section II1.2.3) we have

Ky < s (2)Bo [g5 (1° — 7,(2%)
= ue(o)Bo [Bae_ . [95 ()]

where we used the strong Markov property of z° at time 7,(z°). Next the function gs is

positive increasing and gs5(r) < 2r/v/2nd. Use (I11.13) and notice that :lci7 () — | =7 to get

o0
Ky < u.(z)ag / di t=2 eV g5(v*t)
0

o0
< cug(z) / dt t=U2 e 1/2t 5 24571/2,
0
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For z € B(0, Ry)\B(0,), we can use (II1.8) to get:
K, < 672(5_1/25(1_4 |£E‘2_d,

where the constant ¢ depends only on d and Ry.

Conclusion on the upper bound on K.
If z € B(0,7)\B(0,&!7%), we simply use
Ny [T(w,s) < 00; L(w,s) — T(a:,s) > (5] <Ny [T(sz) < OO] < boEd_4 |.’II|2_d .

Thus, by combining the previous bounds, we get

K < bpe®™* / dz |z* %+ / dz [K; + Ko
B(Oa')/) B(OyRO)\B(Oa'Y)

< ey2ett 4 o2 de2d) | 251204
Now take § = ¢, and v = €® for 21/72 < a < 22/72, to conclude that for € € (0, ¢p),

K < cet=t1/12,

II1.5 Capacity equivalence for the support and the range of X

Let f:(0,00) = [0,00) be a decreasing function. We put f(0) = lim, o f(r) € [0, 00]. We
define the energy of a Radon measure v on R? with respect to the kernel f by:

750) = [[ (o = yhwtdoytay),

and the capacity of a set A € B(R?) by
-1
caps(A) = [V(ijgiill'f(u)] .

Following [47], we say that two sets A; and Ao are capacity-equivalent if there exist two
positive constants ¢ and C such that for every kernel f, we have

ccap (A1) < cap;(Ag) < Ccapy(Ar).

Recall that for every A € B(R?), we set A° = {z € R%;d(z,A) < e} and [A] is the Lebesgue
measure of A. The next lemma is an immediate consequence of the remarks in [48] p.385.

Lemma IIL.5.1 Let A C R% be a bounded Borel set. Suppose there exist two positive constants
c and v such that

lim 74 |A%] = ¢
e—0

Then there ezists a constant C' such that for every kernel f, we have

-1

cap;(A) < C [ /0 1 f(T)M—ldr]
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For every measure p € My, we set

Se(p) = //u(dw)u(dy) p(e?,z —y),

where p is the Brownian transition density in R?

ja*

- - _ d
p(t,z) = e exp—— (t,z) € (0,00) x R%.

The next lemma is also an immediate consequence of [48] (p.387).

Lemma II1.5.2 Let A C R? be a bounded Borel set. Suppose there exist two positive constants
c and v and a measure p € My such that i(A°) = 0 and

lim g4~ =c.
lime Se(p) =¢

Then there exists a constant ¢ such that for every kernel f, we have

c [/01 f(T)r7_1dr] B < capg(A).

For example, for every integer p < d, we can consider the cube [0,1]P as a subset of R4, and
then we obviously have

lim e#~4 ([0, 1]7)°| = 1
tim £~ |10, 1P)7] = 1,
and if y is Lebesgue measure on [0, 1],

lim P8, () = (2m)P~9/2,

e—0

Thus we deduce from lemma III1.5.1 and II1.5.2 that there exist two positive constants c;,, C’;,
such that for every kernel f,

¢, [ /0 1 f(r)rpldr] T cap; ([0, 1) < C' [ /0 1 f(r)rpldr] - (IT1.23)

We shall prove the following result on super-Brownian motion.

Proposition II1.5.3 (i) Assume d > 3. Lett >0, v € M;. PX-a.s. on {X; # 0}, the set
supp X; is capacity-equivalent to [0,1]2.

(i1) Assume d > 5. Let t > 0, v € My. P-a.s. on {X; # 0}, the set Ry(X) is capacity-
equivalent to [0,1]*. Furthermore, if there ezists a positive number p < 4 such that
lim, 0”4 |(supp v)¢| = 0, then P -a.s. the set Ro(X) is capacity-equivalent to [0,1]*.

Proof of proposition I11.5.3 (i). Let d > 3. It is well-known that for ¢ > 0, PX-a.s. the set
supp X; is bounded. Thus, thanks to theorem II1.3.2, PX-a.s., we have

lim £%~¢ | (supp X;)®| = ap(Xy, 1).
e—0
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Now apply lemma II1.5.1 to A = supp Xy, with v = 2 and take p = 2 in (II1.23). We get that
PX-a.s., on {X; # 0}, there exists a (random) positive constant C7, such that for every kernel

f
caps(supp X;) < C1cap([0, 11%).
For the second part of (i), we use lemma II1.5.4 below. Recall notation Y; from section II1.2.1.

Lemma II1.5.4 Fizt> 0 and x € R, d > 3. Then we have

4
: d—2 _
;m%e S:(Y3) = 12 2(Y{5,1),

where the convergence holds Ny-a.e. and in L*(Ny).

Let us explain how the proof is completed using lemma I11.5.4. Thanks to lemma I11.5.2, the
above lemma and (II1.23) imply that Ny-a.e. on {Y; # 0}, there exists a positive constant ¢y
such that for every kernel f,

caps(supp Y) > c1 cap ([0, 11%).

Now remember that for ¢ > 0, under P, we can write Xy = Y., Y;(W?), where Y., Oy
is a Poisson measure on C(R*, W) with intensity [ v(dz) Ny[-]. On {X; # 0}, there exists ig
such that Y;(W?%) # 0. Then we have supp Y;(W%) C supp X;. Thus the previous lemma
entails that there exists a.s. a positive constant c; (W) such that for every kernel f,

cap f(supp X;) > cap(supp Y;(W™)) > c1(W™) cap ([0, 1]%)
This completes the proof of (). O

Proof of proposition I11.5.3 (ii). Let d > 5. Arguing as in the proof of (i), with theorem
I11.3.1 instead of theorem II1.3.2, we get that for ¢ > 0, PX-a.s., on {X; # 0}, there exists a
(random) positive constant Cy, such that for every kernel f,

cap;(Ri(X)) < Cy cap ([0, 114).

Furthermore, if there exists p < 4 such that lim._,qe?~%|(supp v)¢| = 0, the previous result
holds with ¢ = 0 PX-a.s.

For the second part of (ii), we use the next lemma, whose proof is postponed to the end
of this section.

Lemma IIL.5.5 Fizt > 0 and x € R*, d > 5. Then we have for every T >t > 0,

d—4(0 \d/2 T 16 T
lim £4%4(2 V)= >
50" (2m)Se (/t s s) (d_2)(d_4)/t ds (¥2:1),

where the convergence holds Ny-a.e. and in L*(N,).

Arguing as in the second part of the proof of (i), we get that for every ¢ > 0, P:X-a.s. on
{X¢ # 0} there exists a positive constant ¢z, such that for every kernel f,

cap;(R4(X)) > ez cap;([0,1]*) .
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This completes the proof of (ii). O

The proofs of lemma, I11.5.4 and lemma II1.5.5 are very similar. We shall only prove the latter.
The former uses the same techniques in a simpler way.

Proof of lemma IT1.5.5. We first want to show the convergence in L?(N,). Fix T >t > 0. By
standard monotone class arguments, we deduce from the results of section II1.6.1 an explicit
expression for

T T
Nz [/ / d$1...d34 /"'/Y;l(d$1)...Y54(d$4)g(31,... 4y S49T1y--- ,.’I,'4) ,
0 0

where g is any measurable positive function on (Rt)* x (R?)*. Specializing to the case
i
g(81, cee 384, X1, .- a"I"4) = Hi:l 1[t,T](Si)p(E2’x1 - x2)p(52’$3 - .’L'4), we get

T
Se (/ ds Ys>
¢
1 T T—s T—s
= —4!23/ ds/dy p(s,x—y){4/ dsl/dy1 p(81,y—y1)/ dso
3 0 (t—s)4 0

T—s—89 T—s5—so
/dyz p(s2,y —y2)/( d83/dy3 p(s3,Y2 — ys)/ dss
0

t73732)+

2
N,

T—s—892—84
/dy4 P(84,y2 — y4)/( d85/dy5 P(S5,Ya — Ys)
+

t—s—s2—384)

T—5—82—8a
/ dSG/d'yG P(56,Y1 — Ys)
(t—s—s2—s4)+

[P(t‘fz, Y1 — y3)p(€2, ys — Ye) + p(€2, Y1 — y5)p(82, Y3 — Y6)
+ (%, y1 — ye)p(e?, y3 — y5))]

T—s T—s—s7
+/ d87/dy7 p(87,y—y7)/ dSs/dys p(s8,y7 — ys)
0 (t—s—s7)+

T—s—s7
/( d39/dy9 p(59,Y7 — ¥o)

t—s—s7)+
T—s T—s—s10
/ dSlo/dylo p(s10,y — ylo)/ dsi1 /dyn p(S11,Y10 — Y11)
0 (t757810)+
T—s—s10
/ dsia /dy12 p(512,Y10 — Y12)
(t—s—s10)+

[p(e2,ys — yo)p(e%, y11 — y12) + p(e2,ys — y11)p(%, Yo — Y12)

+p(82, ys — y12)p(52,’y9 - yn)]}

We write Ji, Jo, J3, Js, J5, and Jg, respectively for the integrals corresponding to the in-

tegrands p(e%,y1 — y3)p(e?,y5 — ys), P(e% y1 — ys)P(e2, ys — ys), P(e%, y1 — y6)P(€2, ¥3 — Ys),

p(e?, ys —yo)p(®, y11 — y12), P(€%, ys — y11)p(€?, y9 —y12), and p(e?, ys —y12)p(e?, yo —y11) res-
pectively. As we shall see the integral J4 gives the main contribution. Before proceeding to the
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calculations, we give three useful bounds: for every positive real numbers s, €2 < 2~ (T 1AT),
we have for d > 5

/T (+s+7)dr < % (€2 +5) 7, (IT1.24)
; -
/OT (e* +s+7) A2 g < ﬁ (2 + S)Q_d/Q , (I11.25)
. 2(d—6)"1eb4 ifd > 7,
/ (2 +7)" " dr < Hp(e) := { 4lne ! if d = 6, (IT1.26)
° V6T if d = 5.

From now on, we assume that e2 < 271 ("' AT) and also e2Ine™! < T if d = 6. Let us derive
an upper bound on Ji. By repeated applications of the Chapman-Kolmogorov identities, we

get
T T
J1§28/ / dS---dSG/dyP(S,SC—y)/dylp(slay—yl)
0 0
/dyz p(Sz,y—yz)/dy3 p(53,y2—y3)/dy4 p(s4,Y2 — ya)
/dys (85,94 — Ys) /dy6 p(36, Y4 — Y6)P(%, y1 — y3)P(e, Y5 — ¥6)
T T
§28/ / ds...dse p(e? + s1 4 sy + 53,0)p(e? + s5 + 56,0).
0 0

We can apply (I11.24), (II1.25) and (II1.26) to get:

n< 2 ol 4 eyeyrar _t paa
1_(W/0 Ta—2a—4° " d—2)(d—4) °

< 01T264_dHT(6),

where the constant ¢; depends only on d. We can use the same method for Js:
T T
Jo S28/ / ds---dSs/dyp(s,w—y)/dylp(sby—yﬂ
0 0
/dy2 p(s2,y — y2) /dy3 p(s3,y2 — ¥3) /dy4 P(54,Y2 — Ya)
/dys p(s5,y4 — ys) / dys p(se,ys — ye)P(e”, y1 — ys)p(€”, Y3 — y6)
T T
< 28/ / ds... dSﬁ/dZ (54, 2)p(e2 + 51+ s9 + 85, 2)p(e? + 53 + 6, 2),
0 0

where we made the change of variables z = yo — y4. Since p(e? + s3 + 56, 2) < p(e? + 53+ 56, 0)
and p(e? + s1 + 82 + 85,2) < p(e? + 81 + 82 + 85,0) , we can argue as for J; to get:

T T
JQSQS/ / ds...dse p(e? + s1+ sy + s5,0)p(e® + 53 + 56,0).
0 0

< clT2e4_dHT(5).
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By symmetry, we get Jo = J3. We want now to find an upper bound on Jy. Using (I11.24),
(IT1.25) and (II1.26) we get:

T—s T—s—s7 T—s—s7
J4—26/ ds/dyps:v— / d37/ dss/ dsg
—5—87)+ t—s—s7)+

2
/dy7 p(s7,y — yr) /dys p(s8,y7 — Ys) /dyg (39,97 — yo)p(e?, ys — yg)]

T—s T—s—s7 T—s—s7 2
= 26/ ds / d37/ d38/ dsg p(e? + sg + s9,0)
—5—87)+ t—s—s7)+

2
4 2—d/2
A A

210

(2m)4[(d —2)(d — 4))*
T 4-d (t=a)+ 2 2-d/2 ’
/ ds [e (T —s)— (t—s)+]+/ dsy [e° +2(t — s — s7) 4] ]
0 0
210
= 3
(2m)? [(d — 2)(d — 4)]

210 ghd 21(T - 1)3 )
= @) [<d—2)(d—4)] [ 3 +<T—t)2t] + &% H (e),

where the constant cy depends only on d. We now compute an upper bound on Js:

T T
J5§26/ / ds---dslz/dyp(s,w—y)/dy7p(87,y—y7)
0 0

/dys p(88, Y7 — Ys3) /dyg P(S9,y7 — Yo) / dyi0 p(s10,¥ — Y10)

- 2
/ ds [64_d[(T —S)AN (T —1t)]+ 2_1H2T(6)]
0

/dyn p(S11,Y10 — Y11) /dy12 p(s12,y10 — y12)P(e, Y5 — y11)P(e2, Yo — Y12)

T T
526/ / d3...d312/dzp(37+310,z)p(62+33+311,z)p(52+59+312,z),

where we made the change of variables z = y19—y7. Since p(62—|-39 +319,2) < p(62+59+812, 0),
and p(e? + s7 + sg + s10 + 511,0) < p(e2 + s7 + sg + s10,0), we can argue as for Ji, and get:

J5 S ClT2€d_4HT(6).

By symmetry we get Jg = J5. Combining the previous bounds leads to

([

where the constant c3 depends only on d.

2
Ny

210 gdd 2 (T —t)3 )
= (2m)d [(d—2)(d—4)] [ 3 + (T —t)%*t| + csT2* *Hr(e),
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We shall now find a lower bound for N, [Sg( j;T ds Yy) j;T ds (Y5, 1)] Using similar argu-
ments as in the beginning of the proof, we get

T T
I:=N,; [SE (/ ds Ys> / ds (Ys, 1)]
t t
1 T T—s
=§3!23/ dS/dy p(s,x—y)/ dsl/d:zn p(s1,y —y1)
0 (t—s)+

T—s T—s5—382 T—s—82
/ d82/dy2 p(s2,y — y2)/ d33/dy3 p(s3,92 — y3)/ dsy
0 (t—s—s2)+ (t—s—s2)+

/dy4 p(sa,y2 — ya) [p(e®, 1 — y3) + p(%, y1 — ya) + P(°, 43 — ya)] -

Since we are looking for a lower bound, we restrict our attention to the term p(e?,y3 — ya).
We get

T—s T—s—s2 T—s—s2
I> 24/ ds/ d31/ d32/ d33/ dsy p(e? + s3 + 54,0)
8)+ —s—s2)+ t—s—s2)+

T —s)N (T —1)]

(27r)d/2 d—2) d 1) / ds |

/T S as2 [(62 +2(t—s5—85)4) =2 (2 + (T -5 - 82))2_d/2]
0

26 T )
> (2m)4/2 (d — 2)(d — 4) /0 ds [(T —s) N (T —t)] [54 YT —s—(t—s)4) — 2HT(5)]
26 gh—d (T — 1)
= (2m)4/2 (d — 2)(d — 4) [ 5 (T~ t)2t] — esT?Hr(e),

where ¢4 depends only on d. Finally we deduce from section ITL1.6.1, with ¢(s) = 1o 7_g(s),

that
[/tTds (Ys,1)ﬂ =4 [(T;m +(T—t)2t] :

Combining the previous results, we get for ¢ small enough

[€d4(27r)d/2S5 (/tT ds Ys) — m /tT ds (Ys, 1)] 2] < esT2%e44 Hr(e)

S CGTQE,

Ny

Ny

where cg depends only on d. This gives the convergence in L2(N$). Now S, ( ftT ds Ys) is

monotone decreasing in € (cf lemma 5.3 in [48]). The N;-a.e. convergence then follows from the
previous estimate by an application of the Borel-Cantelli lemma and monotonicity arguments.
O
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I11.6 Appendix

I11.6.1 Formula for moments of the Brownian snake

For the reader’s convenience, we recall some explicit formulas for moments of the Brownian
snake. These formulas are well-known, at least in the context of superprocesses (see e.g. Dynkin
[23]). We can compute the Laplace functional of f(f ds(Yy, ¢(s)) for ¢ € By (RT x R?). To this
end start from the finite dimensional Laplace functional (IIL.5) with ¢; = i/m, @; = £ ¢(i/m)
for a nonnegative continuous function ¢ with compact support on Rt x R¢. Thanks to the
continuity of the process X, by a suitable passage to the limit, we get for v € My

5 [oxn [ [ Gt vvotois| | = - Goto

where v is a nonnegative solution of (III.3) with right-hand side J(¢, z) f(? ds P;_s[p(s)|(z).
This can be extended by monotone class arguments to any ¢ € Bb+(R+ x R%). The uniqueness
of the solution is easily established using arguments similar to the classical Gronwall lemma.

Then we get v(t,z) = N, [1 — exp [— f(f ds (Yi—s, (p(s))H, thanks to theorem III.2.3.

Now we introduce an auxiliary power series. Let us consider the analytic function f()) =
1 —+/1— Xfor |A| < 1. It is easy to check that for |A| < 1, we have

00
= Z'Yn)\na
n=1

where the sequence (7y,,n > 1) is defined by y; = 1/2 and the recurrence

1 n—1

5 Z YeVn-k for n>2
k=1

(use the fact that f solves 2f(A) = f(A)2+)). Now let T > 0 and J a nonnegative measurable
function on Rt x R?, such that My = supjo,rxgré J (8, 2) < oo. We define the family of
measurable functions (hn,n > 1) on RT x R¢, by the initial condition

hi(t) = J(3),

and the recurrence

n—1 .
H=2%" / ds P, [yt — s)hn_s(t — 5)]. (IT1.27)
k=170

We clearly have for every n > 1,

sup |hyp| < [4T]"71[2MT]n7n.
[0,T]xR4

Thus the power series w(\,t) = > (—1)"T!\"h,(t) is normally convergent on [0,T] x R? for
|A| < [T M7]~!. And it clearly solves the integral equation on [0,7] x R¢

w(t) + 2 /O t ds Py [w(t — s)%] = AJ(¢). (I11.28)
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To get the uniqueness of the solution to the previous integral equation, use arguments similar
to Gronwall’s lemma. Finally we can compute the moments for the process Y under N,.
Indeed, let ¢ € By, (Rt x R?). We have shown that for A > 0, the function vy(t,z) =

N, [1 —exp—A\ fg(Y}_s, w(s))ds] is the unique solution to (II1.28) on Rt x R? with J(t,z) =

f(f ds Ps[p(t —s)]. Thus for A > 0 small enough, we have v)(t) = w(A,t). Then from the series
expansion for w(\,t), we get for every integer n > 1

N@[(AZB(K&¢®D)T==nMMEw%

where the functions h,, are defined by the initial condition

mw=éwawwwL

and the recurrence (I11.27). In the same way it can be shown that for every ¢ € By (R?), for
everyt >0, n>1,

Ny [(Y:, )" = nlh,(t, x),

where the functions are defined by the initial condition hi(t) = P[p], and the recurrence
(I11.27).

I11.6.2 Some properties of the function u;

We consider the function uj, which is the maximal solution on (1,00) of the non linear
differential equation

d—1

u"'(r) + ul (r) = duy ().

We shall assume d > 5. We introduce the auxiliary function

NS
2(t) = 4(d — 2) 4D/ 24y <ﬁ> , fort>d-—2.

This function is solution on (d — 2, 00) of

y'(t) =ty (1)%, (I11.29)

where § = % € (0,1). We deduce from [56] theorem 1.1 and p.132 (see also [3] chapter 7)
that the differential equation (II1.29) with condition y(to) = yo > 0 for t; > 0 has a unique
positive solution defined on [ty, 00). Furthermore this unique solution y is positive decreasing
and we have lim; o, y(¢) = y(00) > 0 and lim; . 3/'(¢) = 0.

As a first consequence, we obtain that the function r4~2u;(r) is decreasing (this fact could
also be derived from a simple probabilistic argument relying on the special Markov property).

Since the function u; is of class C* on (1,00), we have

0> [r"2uy (r)] = rfrf (r) + (d — 2)ua(r))],
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This entails that for for every r > ¢ > 0 we have

}d—l_i_lu’l(r/e) <3—d.

2 r eui(rfe) = 2r (IL.30)

We are now interested in the series expansion of u; at infinity. We shall write gg = z(o0) >
0. Hence by integrating (II1.29) twice from ¢ to oo, we get for t > d — 2,

z(t) —qo = /too(r — )0 25 (r) 2dr-. (IT1.31)

Now consider the sequence (g,,n > 0) defined by the recurrence

n

> Gtk for n>0.

(n+1)d
k=0

n+1)6+1
Clearly we have for every n > 0,

gn < [2/5]71 [2(10]n+1 Yn+1,

where the sequence (y,,n > 1) has been introduced in section III.6.1. Thus the power series
3 qnt" is convergent and even C* as a function of ¢ for ¢t > t; = [4qp/ (5]1/ % This power
series also solves (II1.31) for ¢ > ¢;. The same arguments as in the proof of the Gronwall
lemma show that equation (II1.31) possesses a unique solution bounded in a neighborhood of
infinity. We get for t > t;

o
z(t) = Z gnt ™.
n=0

Thus we get with obvious notation for r > rq,

U (,’,) — 4—1(d o 2)d/(d—2),’,2—d Z (]n(d o 2)—n(d—4)/(d—2),r—n(d—4)

n=0
[e's)
— ’1“2_d E :a’ln,r—n(d—él).
n=0

Since the function 742w (r) is decreasing we get (III.7). Since the real numbers (al,,n > 0)

are positive, (II1.8) and (II1.9) follow easily.
I11.6.3 A comparison theorem for the law of 7°
We use notations introduced in section II1.2.3. We set rf = |z§f — z|. The process r® =

(r§,0 < ¢ < 7°) is the unique solution for ¢ € [0, 7¢) of

t
r; = By +/0 e (r5)ds,

where B is under P, a linear Brownian motion started at |zo| and

_1d-1  1u(r/e)
<,05(7“)—§ T gui(r/e)
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We know from (I11.30) that for r > ¢, @ (r) < (3 — d)/2r. Consider the process 7’ defined on
the same probability space as the unique solution (stopped when it hits 0) of the stochastic
integral equation

t
3—d
r?:Bt+/O 2,0 ds.
S

The process 0 is a Bessel process of (negative) dimension 4 — d started at |zo|, and is defined

on the random interval [0, 7], where
= inf {t;7{ =0} = lim 7
T = inf {;r; } lim, 7,
where we set 7, = inf {t;r) <n}. Recall 7, = inf{t;rf <e+n}. We deduce from theorem

IX 3.7 in [54] that Pg,-a.s. for every ¢ € [0,75 A 7], 7§ < r{. Hence Pyy-a.s. 7 > 7¢. Thus we
deduce that if g is a positive measurable increasing function defined on Rt then

Ero [9(7%)] < By [9(7)]-

We know from classical results on Bessel processes (see ex. VII.4.18 in [54]) that the process
(r%_,,0 <t < 7) is a d-dimensional Bessel process started at 0 and stopped at its last hitting
time of level |zp — z|. Thus the law of 7 is the law of the last hitting time of level |zy — z| for
a d-dimensional Bessel process started at 0. We know explicitly this law (see [35]):

-1
Py, [ € dt] = g |zg — z|“ 21742 e lwo—al” /2t dt, with a4= [2(‘172)/2I‘([d - 2]/2)] .

And so (II1.13) follows from the bound E;, [g(7%)] < Ey, [9(7)]
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Chapitre IV

Propriétés trajectorielles des
superprocessus avec meécanisme de
branchement général

IV.1 Introduction

Superprocesses (X;,t > 0) are measure valued branching processes whose distribution
can be characterized by a pair (v, ¥), where  is the underlying Markov process, playing the
role of the spatial motion and ¥ is the branching mechanism function. We refer to Dynkin
[24, 25] for basic facts about superprocesses and their construction as limits of branching
particle systems. Some recent studies on super-Brownian motion (corresponding to the case
when v is a Brownian motion in R¢ and ¥()\) = \?) give the exact Hausdorff measure of
its support supp Xy, at fixed time ¢ > 0, see Perkins [49, 50|, Dawson, Iscoe, and Perkins
[18], see also Dawson [11], theorem 9.3.3.5 for the Hausdorff dimension of supp X; with
T(A) = AP p € (0,1). The proof relies on approximation of super-Brownian motion by
branching particle systems. Another way to study this superprocess is to use the Brownian
snake introduced by Le Gall [38, 40] which is a path valued Markov process. In [5], Bertoin
Le Gall and Le Jan succeeded through a subordination method to use the Brownian snake
to represent superprocesses with a rather general branching mechanism. They construction
applies in particular to the stable case ¥(\) = AP for p € (0,1]. In the present paper,
we shall use this path representation to derive some properties of the (v, ¥) superprocess
when « is a Brownian motion in R? and ¥ is of the type considered in [5]. In particular we
give the Hausdorff dimension of the closure of | J;c 5 supp X;, when B is a closed subset of
(0,00) (theorem IV.2.1). We also provide sufficient conditions for the a.s. absolute continuity
of the measure X; (theorem IV.2.4), thus extending to a general branching mechanism a well-
known result for super-Brownian motion (see Dawson [11]). The result can be generalized
to a-stable superprocesses, extending results of Fleischmann [31] and of Dawson [11]. We
then use exit measures to give precise lower and upper bounds for hitting probabilities of
small balls (theorem IV.2.2). As an application, we can prove that if the dimension is large
enough, supp X; is totally disconnected (theorem IV.2.3). This extends a result of Tribe [58]
concerning super-Brownian motion.

Let us now describe more precisely the contents of the following sections. In section IV.2,
we recall the definition of Hausdorff dimension and upper box-counting dimension. We intro-
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duce the special type of branching mechanism function ¥ that we will consider. We recall the
definition of the (vy, ) superprocess X, where « is a Brownian motion in R?. The Laplace
transform of X is related to the solution of an integral equation (IV.1). We then state the
main results of this paper. In particular, theorem IV.2.1 provides upper and lower bounds
on the Hausdorff dimension of the closure of J,. 5 supp X;. Under suitable assumptions, the
lower and upper bounds coincide and we get the exact value of the dimension.

With the branching mechanism ¥, we can associate a subordinator S that plays a key
role in the subordination method. Section IV.3 is devoted to some preliminary results on this
subordinator. We give short proofs for the reader’s convenience.

In section IV.4, we first recall the subordination method of [5] based on the Brownian
snake. Precisely, we consider the path-valued process of [38] when the underlying (Markov)
spatial motion is a triple (&, L¢,I't) whose law can be described as follows. First £ is the
residual lifetime process associated with S: § = inf {S, —¢;7 > 0,5, > t}. Second L; is the
right-continuous inverse of S (equivalently it is the local time at 0 of &). Finally T'y = y,,
where 7 is a Brownian motion in R? independent of S. Using the Brownian snake with spatial
motion (&, L,T), we can give an explicit formula for the (v, ¥)-superprocess. This formula is
crucial for our investigation of path properties.

In section IV.5, we prove theorem IV.2.1. The proof of the lower bound on the Hausdorff
dimension uses a “Palm measure formula” for the exit measure associated to the Brownian
snake (proposition IV.4.2), classical results from Falconer [29] and technical results that are
derived in the appendix. The upper bound is a bit more complex, and really relies on the path
properties of the Brownian snake and its transition kernel. At this point, the Brownian snake
approach is used in its full strength.

Section IV.6 is devoted to our bounds on hitting probabilities of small balls and the result
about connected components of the support of super-Brownian motion. Lower bounds on
hitting probabilities are quite easy to prove from the integral equation (IV.1). The upper
bounds use the special Markov property of the Brownian snake and the connection between
exit measures and solutions of nonlinear partial differential equations (see Dynkin [25, 28]
and Le Gall [40] for the snake approach). The proof of the theorem on connected components
then follows from a technique of Perkins (see [52] p.1041).

Finally in section IV.7, we discuss the absolute continuity of the measure [ pu(ds) X.
Assume that [[ p(ds)u(dt) |s —t| ¢ < oo, where g € [0,1). Then we prove that in the p-
stable branching case (¥(A) = A7), [ u(ds) X is absolutely continuous if d < 2(q + 1/p).
If the underlying Brownian motion is replaced by an a-stable symmetric Lévy process in R%,
a € (0,2), then the measure [ u(ds) X, is absolutely continuous if d < a(g + 1/p).

IV.2 Notation and results

First we introduce some notation. We denote by (My, M) the space of all finite nonne-
gative measures on R?, endowed with the topology of weak convergence. We denote by B(RP)
the set of all measurable functions defined on RP taking values in R. With a slight abuse
of notation, we also denote by B(RP) the Borel o-field on RP. For every measure v € My,
and every nonnegative function f € B(R?), we shall use both notations [ f(y)v(dy) = (v, f).
We also write v(A) = (v,14) for A € B(R?). For A € B(RP), let CI(A) be the closure of A.
We recall briefly the definition of Hausdorff dimension and upper box-counting dimension (cf
[29]). Let A € B(RP) bounded. Let C.(A) denote the set of all coverings C = {B;,i € I} of A
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with balls B; of radius |B;| < €. Then for every r > 0, we consider

HI(A) = inf Z\B|

CEC:(4) 4

Clearly HZ(A) increases to H"(A) € [0,0], as ¢ decreases to 0+. The mapping r — H"(A)
is decreasing. Moreover we see that if H"(A) < oo, then H" (A) = 0 for every r’ > r; and if
H"(A) > 0, then H" (A) = oo for every r’ < r. The critical value

dimA =sup{r > 0,H"(A) = oo} =inf{r > 0,H"(A) = 0},

with the convention sup () = 0, is called the Hausdorff dimension of A. Then consider N.(A)
the minimal number of balls of radius € necessary to cover A. Define the upper box-counting
dimension of A by

dim A = lim sup M.
e—0+ 10g 1/6

Plainly we have dim A > dim A.
We consider the increasing function ¥ defined on R* by

2h\?
\1/,\:2bA2+/ TI1(dh),
) (0,00) 1 + 2R (dh)

where b > 0 and IT is a Radon measure on (0, 0o) such that f(o %) (1 A h)II(dh) < c0. To avoid

trivial cases, we assume either b > 0 or II((0,00)) = oo. Note that ¥(A) < ¢ for A € [0, 1].
The function ¥ can be expressed in the usual form for branching mechanism functions:

T(N) = 2602 + /

(0,00)

IT' (du) [eruA —1+4 uA] ,

where TT'(du) = [f(O,w) II(dh) e*“/Qh(4h2)*1] du satisfies f(O,oo) (u A u?)IT'(du) < oo. Notice

that if we take b = 0 and II(dh) = ¢’h~'7?dh then we get the stable case U(\) = cAl*?.

Let v be a Brownian motion in R¢, and (P;,s > 0) its transition kernel.

We then consider X := ((Xy,¢ > 0), (B, v € My)) the canonical realization of the (v, ¥)-
superprocess defined on D := D ([0, 00), M), the set of all cadlag functions defined on [0, c0)
with values in My. We refer to [19, 24, 28, 30| for its construction and general properties.
We recall that the superprocess X is a cadlag strong Markov process with values in My
characterized by Xy = v P -a.s. and for every nonnegative bounded function f € B(R?),
t>s5>0,

Ei( [e_(Xi;f) | O'(Xu,o S Uu S 3)] — e_(Xs;'U(t—s,-))’

where v is the unique nonnegative measurable solution of the integral equation

t
v(t, x) —l—/ ds Pi_s[¥(v(s, ))](z) = Pf(z), t>0,z¢eR. (IV.1)
0
We define the constants p and p by:
U log ¥
p=—-1+ llmlnfM, and p= —1+4 limsup L(A).
= A—oo  log A Aooo  log A
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Since f(o oo)(1 A h)TI(dh) < oo, we easily get 0 < p < p < 1. From the definition of p, p, for
every ¢ € (0,1), there exists Ay € (0,00) such that for every A > A;

AP0 < g (N) < NP, (IV.2)
We will consider the following two assumptions:
(H1): We have 0 < p.

(H2): The function U is regularly varying at oo with index 1 + p where p € (0,1], that is to
say:
W(tA
Ali_)nolo ﬁ =t for every t> 0.

Notice that (H2) implies (H1) and p = p = p. The stable case ¥(X) = cA'? satisfies (H2).

We can now give our first result about the Hausdorff dimension of the topological support
of the measure X;. Let supp v denote the topological support of a measure v € My. Set
ox =inf{s > 0; X; = 0}.

Theorem IV.2.1 Assume (H1). Then for every v € My, for every nonempty compact set
B C (0,00), we have P -a.s. on {B C (0,0x)},

2 2 -
(:+2dimB> ANd < dimCl USUPPXt < (——I—2dimB> Ad.
p teB P

Moreover, if (H2) holds, then PX-a.s. on {B C (0,0x)},

dim Cl (U supp Xt> = (g + 2dim B) Ad.
teB p

In the special case W()\) = A2, Tribe [57] (theorem 2.13) proved a stronger form of theorem

IV.2.1. Precisely, Tribe showed that the last assertion of the theorem holds simultaneously for

all sets B outside a set of zero probability. Our next result is about the hitting probabilities of

small balls. We denote by B.(0) the ball centered at 0 with radius ¢, and by p the Brownian

transition density on R?

1 z|?
p(t, .'L') = Wexp—u, (t,ﬁC) S (O, OO) X ]Rd.

We say a nonnegative function /, defined on (0, 00) is slowly varying at 0+, if for every ¢ > 0,
limy o {(At)/I(A) = 1. Let &, be the Dirac mass at point z € R?.

Theorem IV.2.2 Assume (H2) and pd > 2. There ezxists a positive function ly, which is
slowly varying at 0+, such that for every t > 0, € > 0:

PY [X4(B:(0)) > 0] <t 924 2/P) (Vi ne).

Moreover if limsupy_,o A"17PU(N\) < oo, then for every M > 0, there exists a positive
increasing function ly, which is slowly varying at 0+, such that for every M/t > e > 0, we
have



Our next result is about the connected components of X;.

Theorem IV.2.3 Assume (H2) and d > 4/p. Let v € My, t > 0. Then P} -a.s. the support
of Xy is totally disconnected.

The last result deals with the absolute continuity of superprocesses in the case where the
underlying process may be not only Brownian motion but also a symmetric a-stable process.
We first introduce the a-stable superprocess.

Let v* be a symmetric a-stable process on R¢ of index a € (0,2) started at z under P,.
For every y € R?%, for every t > 0, we have

E, e~#¥f o) — ot i1 [(9:2)% x(d2)

where (.,.) denotes the usual scalar product on R? and y is a finite symmetric measure on
the sphere {z ERY 2| = 1}. In order to avoid degenerate cases we assume that

inf /M_1 (y, 2)]® x(dz) > 0.

ly|=1

In particular the transition density is continuous on (0,00) x R¢ (see [33] theorem 10.1). For
a = 2 we consider 42 = 4, the Brownian motion in R? started at = under P,. We consider
X = (X, t > 0) the canonical realization of the (y*, ¥)-superprocess defined on ID. We refer
again to [19, 24, 28, 30| for its construction and general properties.

Theorem IV.2.4 Assume (H1). Let o € (0,2]. Let u be a finite positive measure with support
in (0,00) and q € [0,1) such that

[[ wiatyutas) = ol 7 < .

If g + ag > d, then for every v € My, PX_q.s. [ u(dt) X is absolutely continuous with respect
p

to Lebesgue measure.

As a particular case, taking y = d§; for ¢ > 0, and ¢ = 0, we get that if a/p > d, then for
t >0, PX-a.s. X is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure.
Hypothesis (H1) will be in force from now on.

IV.3 Preliminary estimates

Notice that the function defined on R by n(A) = bA + [;° [1 — exp(—Ah)]II(dh) is the
Laplace exponent of a subordinator. By comparing the functions 2u/(1 4+ 2u) and 1—exp (—u),
it is easy to obtain the following bounds:

gxn(x) < W) <4M(N), A>0. (Iv.3)

The constants p and p thus correspond to the lower index and upper index of the subordinator
associated to n (cf [8]). We give an elementary result about .

Lemma IV.3.1 If (H2) is satisfied and if p < 1, then the function n is regularly varying at
oo with index p.
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We shall need the usual notation TI(h) = II ([h, o0))
Proof. Assume (H2) and p < 1. The latter condition implies b = 0. Fubini’s theorem gives

T(\) = /Ooo 2% (14 2\k) 2TI(h)dh = 2)\2 /Ooo (h+2X) 210(1/R)dh.

Thanks to theorems 1.7.4 and 1.7.2 of [6], we deduce that the function II is regularly varying
with index —p at 0+. Then theorem 1.7.1’ of [6] implies that the function 7 is regularly varying
with index p at oc. O

We now give some simple results about the subordinator with Laplace exponent 7. We refer
to [4] for definitions and properties of subordinators. Let S = (S, ¢ > 0) be a subordinator
with Laplace exponent 1. We denote by L = (L;,t > 0) the right continuous inverse of S, that
is Ly = inf {u > 0; S,, > t}.

Lemma IV.3.2 1. For every 6 > 0, there ezists hs > 0 such that for every h € [0, hs],
ELj, < h279.
Furthermore there ezxists a constant Cs, such that for every h > 0, EL, < Cs(h A hﬁ_‘s).
2. The process L is locally Holder with exponent «, for every a € [0, p).

3. For every a € [0,1/p), s > 0, a.s. there ezists € € (0,s), depending on (S;,0 <t < s)
and «, such that for every u € [s —¢€,s), we have

Sy — Su < (s — u)™.

4. For every 6 > 0, there exists a sequence (Ry,n > 1) of positive real numbers, decreasing
to zero, such that for every M € (0,00), we have

lim P [inf R, > M] _1

n—00 i>n

5. If (H2) holds, then for every (6, M) € (0,00)%, we have
lim P [ inf B POHIL, > M] =1.
r—=0 | he(0,r]

Proof. 1. Using the links between S and L, we have for A > 0,

o0 o0 o0
n\)~! = / dt Ee ™ = / dLp e =) / dh e M E[Ly)
0 0 0

2/A
>3 [ Cdhe 2Lyl = 2EL)
1/A

The first part of the lemma follows from (IV.2) and (IV.3). The second one is then trivial.

2. The variable Ly, — Ly is bounded from above in distribution by Lj. By a standard
argument for additive functionals, we have also E[(L;)?] < p! (E[Ly])?. Thus for every t > 0,
0 >0, if hs is defined as in 1., and h € [0, hs), we have

E[(Litn — Le)?] < E[(Ly)?] < p! (E[Ly])? < plhPL™0).
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From the classical Kolmogorov lemma, we obtain that L is locally Holder with exponent a,
for any o € [0, p).
3. Let s > 0. The two processes (Ss— — Sy,0 < u < s) and (S(s_u)_,O <u< s) have the
same law. So it is sufficient to prove the analogous result for V,, = S(;_y)_.
- If p =1, the result is a consequence of proposition 8 p.84 of [4].
-If p <1, then b = 0, and we have
o

T(A) > A [ 2rA1 +2h)) 'TI(dh) >
/X

ALI(1/M).

Wl N

Then the upper bound (IV.2) implies that the integral [, TI(t%)dt is convergent for every
a € (0,1/p). Thanks to theorem 9 p.85 of [4], we have for every a € [0,1/p) a.s.

lim V,/(s—u)*=0.

u—8, u<ls

The desired result follows.
4. Fix 6§ € (0,00). Note that (IV.2) and (IV.3) imply liminfy_,o X212 p()) = 0. We
can find a sequence (R,,n > 1) of positive reals decreasing to zero such that

for every n>1, n(1/R,) < R;E(H—J/Q) and ZR;S/Z < 00.
n>1
In order to bound for every M € (0, ),

p(1+6)

P(Lr, < MER ] = P[RS a0 > 1],

we consider the Laplace transform of S:

Eexp [~R;'S, ouo| =exp [~-MER " n(1/Ry)| 2 exp [-MRE"”].

An easy calculation shows that

avo > 1] <0=1/e) [1 - Bexp [ RS, o] | < (0= 1/ ey MRET.

P [R,;IS 2

MRE

6/2
Since the series ) < R% / converges, we get
144
Z]P’[LRn <M %(+)] < o0
n>1

The desired result then follows from the Borel-Cantelli lemma.
5. If (H2) holds, we have p = p, and we deduce from the proof of 3., that for every s > 0,
m > 0,

lmP | sup uw YP0H)G, < m| =1.
r—0 u€(0,r]

The desired result follows since L is the inverse of S.
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IV.4 The subordination approach to superprocesses

IV.4.1 The Brownian snake

Our main goal in this section is to explain how superprocesses with a general branching
mechanism can be constructed using the Brownian snake and a subordination method taken
from [5]. We start from a subordinator S = (S;,¢ > 0) as in section IV.3. We denote by &
the associated residual lifetime process defined by & = inf{Ss —t;Ss > t}, and by L the
right continuous inverse of S, L; = inf {s;Ss; > ¢}. We also consider an independent Brownian
motion in R? denoted by v = (4, > 0). We shall be interested in the process & = (&, Lt, vr,),
which is a Markov process with values in E = Rt x Rt x R?%. Let P, be the law of ¢ started
at z € E. For simplicity we write T'y = vz,, and P, = P, when z = (0,0, z).

We then introduce the Brownian snake with spatial motion & (cf [38], our construction
is slightly different here because the first coordinate of £ is not a continuous process). The
Brownian snake is a Markov process taking values in the set of all killed paths in E. By
definition a killed path in E is a cadlag mapping w : [0,{) — E where { = ({,, > 0 is called
the lifetime of the path. By convention we also agree that every point z € F is a killed path
with lifetime 0. The set W of all killed paths is a Polish space when equipped with the metric

%
d(w,w') := |¢ = ' + |w(0) — w'(0)] —I—/0 [du (weu, wl,) A1] du,

where w<, denotes the restriction of w to [0,u], and d,, is the Skorokhod distance on the
space of all cadlag functions from [0, u] into E.

Let us fix z € E and denote by W, the subset of W of all killed paths with initial point
w(0) = z (in particular z € W,). Let w € W, with lifetime ( > 0. If 0 < a < (, and b > a, we
let Qqp(w,dw’) be the unique probability measure on W, such that:

- ¢'=b, Qup(w,dw)-as.,

- w'(t) = w(t), Vt € [0,a], Qqp(w,dw’)-as.,

- the law under Qq(w,dw’) of (w'(a +1),0 <t < b—a) is the law of (£,0<t<b—a)
under Pw(a)-

By convention we set Qo (z,dw') for the law of (£,0 < t < b) under P,.

Denote by 9§(dadb) the joint distribution of (infg 4 B, Bs) where B is a one dimensional
reflecting Brownian motion with initial value By = ¢ > 0.

C+b—2a)eXp (_(C+b—2a)2

2
6% (dadb) = (W - )1{0<a<w}dadb

[2 ¢+b)?
+ g exp (—( %5 ) )1{0<b}50(da)db

Proposition IV.4.1 There exists a continuous strong Markov process in W,, denoted by
W = (W, s > 0), whose transition kernels are given by the formula

We recall proposition 5 of [5].

Qs(w,dw') = / 05 (dadb) Qa,p(w, dw').

[0,00)?

If ¢s denotes the lifetime of Wy, the process ((s,s > 0) is a reflecting Brownian motion in R, .

87



Intuitively the path W is erased from its tip when the lifetime (; decreases, and it is extended,
independently of the past, when (; increases, according to the law of the underlying spatial
motion ¢. It is easy to check that a.s. for every s < s, the two killed paths W, and Wy coincide
for t < m(s,s') := inf,¢[, ¢ (- They also coincide at ¢t = m(s, s') if m(s,s') < (s A (y. In the
sequel, we shall refer to this property as the “snake property” of W.

Denote by &, the probability measure under which W starts at w, and by &, the proba-
bility under which W starts at w and is killed when ( reaches zero.

Here thanks to the properties of the process ¢ (and in particular assumption (H1)), we
can get stronger continuity properties for the process W. First introduce an obvious notation
for the coordinates of a path w € W:

w(t) = (&(w), Li(w), Ty(w)) for 0 <t < (.

We also set @ = limyy¢, I't(w) if the limit exists, w = 0 otherwise, where 0 is a cemetery point
added to R?. Fix wg € W,, such that the functions ¢ — L;(wg) and t + T'y(wg) are continuous
on [0, (y,) and have a continuous extension on [0, (y,]. By using the Hélder properties of the
processes L and T' (cf lemma IV.3.2) one can prove that £,,,-a.s. for every s > 0, the functions
t — Ly(W;) and ¢ — T'y(W;) which are a priori defined on [0, (s) are continuous and have a
continuous extension to [0, (] (cf lemma 10 and its proof in [5], see also the proof of lemma
IV.5.3 below). Furthermore the mappings s = (Lic, (W), t > 0) and s — (Tync, (W), t > 0)
are continuous with respect to the uniform topology. The processes L¢, (W) and W, are
continuous &yy,-a.s.

It is clear that the trivial path z € W, is a regular recurrent point for W. We denote by N,
the associated excursion measure (see [7]). The law under N, of ({5, s > 0) is the It6 measure
of positive excursions of linear Brownian motion. We assume that N, is normalized so that

1
N, [sup{s > e] = —.
>0 2e

We also set 0 = inf {s > 0,(; = 0}, which represents the duration of the excursion. Then for
any nonnegative measurable function G on W,, we have:

NZ/O Gw,) ds:/o dsE, [G (6,0 <t <s))]. (IV.4)

For simplicity we write N, = N, when z = (0,0,z). The continuity properties mentioned
above under &,, also hold under N,. In particular the two processes (L, (W;),s > 0) and

(Ws, s> 0) are well defined and continuous under N, .

Remark. We set G := {(Lgs(Ws), Ws) ,8 > 0}. Since L¢, (W) and W, are continuous un-

der &, we deduce that for any open set A C Rt x R? such that (0,z) € A, we have
N, [G N A° # (] < oo.

IV.4.2 Exit measures

Let D be an open subset of E with z € D (or w(0) € D). As in [5], we can define the
exit local time from D, denoted by (LSD, s> O). N,-a.e. (or £y,-a.s.), the exit local time L
is a continuous increasing process given by the approximation: for every s > 0,

D 1 [
Ls = lglﬁ)lg o 1{TD(Wu)<Cu<TD(Wu)+E}dua
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where 7p(w) = inf{r;w(r) ¢ D} with the convention inf() = +oc. We then define under
the excursion measure N, a random measure Y? on R? by the formula: for every bounded
nonnegative function ¢ € B(R?Y),

(Yp, ) = /OU @(Ws)dLy.

The first moment of the random measure can be derived from the following fact. By passing
to the limit in (IV.4) (see [40] proposition 3.3 for details), we have for every nonnegative
measurable function G on W,

N, / W, dI? = &P [q), (IV.5)
0

where PL is the sub-probability on W, defined as the law of € stopped at time 7p under
P,(-N{rp < o0}).

We apply this construction with D = D, = Rt x [0,1) x R¢. For convenience we write
m(w) = 7p,(w), Lt = LPt) Y, = Yp,, and Pt = PDPt. We also will write P, = P! when
z = (0,0,z). When z ¢ Dy, we then take Lt = 0 for all s > 0 and Y; = 0. Using (IV.5), we
get in particular the first moment for the process (Y3, ¢ > 0): for every bounded nonnegative
function ¢ € B(R?),

N; [(Yz, 0)] = Pip(z).

To get a measurable version of (Y, > 0), we take a measurable version of (Lg, t>0,s> O):
for ¢ such that z € Dy,

. . —-b
L! = liminf L% 7,
p—00

S
where for € >0, Ly" = = | Hn (i) <Gu<n (a2} B

Remark. As a simple consequence of (IV.4), we have for ¢ > 0,

t 1= *
Nz [LO?E] — EEJ; [/0v l{Tt<u<Tt+g}du — ]..

If p is a finite Radon measure on [0,00), then p(dt)-a.e. N,-a.e. the function s + L is
increasing and continuous. Similar observations hold under &,,,. We shall be interested in the
random measure [ u(ds) Y;. By arguing as in [40], theorem 4.1, we easily get a “Palm measure
formula” for this random measure.

Proposition IV.4.2 For every nonnegative measurable function F on RY x My, for every
t > 0 and z € Dy, we have

| [ vtanr (v [ utas v.) |
- [B (e [F (w [ Notatu,aw) /0 " u(ds) Ys(W)l{u<Ts(W)}>] ,

where for every w € W,, Ny (du,dW) denotes a Poisson measure on Rt x C (RT, W) with
intensity

4 1[0,§w](“) du Nw(u) [dW].
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IV.4.3 The subordinate superprocess

We introduced the process Y because its distribution under the excursion measure N, is
the canonical measure of the (v, ¥)-superprocess started at d,. More precisely, we have the
following result.

Proposition IV.4.3 Let v € My and let Y, ; dyi be a Poisson measure on C(RY, W) with
intensity [ v(dz)Ng[-]. The process
Xo=v, Xy=)» Yi(W'), for t>0,
i€l
is a (U, 7)-superprocess. Moreover, a.s. for every t > 0, the collection ((Ys(W?),s >t),i € I)

has only a finite number of non zero terms.

The proposition is proved in [5], except for the last assertion. For this it is enough to check
that N [Y; # 0] < oo for ¢t > 0. We know from [5], that

N, [1 — e_"(Yt’l)] =wvp(t,z), t>0, zeR,

is the only nonnegative measurable solution of (IV.1) with f = n. By a uniqueness argument,
we have v, (t,z) = v, (t). Then (IV.1) implies v,(0) = n, %vn(t) = —U(v,(t)), from which we
easily get:

n
/ U(u) tdu=t, for t>0.
v (t)

By (IV.2) and (H1), we have [* U (u)"'du < co. Thus if v(2) = limy 00 v (t) = Ny [V3 # 0],
we get from the previous equation that v(t) < oo and more precisely

/ U(u) 'du=t, for t>0. (IV.6)
v(t)

Remark. We can use the continuity of the mapping ¢ — v(t) to derive a fact that will be
useful later. For ¢ > 0 fixed, observe that N;-a.e.

{supLCs(Ws) > t} c{Y; #0} C {supLCS (Wy) > t}.
$>0 5>0

The second inclusion follows from the construction of L! and the first one is easily deduced
from the special Markov property (cf [5] proposition 7). It follows that

N [sg%) L¢,(Ws) > t] =N; [Y; # 0] = v(t),
and so

N, [sup L¢, (W) = t] =0.
§>0

We shall also need the following result, which is a consequence of (IV.6) and theorem
1.5.12 of [6]:

Corollary IV.4.4 Under (H2), the function v(t) = Ny [Y; # 0] is regularly varying at 0+
with index —1/p.
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IV.4.4 The support of the exit measure

In this section, we give a technical result about the support of the exit measure Lf,
which is crucial for the proof of theorem IV.2.1. Recall that by definition we have (W) =
inf {r < {s; L,(W,) > t}. However we know that N,-a.e. (or Ey,-a.s.), for every s > 0 the
mapping 7 — L.(Ws), r € [0,(;) has a continuous extension to [0,(s]. Thanks to this fact,
we slightly modify the previous definition of 7; by taking (W) = (, when L¢, (W) =t and
L, (W) <t for r < (5. For t > 0, we introduce under N, the set

He ={s €[0,0];¢s = 7e(Ws)} .
Recall that supp v denotes the closed topological support of a measure v.

Lemma IV.4.5 N;-a.e. for every t > 0, the set H; is closed. Furthermore for every fized
t >0, Ny-a.e., we have supp dL! C H;.

Proof. We prove the first part of the lemma. From the “snake property”, it is easy to see that
{s;(Ws) < (s — €} is open. Note also that the set {s; 7,(W,) < (s} = {s;L¢,(Ws) > t} is clo-
sed since the function s — L¢, (W) is continuous. Thus the set A, = {s;(; —e < (W) < (s}
is closed. We deduce the set H; = Np>144 /n 18 closed.

For the second part of the lemma, fix ¢ > 0. By the definition of L, we have
supp dL»* c Cl ({3 Tt( ) < (s < Tt(Ws) + 5}) C {S;Cs —e< Tt(Ws) < Cs}
Since Lt = lim,_ Lie , we deduce that supp L' C H; N,-a.e. O

IV.5 Proof of theorem IV.2.1

We prove theorem IV.2.1 in three steps. In the first one we reduce the proof to proposition
IV.5.1. The second and third step deal respectively with the proof of the lower bound and the
proof of the upper bound of proposition IV.5.1.

IV.5.1 Preliminary reduction

Let g € [0,1), and p a measure on R, such that supp u C (0, 00) and
0< / (dt) p(ds) |t — s| 7 < . (IV.7)

Let B a compact subset of (0,00). We set oy = sup,¢9,5] L¢, (Ws) and Hp = Ure pHe-
Proposition IV.5.1 Let x € R?. Ny-a.e., on {supp p C (0,0y)}, we have the lower bound

2
dim supp /,u(ds) Y > (5 + 2q> Ad.
Ny-a.e., on {B C (0,0v)}, we have the upper bound
. T 2 T
dlm{Ws;s € 7—[3} < (— + 2d1mB) Ad.
P
Moreover if (H2) holds, then we have the stronger upper bound: Ny-a.e., on {B C (0,0v)},

) 2
dim{Ws;s c HB} < (; +2dimB) Ad.
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We first show how theorem IV.2.1 follows from proposition IV.5.1. For every ¢ € (0,dim B)
(take ¢ = 0 if dim B = 0), there exists a Radon measure y, supported on B, such that
(IV.7) holds (cf theorem 4.13 of [29]). We deduce from proposition IV.4.3 and the first part
of proposition IV.5.1 that PX-a.s., on {B C (0,0x)},

2
dim supp /,u(ds) X, > (5 + 2q> Ad.

Since supp [ u(ds) Xs; C Cl (UtE 5 Supp Xt) and since ¢ can be chosen arbitrarily close to
dim B, we get the lower bound of theorem IV.2.1.

Let B’ a countable subset of B such that every point of B is the limit of a decreasing
sequence of points of B’. The proof of the following lemma is postponed until the end of this
subsection.

Lemma IV.5.2 We have N;-a.e.
Cl (U supp Yt) C {Ws;s € HB}.
teB’

Since the process X is cadlag, and all points of B are limits of decreasing sequences of points
of B', it is clear that on {B C (0,0x)},

cl (U supp Xt) =Cl ( |J supp Xt> .

teB teB’

It is then easy to deduce the upper bounds in theorem IV.2.1 from the upper bounds in
proposition IV.5.1, proposition I1V.4.3 and lemma IV.5.2. O

Proof of lemma IV.5.2. Using the properties of the Brownian snake (in particular the “snake
property”), Ny-a.e. for every ¢t > 0, we have {Ws;s € ’Ht} = {Ws;s € [0,0], L¢, (W) = t}.

Thus, we have {Ws;s € ’HB} = {Ws;s € [0,0], L¢, (Wy) € B}. Since the mappings s
L, (Ws) and s +— Wy are continuous, we deduce that the set {WS; s € [0,0], L¢, (Ws) € B} is

compact, and thus closed. Finally we deduce from lemma IV .4.5 that N;-a.e., for every t € B’,
supp Y; = {Ws;s € supp st} C {Ws;s € Ht} C {Ws;s € ’HB} .

The desired result follows. O

IV.5.2 The lower bound of proposition 1V.5.1

We introduce the set K = {s € supp y; [ u(dt) [t — s| 9 < co}. Notice that u(K¢) = 0. In
a first step we show that for every k € (0, (2¢ +2/p) Ad), § € (0,/2), so € K,

N, [ [ Yealdo) oz ( [ wta Y)] —0,
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where if @ > 0, Fj is the measurable function on R¢ x M 7 defined by

F (y7 V) =1 )
’ {limsupl/(Bgn ())2™ > O}

n—oo

where B,.(y) is the ball centered at y with radius r. By proposition IV.4.2, we have

N | [ Vel o (3, [ nta) ) |
- / B2 (dw)E [F,, <w / Ny (du, dW) / 1(dt) Luenun) Y;(W))]. (IV.8)

In order to use the Borel-Cantelli lemma, we first bound [[ P2 (dw)P(dw)1 4, (w,w), where

Ay = {(«u,w); 2 [ Ay ), W) [ ) Lacrnfany Yo W) (Byoa () > cnz—“},

where C; = Cy(w) is a finite positive constant that does not depend on n and w, and depends
on w only through (S, (w),0 < v < sg) (the choice of this constant will be made precise later).
Conditioning on 8 = o (Sy(w),0 < v < 8p), and using the Markov inequality, we obtain

Ey [E[14,]]

<8 B [B] 02 [ Woldu,dW) [ @1y W) (B +(0)

]

_ _ Cw
= Qn(n—é)lE;O [Cn—l [IE;O [/M(dt)4/0 du 11y <r, (w)} Nw(w) [ (Bgfn(y))]y:w

s

—~1
C / i) /[o,so/\t) A5 B [PW e € BQ‘"(y)]y—%o]] ’

_ _ Tsg\Tt B
_ 4 (Do [c,;l [E;o [ / () /0 " du P [ € By (y)],ma

— 4ol o

where 7 is under P, a Brownian motion in R? started at z. In the first equality we used the
form of the intensity of the Poisson measure N,,. In the second one, we applied (IV.5) with
D = Dy. In the third one, we made the formal change of variable u = S/, using the specific
properties of the process &, and in particular the fact that I' is constant over each interval
(Su—, Sy). We have

Ex I:]P)’)’u/ [’Yt—u’ S Bg—n (y)]yZ%O] = 92(27’”, so+1t— 2'1//,);

where go(r,t) = Po[lv:| < r]. We prove in the appendix (lemma IV.8.1) that under the
assumption sy € K, we can choose a finite constant C depending only on (S, (w),0 < v < sp)
such that for r € (0,1],

/p(dt) / g2(r, so +t — 2u)dS, < Cgr”.
[0,50At)

As a consequence, we have for every n > 1,

B [E[14,]] < 427,
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Applying the Borel-Cantelli lemma to the sequence (A,,n > 1), we get P$-a.s., P-a.s.

tm sup 220 [ N (s, dW) [ () Lucnuy) Vi(W) (B () = 0.

n—oo

Hence by the definition of Fyp and (IV.8), we get for every sg € K,

| [ Vel Bz (v [ @ vi)] =0

Since pu(K¢) = 0, integrating with respect to u(dsg) gives Ny -a.e.

[ @) [ Vit (y [ ntan ) =o (1v.9)

We deduce from theorem 4.9 of [29], that for every x € (0, (2¢ + 2/p)Ad), ¢ € (0,k/2), Ny-a.e.
on { [ u(dt) Y; # 0},

dim supp /u(ds)Ys > Kk — 20.

The lower bound of proposition IV.5.1 follows. O

IV.5.3 The upper bounds of proposition IV.5.1

First of all we give a technical result about the Brownian snake.

Lemma IV.5.3 1. Ny-a.e. the function s — L¢ (W), respectively s W, = L¢, (W), is
locally Holder with index p/2 — 0, respectively p/4 — 6, for every 6 € (0,p/4).
2. The adapted increasing process (My,t > 0), defined by:

|Lu(W8) - LU(WS)|
lu — v[21=0/2) 7

M; := sup sup
se(oﬂt] u#”a(uav)e[oycsp

is Ny-a.e. finite for every § € (0,1).

Proof. 1. Recall that £;-a.s. the mapping s — (Lgs(Ws), Ws) is continuous. Thanks to the

Kolmogorov lemma it is sufficient to prove that for every integer k¥ > 1, and ¢ € (0, p), N > 0,
there exists a constant ¢, such that for every 0 <s,s’ < N,

& [|Le, W) — Lo, W)*] < s — o], (IV.10)
& “Ws — Wy 2k] < dys—s'| €k, (IV.11)

Firstly, we prove (IV.11). Since €z-a.5. Ty 5y (Ws) = Lpys,61y (W), we have by symmetry

& “W W,

2k
:| < 2.22k_1€$ I:‘FCS (Ws) - Fm(s,s’)(WS)‘Qk] :
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Conditionally on ¢ the distribution of I'¢, (W) =Ly s, 1) (W) is the same as that of I'¢, =Ty, ¢1)
under P,. Thus we get

& [T, (Ws) = Do oy (W:)|*] = & [E” [P —Tuf*] uzgs,vzm@,s')] '

By scaling and using the same arguments as in the proof of lemma IV.3.2, we get
By [T = To*] = By [ [*] Bo [Lu — Lo]* < o [|n[*] B [E[Ly o]*

-0 k

<e¢ [|u—'u|/\|u—v|3 ] ,

by lemma IV.3.2,1. From this inequality and standard bounds on the moments of the incre-
ments of (, we easily get

e |

where the constant ¢y is independent of s and s’. Since s and s’ are bounded, (IV.11) follows.
The proof of (IV.10) is similar.

2. Thanks to lemma IV.3.2,1. for every integer £ > 1, and 1/2 > 6§ >0, A >0, T > 0,
there exists a constant ¢; such that for every (u,v) € [0, A]?,

W, — Wy

Qk] <o [‘S B 3,‘ A |s _ s/|g—5]k/2’

E[ILu = L] <erfu— o209,
Furthermore, there exists a constant cy, such that for every (s,t) € [0,T]?,

. [ sup |G — "2 | < ep s — o0,

7,q€[s,t]

For convenience, we put L,(Ws) = L¢, (W,) when u > (;. Using the above inequalities and
the snake properties, we then bound for every integer k > 2p~!, and u > v, (u,v) € [0, A%,
(s,t) € [0, T,

Ex [|LU(W5) — Ly(W;) — Ly (W) + Lv(Wt)|k]
<& [1m(s,t)3v5u [(Lu(Ws) — Ly(Ws)) + (Lu(Wy) — LU(Wt))]’“]
+ & [1v<m(s,t)§u [(Lu(Ws) = Lyngs 1y (W5)) + (Lu(Wy) — Lm(s,t)(Wt))]k]
< esba :1m(s,t)§v§u ([{sAu—CsAv+CGAu—CA U”kg(l—é)]

+ C38:c [1v<m(s,t)§u [|C5 ANu+ Ct Au— 2m(8,t)|]k3(176)i|

<y (-0 A sup |cr—cq|’“ﬁ“_6)]
7,q€[s,t]

' kp(1-0)
<cs [|u—v|/\|s—t|1/2] b ,

95



where the constant c¢5 is independent of u,v,s and ¢. For s,t fixed consider the continuous
random process Zy"' = Ly (W) — Ly(Wy). Fix n € (1/2,1). The previous inequality gives:

gsc [|Zqi’t - Zg’t

k] <cslu— v|k"3(1*‘5) |t — s‘k(lfn)g(lfé)/Q '

The Kolmogorov lemma (theorem 1.2.1 of [54]) implies that the process Z*! is locally Holder
with exponent 6 = np(1 — 36/2), and moreover a close look at the arguments of the proof
shows that

Z’Z;t _ Zgat

&, sup < e[t — s[F1 W00/,

uFv;(u,v)€[0,A]? |U - ’U|0

where the constant cg is independent of ¢, s. Now consider the norm on the Banach space of
all real functions f on [0, A] that are Holder with exponent 6 and such that f(0) = 0, defined
by

Iflg:= sup  |f(w)— f(o)||u—ov|".

uvy(u,w)€[0,A]?
The above inequality can be written as
& [I1E(W,) = W) [f] < st — sfF 002,
We can again use the Kolmogorov lemma to get £,-a.s.

AT
s€[0,T]

Note that £g-a.s. sup,eo,7] (s is finite, and so sup,epo 7 (s < A if A is large enough. The fact
that M; < oo follows from the last bound by taking 5 sufficiently close to 1 and ¢ small
enough. This completes the proof. |

Since we have proved the function s +— Ws is Ny-a.e. locally Holder with index % — 4, for
any ¢ € (0,p/4), proposition 2.2 from [29] implies that N;-a.e.,

o 4
dim{Ws,s c %B} < 2 dimHp.
P
We will now prove in three steps that for every [, 8] € (0,00), &' € (0,1/2), N;-a.e.,
1 .
dim (Hp N[a, G]) < 5(1 + pdim B) 4 ¢'. (IV.12)
Moreover if (H2) is satisfied then Ny-a.e.,
1
dim (Hp N[e, G]) < 5(1 + pdimB) + ¢'. (IV.13)
This will be sufficient to prove the upper bounds of proposition IV.5.1.

Proof of (IV.12) and (IV.13). In a first step we start from a covering of B by open sets and
construct an associated covering of Hp N [, 8]. In a second step, lemma IV.5.4 gives us an
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upper bound on the cardinality of this covering. In the last step, we prove (IV.12) and (IV.13)
by letting the maximal diameter of the open sets in the covering of B tend to 0.
Let [a, B3] C (0,00), with a < 1, and let § > 0 small enough. We set 6 = p(1 + ) /2.

First step. Let i be an integer and € > 0, h > /. We define the stopping times:
= inf {u € lie, (1 + el ;u € Hypo ) N[a, B+ 1]} ,
with the convention inf () = o. If [¢] is the unique integer k such that k <t < k+ 1, we define

[8/e]
Neps = Z 1{Tis<g}-
i=[a/e]
The random variable N, j 5 represents an upper bound on the total number of intervals of the
form [ie, (¢ 4+ 1)e] which intersect Hp,_.0 5y N [, B]. Let g9 € (0,/2), and ((hn,7m0),m > 1) a
possibly finite sequence in (0, 00) x (0,€’] such that h, > r, > 0 for all n > 1, and the family
of open sets (hy, — 7y, hy) covers the compact set B. It is clear that

Hp N[, 8] C | Hipyoraha) N e B -

n>1

We finally denote by A the collection of all pairs (i,e) € N* x (0,e¢] such that there exists
n > 1 for which

e=r? and [ie, (i + 1)e] N Hihy—rnha) N [, B] # 0.

The collection of balls ([ie, (i + 1)e]; (,€) € A) covers the set HpN[a, F]. Moreover for € fixed
1/6

of the form ¢ = r,,/",

Card {i € {[a/e],...,[B/el}; (i,e) € A} < N, 6-

Second step. We are mainly concerned by a control on the expectation of IV, j, 5. Recall the
notation of IV.4.2, and observe that for £ € (0,/2),

ho/E 1 B+1
1> Ny Ly > TN:U/ L (W) <G <rn (W) vz} B8
[B/€] (i+2)
2 .

=z 2\[ Z/ o | T <o / L (W) <Gun (Wa)+ v} 3
(B/e] - e

> f Z/ Ne |17 < o3&y, [/O 1{Th(Wu)<cu<rh(Wu)+ﬁ}d“]]’
O! E -

where we used the strong Markov property at time T¢ for the last inequality. To go further,
let us introduce some notation and state a technical lemma. Recall the notation of lemma
IV.3.2 to define, for every real number u > 0 of the form u = (4R, )?,

1+6/2
250) = Bo |inf 2L, > (4]
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Note that the sequence (R,,) depends on ¢. If (H2) holds, then consider
ZXy) =P | inf v PUHAL, > (y41)].
W) =B | inf 2>+ 1)

We will use the same notation Z,(y), for both functions Z.(y) and Z2(y). This function is
defined for (u,y) € F x R, where F = {(4R,)%*n > 1} in the first case and F = (0,00) in
the second one. Clearly the function Z is positive and bounded above by 1, and is decreasing
in both variables 4 and y. Moreover thanks to lemma IV.3.2, we have for every y > 0,
limy,cry—0+ Zu(y) = 1. Recall the process M; was defined in lemma IV.5.3. The proof of the
following lemma is postponed to the end of this section.

Lemma IV.5.4 There erists a universal constant Cy, such that for every § € (0,1/2], h > 0,
e € FN(0,1/2), Ny -a.e. for every stopping time T taking values in (’H[h_ge,h] N [a, ﬂ]) u{o},
we have

€
Evy [ /0 1{Th(wu)<<;u<m(wu)+ﬁ}d“] > Co €' Z(Mr) 11 iy [0 > €]

Using this lemma with T' =T, we get for e € FN (0,1/2)

e
Nz [Tz's < 0;5§st¢ [/0 1{Th(Wu)<gu<rh(Wu)+\/E}d“]]

> Chel N, [Tf < 0 Z.(Mr) iy, [0 > s]]

> Coe' PN, [Tf < 030 > (i + 2)e; Ze (M )]

> Coe' N, [Tf < 03 Ze(Mr¢)] — Coe' N, [0 € [ie, (i + 2)e]] .

We then sum over i € {[a/¢],... ,[B/€]}, and use the monotonicity of the mapping y — Z(y)
to get
hoe 1 [B/e] 1
1> NzLﬁ’Jrf > NG Coe't? Z Ny [I7 < 03 Z:(Mg41)] — W Coe' N, [0 > /2]
i=[a/e]

> 2_10061/2+6Nm [Zg (Mﬂ—}—l)Ne,h,J] — 20061/2+5[OA7T]_1/2.

In the last bound we also used the definition of N, j, 5 and the well-known formula N, [0 > a] =
(2/ 7a)'/?. From the monotonicity of the mapping € — Z.(y), we get for g9 € F small enough
and gg > e €F

Nz [Zeo(Mp11)Nep,o] < 400_15—1/2—5_

Third step. Let x be such that 2(k — 1/2)/p > di where d; = dim B if (H2) is satisfied,

di = dim B otherwise. Let § > 0 be so small that (k —1/2 — )/0 > di + 6. By the definition
of upper box-counting dimension, and Hausdorff dimension, for every integer p there exists a
sequence ((hh,rh),n > 1), where h}, > rh > 0, such that the family of open sets (hh, — 5, k7))
covers B and such that (r5)/% € FN (0,27 A a/2] for all n > 1 and

Sy <o,

n>1
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For each p consider the set A, associated to the sequence ((hh,75),n > 1) as in the first step
of the proof. For p big enough we deduce from the last inequality of the second step that, if
eo(p) = supF N (0, (@/2) A 277],

N |Zeony(Mps1) 3. | < 300Ny | Zeog)(Mps1) Nopyso iz 5]
(iag)EAP ’I’L>1

S 400—1 Z(Tﬁ)(nfl/QfJ)/ﬂ
n>1
<4Ccyt2.

By the Borel-Cantelli lemma we get the existence of p’ such that for every integer p > p/,

Zeyy(Mpy1) ) e <277,
(i,6)€A,

We have limy,_, €9(p) = 0. Thanks to the properties of Z, we get limy, o0 Z,(p) (Mp+1) = 1.
We have thus proved that N;-a.e.,
. 6
pli)rgo Z e®=0.

(i75)6AP
Since the collection ([, (¢ + 1)el; (i,€) € Ap) covers Hp N [, ], we obtain that Ny-a.e.
dimHpN[a, ] < k.

Since this bound holds for every « such that 2(k—1/2)/p > dim B (and 2(k—1/2)/p > dim B,
if (H2) is satisfied), we obtain (IV.12) and (IV.13), which completes the proof of proposition
IV.5.1. O

Proof of lemma IV.5.4. Let § € (0,1/2), h > 0, ¢ € FN(0,1/2). We set 8 = p(1 + J)/2.
Let T be a stopping time with values in (H[h,go’h] N [a,ﬁ]) U {c}. Note that, on {T < o},

L,(Wr) < L, (Wr) for every r € [0,{r). We introduce the following three sets, where
m(s,s') = lnfre [5,5"] Gr and be := [16 51+26:| (CT/Z)Za

Al = {m(T,T—I—bg) c [gT — Vb, ¢ — \/_/2] (T + b, T +£/2) > Cp;
CT—|—5/2 € [CT+3\/E/85CT+5\/E/8] }7

Ao =ALN{Vs € [T +¢/2,T+¢],(s € (Cr+Ve/4, (o +3ve/4]}

and
B, = {Lys+\/5/4(WT+s/2) — Ly, (Wryepo) > & (Mr + 1)} ;

where y. := inf {r > m(T,T + ¢€); L;(Wr) > Ly 7+ (Wr) }. The lemma is then a simple
consequence of the following two results:

A. Ng-a.e. on A, N B: N{o > T}, we have

T+e
/1; {Th Ws <Cs<7'h Ws +\[}d$ > 6/2
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B. There exists a universal constant Cj such that
Epyn [Ae N Be] > 2C0e°osr Ze(Mr)Eiy, [0 > €]

O

Proof of A. The proof is based on the properties of the Brownian snake. Let us first show
that on A, N B N {o > T}, for every s € [T +¢/2,T + €], 7(W,) < (s. Notice that we
have y. < {r on {T <o} N{m(T,T +¢) <{r} C{T <o}NA. On {T < o} N A, we get
m(T +¢€/2,T +¢€) > (v + e/4 > ye + /e/4. Thus for every s € [T +¢/2,T + €], the paths
t — Ly(Wy) coincide for t € [0, y. + v/¢/4]. Thus we have for every s € [T +¢/2,T + €]

Ly5+\/5/4(WT+E/2) = Ly5+\/5/4(W5) < LCS(WS)-

Furthermore, the paths ¢t — Ly(Wr) and t — Ly(Wr,./2) coincide over [0,m(T,T + ¢/2)].
Since m(T, T + €/2) > (7 — V/be, we get

Ly.(Wries2) 2 Loyt r4e/2)(Wrie)2)
= Loy, r1e/2)(Wr) > Lo oz (Wr).
Using the definition of M; (cf lemma IV.5.3), we see that

(1-6/2)/2

LCT—\/IE(WT) > LCT(WT) - MTbg > L(T(WT) - MTee.

Then we get that on the event {T' < o} N A, for every s € [T +¢/2,T + ¢,
Le,(Ws) 2 Ly 4 e/as(Wries2) — Ly.(Wryej2) + Ly, (Wrie/2)
> Ly 4+ e/s(Wries2) = Ly.(Wryep2) + Lo (Wr) — Mré®.
It is then clear that on A, N B. N {o > T}, we have for every s € [T +¢/2,T + €],
L¢,(Wy) > (My +1) % + L, (Wr) — Mre® = L, (Wr) + €°.

Since, on {T' < o}, T € Hy, .6 ), we have L¢, (Wr) > h — g?. Tt follows that L, (Ws) > h for
s€ [T +¢€/2,T + ¢]. Thus we have also 7,(W;) < (s for s € [T +¢/2,T + €.

Finally let us prove that on {T' < o}NA,, for every s € [T +¢/2,T + €], 7,(Ws) > (s—+/€.
For every s € [T, T + €], the paths ¢t — L{(W;) coincide over [0, m(T,T + €)]. The inequality

Lm(T,T—}-E)(WS) = Lm(T,T—I—e)(WT) < LCT (WT) < h,

implies 74, (Ws) > m(T, T +¢) for every s € [T +¢/2,T + ¢]. Recall that on {T < ¢} N A, for
every s € [T +¢/2,T + ¢,

m(T, T +¢€) > (7 — Vbe > G — Vbe — 3Ve/4 > ¢ — Ve

Then we have for every s € [T'+ ¢/2,T + €|, 7h(W;5) > {s—+/€. In a nutshell we have obtained
that Ny-a.e. on A, N B, N{o > T}, for every s € [T +¢/2,T + ¢,

Th(Ws) < s < h(Ws) + Ve,

This completes the proof of A. O
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Proof of B. Let ¢ € FN (0,1/2). By conditioning on o (W,,0 < s <T +¢/2) and using a
scaling argument we get

Eiy [A] > Eiy, [AL] Py Vs € 0,1/2),| Bo| < 1/8],

where B is under Py a linear Brownian motion started at y € R. We set 7i(s,t) = inf,c[ 4 B
Using the Markov property at time b for B, we get:

Eivy [42] =Pl [1(0,80) € [or — Vs — VBu/2]
1iu(be,€/2) > (13 Beja € [Cr + 3VE/8,(r + 5vE/8] ]
>Py [m(o,bs) € [~Vbe~Vbe/2] s Vbe/2 < By, < Vb
Pg, [m(o, % —b) >0,B:_,, € [3\/5/8,5\/5/8]] ]

Using standard properties of linear Brownian motion, we easily see that the above expression
is bounded below by a universal constant times 1/b./e. So there exists a universal constant
Cp such that

Eive [A] > 8 Cov/b Je.

We finally get a lower bound on &, [A. N Bc]. We denote by St the o-field o(W;,s <
T)Vo((s,s > 0). Recall that the two paths Wr and Wr, /s coincide over [0, m(T, T +¢/2)].
Conditionally on St, the distribution of

((mer,r+e/2)1a Wrte)2)s L(r,r4e/2)+u(Wrges2)) 0 S 4 < (e o — m(T, T + €/2))

is the law of (&, L,), started at ({m(T,T+E/2)(WT), Lm(T,T+E/2)(WT)) and killed at time
(riejo —m(T, T +¢/2). Notice y, = inf {r > m(T,T + €); Ly (Wr) > Lyyr1+:)(Wr)} is Sr-
measurable by construction. Moreover on {T' < o} N A, we have y. = m(T,T + ¢/2) +
Em(T,T+¢/2) (Wr), as a consequence of the behavior of the process £. Thus conditionally on Sr,

on {T < o} N Ag, we obtain that ((§y5+u(WT+5/2),Ly5+u(WT+5/2)) 0 <u<(ryepp— ys) is
distributed as (&, Ly,), started at (0, Lo(1,14¢/2) (Wr)) and killed at time (T-e/2 — Ye- Notice
also that on {T" < o} N A¢, we have

Ye +Ve/A <l +Ve/A < {rie)a-

Thus, conditionally on Sr, on {T < o} ﬂAE,_(Ly£+u(WT+E/2) — Ly, (Wrie/2),0 <u < Ve/4)
is distributed as (Ly,0 < u < 1/e/4), under Py. Hence we get

1(7>T E;/(VT [AE N Be] = 1a>T 51)!/(VT [AE,S;VT [Bs | ST”

= 10—>T 5l>/kVT |:A5,]IDO [Lu > Ee(M + 1)] u:\/§/4:|M y .
=MT

Since € € F, by the definition of Z,., we have

]F() |:L\/§/4 > 80(M+ 1)] > ZE(M)
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Then we have

10>T g{/kVT [As N Bs] > 10’>T Ei/kl/T [AE] Zs(MT) > 1a>T 8 CO V bz-:/‘E ZE (MT) (IV'14)

To conclude note that the law of o under &}, is the law of (2N~2 where N is a standard
normal variable. Thus we have

Eppnlo > €] 1A (Gre /?) < 4e G\ /b,

Combine this with the inequality (IV.14) to complete the proof of B. O

IV.6 Hitting probability of small balls and proof of theorem
IvV.2.2

From now on we assume (H2) holds. In the next two sections, we state and prove upper and
lower bound for the hitting probability of small balls for the process Y; (cf [1] for T(X) = A\?).
Then we derive theorem IV.2.2. In the fourth section, we prove theorem IV.2.3.

IV.6.1 Upper bound for the hitting probability of small balls
The next proposition gives an upper bound for the hitting probability of small balls.

Proposition IV.6.1 Assume pd > 2. There exists a positive function Iy, which is slowly
varying at 0+, such that for every t > 0, € > 0:

N, [YV3(B.(0)) > 0] < t42472/7 [ (Vi Ae).

Proof. We are following the proof of proposition 8 from [42]. We first consider the case
0 < 2¢ < v/t. We introduce the open set

A= {(r,y) eERT xRY, r < t, |y >2E}U{(r,y) ERT xR, r<t—e2 |yl §26}.

Formula (IV.5), with D = Rt x A implies the measure Yg+,a defined in section 1V.4.2 is
supported on {0} x dA. For convenience, let us denote by Y its restriction to A C R x R,
that is 6y ® YA = Yg+xa. By the special Markov property (cf [5] proposition 7), if N is the
number of excursions of the Brownian snake outside Rt x A, that reach RT x {t} x B(0),
then we have:

N [Kﬁ (BE(O)) > 0] <N [N] =Ny [/ ?A(d'ra dy)N(O,'r,y) [g N ({t} X BE(O)) 7é @] ) (IV'15)

where the set G has been defined in section IV.4.1. Since the measure Ya is supported by 9A,
it is sufficient to bound the integrand for (r,y) € 0A:

- if r =1, ly| > ¢, then G N ({t} x B:(0)) = 0, Nyg 5y)-a-€.

- if r =t —¢? and |y| < 2¢, then using the function v defined in section 1V.4.3, we get

N(O,r,y) [g N ({t} X BE(O)) # @] < N(O,O,y) |:Sl>113 LCs > 52:| — ’0(52). (IV.lG)
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- if t —e2 < r <t and |y| = 2¢, then by time translation and symmetry we get

Ny [6 N ({t} x B=(0)) #0] < Ny [¢N (R" x B(0)) # 0]
No,04) [g n (R+ x ((—oo,o] x R‘H)) ” @] ,

VAN

where 3 = (¢,0,... ,0) € R%. Let u(y') denotes the right-hand side of the previous formula.
It can be deduced from the remark in section IV.4.1 that the function w is bounded on every
compact set of (0,00) x R¥~1. The arguments of propositions 6 to 8 from [5] and propositions
4.3 to 5.3 from [40] can be adapted to prove that u solves

%Au — O(u),

on (0,00) x R¥"! with the boundary condition

lim wu(y) = oo,

y1>0, y1 =0
where we write y = (y1,...,%q). Obviously, by space homogeneity, the function u depends
only on ;. For simplicity we write u(y1) for u((y1,... ,yaq)). Therefore u : (0,00) — RT solves

u"(s) = 2¥(u(s)), s>0 and limu(s)=oc.

s—0

Using the fact that u is decreasing, we get for r > 1
u(r) 1/2
d(r) = — |u'(1)? + 4/ w(h)dh| .
u(1)

Integrating over (0, s] and making the change of variable ¢ = u(r), we get for s € (0, 1):

00 ¢ -1/2
/ [u'(1)2 + 4/ xp(h)dh] dt = s.
u(s) u(1)

Notice that the integrand is regularly varying at oo with index —1 — p/2. Thanks to theorems
1.5.10 and 1.5.12 of [6], we deduce that u is regularly varying at 0+ with index —2/p. Recall
that

Nopg) [00 ({1} x B.(0)) # 0] < ufe). (1v.17)

Recall that the function v is regularly varying at 0+ with index —1/p. Since the functions u
and v are positive, there exists a positive function, I’, which is slowly varying at 0+ such that
u(e) +v(e?) < e 2/PI'(¢). We can then substitute (IV.16) and (IV.17) into inequality (TV.15)
to obtain

N, [Y; (B.(0) > 0] < eV ()N, |(Va, Lio,puee )|
Then formula (IV.5) gives

N, [(Va, Lognme ) | = Pa[Ta <1,
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where Ta = inf {s > 0, (s,7s) € A} (recall that v, is a Brownian motion in R? started at =
under P;). Then we easily get the existence of constants ¢; depending only on d such that:

P, [Tp < t] < ert™4?e%.
Thus we have
Ny [V} (B.(0)) > 0] < et~ %2e4=2/7] ().
Now if 0 < v/t < ¢, we have the elementary upper bound:
N, [YVi(B:(0)) > 0] < v(t) <t %2472/ ['(\/1).

Taking Iy = (¢; 4+ 1)I’ gives the desired inequality. O

Notice that in the stable case, a scaling argument shows that we can replace [ by a constant.
IV.6.2 Lower bound for the hitting probability of small balls

We assume only in this section that

limsup A~ 7PT()) < oo. (IV.18)
A—=0+

Proposition IV.6.2 Assume that pd > 2. For every M > 0, there exists a positive increasing
function ly, which is slowly varying at 04, such that for every M/t > e > 0, we have

N, [Y; (B-(0)) > 0] > e%~%/7p <%,x> lo(€).

Moreover, if limsupy_,,, A1 7?T(\) < oo, we can replace l1 by a positive constant.

Notice that all the assumptions on ¥ are satisfied in the stable case.
Proof. Let A > k > 0. We have (cf [5]):

N, [Y; (Bo(0)) > 0] 2 ve(t,2) := Ny |1 —exp [—re 7Y, (B.(0))] ],
where the function v, is the only nonnegative solution of (IV.1) with f = ke 2/P1 B.(0)- As
ve(t,z) < ke PPy (g)(2),
we deduce from (IV.1) and the monotonicity of ¥, that
¢
ve(t, ) > me_Q/thlBE(o) (z) — / du P, [\IJ (56_2/”Pt_u136(0)>] (z). (IV.19)
0

We now bound the second term of the right-hand side, which we denote by I;. Thanks to
(IV.18) and [6] (ex:4 p.58), we know that the function {4 defined on (0, cc) by

A(r):= sup  ATITPE(N)
AE(0,Ar—2/p]
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is decreasing and slowly varying at 04. Using the monotonicity of 4, it follows that

1 t
I < (ns_z/p) v /0 du P, [(Pt_u135(0))1+”] ()1 (e)

< glTee—20141/p)y ld P (p 1 )H” (/\/Z)IA()
S K 3 ] U £y, 1—u Be/\/i(o) x ).

Let A € (0, M). We now give an upper bound on

. 1+p
/ du/dzp(u,z—:(:) [/ dyp(l—u,y—z)]
0 B (0)

We decompose the above integral in two terms by considering the integral du on the sets
{u < 1/2} (integral Jy), {u > 1/2} (integral J2). Using pd > 2, the integral .J; is bounded
above by

1/2 14+
/ du / dz p(u,z — x) [c/\d] g < A2
0

where ¢; depends only on M and d. Now by scaling we get

1/2
Jo < / du/dz / dy p(u,y — 2)
0 B, (0)
o0 I+p
< )\‘HZ/ du/dz [/ dy p(u,y — z)]
0 B1(0)

_ CQ)\d+2.

14+p

We use pd > 2 to get co < co. Combining those results together with A\ = £/v/%, we get that
there exists a constant ¢, depending only on M and d such that

I < ! HPe= 2041/l =(d42)/20d+2 () (IV.20)

On the other hand, there exists a constant ¢y depending only on d such that:

P, ) (x) > cq [1 A ((g/\/{f)de—ﬂv2 /2t>]

Thus for M/t > ¢ > 0, we have
Pilp, )(z) > cgM 42 o™ 2l /2t
Plugging the previous inequality and (IV.20) into (IV.19), we get
ve(t, @) > kit~ U2ed2/P [ch*d e lal’ /2t —c'MmplA(e)] .
Since the constants A and k are arbitrary, we can take A = (cgM *dc'X/[l)l/ P and k =
Ale™ 17712011 41,4 (e)] 7)Y to get
Ny [Y; (B:(0) > 0] > ve(t,2) > care®*/Pp (pt/(1 + p), ) I(e),

where [(¢) = [1 + 14(¢)] AT increasing and slowly varying at 0+, and the constant ¢y,
is independent of z, ¢ and e. Moreover, if limsup,_,., A~ 7?¥()\) < oo, then I4 is bounded
above by a positive constant independent of A, and we can let [ be a constant. O
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IV.6.3 Proof of theorem IV.2.2
We deduce from proposition IV.4.3 that for every A > 0, z € R4\ B(0),

PX [ef)\Xt(BE(O))] — o Na[l-exp —AY(B:(0))]

Letting A — oo, we get
PY [Xy(B:(0)) > 0] = 1 — e Ne (B (0)>0]
Then theorem IV.2.2 is a consequence of proposition IV.6.1, proposition IV.6.2 and the in-
equality (1Au)/2<1—e " <u.
IV.6.4 Proof of theorem IV.2.3

Before proving the theorem, we give a result on the intersection of the support of two
independent copies of Y. In the next lemma, we consider the product measure N;; ® N, on
the space C(RT,W)2. The canonical process on this space is denoted by (W', W?), and we
write Y1, respectively Y2, for the measure-valued process associated with W1, respectively
w?2.

Lemma IV.6.3 Assume pd > 4. Then for every t > 0, s > 0, we have Ny, ® Ny, -a.e.
supp Y;' Nsupp Y; = 0.

Proof of lemma IV.6.3. Fix t > 0 and s > 0, and let § € (0,1 A VA /s), y € R4. We can
d

cover the ball Bi(y) with less than [4\/;15*1] balls (Bs(y;),? € J) with radius ¢ and centers

y; belonging to y 4+ 26d~1/27%. Use proposition TV.6.1 to write

Ny, ® Ny, [supp Y} Nsupp Y22 N By (y) # 0]

<Y N, [supp Y; N Bs(yi) # 0Ny, [supp Ys N Bs(y:) # 0]
i€J

< Zt—d/Qs—dﬂ |:5d—2/p l(é)]Q
1€J

< (ts) 42 (av/d) 26 4P 1(6)2.

Since pd > 4, let § go to 0 to see that the left-hand side is 0. As this is true for every y € R?,
the desired result follow. O

Recall from section IV.4.1 the definition of the set G.
Lemma IV.6.4 Fore > 0,1t >0 set
he(t) =No [G N ([0,2] x B:(0)) # 0].

Then for every e > 0, limy g h.(t) = 0.
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Proof. We start by making the simple observation that Ny-a.e. for every s > 0 such that
L¢, (W) = 0 we have (; = 0, and thus Ws = 0. Indeed, if there would exist s such that
L¢,(Ws) = 0 and {, > 0, then the snake property would yield a rational s’ “close” to s such
that Ly(Ws) = 0 for ¢t € [0,0), for some 6 > 0. This is impossible since under Ny, conditionally
on (g, Wy is distributed as € started at (0,0,0) and killed at time (.

Then let (¢,) be a sequence decreasing to 0, and let A, = {G N ([0,¢,] x B:(0)¢) # 0}.
Thanks to the remark in section IV.4.1, we have Ny [4,,] < oco. We claim that Ny [ﬂn>1 An] =
0. In fact, on the event (1,5, An # 0, the definition of G yields a sequence (s,) in [0, 0] such
that

L, (W) <t, and W,, € B.(0)"

We can extract from the sequence (s5) a subsequence converging to ss. By the continuity of
the mappings s — L¢, (W) and s — W, we get that L¢, (Ws,) = 0 and W, € B.(0)c,
which contradicts the beginning of the proof.

Since the function h, is monotone increasing and h.(t,) = Ny[4,], the statement of lemma

IV.6.4 follows from the fact that Ny [ﬂn>1 An] = 0. O

Proof of theorem IV.2.3. We adapt an argument of Perkins ([52], p.1041). Let us fix ¢ > 0
and ¢ € (0,t). By combining the Markov property of X at time ¢ — § and proposition IV.4.3,
we obtain that the distribution of X; under P) is the same as the law of Y., Y5(W?),
where conditionally on X; 5, > ..; 0w is a Poisson measure on C(R*, W) with intensity
J Xi—s(dy)Ny[]. With a slight abuse of notation, we may assume that the point measure
>icr Ys(W?) is also defined under Py’ . It follows from lemma IV.6.3 and properties of Poisson
measures that a.s. for every ¢ # j,

supp Y5(W*) N supp Y3(W7) = 0.

For € > 0, let U, denote the event “supp X; is contained in a finite union of disjoint compact
sets with diameter less than €”. It is easy to check that U, is measurable. Furthermore, by the
previous observations, and denoting by y; the common starting point of the paths W¢,

PX[U.] > P [Vi € I,diam (supp Y;(W")) < ¢
> Pi( [Vz’ € I,supp Y;;(Wi) C BE/Q(yZ-)]
=K [eXp - / Xy 5(dy)Ny[supp Y5 N B, /5(y)¢ # 0]

= ]Ef [exp —(Xi—s5,1)Ny [supp Y5 N BE/Q(O)C # @]]
> ]Ei( [exp _ha/Z((s)(thé, 1)] .

We can now let § go to 0, using lemma IV.6.4, to conclude that P\ [U.] = 1. Since this holds
for every ¢ > 0, we conclude that supp X; is totally disconnected PX-a.s. O

IV.7 Absolute continuity of the superprocess in the Brownian
case and in the symmetric a-sable case

In this section we prove theorem IV.2.4. In fact, it is enough to prove the theorem for a
finite measure p with support in [m,m] C (0,00). The construction of the Brownian snake
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W associated with the process & = ({t,Lt,fygt) is performed as in section IV.4, following
the general results of [5] (see section 4 and hypothesis (H) therein). In fact only the spatial
motion I" has to be modified. However the processes t — I'y(W;) and s — Ws are no longer
continuous. The construction of the measure L! in section IV.4.2 remain valid and we can still
define the exit measure by the formula

(Yip) = /0 " o(W,)dL.

Proposition IV.4.2 remains also valid.
Let v € My. Let ), .; dyi be a Poisson measure on C(Rt, W) with intensity [ v(dz)Ng[].
The process

Xg=v, X{=> YW, for t>0,
i€l

is a (v, ¥)-superprocess (see [5]). Moreover, a.s. the collection ((Ys(W?),s > m),i € I) has
finitely many non zero terms. Then theorem IV.2.4 is a consequence of the next proposition.

Proposition IV.7.1 Let p a finite measure on [m, m] C (0,00) and q € [0,1) such that
//u(dt)u(ds) [t — o7 < oo.

If g + agq > d, then for every x € R%, Ny-a.e. the measure [ u(dt)Y; is absolutely continuous
I3}

with respect to Lebesgue measure.

We shall now give a proof of this proposition. The arguments are very similar to section IV.5.2.
Proof. Thanks to theorem 7.15 from [55], it is sufficient to prove that Ny-a.e. [ p(dt)Y;(dy)-
a.e.

F (y’/u(dt) Yt) . l{nmian"d/u(dt)Y;(Bgn(y)) = oo} -0

n—oo

Let K = {s € supp y; [ p(dt) |t — s| ¢ < oo}. Notice that pu(K¢) = 0. Therefore it is enough

to verify that for sg € K,
| [ Vatan) 7 (= [ utan vi)| <o (v.21)

Thanks to proposition 1V.4.2, we get

No [/YsO(dy)F (y,/u(dt) y;)]
- / P (dw)E [F (w / Ny (du, dW) / 16(dt) 1{ryu)) Yt(w))]_ (IV.22)

Conditioning on Sy = o (Sy(w),0 < v < sg), we shall prove that P-a.s.,

U=E"|E

Jim inf 214 / Ny (du, dW) / (A cr, )y Ve(W) (Bw(w))]

n—oQ

5()] < 0.
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To this end, we use Fatou’s lemma to get
0 < timind 245 8| [ N, dW) [ i) oo W) (Byee ()]

n—oo
5|

:

_ Cw
= lim inf 2" [ / ()t [ du Ly Nu [¥ (B (0o
80]

~ttimint 2 [ [ s [B [ € B o],y ]
[0,50A) S0

n—00 w(u y=w

_ Sgn—ASt— _
— 4lim inf 274E0 [ / u(dt) /O T du Pl [ € By ()],

n—oo

We used the formula for the intensity of N, in the first equality, then formula (IV.5) in the
second one, and finally the change of variables u = S, in the last one. We have

Ee [Pvf:, [Vfw € Byn(y)] = ga(27™, 50+t — 2u),

Y="5, ]

where g, (r,t) = Po[|vf| < r]. Since sp € K and %+ agq > d, we can apply lemma IV.8.1
below with k¥ = d, and we get U < 4C, < oo P$0-a.s. Formula (IV.22) then gives (IV.21),
which completes the proof of the proposition. m|

IV.8 Appendix

Let 4® be a symmetric a-stable process in R¢ as in section IV.2. Let the function g, be
defined on R x (0, 00) by

ga(ryt) = Po[ly¢] < 1] =Po [Ihe] < re7]

Since the law of the random variable 7{* has a continuous density with respect to Lebesgue
measure on RY, there exists a constant c,, such that ga(r,t) < co [LA7%~%*] on (r,t) €
Rt x (0,00). Hence we have also go(r,t) < car?t=%/® for every 6 € [0,d]. Let p be a non zero
finite measure with support in [m,m] C (0,00). Let s¢ € supp p, and ¢ € [0,1) such that

/p(dt) [so — |77 < 0.

Let S be a subordinator as in section IV.3.

Lemma IV.8.1 Let x € [0,d], such that k < a(q + 1/p). Then P°(dw)-a.s. there exists a
finite constant Cy, depending on w only through (S,(w),0 <wv < s¢), such that for every r < 1:

/u(dt) / 9a(r, 80 + 1 —2u) dS, < Cgr”.
[0,s0At)
Proof of lemma IV.8.1. Let s € [0,d], such that Kk < a(q+ 1/p). Let § € (0,1) small enough

such that kK < a(qg + % —0) and Kk # a(% — 68). Recall the upper bound go(r,t) < cqrft="/e.
The lemma will be proved as soon as we can verify that P$0-a.s.

/ p(dt) /[0 " [s0 +t — 2u] ~*/* dS, < cc. (IV.23)
>80
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By lemma IV.3.2 3., we can find P%°-a.s. a (random) constant ¢ € (0,m/2), such that for
every u € [so — &, 80),

Sso— — Su < [s0 — u]%f‘s.

In order to bound the left-hand side of (IV.23), we first observe that

(so—€)At
/N(dt)/ [so +t — 2u]~*/* dS, < (u,1)e */*Spm.
0

Consider the case u € [(so —€) At,sp At). An integration by parts gives

/ [so + & — 2u]~"/* dS,
[(so—€)At,s0AL)

= [Stsont)— — S((so—e)nt)] [50 +1 — 2((s0 — &) A )] 7"/
2% So/\t 1
+ — [so+t—2u]l” —rfa [S(sol\t)— — Su] du.
« (so—é‘)/\t

Now for u € [sg — €, 50 A t), we have

Stsont)— — Su < Sso— — Su < (s — u)?

Thus the integral [ [so + ¢ — 2u] 1~ */%[S(;,ry— — Suldu is bounded above by

SoAt . C _t—g—l—é—(s f S o (5
/ [30+t_2u]—1—a+% —(5du S |80 | ’ 1 K @0,
(so—e)At C if k<2 —ad,

Q

IR

where the constant C is independent of ¢ € [m,m]. By combining the previous estimates, we
see that the left-hand side of (IV.23) is bounded above by

%Cfﬂ(dt) |so — t|7§+% i k> % — ad,

2, 1)e S +
(1) {%C(u,l) if K<2-—ad

A

This quantity is finite by the assumption [ u(dt) |sop —t| ¢ < oo and the choice of §. The
lemma follows. 0
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