Cours MAP434 : Controle de modéles dynamiques
Séance 10, 29 mai 2019
EQUATION DE HAMILTON—JACOBI-BELLMAN

Exercice I. Mouvement d’un point matériel par équation HJB

On considére le mouvement d’un point matériel avec un critére quadratique :

1

T
buld) = u(t), z(s) =& J(s € u) = 5/ (w(t)? + za(t)?) dt,

pour tout s € [0,7], T > 0 fixé, et pour tout £ € R.

Question 1. Ecrire I’équation HJB et la condition finale pour la fonction valeur V (s, &) =
infuéLl([O,T];]R) J(87 6; u)

Correction: Le Hamiltonien est H(z,p,u) = pu + 3(2* + u?), et le Hamiltonien minimisé est

Hy(xz,p) = %(332 — p?) avec % = —p comme unique minimiseur. On obtient '’équation HJB et la
condition finale )

ov. 1/ , ov

(e (Z)Y Y=o, v(To)=o.

5 ta(e- (%)) 1)

Question 2. Résoudre 'équation HJB en cherchant la solution sous la forme séparée V (s, &) =
%u(s)f? En déduire le controle optimal comme feedback, la trajectoire optimale et le controle
optimal.

Correction: Il vient p/(s) = u(s)? — 1 (on retrouve I’équation de Riccati) et u(T) = 0, d’oit
1(s) = tanh(T — s). Le controle comme feedback optimal est d’aprés la proposition 8.7

_ ) ov oV
u(s, &) = ar%élrgmf[(f, a—g(s,ﬁ),v) = —8—5(5,5) = —tanh(7T — s)¢.

La trajectoire optimale est telle que

.
di;(t) — a(t,7(t)) = — tanh(T — )T (2).
Don z(t) = ooh (T cosh(T —t) et le controle optimal est w(t) = a(t, z(t)) = — b (T) sinh(T" —1t).

Exercice II. Politique d’investissement



On considére un consommateur qui dispose d’un capital x(¢), ou ¢ € [0,7T] est le temps. Ce
capital lui rapporte au taux « > 0. Par ailleurs, le consommateur dépense une quantité u(t) > 0
de son capital, de sorte que 1’évolution est donnée par

B (t) = axy (t) — u(t).

On considére la fonction u(t) comme un controle, et le consommateur cherche & maximiser la
fonction d’utilité suivante :

U(u) = /O e Jul®) dt + /7 (T),

sous la contrainte u > 0 sur le controle. Le réel 8 vérifie 8 > a/2. Le dernier terme de la fonction
d’utilité traduit le fait qu’on souhaite a la fois maximiser la consommation (avec une appétence
plus prononcée pour la jouissance immeédiate que différée) et le capital final. Il s’agit donc d’un
probléme de controle optimal avec le critére J(u) = —U(u).

Question 1. Ecrire le Hamiltonien du systéme et la définition de la fonction valeur V (s, §).

Correction: Le Hamiltonien du systéme s’écrit
H(Sa §7pa u) = p(()ég - U) - eiﬁs\/a'

La fonction valeur est définie par

T
V(s,§) = inf {—/ e P/ u(t) dt — \/xu(T)},

n
ueL! ([s,TI;R+)

avec i, (t) = aw, (t) — u(t) et x,(s) = &.

Question 2. Ecrire ’équation HIB vérifiée par V, et la résoudre en supposant une séparation
des variables sous la forme V (s,£) = f(s)V&.

Correction: L’équation HJB s’écrit

ov . ov
%(875)+ulerg+H<svg7ag(sag)vu) _07 V(T7£) - _\/g'
On a %—g(s,f,p, u) = —p — %efﬁsﬁ. Ainsi, si p > 0, alors H est décroissante en u, et I'inf

est atteint pour u — +o00. Dans le cas contraire, c’est-a-dire si p < 0, alors H est décroissante

puis croissante en u. Donc le minimum est atteint au point d’annulation de la dérivée, & savoir
= ée*ws. Dans ce cas, I'infimum vaut

1 1 1
inf H(s,&,p,u)=p (af — 262’85> —e PP — pag + —e 205,
p P

u€R Y 4p 2|p| 4
Localement autour de t = T', on a bien %—‘g < 0 si on suppose V réguliére, donc I'équation HJB

s’écrit
A% oV e 265 1



Pour résoudre cette équation, on suppose que V(s,€) = f(s)v/€. On obtient

67255 \/g

1
VARt

FWVE+ atf(s)

soit
e—Zﬂs

2f(s)

(7o + 5109+
En simplifiant par /£, on obtient

2f(s)f'(s) + af(s)? = —e 2,

>\/E=0.

d’ot1, en mutlipliant par e®®,

d as 2 (Q*QB)S

— (e s)°) = —e .

= (e f(5)°)
En intégrant de s & T' et en utilisant la condition finale, qui se traduit par f(7) = —1, on a donc
2Bs _ e(a—QB)T—as

260 — «

T —
f(8)2 — ea(T—s) _/ e(a—QB)t—as dt = ea(T_s) + €

On peut vérifier que pour tout s € [0, 7], cette expression est bien positive. Par ailleurs, on a vu
précédemment que f devait étre négative, au moins au voisinage de s = 7. On en déduit

e—2Bs _ g(a—28)T—as

V(s,&) = JE\/ ealT=s) 4 3 T

Question 3. En déduire la stratégie d’investissement optimale et la valeur finale du capital.

Correction: On reconstruit un feedback optimal grace a la formule

u(s,§) = arginf H (s,{, av(s,f),u) .
u€ER ag

Tout d’abord, on a

ov 1 6—258 _ e(oc—QB)T—as
— a(T—s)
ac 9 2\/2\/6 + 26—«

Et d’aprés la question précédente,

- 1 £ 9
u(s, &) = 726_2[35 = — 2P
(T—s) e—2Bs _g(a—28)T—as

£(28 — a)e P
- (QB _ Oé)eoz(Tfs) 4+ e—2Bs ela=28)T—as"’

Donc, en utilisant cette stratégie optimale, x est solution de

o(t)(28 — a)e

@(t) = ax(t) — (28 — a)ealT—1) | =26t _ pla—2B)T—at"




En intégrant cette équation, il vient

t —203s
_ (28 — a)e
l‘(t) - .Z‘(O) exp I:Oét - /0 (25 _ a>ea(T—s) + e—2B8s _ p(a—28)T—as ds

Pour t =T, on obtient

T r (28 — a)e=28s 4
o 0 (25 — O[)ea(Tfs) + e—2Bs _ pla=2p)T—as S| -

Exercice III. Minimisation quadratique

On considére le probléme de minimisation suivant :

1

inf J(y) oll J(y) = / (y’(x)2 + y(x)2) dz.
yeH'([0,1]) 0

y(0)=yo,y(1)=y1

On rappelle que H'(]0, 1]) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (y|z) = fol y'(z)2 (z)dx+
fol y(z)z(z)dz. On admettra que Papplication v : H1([0,1]) — R? définie par v(y) = (y(0),y(1))
est continue.

Question 1. Démontrer que le probléme ci-dessus admet une unique solution.

Correction: On constate que J(y) = ||y||?, ot || - || est la norme de I'espace H'([0,1]). Elle est
donc fortement convexe. D’autre part, si y vérifie y(0) = yo et y(1) = y1, alors la fonction

z(z) = y(@) — yo — x(y1 — vo)
vérifie 2(0) = z(1) = 0. L’espace vectoriel
V={yeH'([0,1]), y(0)=y(1)=0}

est un sous-espace fermé de H'([0,1]) car V = ker et 7 est continue. Donc il s’agit d’un espace
de Hilbert (cet espace est souvent noté V = H{([0,1])). Or, le probléme étudié est équivalent a
minimiser J(z) = J(z + yo + z(y1 — yo)) sur V. La fonctionnelle .J est fortement convexe car .J
lest. Le probléme ci-dessus admet donc une unique solution dans V.

Question 2. Démontrer que la solution vérifie I'équation 3" = y. On supposera pour cela que y
est de classe C2. En déduire I’expression de y.

Correction: Si y est minimiseur, alors pour tout z € V et tout ¢t € R, on a J(y +tz) > J(y).
En développant, ceci implique que

1
2t/0 (y'(2) (z) + y(z)2(z)) dz + t2J (2) > 0.



Il s’agit d’un polynéme en ¢, qui ne peut étre positif que si le premier terme est nul. Donc, on a
1
VzeV, / (v ()7 (z) + y(x)z(x)) do = 0.
0

En intégrant par parties et comme on suppose que y est de classe C?, on obtient fol (=y"(z) +y(2)) z(x) da =
0. Comme V est dense dans L%([0,1]), on en déduit I’équation. On la résout, et on obtient
y(z) = Ae® + Be™*. En utilisant les conditions au bord, il vient

y(x) _ ey1 — 1/0635 + €Yo — Y1 el_l.

e2—1 e2—1

Question 3. On va retrouver le résultat ci-dessus en utilisant le principe de Bellman. Pour cela,
on considére le systéme de contrdle y,(t) = u(t) avec comme donnée initiale y,(0) = yo. Pour
simplifier, on prend y; = 0. On définit le critére

1
Tew) = [ (e + u®?) e+ 2 (V%

ol € > 0 est un paramétre qui tendra vers 0 in fine. Donner la définition de la fonction valeur de
ce probléme, et écrire I’équation HJB.

Correction: Comme dans le cours, on plonge ce probléme de contrdle dans une classe plus large
de problémes définis pour tout s € [0, 1] et tout £ € R par

y;(t) = u(t)7 le [87 1]7 Yu(s) =¢&.

1
1
To(s.6w) = [ (@ +ule?) de+ Zu (1),
La fonction valeur V (s, &) est définie par

Vse[0,1], VEER, V(s,&)= inf  J.(s,&u).
s e 0,1, ve ()= nf (s )

Pour écrire ’équation HJB, on forme le Hamiltonien du probléme :
H(t,y,p,u) = pu+y° +u’.
Le Hamiltonien minimisé est

p2

H,(t = inf H(t =42 -5
o (L, y,p) inf (t,y,p,u) =y T

et I’équation HJB est
v, 1oV’ 1,
— == =0 V(1 = —y°.
55 TV 4(8y> , VLy) =y

Question 4. Résoudre ’équation de HJB en cherchant une solution sous la forme séparée
Vi(s,y) = o(s)y>.



Correction: On note que le changement de variable proposé permet de factoriser 32 dans 1’équa-

tion. On a donc )
¢ +1—¢*=0, ¢(1)=—-

9

Il s’agit de I’équation de Riccati. Pour la résoudre, on constate que pour ¢ assez petit, ona ¢ > 1
dans un voisinage de s = 1. On peut donc diviser par ¢? — 1, ce qui donne

o
p—1 o¢+1

On intégre, et on a In ( ) = 2s+C. En imposant la condition ¢(1) = %, onaC =In (1_5) -2,

o—1
P+1
d’on

Cl+e+(1—¢e)e2) 1 —ctanh(s —1)
S l4e—(1—¢e)e26-D  c—tanh(s—1)

<

(s)

En conclusion, la solution de I’équation HJB est

1—ctanh(s—1) ,

Visy) = e —tanh(s — 1)

Question 5. Calculer le controle optimal comme un feedback, et déterminer sa limite quand
e — 0. Retrouver, dans la limite € — 0, le résultat de la question 2.

Correction: Le controle optimal comme un feedback est donné par

1%
(s, €) = argin e H (5 (%(s,s),u) |

Ici, on obtient

H (s, g, %—‘g(s, £), u> = 2¢u 1€ist;1r;}228:11)) + & 4+’
D’ou
5.6) = 5 g (5:6) =~ )
Quand € — 0, on obtient ¢
u(s, §) = “tanh(1— )’
Avec ce controle optimal, on a §'(s) = —7(s)/ tanh(1 — s). Or, la solution de la question 2 quand
y1 = 0 s’écrit
Yo  [o-s s 2eyo . Sy 2eyo
y(s) = =1 (e** —¢) = o sinh(1 —s), dou ¥'(s) = 2 cosh(1 — s).
Ainsi, cette solution vérifie bien y'(s) = —y(s)/tanh(1 — s). Comme elle vaut aussi yg en s = 0,

elle est bien égale a celle obtenue par la méthode de Bellman.



