Cours M AP434 : Contrdle de modéles dynamiques

Séance 1, 11 avril 2018
CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES

Exercice I. Systéme de contréle linéaire

On considére un systéme de controle bilinéaire de la forme
X(t) =ut)AX(t) + (1 —u(t))BX(t), Vte[0,T], X(0)=X,eR? (1)

ott X : [0,7] — R4, u e LY([0,T];R) et A, B sont deux matrices dans R?*9.

Question 1. On suppose que u(t) = xg(t) € {0,1} est la caractéristique d’un ensemble E =
U;solt2i, t2it1] C [0,T] avec (tx)r>0 une suite (strictement) croissante de réels dans [0, 7] avec
to = 0. Donner 'expression de X (). Montrer que cette expression se simplifie lorsque les matrices
A et B commutent, i.e., [A,B] = AB — BA=0.

Correction: En utilisant la formule de Duhamel, il vient

X( B e(t—t2i) Ag(tai—tai1)B(tai—1—t2i-2)A .. e(tl—to)AXO site [t%7 t2i+1]’
T ) e(t—t2it1) Bp(taipr—tai)Ag(tai—t2i-1)B | e(t1—to)AXO sit e [1:%_,_17 tgi_,_g].

tAesB —_ etA-«—sB

Si A et B commutent, alors e et la solution est simplement

X (t) = el BN0AIA+0A\EIB x

Question 2. On suppose d = 2 et

1 0 0 1
a=(o) #=(0)
Calculer, pour s,t > 0, exp(tA) et exp(sB). Est-ce que A et B commutent ? Vérifier que

exp(tA) exp(sB) # exp(sB)exp(tA).

Expliquer (sans faire de calculs) pourquoi exp(tA + sB) est différente.

t
tA e 0
€ _<0 1)'

Pour exp(sB), on constate d’abord que B? = I, d’ott B"® = I si n pair, B® = B si n impair.

Donc
s S”L Sn .
B = ( E n'> I+ ( E n') B = cosh(s)I + sinh(s)B.

ne2N n€e2N+1

Correction: On a



On constate que
0 1 0 0
AB(O O)#BA(I O>’

et de plus que exp(tA) exp(sB) # exp(sB) exp(tA) car

oA B _ e' cosh(s) e!sinh(s) L e BetA _ e' cosh(s) sinh(s)
~\ sinh(s) cosh(s) ~ \elsinh(s) cosh(s) /)’

a moins d’avoir t = 0 ou s = 0. Enfin, exp(tA+ sB) étant symétrique, cette matrice est forcément
différente de ces deux matrices, si s > 0.

Question 3. On pose C' = A + B. Montrer par récurrence que pour n > 1, C" = ¢,,C + ¢, 11
ol (¢n)n>0 = (0,1,1,2,3,...) est la suite de Fibonacci, donnée par ¢,12 = @ny1 + ¢, (et
w0 = 0,1 =1). En déduire une expression de exp(C).

Correction: Remarquons que

_ (11 2 (2 1\ _
coavn- (1), (2 Vecur

Donc si C" = ¢,C + ¢, 11 (hypothése de récurrence vérifiee pour n = 1 et n = 2), C"t! =
on(C+ 1)+ 9,1C = ©p11C + ¢, 1. On en déduit que

A+B _ C _ Pn #n
e =e —Zn'C+I—|—Z(n+1)!I.

n>1 n>1

On peut aussi utiliser la relation ¢, = (¢" — ¢™)/V/5 ot ¢ = (14 1/5)/2 est le nombre d’or, et
o =—1)p=(1-V5)/2:

C=———C+I+
‘ V5 5

expression trés éloignée de ee? ou ePe?. (On aurait pu aussi diagonaliser la matrice, qui a

précisément pour valeurs propres ¢, ¢'.)

S (" = Dfo— (" ~ 1/,

Question 4. “Splitting de Strang”. On suppose maintenant que pour N fixé, t; = %(s +t)/N
pour i pair, 0 < i < 2N, et t; = t;_1 +t/N si i est impair. On appelle X (-) la solution de (1)
pour u(t) = xg(t), E = Uy<;<n[t2:, t2i41]. Montrer que méme si A et B ne commutent pas,

lim XV (s+1t) =438 X,

N—o00

1,01
On pourra supposer que s =t = 1 et vérifier que eNAenNE = (I + “HTB + %), ou la matrice

Cyn est uniformément bornée.

Correction: Par définition, on a

— 2 n
N =T+ FA+ =D (%) oan



et le terme dans la somme est une matrice bornée uniformément (par exemple par " - [ A" /(n+
2)! < exp | A|). D’ou la décomposition B

14 1 A+B C
NANB = (] N
eNe (+ N +N2

avec C'y uniformément bornée. En développant, il vient

A+B  Cn\V Y. Nl (A+B+Cy/N)E
N
X (2):(“ N +N2> XO:kZ(N—k)! NFE Xo
=0
N k-1
. (A+ B+ Cy/N)*
Zkz:%g(l—ﬁ) I Xo

et on conclut en montrant (comme chaque terme de la série est borné par un élément d’une série
convergente) que ceci tend quand N — +o00 vers

— (A+ B)*
Zik! Xo.
k=0

Exercice II. Controlabilité d’un systéme linéaire
On considére le systéme de controle linéaire
1 =21 — T2 + X3 + u1 + ug,

T2 = X1,

5.83 = 72931 + x9 — 21’3 — Ui,

pour tout t € [0,7], T > 0, avec un état z(t) = (z1(t),x2(t), z3(t)) a valeurs dans R?® et un
controle u(t) = (uy(t),uz(t)) a valeurs dans R2.

Question 1. Etudier la controlabilité du systéme dans le cas oil us = 0 (si bien qu'il ne reste
que le controle uq) et dans le cas ot u; = 0 (si bien qu’il ne reste que le controle usy). S’il fallait
supprimer un des deux controles suite & un probléme technique, quel choix feriez-vous ?

Correction: Le systéme de controle s’écrit sous la forme #(t) = Axz(t) + Byug (t) + Baus(t) avec
1 -1 1 1 1
A=|1 0 0], B=[0], By=|[0
-2 1 =2 -1 0

Si on supprime le controle us, la matrice de Kalman s’écrit

1 0 -1
C,=[ByAB, A’By]=10 1 0
-1 0 1



On voit que cette matrice est de rang 2 (son noyau est de dimension 1), si bien que le systéme
n’est pas controlable. Tandis que si on supprime le controle uy, la matrice de Kalman s’écrit

1 -2
1 1
-2 3

Cy =By ABy A’By | =

o O

On voit que cette matrice est de rang plein (son noyau est réduit a zéro), si bien que le systéme
est controlable. En cas de probléme technique, il convient donc de supprimer le controle u;.

Question 2. On suppose que lautre choix est fait. Proposer des coordonnées y = Pz (avec
y1 = x1 et y2 = x3) dans lesquelles ’ensemble atteignable A(T,0) a pour équation y3 = 0. Ecrire
le systéme de controle dans les variables y et vérifier que le sous-systéme associé aux variables
(y1,y2) est controlable.

Correction: L’ensemble atteignable A(T,0) étant l'image de la matrice de Kalman Cy, on a
A(T,0) = {z € R®|z1 + 23 = 0}. On considére le changement de coordonnées

Y1 =1, Y2 = T2, Y3 = 21 + X3.
Dans ces coordonnées, le systéme s’écrit (avec u = uq)

U1 = —y2 +y3 +u,
Y2 = Y1,
Y3 = —Yys3.

On réécrit le systéme sous la forme bloc

(¢ o)
=0 e o)

Le sous-systéme dans R? associé a A et B est controlable puisque

(B AB] = (}) (1’)

avec

est de rang 2.

Question 3. On considére le systéme de controle en y = (y1,y2,ys3) de la question précédente,
et un controle sous forme de retour d’état, i.e., u = k1y1 + kayo. Proposer des valeurs de k7 et
ko pour lesquelles les 3 composantes de y se comportent essentiellement en e~* & un polynéme
en ¢ prés. (On dit que le systéme est asymptotiquement stabilisable par retour d’état.)

Correction: Avec le retour d’état u = k1y1 + koyo, on obtient 'EDO

. (A+KB C
y_ O _1 ya



ou K est un vecteur ligne d’ordre 2 et B un vecteur colonne d’ordre 2 si bien que KB est une
matrice carrée d’ordre 2. Le choix k1 = —2 et ky = 0 conduit a

- L (=2 -1
avia=(7 )

dont le polynome caractéristique vaut (A+1)2. Pour le systéme & trois composantes avec le retour
d’état ci-dessus, on conclut en observant que la matrice d’ordre 3 correspondante n’admet que
—1 pour valeur propre.

Exercice III. Stabilisation par retour d’état

On considére le systéme linéaire de controle
z(t) = Azx(t) + Bu(t), Vt>0, z(0) = zo,

oll = est & valeurs dans R?, u est & valeurs dans R, A € R4 et B € R?. Ici, on ne fixe pas a
priori d’horizon temporel. On suppose que la paire (A, B) satisfait la condition de controlabilité
de Kalman.

Question 1. Forme de Brunovski. On note Pa(X) = X9 + Zf;ol a; X" le polynome caractéris-

tique de A. On veut montrer que I’on peut trouver une base (ey, .. .,eq) dans laquelle le systeme
de controle linéaire se réécrit y(t) = Ay(t) + Bu(t) avec

0 1 ... 0 0

0o .0 1 0
—agp —a; ... —Qaq—1

Vérifier que si A, B se représentent par A, B dans la base (e;)%, alors forcément, B = e, et
e; = A€i+1 + a;eq V1 S 1 S d—1. (2)

Montrer que si le systéme est controlable, ces formules définissent effectivement une base de R¢.
Enfin, en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton, vérifier que A, B se représentent bien par
A, B dans la base (e;)%;.

Correction: En effet, B = D oi<i<d bie; = eq si (gi)lgigd = (0,...,0,1). Ensuite, on voit que
sii > 2, Ae; = e;_1 — a;_1eq, par conséquent (2) est vraie. Ajoutons qu’on doit aussi avoir
Aey = —ageq. On observe alors que si on définit les vecteurs e; par e = B et la formule de

récurrence (2), on a

Vect{eq} = Vect{B},

Vect{eq_1,eq} = Vect{AB, B},

Vect{eq o,eq_1,eq} = Vect{A’B, AB,B},...,
Vect{ey,...,eq} = Vect{A"'B,...,AB, B} = R?



puisque le systéme est controlable. Dans ce cas, (€;)1<i<q est bien une base de R?. Pour conclure,

il faut s’assurer que Ae; = —ageq. Par récurrence, on vérifie que Ae; = A%es + a1 Aeg = Aes +
asAey + a1 Aeg = - = Aley + Z?:_ll a;A'eq = Pa(A)eq — ageq. Comme Pa(A) = 0 (Cayley—
Hamilton), on a bien Ae; = —agpeq.

Question 2. Contréle par retour d’état et placement des péles. On considére un controle de la
forme u = Lz, L € R'*? (L est un vecteur ligne). En considérant B dans R%*!  le systéme
dynamique est donc la forme

i(t) = (A + BL)x(t), Vt>0.

Montrer que pour tout polynoéme P € R[X] de degré d, il existe un vecteur ligne L tel que les
valeurs propres de A + BL sont les racines (réelles ou complexes) de P. En déduire qu’on peut
toujours trouver un controle par retour d’état v = Lz qui raméne tout point en zéro en temps
éventuellement infini. On dit que le systéme est asymptotiquement stabilisable par retour d’état.

Correction: On peut supposer P sous la forme P(X) = X%+ Z?;OI c; X' Sim =1, Lx s’écrit
Izt ot I € RZ. Dans la base (e;)1<i<4 de la question précédente, on a

0 1 0
A+ BL =
0 . 0 1
li—ag la—a lg —aq—1
et
s -1 0
det(sI — A — BL) = det
0 . s -1
ap—l a1 —1ls ... sH+ag_1—1

= Sd + (ad,1 — ld)Sd_l =+ (ad,g — ldfl)Sd_Q —+ -4 ((l() — 11)

11 suffit alors de choisir [y = ag — ¢, l2 = a1 — ¢1 etc., pour avoir det(s] — A— BL) = P(s). Pour
ramener tout point en 0, il suffit de choisir  tel que P(X) = (X + 1)¢ (par exemple) de sorte

que z(t) vérifiera x(t) = xoe 'n(t) ot 7 est un polynome de degré au plus d — 1.

Exercice IV. Controlabilité avec controle borné

Dans cet exercice, on va donner une condition nécessaire et suffisante de controlabilité & partir
de 0 pour un systéme linéaire avec controle borné. En contre-partie, on ne se fixe pas de borne
sur ’horizon temporel 7. On note d et k deux entiers positifs et B(1) = {v € R¥, |jv| < 1}. Soit
donc le systéme de controle linéaire défini par

(t) = Az(t) + Bu(?), (3)



avec x(t) € R, u(t) € B(1) et les matrices A € R4 et B € R™F. On note p(t,u;x,s) avec
t > s> 0, la valeur en temps ¢ de la trajectoire de (3) démarrant en z € R? & Iinstant s > 0
et correspondant au controle u : [s,] — R*. Dans toute la suite, les controles seront supposés
étre au moins intégrables. Pour 7' > 0, on définit les ensembles atteignables & partir de 0 € R?
comme suit

A(T,0) = {z € R, Jue L'([0,T]; B(1)), z = ¢(T,u;0,0)}, A(0) = | J A(T,0).
T>0

Question 1. Montrer que pour tout S,7 > 0, on a A(T,0) C A(S,0)siT < Set AT+S5,0) =
A(T,0) + eT4A(S,0). En déduire que pour tout entier £ > 0, on a

AT, 0) = A(T,0) + T2 A(T,0) + - - - 4+ " DTAA(T, 0).

Correction: Simple application de la formule de Duhamel,

T
(T + S,u;0,0) = eT4p(S,u;0,0) + / e T=DABy(t 4 S)dt,
0

et de la concaténation de deux controles.

Question 2. Montrer que A(T,0) est convexe pour tout 7 > 0. En déduire que A(0) est aussi
convexe.

Correction: Définition de la convexité et de I'inclusion de la question 1.

Question 3. On va montrer que, si la paire (A, B) vérifie le critére de Kalman, alors A(0) est
ouvert.

3.a. Pour T > Oeteq, - ,eq une base de R%, on choisit des contrdles continus w1, - - - , wq définis
sur [0, 7] tels que o(T, w;;0,0) = e; pour tout 1 < i < d. Rappeler pourquoi cela est possible et
en déduire que A(T,0) contient un voisinage ouvert de 0.

Correction: L’existence de wq,--- ,wy continus résulte de la preuve du critére de Kalman vue
en cours. Soit M > 0 tel que |w;(t)/M| < 1 pour tout 1 < i < dett € [0,T]. Alors e;/M =
o(T,w;/M;0,0) € A(T,0) et toute combinaison linéaire des e;/M a coefficients bornés par 1/d
est aussi dans A(T,0).

3.b. Soit z € A(0), soit S > 0 et V un ouvert contenant 0 et contenu dans .A(S,0). Montrer
qu'il existe T > 0 tel que = + 74V C A(T + S,0). Conclure.

Correction: On a z € A(T,0) pour un certain 7 > 0. Pour tout y € e74V, x4y = (T, w;0,0)+
eT4v € A(S + T,0) avec le controle w & valeurs dans B(1) et v € V.

Question 4. Montrer que si A(0) = R?, alors la paire (A, B) vérifie le critére de Kalman et
toute valeur propre A de A est i partie réelle positive ou nulle. Pour la deuxiéme condition, si A
est une valeur propre de A, on pourra faire un changement de coordonnées linéaire réel qui met



A et B sous la forme (ﬁl 213) et (gl) avec Ao matrice carrée de dimension un si )\ est réelle
2 2

et de dimension deux sinon.

Correction: La premiére condition est nécessaire, cf. la preuve vue en cours du critére de
Kalman. Pour la deuxiéme condition, on raisonne par contraposition et on suppose que A admet
une valeur propre A = —a+ib avec a > 0. On suppose ici b non nul (la preuve est analogue si b est

. —-b .
nul) et la matrice Ay vaut alors “ ) On pose y € R? pour les deux derniéres coordonnées

a
b
de z, et le systéme (3) implique que y = A2y + Bou. En appliquant la formule de Duhamel, on
obtient I’estimation

t t
Iy < H /O =42 s)ds|| < ¢y /O ¢=a(=5) s < Cy /a,

pour une constante Cy ne dépendant que de A et de B.

Question 5. On va montrer I'implication inverse, & savoir que A(0) = R? si la paire (A, B)
vérifie le critére de Kalman et toute valeur propre A de A est a partie réelle non négative. Pour
cela, on considére le sous-espace vectoriel Jy » = Ker(A — A dd)k pour tout entier naturel k£ et
toute valeur propre A de A. On pose également J,f)\ ={v e R", Jw € Jy, R(w) = v} (avec
R(-) la partie réelle). On notera que si w = v1 + ivg € Ji  avec vq,vs € RY, le vecteur v; est
dans J,ff/\ par définition, mais c’est aussi le cas du vecteur vy (puisque —iw = vy — vy € Ji 5).
En utilisant la décomposition de Jordan de A, on montre que C¢ est la somme des Jia et, de
meéme, que R? est la somme des JT,.

5.a. Montrer que pour tout entier naturel & et toute valeur propre A\ de A, J,f:‘)\ C A(0). On

AqT aqT

procédera par récurrence sur k. On pourra choisir T > 0 tel que e avec A = a + b

valeur propre de A et g entier naturel quelconque.

=€

Correction: On suppose donc que J,f_l./\ C A(0). On prend alors v € Jj, x avec v = vy + ivg et
on doit montrer que v; € A(0). On prend § > 0 assez petit pour que w; := v, € A(T,0), avec
T > 0 donné par l'indication. Puisque w = dv appartient a4 Ker(A — A\Id,,)*, on voit que, pour
tout temps t € R, e(A=Mdn)ty; gécrit comme w + z avec 2z € Jp_1., C A(0) (écriture en série
entiére). On en déduit que pour ¢t = ¢T" avec ¢ entier naturel,

A A A

thet w—@tZZGtA

e“tw=ce w — etz

Comme w = w; + ws, on déduit que e®w; = 4w, — ez, pour t = ¢T avec ¢ entier naturel.

On remarque que z; € J,f_l_’ L C A(0) d’aprés 'hypothése de récurrence. En sommant sur ¢ =
0,---,7—1,ona

Z eaqT wy, = Z eqTA,U1 + Z/,

0<g<j—1 0<q<j—1

avec 2 € J,il’/\. Comme a > 0, on a Y g i 4 e®” > j et donc pour j assez grand et en
appliquant les questions qui précédent, on obtient que jw; € A(jT,0) + Jlf,l_) c A(0). On
conclut en remarquant que

1
jo

ce qui est une combinaison convexe pour j assez grand.

1
o1 = gjwn + (1= =)0 € A)



5.b. Conclure. On commencera par établir le résultat suivant : si C' est un ouvert convexe de R?

et L est un sous-espace vectoriel de R? contenu dans C, alors C + L =C (siz € C, y € L et
1 (+e)y

€ > 0, on pourra écrire x + y = m(l +e)x+ li_i_eT)

Correction: En suivant l'indication, on remarque pour € > 0 assez petit que z. := (1 +¢&)z € C

. . L (1+g)y . . .
puisque ce dernier est ouvert et que y. := — € L puisque ce dernier est un espace vectoriel.

On conclut en notant que x + y est alors combinaison convexe de z. et y.. Pour conclure, on
applique plusieurs fois le résultat suivant : si Ly et Lo sont deux espaces vectoriels contenus dans

un convexe C' C R? alors Ly 4+ Ly C C. Cela résulte de Pécriture = + y = 3(2x + 2y).



