Cours MAP434 : Controle de modéles dynamiques

Séance 3, 20 mars 2019
OPTIMISATION DANS LES ESPACES DE HILBERT

Exercice I. Controle optimal avec critére quadratique

On considére le systéme de controle linéaire
&y (t) = Az, (t) + Bu(t), Vte[0,T], 24, (0) = o,

ol z, est a valeurs dans R%, u & valeurs dans R*, A est une matrice d x d, B une matrice d X k
et zo € R% On suppose que le systéme est controlable, i.e., que les matrices A et B satisfont
la condition de Kalman. On pose V := L2([0,T];R¥) et on introduit la fonctionnelle J : V' — R
telle que J(u) = fOT |u(t)|2 dt et le sous-ensemble K = {u € V |z, (T) = 21} ot z; € R? est une
cible donnée. L’objectif est de minimiser la fonctionnelle J sur K.

uestion 1. On introduit la matrice Gy € R%*? telle que
Q q
T
Gr = / eT=9)ABPBle(T=9)AT g
0

Vérifier que la matrice G est symétrique semi-definie positive puis qu’elle est inversible.

Correction: Il s’agit de résultats vus en cours. La symétrie de G est évidente, et la semi-définie
positivité résulte de UTGr¥ = fOT |Bfe(T=9)4"W|2, ds > 0 pour tout vecteur ¥ € R%. Montrons
que la matrice G est inversible. Par I’absurde, supposons qu’il existe ¥ € RY, ¥ # 0, dans
ker(Gr). Il vient 0 = fOT |BTe(T_S)AT\II\H2@ ds, si bien que ¥Ufe(T=)4B = 0 pour tout s € [0,T].
Par la formule de Duhamel, on obtient W' (z, (T) —eT4z() = 0, ce qui montre que z,(T) est dans
un hyperplan affine. Par conséquent, le systéme n’est pas contrélable ; d’out la contradiction.

Question 2. On pose u(s) = BteT=94"y pour tout s € 0,7) oty = G (z1 — €T 20). Montrer

que T € K, puis que J(u) < J(u) pour tout u € K.

Correction: Le fait que w € K résulte de la formule de Duhamel :
T
2g(T) = T4z + / eT=94B7(s)ds = €Tz 4+ Gry = z;.
0

Comme par ailleurs @ € V', on en déduit qu'on a bien w € K.
Montrons que u est un minimiseur de J sur K. Soit v € K arbitraire. En posant § = v — u,



on constate par linéarité que fOT e(T=9)4ABj(s)ds = 0. En développant, il vient

T(u) = J(a+06) = /O @(s) + 6(s)[ ds

— J(@) +2 ! 8(s)Ta(s) ds + J(4)

= J(T@) +2 / ’ 5(s)T(BTeT=94"y) ds + J(5)
0T
— J(@) +2 / (eT=94B5(s)) Ty ds + J(0)
0
T T
=J(@) + 2( / eT=5)AB4(s) ds) y+ J(6) = J@) + J(0) > J(q),
0
car J(0) > 0. Ceci montre que J(u) < J(u) pour tout u € K.

Question 3. Montrer que la fonctionnelle J est fortement convexe de paramétre o = 2 et que
K est un convexe fermé non-vide de V. En déduire que @ est 'unique minimiseur de J sur K.

Correction: La forte convexité de J résulte de la formule de la médiane :

2 2 2
y+z lylly +l=l7 1 2
| = ——ly-— , Yy,z€eV.
e B (PR
Comme J(v) = |[v||?, la formule ci-dessus montre que .J est fortement convexe de paramétre

a=2.
Montrons que K est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de V.
— K est non-vide car u € K ;
— K est convexe car cet ensemble est défini par une contrainte égalité qui dépend linéaire-
ment du controle u ;
— enfin, si (u,)nen est une suite de K qui converge vers u dans V, on a

T T
z — ey = / T4 By, (s)ds — / eT=9)4Bu(s) ds,
0 0

ce qui montre que la limite u améne xy en x; en temps 7', i.e., u € K ; le sous-ensemble
K est donc bien fermé.
Le théoréme 3.8 du cours nous permet de conclure : J admet un unique minimiseur sur K.

Question 4. Nous allons maintenant retrouver I’expression du controle optimal @ obtenue & la
question 2 en utilisant I'inéquation d’Euler (proposition 3.11 du cours). Montrer que I'inéquation
d’Euler implique que le minimiseur @ de J sur K vérifie (w,h)y = 0 pour tout h € H ou H est
un sous-espace de V' de codimension finie. Conclure.

Correction: En utilisant I'inéquation d’Euler, la convexité de J et le fait que V.J(u) = @, on
obtient la condition nécessaire et suffisante d’optimalité suivante :

(VJ@),u—u)y = (w,u—1u)y >0, YuekK.



Or, lorsque u décrit K, le vecteur u — u décrit le sous-espace vectoriel
T
H= {u eV| / eT=*)4Buy(s)ds = 0(e Rd)}.
0

On a donc (w,h)y > 0 pour tout h € H et comme H est un sous-espace vectoriel, on peut
considérer les vecteurs h et —h dans l'inégalité ci-dessus, ce qui montre que @ € H™'. Soit
(€i)1<i<a une base cartésienne de R?. Posons y;(t) = BteT=94%¢, . onay, € L*([0,T;R*) =V
pour tout i € {1,...,d} et H = (vect(y;)1<i<a)". Par suite, u € vect(y;)1<i<a (qui est de
dimension finie donc fermé) ; en d’autres termes, il existe un vecteur y € R? tel que

u(t) = BteT=94Ty v e [0,77].

Finalement, le vecteur y € R s’obtient en imposant que xz(T) = z1, et par la formule de
Duhamel, on retrouve bien l’expression obtenue a la question 2.

Exercice II. Contréle optimal pour une EDP

Soit € = ]0,1[. On pose V := H{(Q2) (fonctions de carré sommable sur €, qui sont nulles
en 0 et en 1 et dont les dérivées (faibles) sont de carré sommable sur Q) et Y := L?(Q). Soit
[ € L*(Q) fixée. Pour tout y € Y, on note v := ¥;(y) Punique solution dans V' du probléme

" = f+y dans Q. (1)

Le probléme de controle optimal consiste minimiser la fonctionnelle J : Y — R telle que, pour
tout y €Y,

50) = [ 1[9) (@)~ w(@)Pda + [ ly(a)Pds
) )
oll vy € Y est une cible donnée. Il s’agit d’'un probléme de contréle optimal ot on cherche & agir
par le biais de la fonction y € Y de fagon a rapprocher le plus possible la solution du probléme (1)

de la cible vg. Le deuxiéme terme dans la fonctionnelle J signifie qu'on réalise un compromis
entre cet objectif et ’ampleur du controle y. On rappelle la formulation variationnelle de (1) :

/\Ilf(y)’w’dm:/(f+y)wdm, Yw € Hy (%),
Q Q

ainsi que l'inégalité de Poincaré : il existe une constante C'p telle que

w2y < Cellw'|lL20), vw € Hy ().

Question 1. Montrer que, pour tout (y,z) € Y x Y, ona Us(y) — ¥s(z) = ¥o(y — z). Montrer
que application ¥q est linéaire continue de Y dans Y.

Correction: Soit y,z € Y. Il est clair que Vs(y) — ¥¢(2) € V. De plus,

—(Uy(y) =V (2))" = (f+y) - (f+2) =y —=



D’ou Us(y) — ¥s(z) = Yo(y — 2). La linéarité de l'application ¥, est évidente. Quant a la
continuité, pour tout z € Y, comme —Wq(z)" = z dans €, en intégrant par parties il vient

1Wo(2) 220y = / Wo(2) < Cplll e [¥o(=) .

grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis a I'inégalité de Poincaré. Par suite, ||Wo(2)'||12() <
Cpl|z|l2(q) et en utilisant a nouveau I'inégalité de Poincaré, on obtient

1o(2)lly < CplIWo(2) | L2(@) < CRl2lly-

Ceci montre la continuité de I’application Wy.

Question 2. Montrer que la fonctionnelle J est différentiable sur Y avec, pour tout y,z € Y,

(J'(), 2)yry = 2/Q(‘I’f(y)(ﬂi) — vo(x))Wo(2)(x)dx + 2/ y(x)z(z)d.

Q

Correction: Pour tout y,8 € Y, il vient
Hu+8) = [ 195+ 0)@) —w@Pdo+ [ oo + ) o
= [ 1)@ + 90(6)(@) — vo(o)Pda + [ lo(e) + 5(0) P
= () + 2{ / (¥(0) (&) = wnla)) WoB) @)z + |
+{ [ 1w @)Pda+ [ 16)Pds},

et le dernier terme entre accolades est un o(||0]|y) car il est majoré par (1 4+ C3)||5]|3. 11 reste
a vérifier que le premier terme entre accolades définit bien une application linéaire continue sur
Y, ce qui est le cas car en utilisant la question précédente, il vient

y(x)é(x)dx}

< 2(CRI1% s (y) — wolly + lyllv)I6]ly-

2 /Q (W () () — vo())Wo (8) (x)de + / y(2)3(x)de

Q

Question 3. Montrer que J est fortement convexe sur Y et en déduire 'existence et 'unicité
du minimiseur global de J sur Y.

Correction: Pour tout y, z € Y, on constate que
<J'(y)*J'(Z),y*Z>YcY72/(‘1’1‘( (@) = Wy (2)(x))Wo(y — 2)(x dSHQ/ ly(x) — 2(2)|*dz
—2/|\Ilo —z) |2dx+2/\y ) — 2(x)2dx

>9 /Q (@) — =) 2dz = 2]y — 2|2,



d’ou la forte convexité de J de parameétre a = 2. L’existence et I'unicité du minimiseur global de
J sur Y résulte du théoréme 3.8 du poly, la continuité de J sur Y résultant de sa différentiabilité.

Question 4. Pour y € Y, on note 6(y) I'unique solution dans V' du probléme —0(y)" = ¥ ¢(y)—vo
dans €. Montrer que le représentant de Riesz de J'(y) dans Y est la fonction 2(6(y) +y). On dit
que 0(y) est ’état adjoint de ¥ ;(y). En déduire le systéme d’EDPs vérifié par le couple optimal

(9,0) ot 0 = V().

Correction: Par construction, il vient pour tout z € Y,

(Vs (y) (@) — vo(2))Wo(2)(x)dx + 2/ y(x)z(x)dx

Q

(), 2y =2 /

Q

= 2/{}(*9(1/)”)(%)‘1’0(2)(%)6156+Q/Qy(x)Z(x)de
:%LG@Y@N%&Y@Mx+?Ay@V@Mx

= 2/99(11)@)(—‘1’0(2)”)(%)&6+2/Qy(ff)2(w)dx
:2Kf@x@4@m+2éy@p@mx:2Aw@yumm4@m.

Ceci montre que
VI(y) =2(0(y) + ).

La condition d’optimalité signifie donc que 6(g) = —§ ou 7 est le contrdle optimal. En conclusion,
le couple optimal (g,v) vérifie

"

g =-0@y)"=v-vy, V' =f+7.

On peut éliminer o, ce qui donne (formellement) —§"”" — § = f + v} ; c’est une EDP d’ordre 4
en i, avec les conditions aux limites § =0 et ¥/ = —vgpen z =0 et en x = 1.

Exercice II1. Etude d’une EDP non-linéaire

Soit Q un ouvert borné régulier de R?, d € {2,3}, et f € L?(f). L'objectif est de montrer, en
utilisant les outils de 'optimisation, ’existence et 'unicité de la solution de ’'EDP non-linéaire

~Au+u® = f dans Q, (2a)

u=0 sur 0N. (2b)

On pose V = H{(Q) = {v € L*(Q) | Vv € L*()?, vjpq = 0}, qu'on équipe de la norme

vl z2(0) = [IVV[|L2()a- La formulation variationnelle du probléme (2) consiste a chercher u € V
tel que

/QVU(J:)-VU(x)dx—i—/Qu:S(:c)v(x)dx:/Qf(x)v(z)d:c, Yv e V. (3)



On introduit la fonctionnelle J : V' — R telle que, pour tout v € V,

J(v):%/Q|Vv(x)|2dx+%/ﬂ|v(m)\4dx.

On admet I'inégalité de Sobolev suivante : il existe une constante oq telle que, pour tout v €
Hy (),

1/4
ol oy = ( /Q |v<x>|4dx) < 00l Vol e

Cette inégalité signifie que l'espace H}(Q) s’injecte contintiment dans L*((2). (L’inégalité de
Sobolev est vraie plus généralement pour tout v € H!() & condition d’utiliser dans le majorant
la norme ||v]| 1 (q).) Elle montre, en particulier, que la fonctionnelle .J est bien définie.

Question 1. Montrer que la fonctionnelle J est a-convexe sur V. (Indication : voir J comme la
somme d’une fonctionnelle a-convexe et d’une fonctionnelle convexe.)

Correction: On constate que J(v) = J1(v) + J2(v) avec
1 2 Lo o4
Ji(v) = §||V”||L2(sz)dv Ja(v) = ZH’UHM(Q)'

La fonctionnelle J; est clairement 1-convexe sur V = H{ () équipé de la norme |[|v]| Q) =
V][ £2()ye puisque, grace a la formule de la médiane, il vient

v+ w 1
5 (M) = SV + )l

1 1 1

= ZHVUHQL?(Q)J + ZHVUJHZLZ(QV - §||V(v —w)|72(qa
1 1 1

= 551(v) + 51(w) = gllv - wl?.

De plus, la fonction R > ¢ + [t|* € R étant convexe, on obtient, pour tout v,w € V, 6 € [0,1] et
x € Q,
0v(z) + (1 = O)w(z)[* < Olu(z)* + (1 - 0)|w(2)[".

En intégrant sur 2, on déduit que J, est convexe sur V. Pour tout v,w € V, on a donc

v+ w 1 1 1
Ji < ) < le(U)+*J1(w)—§||U—w”%/v

2 -2 2
V4w 1 1
< = -

J2( : )_2J2<v>+2Jg<w>,

et en sommant membre & membre ces deux inégalités, on voit que la fonctionnelle J est 1-convexe
sur V.

Question 2. On rappelle 'inégalité de Holder : soit p, ¢ deux réels tels que 1 < p,q < oo et
1% + % = 1; alors, pour tout f € LP(Q2) et tout g € LY(Q2), on a

< ”fHLP(Q)”g”Lq(Q).

‘ | 1@ga)da




(L’inégalité de Cauchy—Schwarz est un cas particulier de 'inégalité de Holder avec p = ¢ = 2.)
En déduire que, pour tout v,w € L*(),

/Q V¥ (2)w(x)dx

< ”UH%‘l(Q)”wHL‘l(Q)-

puis que, pour tout v € V, Papplication linéaire L : V 3 w — [, v3(z)w(z)dz € R est continue.

Correction: On applique I'inégalité de Holder a f = v et g = w avec p = % et ¢ =4 (si bien

que 5 + ¢ =1). Comme
3/4
- 24
- ( /Q |v<x>ds) — ol .

/Q v (@)w(z)dz

On déduit de 'injection de Sobolev que, pour tout v,w € V,

on obtient

< vlls e lwlizs-

L(w)] < [ollzs e lwlizs@) < (@allvli)wlv,

ce qui montre la continuité de ’application linéaire L sur V.

Question 3. Montrer que J est différentiable sur V et préciser ’action de sa différentielle.

Correction: On constate que
1 2 1 4
Jv+w) = 3 [Vo(v) + Vw(z)|dx + 1 [v(x) + w(x)| dx
Q Q

=J(v) + { Vo(z)-Vw(z)dz —|—/

Q

vg(m)w(m)dsc}

Q

+{g/91)2(1:)w2(x)d:5—|—/ v(x)wS(x)dHi/ﬂw‘*(x)dx}.

Q

L’application linéaire L : w 3 V Jo Vu(z)-Vw(z)dz + [, v*(x)w(z)dz € R est continue sur V
de par la question précédente. Il reste & montrer que le dernier terme entre accolades du membre
de droite est un o(||w||y/). On constate que

/Q V(@) (z)de < < /Q U4(x)da:>1/2 ( /Q w4(x)dx>1/2

= HU||2L4(Q)HW||2L4(Q) (Cauchy—Schwarz)
[ v @ds < lolls ol (Holder)
/ w'(z)de = Hw||%4(m (définition de [lwlz1(q))
Q



si bien qu’en utilisant I'injection de Sobolev, il vient

1 {%/ﬂv2(£)w2(x)dm+/U(x)wg(x)d$+i/szw4($)d$}

[|wllv Q

1
< soalvlvlwlv + aslvllvilwly + goalwly-

| W

Comme le majorant tend vers zéro lorsque w tend vers zéro dans V', on en déduit que la fonc-
tionnelle J est bien différentiable sur V' et que, pour tout v,w € V,

(J’(v),w)V/y:/QVU(JC)-Vw(Jc)dx—&—/QUS(x)w(x)dac.

Question 4. Montrer I'existence et 'unicité dans H} () de la solution du probléme (3).

Correction: On rajoute le terme linéaire — [, f(x)v(x)dz a la fonctionnelle .J, ce qui donne

I(w) = 76) = [ fla)ota)da.
La fonctionnelle J; est a-convexe sur V et sa différentielle est telle que, pour tout w € H (),
(Jr(),wyyr v = /QVv(x)-Vw(x)dx +/Qv3(x)w(x)dz — /Q f(@)w(z)dz.
Ainsi, u € H}(Q) est solution du probléme (3) si et seulement si Ji(u) = 0 dans V', c’est-a-

dire, si et seulement si u est minimiseur global de J; sur H}(£2) (proposition 3.10 du cours). Le
probléme (3) admet donc une et une seule solution (théoréme 3.8 du cours).



