Cours MAP434 : Controle de modéles dynamiques

Séance 5, 10 avril 2019
ENSEMBLES ATTEIGNABLES ET TEMPS-OPTIMALITE

Exercice I. Temps-optimalité

On considére le systéme de controle linéaire
T (t) = Ay (t) + Bu(t), Vt >0, 2,(0) = zo,

otl 7, est & valeurs dans R?, u a valeurs dans B(1) = {v € R¥ | [v| < 1}, A est une matrice d x d,
B une matrice d x k et g € R%. On rappelle la définition de I'ensemble atteignable pour tout
t>0etzycRe:

A(t,z0) = {y € RY | Fu € L=([0,t]; B(1)) tel que 2, (t) = y}.

On considére une cible 2; € R? et on suppose cette cible atteignable a partir de zy en temps
fini. On cherche & atteindre la cible z; en temps minimal, i.e., on cherche ¢, = inf{t > 0 | x; €

A(t,xo)}.

Question 1. Montrer qu'il existe un controle temps-optimal (on le notera wu.).

Correction: D’apreés le cours (théoréme 1.19 et remarque 2.10), I’ensemble A(t, z;9) varie conti-
ntment en ¢. L’ensemble {t > 0 | 1 € A(t,x9)} est donc fermé dans R, si bien que la borne
inférieure ¢, est atteinte. On a donc 1 € A(t,, xo) ce qui signifie qu’il existe un controle temps-
optimal u, € L>=([0,t.]; B(1)) amenant le systéme de o & 21 en temps t,.

Question 2. On a vu en cours (cf. le lemme 3.13) qu’un controle temps-optimal est nécessaire-
ment extrémal, i.e., on a z,,_(s) € O.A(s, zg) pour tout s € [0,t,]. Montrer qu’il existe une solution
non-triviale p : [0,t,] — R (appelée état adjoint) de 'équation p(t) = —Afp(t), Vt € [0,t.], telle
que

p(t) Bu,(t) = min p(t)'Bv, p.p.t €0t
veB(1)

Correction: Comme ’ensemble atteignable A(t,,xo) est convexe d’aprés le cours, il existe un
hyperplan séparant x; = x,,, (t.) et A(ts, o) au sens large, i.e.,

Ip. € RIN\{0}, pl(y — mu.(t.) >0, Vy € A(ts, z0).

En notant @ € L*([0,t.], B(1)) un contrdle amenant au point y € A(t.,xo), 'inégalité ci-dessus
devient grace a la formule de Duhamel

t. t.
/ ple®=DABa(t) dt 2/ ple=DABy, (t)dt.
0 0

En introduisant I'état adjoint tel que p(t) = —Afp(t), Vt € [0,t.], et p(t.) = p., l'inégalité
ci-dessus se récrit

/ " o(0) Bat) dt > / ") Bu. (1) dt.
0 0



On peut alors raisonner par I’absurde. Supposons que p(t)f Bu,(t) > minl,eg(l)p(t)TBv sur un
sous-ensemble de [0,t,] de mesure strictement positive. Ceci implique que

ta

ta
/ p(t)T Bu, (t) dt > min p(t)" Bvdt.
0 0o veB()

On considére alors un controle @ sur [0,¢,] & valeurs dans B(1) tel que

p(t) Ba(t) = min p(t)! Bo.
veB(1)
En invoquant un résultat de sélection mesurable (cf. la sous-section 2.4.3 du polycopié), on

montre que 4 peut étre choisi mesurable sur [0,¢.]. On a donc bien @ € L*([0,t,]; B(1)). On a
ainsi obtenu

tu
/ min p(t)'Bvdt = / p(t)TBa(t) dt
0

veB(1)

> /t* p(t)! Bu. () dt

/ min p(t TBU dt,
veB(1)

d’otu la contradiction.

Question 3. Montrer que p(t.)" Bu.(t.) < 0. En supposant x; = 0, qu’est-ce que cela signifie sur
la vitesse i, (t.) 7 On suppose pour la suite de 'exercice que cette inégalité est stricte. Montrer
alors que sans perte de généralité, on peut supposer que p(t. ) d,, (t.)(t.) = —1.

Correction Posons p. = p(t.). 1l suffit d’observer que v = 0 € B( ) si bien que plBu,(t,) <

plBv = 0. Comme x1 = 0, on a iy, (t) = Bus(t,), si bien que pliy, (t.) < 0, ce qui signifie
que la vitesse de la trajectoire x,, en t, pointe vers 'extérieur (au sens large) de 'ensemble
atteignable A(t., o).

Supposons pli,, (t,)(t.) < 0. Comme seule Porientation du vecteur adjoint p(t) compte mais
pas son amplitude, on peut normaliser le vecteur adjoint pour que pljﬁu* (to)(te) = —1.

Question 4. On considére une perturbation dw du controle optimal wu, telle que u, + dw est a
valeurs dans B(1) et la trajectoire perturbée x,,, 15, atteint la cible z; = 0 au temps ¢, + é7. En
effectuant des développements limités, montrer formellement que

ta
/ p(t)TBéw(s)ds > 0.
0
On supposera a priori que p(t, )i, (t.) = —1 méme si 21 # 0.
Correction: Le controle u, étant temps-optimal, on doit avoir 7 > 0. Nous allons donc exprimer

d7 en fonction de dw en utilisant 1’état adjoint. Posons §z(t) = @y, 45w (t) — xy, (t). Par linéariteé,
0z est solution du systéme différentiel

0z2(t) = Adz(t) + Bow(t),  62(0) = 0.



A Tordre 1 en du (et en admettant que 67 = O(du), on obtient

T1 = Ty, 6w (ts +07) = x4y, (b + 07) + d2(tx + 07)
= Ty, (t) + To, ()07 + 02(ts) = 21 + Ty, (E)0T + 02(t4).

En simplifiant par x; puis en prenant le produit scalaire avec le vecteur p, € R? tel que
piﬁcu* (t.) = —1, on obtient
o1 = ploz(ty).

On considére alors I'état adjoint p : [0,t.] — R? tel que p(t) = —ATp(t), pour tout t € [0,t,], et
p(ts) = ps. Il vient

0 < 6 = ploz(t.) =p(0)162(0) + /O ! %(pTéz)(t)dt - /0 ) %(psz)(t) dt

= [ (a5 + pitozo) a
— /Ot* (p(t)T(Aéz(t) + Bow(t)) + p(t)*éz(t)) dt

_ / " ot Bow(t) dt + / " A p(t) + p(e) 62(t) df = / " o(0) Bow(t) dt.
0 0 0

Question 5. Application : on considére un tram se déplacant en trajectoire rectiligne dont on
controle I'accélération. Le systéme de controéle s’écrit

u(t) = ult), Vt=0,

et on se donne la position initiale xg et la vitesse initiale vy du tram. L’accélération en valeur
absolue est bornée par a. On souhaite amener le tram & lorigine avec vitesse nulle en temps
minimal. Montrer que le controle optimal ne peut prendre que les deux valeurs extrémales +a,
avec au plus une commutation. Déterminer alors le controle optimal.

Correction: On récrit le systéme de controle sous la forme d’un systéme différentiel d’ordre un.
En posant X () = (z(t),v(t))" ot v(t) = &(t), on obtient

X(t) = AX(t) + Bu(t), A= (8 (1)) B- (2)
En notant P = (p1, p2) Iétat adjoint, on obtient
pi(t) =0,  pa(t) = —pa(t),
et le controle optimal est tel que

p2(s)ux(s) = min pa(s)v,  p.p. ¢ € [0,1].
lv|<a
On a pi(t) = p1,o (constant) et pa(t) = —p1,0t + p2o. Si pa(s) > 0, alors u.(s) = —a, et si
p2(s) < 0 alors u.(s) = a; enfin, si pa2(s) = 0, u.(s) € [—a,a]. Comme py est linéaire en temps,
cette fonction s’annule au plus une fois et ne s’annule donc pas sur un ensemble de mesure



positive. Presque partout, on a donc u.(s) = 4a et il y a au plus un point de commutation.
Cherchons alors les trajectoires correspondant & w, constant égal & +a sur un intervalle. Il vient

0(t) =+ta = w(t) = za(t —to) + v(to),

et
H)=v(t) = () = o (t — to)? + (i)t — to) + alto).

Les trajectoires optimales sont donc des paraboles d’équation
v(t)? — v(tg)? = £2a(z(t) — z(to)),

d’axe (O, +x) et qui sont translatées 'une par rapport a l’autre. Les paraboles correspondant a
+a (resp. —a) sont parcourues vers les v croissants (resp. décroissants). On ne retient donc pour
la parabole passant par 'origine que les parties rejoignant ce point : donc la partie v < 0 pour
+a et la partie v > 0 pour —a. On obtient ainsi la courbe de commutation. Soit x( est sur cette
courbe et on applique le controle adéquat +a sans commutation. Soit xg est au dessous de la
courbe : on commence par le controle +a (la controle —a ne lui ferait pas croiser la courbe de
commutation) et quand sa trajectoire rencontre la courbe de commutation, on bascule le controle
en —a. Si xg est au dessus de la courbe de commutation, on effectue d’abord —a puis +a.

Exercice II. Controélabilité avec controle borné

Dans cet exercice, on va donner une condition nécessaire et suffisante de controlabilité a partir
de 0 pour un systéme linéaire avec controle borné. En contre-partie, on ne se fixe pas de borne
sur I'horizon temporel 7. On note d et k deux entiers positifs et B(1) = {v € R*, |lv|| < 1}. Soit
donc le systéme de controle linéaire défini par

Gu(t) = Azy(t) + Bu(t), 2,(0) =0, (1)

avec x,(t) € R%, u(t) € B(1) et les matrices A € R¥™4 et B € R¥*. Noter que I'on démarre de la
condition initiale nulle qui est un état stationnaire pour le systéme avec controle u identiquement
nul (ce qui est possible puisque 0 € B(1)). Dans toute la suite, les controles seront supposés étre
au moins intégrables. Pour 7' > 0, on définit les ensembles atteignables a partir de 0 € R? comme
suit

AT,0) = {z € R, Sue L'([0,T]; B(1)), z==z,(T)}, A(0)= | A(T0).

>0

Question 1. Montrer que pour tout S,7° > 0, on a A(T,0) C A(S,0)siT < Set AT+S,0) =
A(T,0) + eT4A(S,0). En déduire que pour tout entier £ > 0, on a

A(LT,0) = A(T,0) + eTAA(T,0) + - - - + =DTA AT, 0). (2)

Correction: Simple application de la formule de Duhamel, qui permet d’écrire que

T
T, (T + 8) = T2, (S) + / eT=DABu(t + S)dt,
0



et de la concaténation de deux controles. L’identité ci-dessus montre que A(T +.5,0) = A(T,0)+
eT4A(S,0). Comme 0 € A(S,0), cette égalité montre que A(T,0) C A(T + S,0), ce qui montre
que la suite (A(t, 0))¢>0 est croissante pour 'inclusion. Enfin, la formule (2) se montre de maniére
analogue en raisonnant par récurrence.

Question 2. Montrer que A(T,0) est convexe pour tout 7 > 0. En déduire que A(0) est aussi
convexe.

Correction: On utilise la définition de la convexité et l'inclusion croissante de la question 1.
Soit x1,z2 € A(0). I existe donc T;, i € {1, 2}, tels que z; € A(T},0). Posons T, = max(T1,T»).
De par la question précédente, on a x; € A(T%,0), pour tout ¢ € {1,2}, et cet ensemble est
convexe par un résultat du cours. On en déduit que Ox; + (1 —0)zs € A(T%,0) C A(0), pour tout
6 € [0,1]. Ce qui prouve la cnvexité de A(0).

Question 3. On va montrer que, si la paire (A, B) vérifie le critére de Kalman, alors A(0) est
ouvert.

3.a. Pour T > O et ey, ,eq une base de R?, on choisit des controles continus wy, - - - , wy définis
sur [0, 7] tels que a,, (T) = e; pour tout 1 < i < d. Rappeler pourquoi cela est possible et en
déduire que A(T,0) contient un voisinage ouvert de 0.

Correction: L’existence de w1, - - - , wy continus résulte de la preuve du critére de Kalman vue en
cours. Soit M := max<i<q ||wil| Lo (o, r;rry ; on & |w;(t) /M| < 1 pour tout 1 <i <dette[0,T]
Alors e;/M = x,, /p(T) € A(T,0) et toute combinaison linéaire des e;/M & coefficients bornés
par 1/d est aussi dans A(T,0).

3.b. Soit x € A(0), soit S > 0 et V' un ouvert contenant 0 et contenu dans A(S,0). Montrer
qu'il existe T' > 0 tel que z + T4V C A(T + S,0). Conclure.

Correction: On a z € A(T,0) pour un certain 7' > 0. On en déduit
x4 eTAV C A(T,0) + T4V C A(T,0) + eTAA(S,0) = A(T + S,0),

de par la premiére question. Ceci montre que z + 74V C A(0).

Question 4. Montrer que si A(0) = R?, alors la paire (A, B) vérifie le critére de Kalman et
toute valeur propre A de A est a partie réelle positive ou nulle. Pour la deuxiéme condition, si A

est une valeur propre de A, on pourra faire un changement de coordonnées linéaire réel qui met

A et B sous la forme (131 213) et (gl> avec Ao matrice carrée de dimension un si A est réelle
2 2

et de dimension deux sinon.

Correction: La premiére condition est nécessaire, cf. la preuve vue en cours du critére de
Kalman. Pour la deuxiéme condition, on raisonne par contraposition et on suppose que A admet
une valeur propre A = —a+1b avec a > 0. On suppose ici b non nul (la preuve est analogue si b est

. —b . i
nul) et la matrice Ay vaut alors a ) On pose y € R? pour les deux derniéres coordonnées

a
b
de z, et le systéme (1) implique que § = Aoy + Bou. En appliquant la formule de Duhamel, on
obtient I'estimation

t
()] < H [ e B

t
< Co/ e~ t=9)ds < Co/a,
0



pour une constante Cy ne dépendant que de A et de B.

Question 5. On va montrer I'implication inverse, a savoir que A(0) = R? si la paire (A, B)
vérifie le critére de Kalman et toute valeur propre A de A est a partie réelle non négative. Pour
cela, on considére le sous-espace vectoriel Ji = Ker(A — AI dq)* pour tout entier naturel k et
toute valeur propre A de A. On pose également J,ffA ={v e R", Jw € Jp, R(w) = v} (avec
R(-) la partie réelle). On notera que si w = vy + vy € Ji \ avec vy, vz € R?, le vecteur vy est
dans J,f_A par définition, mais c’est aussi le cas du vecteur ve (puisque —iw = vy — ivy € Ji z).
En utilisant la décomposition de Jordan de A, on montre que C? est la somme des Jix et, de
méme, que R? est la somme des JfF,.

5.a. Montrer que pour tout entier naturel k et toute valeur propre A\ de A, J,f:A C A(0). On

AqT aqT

procédera par récurrence sur k. On pourra choisir T" > 0 tel que e avec A = a + ib

valeur propre de A et ¢ entier naturel quelconque.

= €

Correction: On suppose donc que J,ilv\ C A(0). On prend alors v € Jj, x avec v = vy + ivg et
on doit montrer que v; € A(0). On prend § > 0 assez petit pour que wy := dvy; € A(T,0), avec
T > 0 donné par l'indication. Puisque w = dv appartient a Ker(A — AId,,)*, on voit que, pour
tout temps t € R, e(A=Mdn)ty; géerit comme w + z avec 2z € Jy_1, C A(0) (écriture en série
entiére). On en déduit que pour t = ¢T avec g entier naturel,

eMw = eMw = e — eMz = et — ez,

Comme w = w; + ws, on déduit que ew; = et4w; — ez, pour t = ¢T avec ¢ entier naturel.

On remarque que 21 € Jl?—l, y» C A(0) d’aprés I'hypothése de récurrence. En sommant sur ¢ =
0,---,7—1,ona

§ eaqT wy = E eqTA,U1 + Z/,

0<g<j—1 0<q¢<j-—1

avec 2z € J,fil,)\. Comme a > 0, on a ZO<q<j—1 eT > j et donc pour j assez grand et en
appliquant les questions qui précédent, on obtient que jw; € A(jT,0) + Jlf,u\ c A(0). On
conclut en remarquant que

1 1
o jéjwl—l—( 7

ce qui est une combinaison convexe pour j assez grand.

)0 € A(0),

5.b. Conclure. On commencera par établir le résultat suivant : si C' est un ouvert convexe de R?

et L est un sous-espace vectoriel de R? contenu dans C, alors C + L = C (siz € C,y € L et
(1+e)y

€ > 0, on pourra écrire = +y = ﬁla(l + oo+ = ),

Correction: En suivant 'indication, on remarque pour € > 0 assez petit que z. := (14+¢)z € C
puisque ce dernier est ouvert et que y. := @ € L puisque ce dernier est un espace vectoriel.

On conclut en notant que x + y est alors combinaison convexe de z. et y.. Pour conclure, on
applique plusieurs fois le résultat suivant : si L et Lo sont deux espaces vectoriels contenus dans
un convexe C' C R? alors Ly 4+ Ly C C. Cela résulte de Iécriture z + y = $(2z + 2y).



