MAPA434 - Controle de modeles dynamiques

Equation de Hamilton—Jacobi-Bellman (HJB)

Alexandre Ern
ENPC - INRIA - X

amphi du mardi 28 mai 2019

Alexandre Ern (ENPC - INRIA - X) MAP434 (A10) 28 mai 2019  1/16



Plan de la séance

@ Fonction valeur

Principe d'optimalité de Bellman et équation HJB

Application au systeme LQ

e Bilan : PMP vs. HJB

Poly, chapitre 8
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Systeme de contrdle non-linéaire

@ On considére le systéme de contrdle non-linéaire
xy(t) = f(t,x,(t), u(t)), Vtel0,T], x4(0) = xo
o x,:[0,T] = RY, T >0, Clx €R?
o u:[0,T] = U C R¥, sous-ensemble fermé non-vide

o f:[0,T] xR x U— R?

@ On cherche un contrdle optimal 7 € &/ = L*([0,T]; U) qui minimise le critére

J(O,xo;u):/o g(t, xu(t), u(t)) dt + h(x(T))

avec g: [0,T] xRY¥x U —>Ret h:RY - R
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Fonction valeur

@ On plonge ce probleme dans une famille de problemes de contrdle optimal
posés sur Is = [s,T] avec la Cl x(s) = &; la famille est ainsi paramétrée par
sc[0,T] et & € RY

X,(t) = f(t, xy(t), u(t)), t€ls, xu(s)=¢
J(s, & u) = / g(t, x,(t), u(t))dt + h(x,(T)), Yue€Us = L*(Is; V)

s

e La fonction valeur V : [0,T] x RY — R est t.q.
V(s,&) = inf &
(5.6) = inf J(s.6:0)

@ Ens=T,ona V(T,&) = h(&), V¢ € RY
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Non-différentiabilité de la fonction valeur

@ La fonction valeur n'est pas toujours différentiable en tout point ...

@ On considére le systeme de contréle et le critere
x,(t) =u(t) e U=[-11], Vtel, x(s)=¢& J(s.&u)=h(x(T))

ol h est paire, réguliere, t.q. h'(x) < 0si x > 0 (e.g., h(x) = e=")
e si & >0, le controle optimal est u=1et V(s,§) = h(E+ T —s)
e si £ <0, le contrdle optimal est T= —1et V(s,§) =h(§—T +5s)
e si x =0, il y a deux contrdles optimaux @ = £1 et V(s,0) = h(£(T — 5))

@ En conclusion, on a V(s,&) = h(T — s+ [¢]), qui est réguliere sauf en £ =0

V(T.<)
V(s,8)

o Cet exemple illustre un phénomeéne important et général : la perte de
régularité de V en les points ou existent plusieurs contrdles optimaux
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Principe d'optimalité de Bellman
o (Thm. 8.3) Soit (s,&) € [0,T[ x R?; pour tout s’ € [s,T], on a

V(s,€) = inf {/ Bt 5 (0) () de + VS () |

ueus’
avec If' = [s,s'] et U = L1(I5'; U)

@ Preuve : tout u € U, peut étre identifié a un couple (uy, wp) € Z/{j/ X Us en
posant uy = ul,s et ux = uly,

e up produit la trajectoire xi = xy, sur Issl t.q. xi(s) =¢
o wu> produit la trajectoire x» = xy, sur Iy t.q. x2(s") = xu(s") = x(s')
e on conclut grace a I'additivité du critére le long de la trajectoire

Vis.) = iof { [ elton(o) u(@)ar+ no(T)}
inf {/’ g(t,xl(t),u1(t))dt+{/’5/ g(t,Xz(t)7u2(f))df+h(X2(T))}}

(ul,uz)EZ/lssl XUgs

inf {// g(t,xl(t),ul(t))dtJruziean{s/ {/I,g(t,Xz(t),u2(t))dt+h(X2(T))}}

u ey’

inf {/I;s/ g(t,xi(t), ur(t))dt + V(S/,XI(SI))}

weus’
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Hypotheses

@ Les hypothéses sur la dynamique sont les suivantes

o f continue sur [0,T] x R? x U, uniformément en u € U
o f dérivable p.r. & x et 9L continue bornée sur [0,T] x RY x U
e 3C >0 t.q. |f(t,x,u)| < C(1+ |x|+ |u|) sur [0,T] x RY x U

@ Les hypotheses sur le critére sont les suivantes

e g continue sur [0,T] x RY, uniformément en u € U
e Jv>0,3C>0tq. g(t,x,u) > v|uf> = Csur [0,T] x R x U
e h continue et minorée sur R

@ Ces hypotheses sont des CS pour que
o YucU = L*[0,T]; U), 3 trajectoire x, € AC([0,T]; RY)
o J a bien un sens et V(s,£) > —oo0, V(s,£) € [0,T] x R?
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Equation HJB (1)

On rappelle que le Hamiltonien associé au systéme de contrdle non-linéaire
est H:[0,T] x RY x RY x U = R t.q.

H(t,x, p,u) = p'f(t,x,u) + g(t, x, u)

Le Hamiltonien minimisé est H,(t, x, p) = inf,cy H(t, x, p, u)
@ L'équation HJB prend la forme suivante :
G2(5,6) + Hy (5,6, 5¢(5,€)) =

avec la condition a l'instant final V/(T,&) = h(§)

e Dans I'exemple précédent, H(x, p, u) = pu, U = [-1,1]
o Hy(x,p) = —|p|
o la ol V(s,&) = h(T — s — [£]) est réguliere (£ # 0), elle satisfait I'équation

HJB ?T\s/ _ ‘?T‘g/‘ =0 (le vérifier!)
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Equation HJB (2)

e (Thm. 8.4) En tout point (s,&) € [0, T[ x R? ou la fonction valeur est
différentiable, elle satisfait I'équation HJB
e la preuve repose sur le principe d’optimalité de Bellman : un contrdle U est
optimal ssi a tout instant s € [0,T] sur la trajectoire associée X, le contrdle
restreint aux instants ultérieurs T|s 7} est optimal pour le nouveau probleme
ayant I'état courant X(s) comme état initial

e Si une fonction W réguliere (C° sur [0,T] x R? et C* sur [0, T[ x RY) satisfait
I'équation HJB et la condition en temps final et si U est borné, ona W =V
e ce résultat montre que I'équation HJB a au plus une solution réguliere
o il s’étend au cas U non borné sous hypothése de décroissance de W quand
|€] = 400 uniformément en t
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Preuve du Thm. 8.4 (1)

@ On se restreint au cas ou U est borné

Soit (s,£) € [0,T[ x R? un point ol la fonction valeur est différentiable

On applique le principe d'optimalité ci-dessus avec s' =s+0,0<d< T —s

V(s,&) = inf {'/’;Mg(t,xu(t),u(t))dt+ V(s+6,xu(5+(5))}

ueUs®
Puisque U est borné, les hypotheéses sur f impliquent que
® sup,sis [xu(t) — €| < C4, uniformément en § et en u
e on en déduit que x,(s +0) = £+ [,s5 F(s,&, u(t)) dt + o(d) unif. en u

o Comme V est supposée différentiable en (s, &), on obtient

V(s+, x,(s+5)) = V(s,g)+5{f”?dg(s,g)+f‘gg(s,§)f(; /, (s, €. u(t))dr)}+o(5)

@ Les hypothéses sur g impliquent que
| etento.uo)de= [ gls.g u)de+ o)
ISS+5 Iss+5
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Preuve du Thm. 8.4 (2)

@ En reportant dans le principe d'optimalité, en simplifiant par V/(s,&) et en
divisant par §, et comme les termes en o(d) sont uniformes en v, il vient

%(s,f)Jr inf . {i ./I;Adg(s{, u(t)) dt+%(5,5)1’<% //.SM)"(S,&., u(t))dt)} =o(1)

ueUs™

@ On conclut en remarquant que (s et £ sont fixés)

.01 e 2 )

= inf {e(s.6,v) + %(s, &)F(s.€, v)} = inf H(s.€, 3¢(5.€),v)
onainf, -5 %f/s”‘s ®(u(t))dt = inf,cy ®(v) obt & : RF = R

on note /1 le premier infimum et k le deuxieme

Yu € U, on a ®(u(t)) > infuey (v), YVt € 1579, d'ot h > b

Vv € U, en considérant la fonction constante égale a v, on obtient

®(v) > inf,cyses § [izes ®(u(t))dt, d'ott b > h
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Synthese d'un feedback optimal

@ On suppose que la fonction valeur est réguliere (CO([0,T] x RY) N C([0, T[ x RY))
@ On suppose que Y(s,&) € [0,T] x RY, on peut trouver un feedback optimal
i(s,€) € arg min H(s, &, 2%(s.€), v)
o |'existence est assurée par les hygotheses sur f et g

e en général, on n’a pas unicité, ni dépendance continue en (s, &)

e on suppose que I'on peut choisir i(s, &) pour résoudre le systéme différentiel
jt (t) = f(t,x(¢t), a(t,x(t))), t €[0,T], X(0)=xo
o (Prop. 8.7) u(t) = d(t,x(t)) est un contrdle optimal sur [0,T]
o on 2 LV(e3() = 56 5(0) + 52(65(0) (e 5(0)5(0). . £ € 0.7
o comme V satisfait I'équation HIB, 2Y¥(t,x(t)) + H,(t,x(t), 3 Ge(t,x(1)) =0
H(t,x(t), G¢ (t,%(t)), a(t))

o par définition de @, H,(t,x(t), 2 € Y(t,%(t))) =
o comme H(t,x, p,u) = p'f(t,x,u) + g(t,x, u), il vient

LV(tx(1) = (6. x(0),1(1), pp. t€[0T]

d'ol V(0,x) = [ g(t,%(t),@

(t))dt+ h(x(T)) = J(0,xo0; w), i.e., T est bien
un contrdle optimal

Alexandre Ern (ENPC - INRIA - X) MAP434 (A10) 28 mai 2019  12/16



Fonction valeur et état adjoint

@ On suppose qu'il existe un contrdle optimal w: [0,T] — U
e on note X : [0,T] — R? la trajectoire correspondante et 5 : [0,T] — R? I'état
adjoint introduit dans le PMP
e on suppose que V est différentiable en tout (s,X(s)), Vs € [0,T]
@ Dans ces conditions, on a p(s) = %—\g/(s,i(s)), Vs €[0,T]
e on a V(s,x(s)) = J(s,x(s); uli,) (principe d'optimalité de Bellman)
o pour tout £ € RY, V/(s,&) = infucu, J(s,& u) < J(s, &)
e la fonction £ — V/(s,&) — J(s,&,d|,,) est donc maximale en £ = X(s); par
suite, %V(s,?(s)) = B%I_J(s,?(s),ﬂhs), Vi e {1.d}
e on vérifie aisément que

g o %060, 1) = | G (0500, 1) (o) de + T 'v(T)

olt yi(t) = gL(t.X(t), U(1))yi(t), Vt € ks, yi(s) = e = (8y)jeqra)

o en introduisant I'état adjoint t.q. p = —2'p — % B(T) = 22(x(T)), et en
intégrant par parties en temps, il vient
0

g /e 5(9). 1) = = [ SR n(0) de-+ A(T) w(T) = pls)'e
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Application au systeme LQ

@ On considére la famille de systémes LQ
Xu(t) = Axy(t) + Bu(t), Vt € I,, x,(s) =¢&, e L?(I;R¥)
J(s, & u) = / {%u(t)TRu(t) n %Xu(t)Tqu(t)} dt + %XU(T)TDXU(T)
Is

o Le Hamiltonien est H(x, p, u) = p'(Ax + Bu) + 1uTRu+ 1xTQx et le
Hamiltonien minimisé est

1 . 1
H,(x,p) = min H(x, p,u) = p'Ax — Zp'BR7I1BTp + =xTQx
uERK 2 2

I'unique minimiseur étant i = —R~1Bfp
o La fonction valeur satisfait V(T,¢{) = %§TD§ et I'équation HIB
oV OV T 1/0VN\T L0V 1
— ) At — (=) BR'BT — + 2¢7Q¢ =0
(3¢) 4~ 2(%) +peles

9¢
On vérifie que V/(s,&) = 3¢TP(s)¢ (ol P vérifie I'équation de Riccati) est
bien solution
o V est ici réguliere sur [0,T] x R?; on notera |'unicité du contréle optimal

Os
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Exemple : planification du mouvement

@ Mouvement d'un point matériel avec critere quadratique

™

5 =), Ss60= [

(u(t)® + x,(t)?) dt + %x,,(T)2

e Hamiltonien H(x, p, u) = pu+ 3(x* + u?), d'ot H,(x, p) = 3(x* — p?) avec
i = —p; on obtient I'équation HJB

@ (G) =0 V(T =3¢
o on cherche une solution de la forme V(s, &) = 4(s)€

o ilvient /(s) = u(s)> =1, w(T)=1,dot p=1
o le contrdle optimal (sous forme de feedback) est

i(s,€) = —5¢(s,6) = —p(s)é = —¢€

si bien que 2X(t) = —X(t); d'olt X(t) = xoe ™ et TU(t) = —xoe "
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Bilan : PMP vs. HJB

o Le PMP

e fournit une CN d'optimalité

o fournit le contréle optimal en boucle ouverte (fonction du temps)
e repose sur la résolution d'équations différentielles ordinaires

e ne s'applique (sauf rares exceptions) qu’aux systémes déterministes

@ La programmation dynamique via la résolution de |'équation HJB
e fournit une CS d'optimalité
e fournit le contréle optimal en boucle fermée (fonction de I'état)
e repose sur la résolution d'une équation aux dérivées partielles (ce qui devient
intractable lorsque la dimension d de |'espace des états est grande ...)
e s'applique aux systémes déterministes et stochastiques
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