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Plan de la séance

Rappel du PMP

Esquisse de preuve

Condition suffisante (cas convexe)

Poly, sections 6.1 et 6.4
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Rappel : systemes de contrdle non-linéaires

@ On considere le systeme de contrble non-linéaire
xu(t) = f(t, xu(t),u(t)), YVt €[0,T], x4(0) = xo
o x,: [0,T] = RY T >0 fixé, Cl xo € R? fixée
o u:[0,T] = U C R*, sous-ensemble fermé non-vide

o f:[0,T] xR x U — R?

@ On cherche un contréle optimal 7 € U/ = L'([0,T]; U) qui minimise le critere

T
J(u) = '/0 g(t,x,(t), u(t))dt + h(x,(T))

avec g: [0,T] xR!x U —-Reth:RY =R

@ ... avec les hypotheses usuelles sur f, g et h
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Principe du minimum

e (Thm.) Si T € U est un contrle optimal de trajectoire associée
X = xg € AC([0,T]; RY), alors en définissant I'état adjoint
p € AC(10,T], RY) tq.
dp — i = _ oh _
—=(t) = —A(t)'p(t) — b(t), Vt T], T)=—(x(T
Lty = ~A()'p(t) - B(r), ve € 0.T], B(T) =5 (X(T))
ol A(t) = 9L(t,%(t), T(t)) € R¥*? et b(t) = 2&(t,x(t),u(t)) € R?, on a
p.p. t €[0,T]
u(t) € arg min H(t,x(t),p(t),v)
veU
ot H:[0,T] x RY x RY x U — R est le Hamiltonien t.q.

H(t,x, p,u) = p’tf(t,x., u) + g(t, x, u)

@ Un triplet (x, p, u) satisfaisant ces conditions est appelé une extrémale

@ Le PMP ne fournit ici qu'une condition nécessaire d’optimalité
o il ne dit rien sur I'existence d’un contrdle optimal
e il ne fournit pas a priori de condition suffisante
e en pratique, on considére les extrémales et on fait le tri ...
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Résolution numérique : méthode de tir

@ Le PMP peut servir de base a une méthode numérique de résolution du
probléeme de controle optimal : la méthode de tir

@ On suppose qu'il est facile de minimiser le Hamiltonien, i.e., qu'on est
capable d'évaluer la fonction

((t,x, p) = arg min H(t,x,p,v), V(t,x,p) € [0,T] x RY x R
vel

(x(t), p(t)) € R? x RY; on obtient une dynamique de la forme

e on pose z(t) =
t, z(t)) avec F : [0,T] x RY x RY — R x R?

2(t) = F(
Fu(t, (x,p)) = £(t, x,{(t, x, p))
FP(tv(X7p))—_*(t XvC(t X P)) —%(ta)ﬂ((tvxvp))
@ Le principe de la méthode de tir est le suivant :
o on se donne une Cl py € R? sur I'état adjoint; en intégrant le systeme
ci-dessus, on obtient p(T)
e on cherche po € R? t.q. F(po) := p(T) — 22(x(T)) =0
e C'est un systéme de d équations non-linéaires couplées dans R?, que I'on peut
(tenter de) résoudre par la méthode de Newton
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En pratique ...

@ Les deux principaux avantages de la méthode de tir sont

e une trés grande précision numérique
o une efficacité méme en grande dimension (d > 1)

@ En revanche, les difficultés rencontrées avec la méthode de tir sont
o un (trés) petit domaine de convergence
o la nécessité de vérifier aprés coup |'optimalité de la solution trouvée
o la structure des commutations doit &tre connue a I'avance (la méthode de
Newton exploitant la régularité de F)

@ On peut aussi utiliser une méthode directe qui n’invoque pas le PMP

e on considere directement le probleme de contrdle optimal

e on se rameéne en dimension finie : discrétiser en temps la dynamique (schéma
d'Euler,...) et considérer p.ex. des contrbles constants par morceaux

@ on obtient ainsi un probleme d'optimisation non-linéaire sous contraintes en
dimension finie, qu'on peut résoudre de plusieurs facons (e.g., Sequential
Quadratic Programming)

o les méthodes directes sont de mise en ceuvre simple; en revanche, elles sont
souvent peu précises et deviennent tres cheéres si d est grand

e on peut utiliser une méthode directe pour initialiser une méthode de tir
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Esquisse de preuve

o L'idée fondamentale de la preuve est de tester 'optimalité de J(T) en
faisant des variations aiguille (perturbation de T d’ordre un(!) sur un
intervalle de temps de longueur § < 1)

o Soitt € [0,T[etd €]0, T —¢t[, d < 1; s0it veU
@ On pose l5 := [t,t + 0] et on considére le contrdle perturbé

u(t), vVt e [0,T]\ Is
Vv, vVt € ls

Ll([O,T]; U) 3 us(t) = {

On note x5 = xy, la trajectoire associée au contrdle perturbé

@ On admet que p.p. t € [0,T[, pour¢p = f et = g,
d'%h 5 / (s, x(s),u(s))ds = (t,x(t), u(t))

o de tels instants sont appelés points de Lebesgue de U
e par la suite, on considére que t est un point de Lebesgue de T
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Comparaison des trajectoires (1)

o Grice a la continuité de f en (t,x) et a la propriété des points de Lebesgue,
comme x5(t) = X(t) et xs5(s) =X(s) + O(6), Vs € [t, T] (stabilité du systeme
dynamique), on a

xs(t+9) =x(t) + / f(s,x5(s), v)ds =X(t) + 6f(t,x(t), v) + o(d)

Is

x(t +9) = x(t) + / f(s,%(s),u(s))ds = x(t) 4+ of(t,x(t), u(t)) + o(d)

Is
si bien que
x5(t +6) —x(t + 6) = 6(£(t,x(¢), v) — £(t,x(t),u(t))) + o(5)

@ On va maintenant comparer xs(s) et X(s) pour tout s € [;- = [t +I,T]
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Comparaison des trajectoires (2)
@ On sait déja que x5(s) — X(s) = O(9), et on cherche a déterminer le terme
d'ordre un en ¢
e On introduit la solution y5; € AC(l;"; R?) de

vs(s) = A(s)ys(s), Vs € I, ys(t+ ) = f(t,x(t),v) — f(t,x(t), u(t))

ol on rappelle que A(s) = 95 (s, %(s),1(s))

Ox
@ On en déduit que
xs(s) — X(s) = dys(s) + Ps(s), Vs € I, &5 = o(4) unif. sur [}

on a vu que ®s(t+ 8) = o(d) et ds(s) = Ws(s) + A(s)ds(s), Vs € I, ol Ws(s) = o(6)
unif. sur I car Ws(s) = f(s, xs(s), T(s)) — f(s,%(s),d(s)) — A(s)(xs(s) — X(s))

@ En conclusion,

xs5(s) — X(s) = dys(s) + o(d) unif. sur I5-
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Comparaison des criteres

@ Grace a la comparaison des trajectoires, a la continuité de g en (t,x) et a la
propriété des points de Lebesgue, il vient

.
J(us) — J(@) :/ &(s,x5(s), us(s)) — &(s,x(s), u(s)) ds + h(xs(T)) — h(X(T))

:// g(s,xs(s), v) — g(s,x(s),u(s)) ds + //+ g(s,xs5(s), u(s)) — g(s,x(s), u(s)) ds
+65L(x(T))ys(T) + o(5)
;
= 0(g(t,x(t), v) — g(t,x(t),u(t))) + 5/ b(s) ys(s)ds
t+5
+6GL(X(T))ys(T) + o(5)
ol on rappelle que b(s) = g—f’(’(s,?(s),ﬂ(s))
o L’'optimalité de w implique donc que

T

0 < g(t,%(t), v)—g(t,z(r),n(t))+/ B(s) 1 ys(s) ds+ 2

/. LT (T +o(1)
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Introduction de |'état adjoint et conclusion
o L'état adjoint p t.q. %(s) = —A(s)"p(s) — b(s) et p(T) = %(Y( T)) nous
permet d'éliminer la fonction ys; on obtient
T T _
/ B(S)Tya(s)dS-i-%(?(T))Tyé(T):/ (— 2 (s) = A(s)"P(s)) Tvs(s) ds + P(T) ys(T)
t+6 t+6
.
= [~ ) o) ds + BTV s(T)
= P(t+8)Tys(t+8) = p(t + &) (F(£,X(1), v) — £(£,X(t), u(1)))

o Comme p est continue, en faisant § | 0, on obtient

0 < g(t,X(t), v) — g(t,%(¢), 7(t)) + B(e) (F(£,%(¢), v) — F(£,%(¢), T(L))
@ En introduisant le Hamiltonien, on obtient la propriété escomptée
0 < H(t,X(£), (), v) — H(t %(£), B(t), T(£))

ce qui conclut la preuve car v est arbitraire dans U
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Condition suffisante

o (Prop. 5.12) Le PMP fournit une condition nécessaire et suffisante
d’'optimalité si
o f(t,x,u) = A(t)x + B(t)u, A€ C°([0, T; R?*9), B € C°([0, T]; RI*K)
o U = L*([0,T]; U) ot U C R¥ est convexe fermé non-vide
(on travaille dans L? afin de se placer dans un cadre hilbertien)
o g est convexe, différentiable en (x,u) € RY x U
o h est convexe, différentiable en x € R?
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Esquisse de preuve (1)

o La fonctionnelle J est convexe en u sur |'ensemble convexe
K = L2([0,T]; U)

@ Soit T € K un contrdle optimal (s'il existe ...) et X := xg la trajectoire
associée

@ D’aprés l'inéquation d'Euler, une CNS d’optimalité est

(J'(u),v—1u)2>0, VveK
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Esquisse de preuve (2)

@ On considére une perturbation du contréle v =1+ du € K
T
J@) = [ glex(e).a(e)) e+ h(x(T)
0

J(@ + 6u) = /OTg(t sots0(£),T(E) + Su(t)) dt + h(xs50(T))
o La perturbation de la trajectoire 0x(t) := xg1s4(t) — X(t) est t.q.
ox(t) = A(t)ox(t) + B(t)du(t), ¥t € [0,T], dx(0) =0
@ Par des développements de Taylor, on montre que

<J'(U),5U>Lz:/0 (gi( (r),a(t))fax(tH%(r,y(t),v(t))fau(t))dt

Bh
+ S (T 6x(T)

Alexandre Ern (ENPC - INRIA - X) MAP434 (A7) 23 avril 2019 14 /16



Esquisse de preuve (3)

e On introduit I'état adjoint t.q. (ici, 2£(¢,%(t), u(t)) = A(t))

PO = —AWB(E) — 22 (6. X(0),3(8)), Ve 0.T], B(T) = oo (=(T))

o L'état adjoint permet de simplifier I'expression de la différentielle de J :
T
08 iy ot Oh,_
| (Gt ox(o ae+ F =T Iox(T)

. /0 (= 30— AYTBL)) oxte) de + E(Tox(T)

- /OT ( —p(t)Tox(t) — p(t)Tox(t) + p(t)T B(t)du(t)) dt + %(;( ) 6x(T)

- /0 " (B(e) p(e)) su(e) de
@ En conclusion,

(J (@), $u)p2 = /0 (B(tﬁﬁ(t) + %ﬁ(r,y(r),a(r))f{su(t) dt
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Esquisse de preuve (4)

@ On considere la fonctionnelle J: K — R telle que

T
J(u) = /0 <p(t)TB(t)U(t) + g(t, x(t), U(t))> dt

@ L’'expression précédente n'est rien d'autre que I'inéquation d'Euler dans
K = L2([0,T]; U) pour la fonctionnelle convexe J

T € arg min J(v)
uek

o Cela veut dire que, p.p. t € [0,T],

u(t) € argerlr)in B(t) B(t)v + g(t,%(t),v)

= ar§er3in ()T (A()x(t) + B(t)v) + g(t,x(t), v)

= arg min H(t,x(t), p(t), v)
veU
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