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Avant-propos

Ce cours est consacré a l'étude des systemes commandés, c’est-a-dire des systemes dyna-
miques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande ou d'un controle. Un premier
objectif peut étre d’amener le systeme d'un état initial donné a un état final (une cible), en
respectant éventuellement certaines contraintes (par exemple, la valeur du contréle ne peut
étre trop grande ou bien ’état du systéme doit respecter certaines contraintes). Il s’agit du
probleme de la contrélabilité. Un deuxieme objectif peut étre celui de déterminer un controle
optimal, c¢’est-a-dire minimisant un certain critere dépendant du controle et de la trajectoire
résultant de ce controle. Il s’agit du probleme de contrdle optimal. Nous aborderons ces deux
problemes dans ce cours. Le champ d’applications est tres vaste. On rencontre des problemes
de controlabilité et de controle optimal dans des domaines tres variés, comme 1’aéronautique,
I’électronique, le génie des procédés, la médecine, 1’économie et la finance, internet et les
communications, etc.

Ce cours se placant a un niveau introductif, nous nous restreindrons pour simplifier a
des systeémes dynamiques dont 1'état peut étre décrit par un nombre fini de variables. De
plus, nous considérerons uniquement des systemes dépendant du temps et non pas du temps
et de 'espace; en d’autres termes, nous considérerons uniquement le controle de systemes
différentiels et non pas d’équations aux dérivées partielles. L’horizon temporel pourra étre
fixé ou non, mais il sera toujours fini. Un exemple important ou cet horizon n’est pas fixé
est celui de la temps-optimalité consistant a chercher un controle permettant d’atteindre une
cible (atteignable) en temps minimum. Enfin, nous considérerons uniquement des systémes
déterministes et n’aborderons pas ici le cas (trés important en pratique) des systeémes sto-
chastiques comme les systemes avec bruit.

Afin de fixer les idées, donnons un exemple simple de systeme de controle, celui du controle
d’un aspirateur robot. On note ¢t € [0,7] le temps ou T > 0 est 1'horizon temporel fixé. L’état
du systeme est décrit par le triplet (z,v,0) : [0,7] — R3. Le couple (x,y) repere la position
de l'aspirateur dans le plan et # ’angle des roues par rapport a 'axe des x. L’action sur le
systeme s’exerce par le biais d'une fonction w : [0,7] — R qui prescrit la vitesse angulaire de
'axe des roues. La dynamique du systeéme est régie par le systeme différentiel suivant (qu’on
appelle systéeme de Dubbins) :

x(t) = veos(0(t)),
y(t) = vsin(6(1)),

O(t) = u(t), < action sur le systeme

il



Avant-propos

ol v est la vitesse de 'aspirateur, supposée constante pour simplifier. De maniere plus générale,
nous considérerons des systemes de controle sous la forme

(t) = f(t,x(t),u(t)), Vtel0,T],

ott la fonction x : [0,T] — R? d > 1, décrit Pétat du systeme, u : [0,7] — R¥ & > 1, est
le controle, et f : [0,T] x RY x R* — R? décrit la dynamique du systéme. En général, une
condition initiale z(0) = 2y € R? est également prescrite.

Ce cours est organisé en trois parties. La premiere, composée des chapitres 1 et 2, aborde le
probleme de la controlabilité. Le résultat phare est le critére de Kalman sur la controlabilité
des systemes linéaires autonomes et son extension a la controlabilité locale des systemes non-
linéaires. La deuxieme partie, composée des chapitres 3 a 6, aborde le probleme du controle
optimal par le biais du principe du minimum de Pontryaguine (PMP). Dans les cha-
pitres 3 et 4, nous commencerons par 1’étude du systeme linéaire-quadratique (dit systeme
LQ) qui consiste & minimiser un critere quadratique pour un systeme de controle linéaire. Le
systeme LQ) étant particulierement simple, il nous sera possible de mener une analyse compléete
du probleme. Celle-ci repose sur diverses idées importantes, comme la notion d’état adjoint,
de Hamiltonien et de feedback grace a 1’équation de Riccati. Puis, dans les chapitres 5 et 6,
nous aborderons le cas général du controle optimal de systemes non-linéaires ; nous énoncerons
le PMP, en esquisserons la preuve et en donnerons quelques exemples d’applications. Enfin,
la troisieme partie, composée des chapitres 7 et 8, est toujours consacrée aux problemes de
controle optimal, mais propose de les aborder sous un angle nouveau : celui de la programma-
tion dynamique, d’abord en temps discret puis en temps continu. L’idée fondamentale est le
principe d’optimalité de Bellman, conduisant a I’équation de Hamilton—Jacobi-Bellman.

Ce cours a été initié en 2014 par Pierre-Louis Lions [8], et la version actuelle du cours,
meéme si elle a fait intégralement ’'objet d’une nouvelle rédaction, lui doit énormément, tant sur
le choix du périmetre conceptuel que sur I'exposition des principales notions mathématiques.
Toutefois, la trame actuelle du cours a été revue, surtout pour les premiers chapitres, afin d’une
part de faire émerger une premiere partie sur la controlabilité des systemes linéaires et non-
linéaires et d’autre part d’entrelacer la revue des principaux résultats sur I'optimisation dans
les espaces de Hilbert (qui est aride mais incontournable!) avec I’étude du systeme LQ. En
outre, plusieurs exemples ont été ajoutés pour illustrer le PMP, tout en insistant un peu moins
sur certaines preuves. Par ailleurs, le contenu de ce cours s’est également inspiré, avec grand
profit, du cours d’Emmanuel Trélat sur le controle optimal dispensé a I’Université Pierre et
Marie Curie, et on ne saurait trop recommander la lecture de 'ouvrage [11] (rédigé en francais).
Le lecteur désireux d’aller encore plus loin pourra par exemple consulter des ouvrages plus
spécialisés et exhaustifs (en anglais) comme ceux de Aubin [1], Bardi et Capuzzo-Dolcetta [2],
Fletcher [4], Isidori [6], Lee et Markus [7], Rockafellar et Wets [9], Sontag [10] ou Vinter [12].

Alexandre Ern
Paris, janvier 2019
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Chapitre 1

Controlabilité des systemes linéaires

Ce chapitre est consacré a la controlabilité des systemes linéaires. Le principal résultat est
le critere de Kalman qui fournit une condition nécessaire et suffisante pour la controlabilité
d’un systeme linéaire autonome. De maniere tout a fait remarquable, ce critere se formule
de maniere purement algébrique, et la condition a vérifier est indépendante de la condition
initiale et de I'horizon temporel. Dans un deuxieme temps, nous considérons des systemes de
controle linéaires avec des bornes sur le controle. Cela nous conduit a introduire la notion
importante d’ensemble atteignable.

1.1 Systemes de controdle linéaires

Soit 7" > 0 un horizon temporel fixé. On considere un systeme dynamique dont 1’état
z(t) € R? pour tout t € [0,T] est régi par le systeme différentiel

i(t) = Az(t) + Bu(t), vte€[0,T],  x(0) =€ R, (1.1)
avec des matrices A € R4 B € R>* ot d > 1 et k > 1. La fonction temporelle
u: [0,T] — RF (1.2)

nous permet d’agir sur le systeme afin d’en modifier I’état. On dit que u est le controle. Une
fois le controle u fixé, (1.1) est un probléeme de Cauchy. Afin d’expliciter le fait que la
trajectoire x, solution de (1.1), dépend du controle u, nous la noterons souvent x,, et nous
écrirons (1.1) sous la forme

@y (t) = Az, (t) + Bu(t), Vte€[0,T],  2.,(0)=1z0 € R% (1.3)
Par la suite, nous supposerons que
u € LY[0,T];R¥), (1.4)

et nous serons parfois amenés a faire des hypotheses un peu plus fortes sur le controle, comme
par exemple que u prend ses valeurs dans un sous-ensemble fermé non-vide de R*, ce que



Chapitre 1. Controlabilité des systemes linéaires

nous noterons u € L*([0,77;U); nous ferons parfois des hypotheses d’intégrabilité plus forte
en temps, comme par exemple L2([0,T]; U) ou L>([0,7]; U). Rappelons & toutes fins utiles que
'espace L'([0,T]; R¥) est équipé de la norme

T
||u||L1([O,T];]R’“) = /0 |U(S)‘Rk dS, (15)

ol |-|gs désigne la norme euclidienne sur R¥. (On peut remplacer la norme euclidienne par toute
autre norme sur R*.) Dans ce cours, on utilisera la notation T pour désigner la transposition
des vecteurs ou des matrices ; on écrira donc z'y pour le produit scalaire entre deux vecteurs
et ZT pour la transposée de la matrice Z.

Définition 1.1 (Systemes de controle linéaires). On dit que (1.3) est un systéme de contréle
linéaire. On dit que ce systéme est autonome (ou stationnaire) lorsque les matrices A et
B ne dépendent pas du temps. Plus généralement, on dit que le systeme de controle lincaire
est instationnaire lorsqu’il s’écrit sous la forme

Tu(t) = A(t)z,(t) + B(t)u(t), vt e [0,T], z,(0) = xo, (1.6)

avec A € LY([0,T];R™%) et B € LY([0,T];R¥*). Enfin, on dit que le systéme de controle
linéaire a un terme de dérive lorsqu’il s’écrit sous la forme

Tu(t) = Az, (t) + Bu(t) + f(t), Vte [0,T], 2,(0) = xo, (1.7)
avec f € LY([0,T];RY), les matrices A et B pouvant ou non dépendre du temps.

Dans cette section, nous allons considérer le systeme de controle linéaire autonome (1.1).
La premiere question & se poser est si, pour tout controle u € L([0,7]; R*) fixé, il existe une
unique trajectoire x : [0,7] — R? associée a ce controle, solution du probleme de Cauchy (1.1).
Comme le controle u n’est a priori pas une fonction continue du temps, on ne peut pas chercher
une trajectoire de classe C([0,7]; R?). Un bon cadre fonctionnel pour la trajectoire est celui
des fonctions absolument continues sur [0,7], dont on rappelle la définition.

Définition 1.2 (Fonction absolument continue). On dit qu’une fonction F : [0,T] — R? est
absolument continue sur [0,T] et on écrit F € AC([0,T];R?) s’il existe f € L*([0,T];R?) telle
que

F(t) — F(0) = /0 t f(s)ds, Vte[0T]. (1.8)

Si une fonction F' est absolument continue sur [0,T], alors elle est continue sur [0,T] et elle
est dérivable presque partout, de dérivée égale a f.

Proposition 1.3 (Formule de Duhamel). Pour tout contréle u € L*([0,T];R¥), il existe une
unique trajectoire
x, € AC([0,T]; RY) (1.9)

2



1.2 Cas sans contraintes : critere de Kalman

solution de (1.1) au sens ou cette trajectoire vérifie la condition initiale x,,(0) = 0 et le systeme
différentiel &,(t) = Ax,(t)+ Bu(t) presque partout (p.p.) sur[0,T]. Cette trajectoire est donnée
par la formule de Duhamel

t
2, (t) = g +/ e=4Bu(s)ds, Wt e [0,7). (1.10)
0

On notera que cette expression a bien un sens pour u € LY([0,T];R*) car la fonction s s elt=9)4

est bornée sur [0,T7.

Remarque 1.4. [Exponentielle de matrice] On rappelle que e# = > om0 %A", %em = Aett =
et4 A, et que si Aj, Ay commutent (A; Ay — Ay Ay = 0), alors et1e2 = eAzeAl = A4z, O

Remarque 1.5. [Fonction dérivable presque partout] Attention, si une fonction F' : [0,7] — R
est continue sur [0,7] et dérivable p.p. sur [0,7], elle peut ne pas étre égale a I'intégrale de
sa dérivée (méme si celle-ci est L'). Un contre-exemple est fourni par 1'escalier de Cantor (ou
escalier du diable) illustré a la figure 1.1; cette fonction n’est donc pas absolument continue.

O

FI1GURE 1.1 — L’escalier de Cantor : fonction continue et dérivable presque partout qui n’est
pas égale a l'intégrale de sa dérivée.

1.2 Cas sans contraintes : critere de Kalman
On considere le systeme de controle linéaire autonome
iy (t) = Az, (t) + Bu(t), Vte[0,17, 2,(0) = 29 € R (1.11)

Définition 1.6 (Controlabilité). On dit que le systéme (1.11) est controlable en temps T a

partir de xq si
Vo, € RY Ju e Lo([0,T);RY),  2,(T) = ;. (1.12)

On cherche donc a atteindre la cible x1 au temps T a partir de .

Remarque 1.7. [Intégrabilité] On pourrait aussi chercher u € L'([0,7]; R¥). O

3



Chapitre 1. Controlabilité des systemes linéaires

En posant zo = 21 — eT4x, la controlabilité en T & partir de zo équivaut a
T
Vo, € RY Ju e L=([0,T);RY), z,= / eT=94By(s) ds, (1.13)
0
i.e., a la surjectivité de I'application
T
B L0(0.T:RF) — R, &(u) = / T4 B (s) ds. (1.14)
0

Un résultat remarquable, dii a Kalman, permet de caractériser la surjectivité de cette appli-
cation a partir d’'une condition purement algébrique ne faisant intervenir que les matrices
A et B. On introduit la matrice de Kalman C' € R telle que

C=(B,AB,--- ,A"'B). (1.15)

Théoréme 1.8 (Critere de Kalman). Le systéme linéaire autonome i, (t) = Ax,(t) + Bu(t)
est contrélable pour tout T > 0 et pour tout o € R? si et seulement si

rang(C) = d, (1.16)
ce qui signifie que la matrice C' est de rang maximal.

Remarque 1.9. [Condition (1.16)] La condition de Kalman (1.16) est indépendante de
I'horizon temporel T > 0 et de la donnée initiale 2y € R?. La controlabilité d'un systéme
linéaire autonome est donc indépendante de ces deux parametres. Cela signifie en particulier
que lorsqu’un systeme de controle linéaire autonome est controlable, on peut atteindre a partir
d’une donnée initiale toute cible, méme tres lointaine, en un horizon temporel meéme tres court.
Ce n’est pas tres surprenant dans la mesure ou on ne s’est pas imposé de bornes sur la valeur
du controle ; celui-ci peut donc prendre des valeurs tres grandes si nécessaire. O

Remarque 1.10. [Changement de base] On vérifie facilement que la condition de Kalman
est invariante par changement de base. En effet, soit P € R%? une matrice inversible de
changement de base. On considere le systeme linéaire autonome #(t) = Az(t) + Bu(t). Dans
la nouvelle base, ce systeme s’écrit

9(t) = Ay(t) + Bu(?),
avee y(t) = P~z(t), A= P7LAP, B = P~'B, si bien que
C = (E,Zfé,m ,E‘“@) = plC.

Par conséquent, rang(C') = rang(C'). O



1.2 Cas sans contraintes : critere de Kalman

Démonstration. (1) Supposons d’abord que rang(C) < d. 1l existe donc un vecteur ¥ € R?,
U £ 0, tel que
U'B=UAB=...= VA" !B =0 (e RY),

ot UT désigne le transposé de W (UT est un vecteur ligne). D’apres le théoreme d’Hamilton—
Cayley, il existe des réels sg,- -, sq_1 tels que

A = soly+ -+ 54 AT

oll I; est la matrice identité dans R%¢. On en déduit par récurrence que WTA*B = 0 pour
tout k € N, puis que ¥Te!B = 0 pour tout ¢ € [0,7]. Par conséquent, UTd(u) = 0 pour tout
controle u, i.e., I'application ® ne peut étre surjective.

(2) Réciproquement, si 'application ® n’est pas surjective, il existe un vecteur ¥ € R? ¥ # 0,
tel que

T
\I/T/ eT=4Bu(s)ds = 0, Yu e L>([0,T];R").
0
En choisissant le controle u(s) = Bfe(=94'W, qui est bien dans L*([0,7];R¥), on en déduit

que
Ve B =0 (e RY), Vtel[0,T].

En t = 0, il vient UVTB = 0, puis en dérivant par rapport a t, il vient WTAB = 0 et ainsi de
suite ; d’ou
UIB=U'AB=... = UIA"'B =0 (c R¥).

La matrice C ne peut donc étre de rang maximal. O]

Exemple 1.11. [Controle d'un tram| L’état du tram (supposé de masse unité) est décrit par
sa position z(t) et sa vitesse v(t) le long d’'un axe unidirectionnel et on controle 1'accélération
du tram sous la forme

Z(t) = u(t), Vtel0,T).

Cette équation différentielle du second ordre en temps se récrit comme un systéeme d’ordre un
en temps (avec d =2, k=1) :

X(t) = (8 (1)) X(t)+ (2) w(t), X = (%;) |

La matrice de Kalman C € R?*2 est
0 1
C = (1 0> : rang(C') = 2.

Le tram est donc controlable en tout temps 7 & partir de tout X, = (zq,v0)" (position et
vitesse initiales) : cela signifie que quel que soit X; = (x1,v;)" (position et vitesse cibles en
T), il existe un controle v € L*(][0,7];R) amenant le tram de Xy en X; au temps 7. O

5



Chapitre 1. Controlabilité des systemes linéaires

Exemple 1.12. [Circuit RLC] Considérons maintenant un exemple issu de 1’électronique : le
circuit RLC. Ici, z (I’état) représente la charge du circuit et u (le controle) la tension appliquée

u(t) = Li(t) + Ri(t) + Cta(t),

ou encore Z(t) = —%i(t) — L x(t) + tu(t) On obtient le systéme de controle linéaire (avec

d=2,k=1) sous la forme

X(t) = (% %) X (1) + (g) u(t),  X(t) = @8) :

La matrice de Kalman C € R?*? est

0o 1
C = (1 —LR) ) rang(C) = 27
L 12

ce qui montre que le circuit RLC est controlable. O

Il est intéressant de considérer une reformulation du critéere de Kalman. On introduit la
matrice G € R telle que

T
Gr = / eT=9AB BT 45, (1.17)
0
Il est clair que la matrice G est symétrique, et on vérifie facilement qu’elle est semi-définie
positive car y'Gry = fOT \BTe(T_S)ATy@k ds > 0 pour tout vecteur y € R%.

Lemme 1.13 (Reformulation du critere de Kalman). Le systéme linéaire autonome &(t) =
Ax(t) + Bu(t) est contrélable pour tout T > 0 et pour tout zq € R? si et seulement si la
matrice Gt est inversible.

Démonstration. (1) Soit z; € RY. Supposons la matrice Gp inversible et posons
a(t) = Bfle™947 on y= Gl (zy — ™).

Par la formule de Duhamel, on voit que
T
25(T) = e" 4z + / e(T_S)ABﬂ(s) ds = T2y + Gry = 1.
0

Ceci montre que le systeme est controlable.
(2) Supposons qu’il existe ¥ € RY, ¥ £ 0, dans ker(Gr). 11 vient

T

0=vlG0u = / |BieT=4Tw 2, ds,
0

si bien que ¥ie 4B = 0 pour tout s € [0,7]. Par la formule de Duhamel, on obtient

Ul (2, (T)—eT424) = 0, ce qui montre que z,(T) est dans un hyperplan affine. Par conséquent,

le systéeme n’est pas controlable. O



1.2 Cas sans contraintes : critere de Kalman

Remarque 1.14. [Matrice Gr] Le critere de Kalman rang(C') = d étant indépendant de 7',
on en déduit que I'inversibilité de la matrice G est donc, elle aussi, indépendante de T'. Dans
le cas des systemes de controle linéaires autonomes, le critere de Kalman est plus simple a
vérifier que l'inversibilité de Gr. Toutefois, la matrice G nous sera utile dans le chapitre 3
lorsque nous étudierons la synthese d’un controle optimal pour la minimisation d’'un critere
quadratique. O

Concluons cette section par une extension du critere de Kalman au cas de la controlabilité
des systemes linéaires instationnaires, i.e., de la forme

o) = A()za(t) + Blt)u(t), Vte[0.T],  z.(0) = o, (1.18)

avec A € LY([0,T]; R™?) et B € L'([0,T]; R¥**). Pour de tels systemes, la formule de Duhamel
n’est plus valable. On utilise la notion de résolvante R : [0,7] — R4 telle que

R(t) = ABR(E), R(0)=1, (1.19)
ol I est la matrice identité de R**¢. On notera que
Ac LY[0,T];R™) = R € AC([0,T]; R™%), (1.20a)
A€ C°0,T);R™) = R € C*([0,T]; R™%). (1.20b)
Comme < det(R(t)) = tr(A(t)) det(R(t)) et det(R(0)) = 1, la matrice R(t) est inversible &

tout temps (la quantité det(R(t)) s’appelle le Wronskien au temps t). On notera également
que, dans le cas autonome ol A(t) = A, on a R(t) = ¢4, On vérifie sans peine que la solution
du systeme différentiel instationnaire (1.18) est

xu(t) = R(t)zo + R(t) /Ot R(s) 'B(s)u(s)ds, Vte[0,T)]. (1.21)

Lemme 1.15 (Critere de controlabilité, cas instationnaire). Le systéme instationnaire (1.18)
est controlable en temps T a partir de xy st et seulement st la matrice de controlabilité

Kr = /OT R(s)™'B(s)B(s)(R(s) ") ds € R (1.22)

est inversible.
Démonstration. Identique au cas autonome. O

Remarque 1.16. [Matrice Kp| La condition (1.22) dépend de T, mais pas de zy. Ainsi, la
controlabilité en temps 1" a partir de xy implique la controlabilité en temps 1" a partir de tout
point ; en revanche, on ne peut s’affranchir de la dépendance en T'. On notera également que
dans le cas autonome, on a R(s) = e** et B(s) = B, si bien que

T
Kp=e 14 (/ eT=)Ap pieT—s)Al ds) e TAT = e TAG e TAT
0
On retrouve donc le critere du lemme 1.13 sur la matrice Gr. O
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Chapitre 1. Controlabilité des systemes linéaires

Contre-exemple 1.17. [Non-controlabilité] On considere le systeme de controle linéaire ins-
tationnaire

X, (t) = (? _(1)) X () + (Zf;gg) u(t). (1.23)

On vérifie facilement que R(s) = e = <C°S(s) ~sin(s) ), d’ou

sin(s)  cos(s)

R B = () = #r= (g o)

La matrice K7 n’est donc pas inversible, si bien que le systeme (1.23) n’est pas controlable.
Le probléme vient du fait que la matrice R(s)~'B(s) est indépendante de s. En revanche, si le
vecteur B était constant (et non-nul), le systeme serait controlable car B et AB seraient alors
des vecteurs orthogonaux non-nuls, si bien que la matrice de Kalman C' = (B, AB) serait de
rang plein. O

1.3 Cas avec contraintes : ensemble atteignable
On considere le systeme de controle linéaire autonome
Tu(t) = Ax,(t) + Bu(t), Vt e [0,T], 2,(0) = xo. (1.24)

Comme ci-dessus, I’horizon temporel T > 0 et la condition initiale z, € R? sont fixés. Les
résultats de cette section s’étendent au cas instationnaire avec terme de dérive, mais pour
simplifier, nous ne traiterons pas ce cas plus général.

Dans cette section, nous suppose le controle a valeurs dans un sous-ensemble compact
non-vide

U C R (1.25)

En particulier, le controle u(t) est borné pour tout ¢ € [0,7]. On a donc u € L*([0,7]; U). (On
notera que L*([0,T]; U) = L>([0,T]; U) lorsque 'ensemble U est borné.)

Définition 1.18 (Ensemble atteignable). Pour tout t € [0,T] et tout xy € R?, I’ensemble
atteignable en temps t a partir de xq est défini comme suit :

A(t,zo) = {z; € RY| Ju € L=([0,t];U) tel que x,(t) = 21} (1.26)
Théoréme 1.19 (Propriétés de 'ensemble atteignable). Pour tout t € [0,T], I'ensemble attei-

gnable A(t,xy) est compact, convexe, et varie continiment en t. La continuité en temps
est uniforme, i.e., pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

th,tg € [O,T], |t1 — t2| <§ = d(.A(tl,ZE()),A(tQ,ZL‘Q)) <e, (127)
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1.3 Cas avec contraintes : ensemble atteignable

ou la distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles A, et Ay de R? est définie comme suit
(cf. la figure 1.2) :

d(Ay, Az) = max( sup d(71,As), sup d(%,Al))

r1€A; r2€A2
=max | sup inf |z; —ys|pe, sup inf |z — yi|ga |. (1.28)
z1€A; Y2€A2 zo€Ay Y1EAL
.Al A2

ey

X2

FIGURE 1.2 — Distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles A; et A, de R%.

Démonstration. Nous verrons les preuves de variation continue en temps et de compacité au
chapitre 2 dans le cas plus général des systemes de controle non-linéaires. Nous nous contentons
ici de prouver la convexité de I'ensemble atteignable A(t, z¢), propriété qui est, quant a elle,
spécifique au cas linéaire.

(1) Cas ou le sous-ensemble U est convexe. Dans ce cas, la preuve de convexité de I’ensemble
atteignable A(t, x) est élémentaire. Soit z1,zy € A(t, ), soit § € [0,1] et montrons que
Oz, + (1 — 0)xg € A(t,x0). Par définition, il existe des controles u; € L>*([0,t];U), i € {1,2},
tels que

t
z; = el +/ e(t_S)ABui(s) ds,
0

ou z; est la trajectoire associée au controle u;, i € {1,2}. Posons u(s) = Qus(s) + (1 — 0)ua(s),
pour tout s € [0,t]. La fonction u est mesurable et cette fonction est a valeurs dans U grace a
la convexité du sous-ensemble U. De plus, par linéarité, la trajectoire x, associée au controle
u vérifie

t
z,(t) = ey + / e =94 Bu(s) ds
0

t t
= ey + 9/ =94 Buy(s)ds + (1 — 0) / e =4 Buy(s) ds
0 0

= 95131 + (1 - 9)332,

ce qui montre que z; + (1 — )zo € A(t, z9).
(2) Cas général pour U. Dans ce cas, on invoque le Lemme de Lyapunov 1.20 rappelé ci-
dessous (pour la preuve, voir par exemple la référence [5]). Soit x, x5 € A(t, x0), soit 6 € [0, 1]

9



Chapitre 1. Controlabilité des systemes linéaires

et montrons & nouveau que 0z, + (1 — 0)xy = x(t) € A(t, zo). Par définition, il existe des
controles u; € L*([0,t];U), i € {1,2}, tels que z; = e'zy + fg el'=94 By, (s) ds. Posons
y; = 1; — e'4xg et considérons la fonction f € L([0,t]; R??) telle que

(t—s)A
f(s) = (2(t—s)AgZ;E§§) € R*,

On a f{o} f(s)ds = (0,0)T et f[o q f(s)ds = (y1,2)". En invoquant le lemme de Lyapunov, on
en déduit qu’il existe un sous-ensemble mesurable E C [0,t] tel que

Jitose= i)

En notant E° le complémentaire de F dans [0,t], on a

| fds = | f(s)ds - /E £(s)ds = (S:z;z;)

Finalement, on pose

uls) = {ul(s) siseFE,

us(s) sise E°

Le controle ainsi défini est bien une fonction mesurable de [0,t] dans U car les ensembles E et
E¢ sont mesurables. De plus, la trajectoire x, associée a ce controle satisfait

Ty () — elay = / e~ Bu(s) ds
[0,¢]
= / e =4 Buy (s) ds + / e "D Buy(s) ds = Oy, + (1 — 0)ys,
E c

ce qui montre que 0z + (1 — 0)xs = z,(t) € A(t, xo). O

Lemme 1.20 (Lyapunov). Soit t > 0 et un entier n > 1. Soit une fonction f € L'([0,t]; R™).
Alors, le sous-ensemble

{/ f(s)ds | E C [0,t] mesurable } (1.29)
E
est un sous-ensemble convexe de R".

Remarque 1.21. [Atteignabilité avec U et conv(U)] On peut montrer que ’ensemble attei-
gnable pour des controles a valeurs dans U est le méme que pour des controles a valeurs dans
conv(U) (I'enveloppe convexe de U). O

Exemple 1.22. [Mouvement d'un point matériel] On consideére un point matériel en mouve-
ment rectiligne. On controle la vitesse de ce point par un controle a valeurs dans l'intervalle
borné U := [-1,1] :

#(t) = u(t), Yt € [0.T), x(0)=0, wu(t)eU=[-1,1],

10



1.3 Cas avec contraintes : ensemble atteignable

ol on a fixé l'origine a la position initiale du point matériel. L’ensemble atteignable est
A(t,0) = [—t,t] (qui est bien compact, convexe et varie continiiment en t). On constate
qu’on obtient le méme ensemble atteignable en se restreignant a des controles a valeurs dans
OU = {—1,1}. De tels controles sont appelés des controles bang-bang car ils ne prennent
que des valeurs extrémales dans OU. Une illustration est présentée a la figure 1.3. m

LA

F1GURE 1.3 — Ensemble atteignable par un point matériel dont on controle la vitesse dans
U=[-1,1].
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Chapitre 2

Controlabilité des systemes
non-linéaires

Ce chapitre est consacré a la controlabilité des systemes de controle non-linéaires. Comme
au chapitre précédent, la notion d’ensemble atteignable joue un role important. Le résultat
principal de ce chapitre est un critere de controlabilité locale au voisinage d’une cible
située dans l’ensemble atteignable, ce critere se formulant a 1’aide de la controlabilité du
systeme linéarisé. Afin d’établir ce résultat, nous montrerons que, sous certaines hypotheses,
la différentielle de 'application entrée-sortie (qui a un controle associe I'état du systeme au
temps final) est différentiable et que sa différentielle est I’application entrée-sortie du systéme
linéarisé. Ce chapitre sera aussi 1’occasion de voir ou revoir certains outils mathématiques
importants : théoreme de Cauchy—Lipschitz pour les systemes différentiels avec fonctions me-
surables, topologie faible dans les espaces de Hilbert et différentielle de Fréchet.

2.1 Théoreme de Cauchy—Lipschitz
On fixe un horizon temporel 7" > 0 et une condition initiale 7o € R?. On considere le
probléme de Cauchy qui consiste a chercher une fonction x : [0,7] — R? telle que
x(t) = F(t,z(t)), Vtel0,T], x(0) = o, (2.1)

pour une application donnée F : [0,7] x RY — R4. Commencons par rappeler un résultat bien
connu.

Théoréme 2.1 (Cauchy-Lipschitz, cas continu et Lipschitz global). On suppose que :
(i) L’application F est continue ent et en x, i.e., F' € C°([0,T] x R% RY) ;
(ii) L’application F' est globalement lipschitzienne en x, i.e.,

3Cy € Ry, Vte[01], Yoy, z0 € RY |F(t,21) — F(t,29)|ge < Colzy — T2|pa. (2.2)
Alors, il existe une unique solution au probléme de Cauchy telle que
z € C([0,T];RY). (2.3)
Cette solution satisfait donc le systéme différentiel (2.1) pour tout t € [0,T.
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Chapitre 2. Controlabilité des systemes non-linéaires

Démonstration. Le principe de la preuve consiste a observer que x est solution du probleme
de Cauchy (2.1) si et seulement si

x(t) = xo + /Ot F(s,z(s))ds, Vtel[0,T].

On introduit l'espace Y = C°([0,T];R?); il s’agit d’un espace de Banach (espace vectoriel
normé complet) équipé de la norme de la convergence uniforme [|y||y = sup;epo 7y [y(t)|re pour
tout y € Y. Résoudre le probleme de Cauchy revient a chercher un point fixe de ’application
®:Y — Y ou pour tout y € Y, ®(y) est tel que

O(y)(t) = zo + /OtF(s,y(s)) ds, Vte[0,17.

Montrons que ’application ® est strictement contractante de Y dans Y. On considere la
norme [|ylly. = sup;c(o.7)(e"“|y(t)[re) ott Cy est la constante intervenant dans la propriété de
Lipschitz globale de I'application F'. Il est clair que la norme || - ||y. est équivalente a la norme
| - [[y sur Y. On constate que pour tout y;,y2 € Y, on a

[@(y1) — P(y2)[ly« = sup
t€[0,T

< sup ( ~a / (5.3 F<s,yz<s>>|Rdds)
te[0,T]
CotC | o
0 yl yz( >|]Rd ds

s <eCOfco / £C0%e=Co% |y () — ()| ds)
] 0

tel0,T

t
< ( sup eCOtC’O/ eCos dS)Hyl — Yolys
0

t€[0,T]

&0t () <1><y2><t>|Rd)

< sup
te[0,T)

N ( sup 1 — ew) 1 = w2llve = (1= e ") lyn — golly,
t€[0,T]

ou on a utilisé le caractere globalement lipschitzien en x de 'application F' pour passer de la
deuxieme a la troisieme ligne du calcul. L’application ® est donc bien strictement contractante
de Y dans Y. On conclut par le théoreme du point fixe de Picard. O

L’hypothese de continuité en t de ’application F' faite au théoreme 2.1 n’est pas vraiment
satisfaisante pour 1’étude des systemes de controle. En effet, ces systéemes s’écrivent sous la
forme

#(t) = f(t.x(t),ut), Vte[0T),  2(0) =, (2.4)

ot u € LY([0,T];R*) et f : [0,7] x R? x R¥ — R? L’étude du systeme différentiel (2.4) se
ramene a celle du probleme de Cauchy (2.1) en posant

F(t,z) = f(t,z,u(t)), V(tz)€[0,T] xR (2.5)

14



2.1 Théoreme de Cauchy—Lipschitz

On voit donc que méme si I'application f est réguliere en u, le fait que le controle ne dépende
pas continument du temps fait que I'application F' ne sera pas nécessairement continue en t.
Afin de traiter cette situation, on dispose de la variante suivante du théoreme 2.1 (la preuve uti-
lise des arguments analogues a ceux évoqués ci-dessus). On renvoie le lecteur a la définition 1.2
pour la notion de fonction absolument continue.

Théoréme 2.2 (Cauchy-Lipschitz, cas mesurable et Lipschitz global). On suppose que :

(i) L’application F est mesurable en t et continue en x, i.e., pour tout x € RY, Uapplication
t — F(t,z) est mesurable et pour presque tout t € [0,T], Uapplication x — F(t,x) est continue;
(ii) L’application F' est intégrable en t, i.e.,

vz e RY, 3B e LY[0,T];Ry), Vte[0,T], |F(t z)lga < B(1); (2.6)
(iii) L’application F est globalement lipschitzienne en x, i.e.,

3Cy € L'([0,T]; Ry),
P-P- t e [O,T], \V/Il, T9 € Rd, ‘F(t,ﬂfl) — F(t, xQ)‘Rd < Co<t>|271 — T2|Rd- (27)

Alors, il existe une unique solution au probleme de Cauchy telle que
z € AC([0,T];RY). (2.8)

Cette solution, qui est dérivable p.p. sur [0,T], satisfait le systéme différentiel (2.1) pour
presque tout t € [0,T] ; elle vérifie également

z(t) = xo + /OtF(s,x(s)) ds, Vte[0,1]. (2.9)

Remarque 2.3. [Intégrabilité] Grace a la propriété (iii) du théoreme 2.2, il suffit, afin d’établir
la propriété (ii), de montrer que F(¢,0) € L'([0,T]; R?). O

Un cas d’application du théoreme 2.2 est le cas linéaire (éventuellement avec un terme
de dérive) ot on a F(t,z) = A(t)x + r(t) avec A € LY([0,T];R™?) et r € LY([0,T];R?);
I'application F est alors globalement lipschitzienne de constante Cy(t) = |A(t)|gaxa (o | - |gaxa
désigne la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne). Lorsque I’application F' est
non-linéaire en x, la propriété d’étre globalement lipschitzienne est en général perdue. Dans ce

cas, il est bien connu que la solution x du probleme de Cauchy (2.1) peut exploser en temps
fini.

Exemple 2.4. [Explosion en temps fini] Donnons un exemple simple d’explosion en temps
fini. On se place dans R (d = 1) et on considere application F(t,z) = 1 — z? (qui ne dépend
que de x). Le probleme de Cauchy est donc @(t) = 1 — z(t)? avec z(0) = xg € R. Si |zo| < 1,
il vient z(¢) = tanh(t +ty) avec tanh(tg) = o et lim;_,o, 2(¢) = 1; on a donc existence globale
en temps de la solution. En revanche, si |zo| > 1, il vient z(¢) = coth(t+ty) avec coth(tg) = o
et deux situations peuvent se produire : (i) si xy > 1, alors top > 0 et on a limy_,o z(t) = 1,
i.e., on a encore existence globale en temps de la solution ; (ii) si g < —1, alors tg < 0 et dans
ces conditions, limy, |2(t)| = 400 ; on a donc explosion en temps fini. O
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Chapitre 2. Controlabilité des systemes non-linéaires

Remarque 2.5. [Non-unicité] Lorsque I’application F' est uniquement continue en z, on peut
ne pas avoir unicité de la solution du probleme de Cauchy. Par exemple, pour le probleme de
Cauchy @(t) = /]z(t)] avec 2(0) = 0 (i.e., pour F(t,x) = /|z[), z(t) = 0 est solution, et il
en est de méme de z(t) = 112 et de (t) = { max(t — t,0)? pour tout ¢y € Ry. O

Afin de traiter le cas de dynamiques non-linéaires, on dispose de ’extension suivante du
théoreme 2.2, ou la propriété de Lipschitz globale est remplacée par une propriété locale (pour
la preuve, voir par exemple 'annexe C de la référence [10]).

Théoréeme 2.6 (Cauchy-Lipschitz, cas mesurable et Lipschitz local). On suppose que :
(i) L’application F est mesurable en t et continue en x ;
(ii) L’application F' est intégrable en t, i.e.,

Vo eRY, 3 LI(OTER,), Ve 0T), |F(to)e < (1) (2.10)
(iii) L’application F' est localement lipschitzienne en x, i.c.,

vr € R Ir >0, 3C,<c LY[0,T];R,),
p.p. t € [0,T], Vay,29 € B(x,r), |F(t,x1)— F(t,22)|pa < Co(t)|z1 — 23|Ra, (2.11)

ot B(x,r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Alors, il existe une unique solution maximale au probleme de Cauchy (2.1). Cette solution
est définie sur l'intervalle J C [0,T] et on a soit J = [0,T] soit J = [0, avec T, < T et
limyr, |2(t)|ge = +00. La solution maximale x est dans AC(J;R?), elle satisfait le systéme
différentiel (2.1) pour presque tout t € J et elle vérifie (2.9) pour tout t € J.

Exemple 2.7. [Explosion pour un systeme de controle] On se place dans R (d = 1) et
on considere le systeme de controle (2.4) avec un controle a valeurs scalaires (k = 1) et
I'application f telle que f(t,z,u) = 2* +u (qui ne dépend pas de ¢ explicitement). On obtient
alors le probleme de Cauchy i(t) = z(t)* + u(t). On considere la donnée initiale zo = 0 et on
suppose que le controle est constant en temps égal a uy € R,. On vérifie sans peine que la
trajectoire est donnée par x(t) = \/ug tan(y/uot). On a donc explosion au temps fini 7', = N
qui dépend de la valeur (constante) prise par le controle. O

2.2 Ensemble atteignable

On fixe un horizon temporel 7" > 0 et une condition initiale zo € R?. On considere le
systeme de controle non-linéaire

Pult) = f(t,za(t),u®)), VEE[0T],  2u(0) = o. (2.12)

Soit U C R¥ un sous-ensemble compact non-vide de R*. La définition de I’ensemble atteignable
(en temps t € [0,T] & partir de xg) est identique a celle que nous avons introduite dans le cas
linéaire (cf. la définition 1.18).
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2.2 Ensemble atteignable

Définition 2.8 (Ensemble atteignable). Pour tout t € [0,T], l’ensemble atteignable en
temps t a partir de xy est défini comme suit :

A(t,m0) = {z; € R | Fu € L=([0,t];U) tel que z,(t) = 21} (2.13)

Nous allons établir deux propriétés importantes et utiles de I’ensemble atteignable : sa
variation continue en temps et sa compacité.

Lemme 2.9 (Variation continue en temps). On suppose que
(i) f est de classe C° sur R x R? x U ;

(ii) U est un sous-ensemble compact non-vide de R ;

(iii) les trajectoires sont uniformément bornées, i.e.,

dM >0, Yue L*(0,T;U), sup |z,(t)|gea < M. (2.14)
te[0,T

Alors, l’ensemble A(t, xq) varie continiment en temps, et ce de maniere uniforme, i.e., pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que

th,tg € [O,T], |t1 — tQ‘ S 0 — d(A(tl,l'o),A<t2,$o)) S €, (215)

ot la distance de Hausdorff entre deuz sous-ensembles est définie en (1.28) (cf. la figure 2.1).

Ay A,
oy

)

FIGURE 2.1 — Distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles A; et As,.

Remarque 2.10. [Cas linéaire] Les hypotheses du lemme 2.9 sont bien vérifiées dans le cas
linéaire. L’ensemble atteignable varie donc continiment en temps dans ce cas. O]
Démonstration. Soit € > 0. On va montrer qu’il existe § > 0 tel que

vtl,tg S [07T], |t1 — tg’ < 6 — d(Al,AQ) < €,
ou Ay = A(ty,x0) et Ay = A(ts, xo). Supposons pour fixer les idées que to > t1. Soit x9 € As.
Il existe donc un controle u € L*([0,t5]; U) tel que

To = Ty + /0 2 f(s,z(s),u(s))ds.
17



Chapitre 2. Controlabilité des systemes non-linéaires

Avec ce méme controle, on pose

x1 =T + /0 1 f(s,z(s),u(s))ds € A(ty, xg).

D’apres les hypotheses sur f, z et u, on a

to
(2 — 21]pe < / £ (s, 2(5), u(s))|ge ds < Clts — t].

t1

Ceci montre que d(z2, A1) < |23 — x1|ge < Clta — t1|. On raisonne de méme pour z; € Ay, ce
qui conclut la preuve. O

Lemme 2.11 (Compacité). On suppose que

(i) f est de classe C° sur R x R x U et de classe C en x ;
(i) U est un sous-ensemble compact non-vide de R ;

(iii) les trajectoires sont uniformément bornées, i.e.,

dM >0, Yue L*(0,T;U), sup |z,(t)|ge < M, (2.16)
te[0,7

(iv) pour tout (t,x) € [0,T] x R, I’ensemble des vecteurs vitesse K (t,x) := {f(t,x,u) | u € U}
est un sous-ensemble convexe de RY.
Alors, pour tout t € [0,T], I’ensemble atteignable A(t, zo) est un sous-ensemble compact de R.

Remarque 2.12. [Cas linéaire] Les hypotheses du lemme 2.11 sont bien vérifiées dans le cas
linéaire avec U convexe. L’ensemble atteignable est donc compact dans ce cas. O

Démonstration. On se place dans l'espace de Hilbert V = L?([0,T]; RY) et on va montrer la
compacité de I’ensemble atteignable A(T, zo). La preuve utilise des notions de topologie faible
dans les espaces de Hilbert ; les quelques notions qui nous seront utiles dans cette preuve sont
rappelées a la sous-section 2.4.1 ci-dessous.

(1) Soit (4, )nen une suite d’éléments de A(T, x9) C R%. Soit (u,, )nen une suite de controles dans
L=([0,T);U) et (x,)nen la suite de trajectoires correspondantes dans AC([0,T]; RY) menant
de o & y,. Posons ¢, (s) = f(s,z,(s),u,(s))ds pour tout n € N et s € [0,7]. On a

¢
T, (t) = xg +/ gn(s)ds, Vt € [0,T] et y, = x,(T).
0

D’apres les hypotheses, la suite (g, )nen est bornée dans V. En invoquant le théoreme 2.23 sur
la compacité faible dans les espaces de Hilbert, on en déduit qu’a une sous-suite pres, la suite
(gn)nen converge vers une fonction g € V pour la topologie faible. On définit la trajectoire
r € AC([0,T]; RY) en posant

x(t) = xo + /Otg(s) ds, Vt € [0,T7].
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2.3 Controlabilité locale des systemes non-linéaires

Par convergence faible, on a f(f 9n(8)ds = (gn: Lpg)v — (9, Lpg)v = fotg(s) ds, i.e.,
lim z,(t) =x(t), Vtel0,T].

n—-+o0o

En particulier, on a donc
lim vy, = z(7T).

n—+00
Il reste & montrer que la trajectoire x(t) peut bien étre engendrée par un controle u €
L=([0,1;U).

(2) Posons 6,,(s) = f(s,x(s),u,(s)) et introduisons I’ensemble
O0={0eV|0(s) e K(s,xz(s)), Vs € [0,T]},

de sorte que (6, )nen est une suite de ©. Par hypothese, K (s, z(s)) est un sous-ensemble convexe
de R pour tout s € [0,7]. On en déduit que © est un sous-ensemble convexe de V. De plus,
O est fermé dans V car la convergence dans V implique la convergence p.p. d’une sous-suite,
et K(s,z(s)) est fermé dans R Grace au théoreme 2.24 sur la fermeture faible des convexes
dans les espaces de Hilbert, on en déduit que © est faiblement fermé dans V. De plus, comme
la suite (6,,)nen est bornée dans V| on déduit du théoreme 2.23 qu’elle converge faiblement, a
une sous-suite pres, vers une fonction 6§ € ©. Il existe donc une fonction u : [0,7] — U telle
que 6(s) = f(s,z(s),u(s)) p.p. dans [0,7], et la fonction u peut étre choisie mesurable (cf. la
sous-section 2.4.3 pour plus de précisions sur ce point). Pour tout ¢ € V, on a

/0 gn(5)p(s) ds = / u(5)p(s) ds+ / (F(5,2a(5), 1n(5)) — F(5, 2(5), tn()) () ds. (2.17)

Comme |f(s,x,(8), un(s)) — f(s,2(8), un(s))|ge < Clzn(s) — x(s)|re et |2,(s) — z(s)|ge tend
vers zéro p.p. dans [0,77], le deuxiéme terme au membre de droite de (2.17) tend vers zéro
(invoquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue). En outre, par convergence faible,
on a fOTg(s)w(s) ds = fOTG(s)w(s) ds, i.e., g(s) = 0(s) p.p. dans [0,7]. En conclusion, on a
bien ¢(s) = f(s,z(s),u(s)) p.p. sur [0,7]. O

2.3 Controlabilité locale des systemes non-linéaires
On fixe I'horizon temporel T' > 0 et la condition initiale xy € R?, et on considere le systeme
de controle non-linéaire
Tu(t) = f(t, z,(t),u(t)), Vtel0,T], z,(0) = . (2.18)
Dans cette section, on suppose que la fonction f est de classe C' en (z,u).

Définition 2.13 (Application entrée-sortie). L’application entrée-sortie en temps T a
partir de xq est l'application

ET,IO : Z/{Tﬂfo — A(T, Z‘o), ET,Q;O (u) = .TU(T), (219)

ot Ur », C L°([0,T);U), U étant un sous-ensemble fermé non-vide de R¥, est le domaine de
Er 4, i.e., Uensemble des contréles tels que la trajectoire associée x,, est bien définie sur [0,T].
L’ensemble atteignable A(T, zo) est l'image de Uapplication entrée-sortie Er .
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Soit y € A(T, zp). Par définition, il existe un controle u, € Ur,, amenant I'état de zo a y
en temps 1. Le probleme de la controlabilité locale consiste a savoir si cette propriété reste
satisfaite dans un voisinage du point y € A(T, xo).

Définition 2.14 (Controlabilité locale). On dit que le systéeme de contréle non-linéaire (2.18)
est controlable localement en un point y € A(T,xq) s’il existe un voisinage V,, de y dans R?
tel que V,, C A(T, xg), i.e., pour tout y' € V,, il existe un controle u, € Ur,, amenant l'état
de xo ay' en temps T.

Afin d’étudier la controlabilité locale du systeme de controle non-linéaire (2.18), nous allons
considérer la différentielle (de Fréchet) de I’application entrée-sortie Er . On renvoie le lecteur
a la sous-section 2.4.2 ci-dessous pour quelques rappels sur la notion de différentielle de Fréchet
dans les espaces de Banach. Pour simplifier, on se place pour le reste de cette section dans le
cas sans contrainte, i.e., on suppose que U = R* si bien que 'on a Ur,, C L*>([0,T]; R*).
Par des arguments de dépendance de la solution d’un systeme différentiel en des parametres,
on vérifie facilement que Uz, est un sous-ensemble ouvert de L>([0,7]; R*). On est donc dans
la situation ou

Bty : Urey C L([0,T); RF) — A(T, z0) C R% (2.20)

Soit u € Ur 4, et , € AC([0,T]; R?) la trajectoire associée. Soit
Su € L>([0,T]; R¥), (2.21)

une perturbation du contréle; on suppose cette perturbation suffisamment petite pour que
u+ 0u € Ur,, (ceci est possible puisque Ur 4, est un sous-ensemble ouvert de L>([0,77]; R¥)).
On considere le systeme différentiel linéarisé le long de la trajectoire x,, i.e.,

0x(t) = Au(t)ox(t) + Bu(t)ou(t), ¥t [0,T], dz(0) = 0, (2.22)
ou pour tout t € [0,7],

Au(t) = %(t,xu(t),u(t)) ceR™  B,(t) = %(t,xu(t),u(t)) c R¥xF, (2.23)

Lemme 2.15 (Différentiabilité). L application entrée-sortie Er ., est différentiable (au sens
de Fréchet) en tout u € Ur a4, et sa différentielle Ef, , (u) : L([0,T]; R*) — R* est Uapplication
entrée-sortie du systeme linéarisé le long de la trajectoire x., ; plus explicitement, pour tout
du € L>=([0,T];R¥), on a

(Bl (). 00) = 3(T), (224

ot 6x est solution du systéme différentiel linéarisé (2.22).

Remarque 2.16. [Continuité] La différentielle £7., (u) est bien une forme linéaire continue
en du car on a

(B, (u), 6u) = R(T) / R(s) ™ Bu(s)du(s) ds.

o R(t) est la résolvante du systeme linéarisé, i.e., la solution matricielle dans R4 de
R(t) = Au(t)R(t), pour tout ¢t € [0,T], et R(0) = Iz On a donc bien [(Ef, (u),du)| <
Cll6ull oo jo,7);m%)- En outre, B, (u) dépend contintiment de w. O
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Démonstration. Nous nous contentons d’esquisser la preuve. Soit du € V = L>°([0,T]; R¥) tel
que u+0u € Ur,, (qui est ouvert dans V). On note x,4, la trajectoire associée a u+ du issue
de xy. En effectuant des développements de Taylor sur f, il vient

Turou(t) = Tu(t) = (E Tugsu(t), u(t) + du(t)) - f(E, xu(t) u(t))
= Gt 2u(t), u(t)) (@urou(t) = zu(t)) + FE(E 2u(t), u(t))du(t) + o(0u)
= Au(t)(@ursu(t) — 2u(t) + Bu(t)ou(t )+0(5U)

car Tyysy — Ty = O(du) (dépendance continue en un parametre de la solution d’un systeme
différentiel). En posant €(t) = xy16u(t) — 2, (t) — 0x(t), on en déduit que €(0) = 0 et que

E(t) = x'u-‘réu(t) - xu(t) - 5$(t)
= Au(t)(Tursu(t) — xu(t) — 0x(t)) + o(du) = Au(t)e(t) + o(du).

Par des arguments de stabilité, on montre que € = o(du). En conclusion, on obtient

Er(u+6u) — Ep g (u) = 2ypou(T) — 2,(T)
=0x(T) + ¢(T) = 0x(T) + o(0u),

et on a vu que du — dx(7T") définit une forme linéaire continue sur du pour la topologie de V.
Ceci conclut la preuve. O

Théoréme 2.17 (Controlabilité locale). Si le systéme différentiel linéarisé le long de la tra-
jectoire x,, est contrdlable (en temps T'), alors le systéme différentiel non-linéaire est loca-
lement contrélable (en temps T a partir de xg).

Démonstration. Si le systeme différentiel linéarisé est controlable, alors la différentielle de
application entrée-sortie E7, est surjective. On conclut par le théoreéme de la submersion
rappelé ci-dessous (qui est une variante du théoreme des fonctions implicites, voir par exemple
la référence [7]). O

Théoréme 2.18 (Submersion). Soit V' et W deuz espaces de Banach, et F' : V — W une
application continiment différentiable. Soit v € V. Si Uapplication différentielle F'(v) : V —
W est surjective, alors F' est localement surjective au voisinage de F(v) € W.

Remarque 2.19. [Point d’équilibre] On considere le cas particulier d'un point d’équilibre
d’un systeme différentiel autonome, i.e., un couple (zg,ug) tel que f(zg,up) = 0. Noter que
xo € A(t, zo) en utilisant le controle constant égal a ug. Le critere de controlabilité locale en
To consiste a vérifier que les matrices A = f ~(x0,u) et B = (xo, ug) vérifient la condition
de Kalman. En effet, comme f(z¢,uq) = 0, la trajectoire de reference est réduite a un point,
si bien que le systeme linéarisé est également autonome, et on peut appliquer la condition de
Kalman pour en vérifier la controlabilité. O]

Remarque 2.20. [Inversion du temps| En cas de contrdlabilité locale et lorsque la dynamique
est autonome et de la forme f(z,u) = ug(x) (en supposant pour simplifier u a valeurs scalaires),
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on déduit par inversion du temps que pour tout y € A(T, z¢) tel que V,, C A(T, xy), on peut
ramener tout point ¥’ € V, a zy. En effet, en notant ' le contréle amenant z, en y’ en temps 7',
on pose U'(t) = —u/(T —t) et on vérifie que Z(t) = x, (T —t) vérifie bien Z(0) = ¢/, Z(T) = o
et L3(t) = —La, (T —t) = —u/(T — t)g(zw (T — t)) = @ (t)g(Z(t)), ce qui montre que Z est
bien la trajectoire associée au controle u’. O

Exemple 2.21. [Pendule inversé] On considere I'exemple du pendule inversé (masse vers le
haut, tige vers le bas) avec pour simplifier une masse et une longueur unités (m =1, [ = 1).
On suppose que le pendule a un mouvement dans un plan et on repere I'extrémité supérieure
du pendule par son angle 6 avec la verticale (dans le sens horaire). On controle 1'accélération
horizontale du point inférieur de la tige. La dynamique s’écrit sous la forme

O(t) = sin(6(t)) — u(t) cos(6(t)).

En posant z = (z1,23) = (6,60) € R?, on se raméne & un systéme d’ordre un

o) = FaOa0). 500 = () onion))

— ucos(x1)

On calcule

%@w: (cos(:lr1)~|—0usin(x1) (1)> %("”“): (—Coz(ml))'

On consideére le point d’équilibre instable (2o, ug) = ((0,0)7,0). Le systéme linéarisé autour de
ce point s’écrit sous la forme dz(t) = Adx(t) + Bdu(t) avec

0 0
A = a—i(l‘mUo) = ((1) (1)) 3 B = a—i(%o,ﬂo) = (_01> .

La condition de Kalman est bien satisfaite car
0 -1
e - ()

On a donc montré que le pendule inversé est localement controélable autour de son point
d’équilibre instable (xg,up) = ((0,0)7,0). Enfin, en adaptant le raisonnement présenté a la
remarque 2.20, on montre qu’on peut ramener tout point au voisinage du point d’équilibre
instable vers ce point. O

2.4 Rappels/compléments : topologie faible, différentielle,
sélection mesurable

L’objectif de cette section est de rappeler quelques notions utiles sur la topologie faible
dans les espaces de Hilbert et la différentielle de Fréchet dans les espaces de Banach d’une part

et d’apporter quelques compléments sur les résultats de sélection mesurable qui sont parfois
invoqués dans ce cours d’autre part.
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2.4.1 Topologie faible dans les espaces de Hilbert

Soit V un espace de Hilbert de produit scalaire noté (-,-)y. On se contente ici de rappeler
les définitions et résultats qui nous seront utiles; pour des compléments, le lecteur pourra
consulter les chapitres 3 et 5 de la référence [3].

Définition 2.22 (Convergence faible). On dit qu’une suite (v,)neny de V' converge faible-
ment versv € V si
lirf (Un, ©)v = (v, )y (dans R) Vo e V. (2.25)
n—-+0o0

L’inégalité de Cauchy—Schwarz montre que si la suite (v,)nen converge fortement vers v
(i.e., limy, 100 ||vn — ||y = 0), alors la suite (v,)nen converge faiblement vers v.

Théoreme 2.23 (Compacité faible). Si (v,)nen est une suite bornée dans V', on peut en
extraire une sous-suite faiblement convergente.

Théoréeme 2.24 (Fermeture faible des convexes). Soit K un sous-ensemble fermé non-vide de
I’espace de Hilbert V. On suppose que K est convexe. Alors, K est fermé pour la topologie
faible. En d’autres termes, si (v,)nen est une suite de K qui converge faiblement vers v dans
V, alorsv € K.

2.4.2 Différentielle de Fréchet

Soit V' un espace de Banach de norme ||-||y. On rappelle que I'espace dual V"’ est composé
des formes linéaires continues sur V, i.e., ¢ € V' est une application linéaire ¢ : V' — R telle
que

AC >0, [(¢,0) <C|v|ly, YveW (2.26)

Définition 2.25 (Différentielle de Fréchet). Soit V' un espace de Banach et J : V — R une
application. On dit que J est différentiable (au sens de Fréchet) env € V s’il existe une
forme linéaire continue

Jw)eV’ (2.27)

telle que
J(v+ov) = J(v) + (J'(v),0v) + o(dv), Vév €V, (2.28)
ot la notation o(év) signifie que limg, o % = 0.

Dans le cas ou V est un espace de Hilbert, on peut utiliser le théoréeme de représentation
de Riesz pour identifier la forme linéaire continue J'(v) € V' avec son représentant

VJ(v) € V. (2.29)
En notant (-, )y le produit scalaire dans V', on a

(J'(v),6v) = (VJ(v),00)y, Vv € V. (2.30)
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En dimension finie avec V = R%, on écrit J(v1,...,74) € R ainsi que
9J
ovy
_ (8] aJ _ .
J,(U) == (%7”"8_%)’ VJ(U> == : . (231)
9J
6Ud

Exemple 2.26. [Fonctionnelle quadratique] On considere V = L*(Q) et J(v) = 3 [, v(z)? dz.
On a

J(v + 6v) = %/Qu(x)ﬁ’dﬁ/ﬂu(x)av(x) dx+%/gav(x)2

=J(v) + /Qv(:v)év(x) dz + o(dv).

Dot (J'(v),dv) = [,v(z)ov(z)dz et VJ(v) = v. O

Plus généralement, soit V, W deux espaces de Banach et J : V' — W une application.
On dit que J est différentiable (au sens de Fréchet) en v € V' §'il existe une application
linéaire continue J'(v) : V. — W telle que

J(v+ov) = J(v) + J'(v)(dv) + o(dv) (€ W), Vov €V, (2.32)
avec limg,_o HO”(§5|)||\|/W =0.

2.4.3 Sélection mesurable

Les résultats de sélection mesurable qui sont brievement présentés dans cette sous-section
jouent un role important dans la justification mathématique rigoureuse de divers résultats de
controle optimal. Ces résultats font appel a des notions relativement fines de théorie de la
mesure, et ne seront donc qu’esquissés ici. Une présentation complete peut étre trouvée dans
le chapitre 14 du livre [9]. Le contenu de cette sous-section est inspiré de ce chapitre.

Commencons par présenter la problématique. On pose I = [0,7]. On considere une appli-

cation @ : [0,7] x R¥ — R = [~o00, +00]. Pour tout ¢ € I, on considere le sous-ensemble
U(t) = arg min ®(t,u) C R¥, (2.33)
u€Rk

et on pose J = {t € I | U(t) # 0}. On souhaite savoir s'il existe une application @ : J — R* qui
soit mesurable et telle que %(t) € U(t) pour tout ¢ € J. Une telle application est appelée une
sélection mesurable. Un résultat simple et utile est que si 'application ¢ est mesurable
par rapport a t (a u fixé) et si elle est convexe et continue par rapport a u (a t fixé), alors
il existe une telle sélection mesurable.

Le reste de cette sous-section a pour objectif d’apporter une réponse mathématique un peu
plus complete au probleme de la sélection mesurable. Dans un premier temps, on considere
des applications définies sur I & valeurs dans les sous-ensembles de R*. On note S : I = R*
une telle application (le symbole = est 1a pour nous rappeler que S(¢) est un sous-ensemble
de R* qui n’est pas forcément réduit & un point). On équipe I d'une o-algébre notée A (par
exemple, la tribu borélienne de R restreinte a I).
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Définition 2.27 (Mesurabilité). On dit que lapplication S : I = R* est mesurable si pour
tout ouvert O C R¥, 'image réciproque

STHO) =[S w)={teI|S{t)NO #0} (2.34)

ueO

est mesurable, i.e., si STY(O) € A. En particulier, le domaine de S, dom S = S™1(R¥), est
donc mesurable (on notera que si S(t) =, alors t ¢ dom S).

Si Iapplication S ne prend comme valeurs que des singletons, on retrouve la définition
usuelle de la mesurabilité d'une application de I dans R¥.

Théoréme 2.28 (Représentation de Castaing). La mesurabilité d une application S : I = R*
a valeurs fermées (cela signifie que pour tout t € I, S(t) est un fermé) est équivalente
a lexistence d’une représentation de Castaing, i.e., a l’existence d’une famille dénombrable
de fonctions mesurables s, : dom S — R¥ Vn € N, telles que pour tout t € dom S, S(t) =

{sn(t)}nen

Corollaire 2.29 (Sélection mesurable). Une application S : I = R* mesurable a valeurs
fermées admet une sélection mesurable, i.e., il existe une application mesurable s : dom S — R¥
telle que s(t) € S(t) pour tout t € dom S.

Considérons & nouveau une application ® : [0,7] x R¥ — R. L’application-épigraphe & :
I = R* x R et I'application-domaine Dy : I == R¥, associées & ®, sont telles que, pour tout
tel,

Ea(t) = {(u,a) € RF x R | ®(t,u) < a}, (2.35a)
Dy(t) = {u € R* | ®(t,u) < +o0}. (2.35b)

Définition 2.30 (Intégrande normal). On dit que l'application ® : [0,T] x R¥ — R est un
intégrande mormal si son application-épigraphe E5 : I = R* x R est mesurable a valeurs
fermées.

Proposition 2.31 (Ensembles de niveau). L application ® : [0,T] x RF — R est un intégrande
normal si et seulement si pour tout o € R, Uapplication ensemble de niveau N, : I = R¥ telle
que No(t) = {u € R* | &(t,u) < a} est mesurable a valeurs fermées.

On rappelle qu'une fonction f : R¥ — R est semi-continue inférieurement (sci en abrégé)
si son épigraphe {(u,a) € R* x R | f(u) < a} est fermé; de maniere équivalente, pour tout
u € R¥ et tout e > 0, il existe un voisinage U de u tel que pour tout v € U, on a f(v) > f(u)—e.

Proposition 2.32 (Conséquences de la normalité d’un intégrande). On suppose que appli-
cation ® : [0,T] x R¥ — R est un intégrande normal. Alors,

(i) lapplication-domaine Dy : [ = R¥ est mesurable ;

(ii) pour toute fonction mesurable I > t — u(t) € R¥, la fonction t — ®(t,u(t)) est mesurable;
(iii) lapplication ® est mesurable par rapport a t (a u fixé) et elle est sci par rapport a u (a
t fizé); en revanche, toute application qui est mesurable par rapport a t et sci par rapport u
n’est pas nécessairement un intégrande normal.
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Proposition 2.33 (Fonction de Carathéodory). Toute fonction de Carathéodory, i.e., toute
fonction qui est mesurable par rapport a t (a u fixé) et continue par rapport a u (at firé) est
un intégrande normal.

Exemple 2.34. [Indicatrice] On suppose que l'application § : I = R” est mesurable et &
valeurs fermées. Alors, la fonction indicatrice dg : I x R* — R telle que

St ) = {o siu e S(t),

400  sinon,

est un intégrande normal. O
Venons-en au résultat principal 1ié a la notion d’intégrande normal.

Théoréme 2.35 (Mesurabilité de minimiseurs et du minimum). On suppose que l'application
P :[0,7] x R¥ — R est un intégrande normal. On pose pour tout t € I,

©(t) = inf ®(t,u), U(t) = arg min ®(¢,u). (2.36)

uC€Rk uERk

Alors, Uapplication ¢ : I — R est mesurable et Uapplication U : I = R* est mesurable d
valeurs fermées. Par conséquent, le sous-ensemble J = {t € I | U(t) # 0} C I est mesurable
et pour tout t € J, on peut choisir un minimiseur u(t) dans U(t) de sorte que l'application
t — w(t) soit mesurable.

Proposition 2.36 (Convexité). Soit ® : [0,7]xR*F — R une application mesurable par rapport
at et sci par rapport a u. Alors, si ® est convexe par rapport au (at fixé), ® est un intégrande
normal.
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Chapitre 3

Optimisation dans les espaces de
Hilbert

Ce chapitre est consacré a ’optimisation de fonctionnelles, éventuellement sous contraintes,
dans les espaces de Hilbert. Afin de motiver cette problématique, nous commencerons par
étudier un probléme de controle optimal tres simple ou la dynamique est linéaire (et auto-
nome) et le critére & minimiser est quadratique en le controle ; nous verrons que dans ce cas, il
est relativement aisé de produire un controle optimal. Le cceur de ce chapitre contient divers
résultats abstraits d’optimisation qui serviront a plusieurs reprises dans ce cours et ou la notion
de convexité joue un role central. Il s’agit d’une part de résultats nous permettant d’affirmer
I’existence, voire 'unicité, d’'un minimiseur et d’autre part de conditions nécessaires,
voire suffisantes, d’optimalité faisant intervenir la notion de différentielle. Enfin, nous don-
nerons un exemple d’application important de ces résultats abstraits en traitant le probleme
de temps-optimalité pour un systeme de controle linéaire; ce probleme consiste a trouver
un controle permettant d’atteindre une cible atteignable donnée en temps minimum.

3.1 Controle optimal sous critere quadratique

Le but de cette section est de présenter un exemple relativement simple de probleme de
controle optimal afin de motiver les résultats qui suivront sur 'optimisation dans les espaces
de Hilbert.

On considere le systeme de controle linéaire autonome (1.1), a savoir

Fo(t) = Azy(t) + Bu(t), Vt€[0T],  z.(0) =z € RY (3.1)

avec des matrices A € R4 B € R™>* oud > 1et k> 1. L’état du systeme est décrit par la
fonction x, : [0,7] — R? et on considere des controles u : [0,7] — R* dans I'espace de Hilbert

U = L*([0,T];R"). (3.2)

On se donne une cible z; € R? et on suppose que les matrices A et B vérifient la condition
de Kalman (cf. le théoreme 1.8) si bien que le systeme de controle linéaire (3.1) est controlable.
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En d’autres termes, il existe des controles u € U tels que x,(T") = 1. On va chercher parmi
tous ces contrdles permettant d’atteindre la cible x; (en temps T' & partir de zg) celui (ou
ceux) qui minimise(nt) le critére quadratique suivant :

J(u) = /0 u(t)[2. dt. (3.3)

On cherche donc un contréle optimal @ € U amenant 'état en 27 (en temps 7" en partant de
xp), 1.e., tel que pour tout autre controle u € U ayant les mémes propriétés, on a J(u) > J(u).
Afin de formaliser ce probleme de controle optimal, on introduit le sous-ensemble K C U tel
que

K = {u eU| fOT eT=5)ABu(s)ds = x; — eTA:cO}, (3.4)

et la fonctionnelle J : U — R définie en (3.3). On pourra noter au passage que la fonctionnelle
J est ici particulierement simple puisque 1'on a J(u) = ||u||?,. Le probleme de controle optimal
s’écrit sous la forme suivante :

Chercher u € K tel que J(u) = in}f{ J(u). (3.5)

ue
Nous serons amenés a nous poser les questions suivantes concernant le probleme de controle
optimal (3.5), et plus généralement les problemes de contréle optimal rencontrés dans ce cours :

(Q1) existe-t-il une solution, i.e., un controle optimal ?
(Q2) cette solution est-elle unique ?

(Q3) peut-on formuler une condition suffisante d’optimalité, i.e., nous permettant d’affirmer
que si un controle w € K vérifie cette condition, alors u est un controle optimal ?

Pour des problemes de controle optimal relativement simples, comme celui considéré ci-dessus,
nous serons en mesure d’apporter une réponse complete a ces questions. Pour des problemes
plus compliqués, nous devrons souvent nous contenter de traiter la question suivante :

(Q4) peut-on formuler une condition nécessaire d’optimalité, i.e., nous permettant d’affirmer
que si w € K est un controle optimal, alors il vérifie cette condition.

L’intérét pratique d’'une condition nécessaire d’optimalité est qu’elle nous permet d’effectuer
un premier tri parmi les controles dans K. Dans le cas favorable ou ce premier tri nous permet
d’identifier un nombre relativement restreint de controles candidats a 1’optimalité, on pourra
ensuite vérifier la valeur du critere pour chacun d’entre eux et ainsi trouver un controle optimal.

Concluons cette section en exhibant un controéle optimal dans K pour le probleme (3.5).
Nous montrerons ultérieurement, grace aux résultats abstraits de la section suivante, 'unicité
du controle optimal pour le probleme (3.5). Cela nous permettra alors d’affirmer que nous
avons trouvé le controle optimal pour le probleme (3.5). On considére la matrice G € R4
définie en (1.17), i.e.,

T
Gr :/ eT=)ABBTeT=9)A" 4. (3.6)
0
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3.2 Minimisation de fonctionnelles

Comme le systeme de controle linéaire (3.1) est controlable par hypothese, la matrice G est
inversible (cf. le lemme 1.13). On pose

u(s) = BleT=947y, y = Gt (r) — e ). (3.7)
Lemme 3.1 (Synthese d'un controle optimal). Le contréle w défini par (3.7) est solution
de (3.5).

Démonstration. Nous devons vérifier que w € K et que J(u) < J(u) pour tout u € K.
(1) On a bien u € U = L*([0,7]; R¥) et en utilisant la formule de Duhamel, il vient

T
2(T) = ey + / eT=4B7(s)ds = ey + Gy = 1. (3.8)
0

Ceci montre que u € K.

(2) Soit u € K, i.e., u € L*([0,T);R*) et 2,(T) = x;. En posant § = u — %, on constate par
linéarité que le controle § amene la condition initiale 0 a la cible 0 en temps T, i.e., on a
fOT eT=)4B¢(s)ds = 0. En développant, il vient

J(u) = J(@+6) = / [(s) + 8(s)|% ds

— (@) +2 / " 5(s)a(s) ds + J(6)

— J(@) +2 / Ta(s)T(BTe@*s)A*y) ds + J(0)

=J(u) +2 / T(e@*S)ABa(s))Ty ds + J(0)

T T
= J(@) + 2( /0 eT=94B4(s) ds> y+ J(0) = J@) + J(6) > J(u),

car J(d) > 0. Ceci montre que J(u) < J(u) pour tout u € K. O

3.2 Minimisation de fonctionnelles

Soit V' un espace de Hilbert, soit K C V un sous-ensemble fermé non-vide de V. On
désigne par (-,-)y le produit scalaire dans V' et || - ||y la norme associée. Soit J : K — R
une fonctionnelle (i.e., une application de K dans R; on utilise le terme fonctionnelle car
bien souvent les éléments de V' sont des fonctions, par exemple du temps). On considere le
probleme de minimiser la fonctionnelle J sur K, i.e.,

Chercher 7 € K tel que J(7) = 12}f( J(v). (3.9)

Il s’agit d'un probleme de minimisation sous contraintes car on se restreint au sous-ensemble
K C V. Lorsque K =V, on parle de probleme de minimisation libre (ou sans contraintes),
i.e., on considere le probleme suivant :

Chercher v € V tel que J(v) = inf J(v). (3.10)

veV
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Chapitre 3. Optimisation dans les espaces de Hilbert

3.2.1 Un premier exemple : projection sur un convexe

Définition 3.2 (Sous-ensemble convexe). Un sous-ensemble K d’un espace vectoriel V' est dit
convexe si
Ou+ (1—-0)we K, YuvekK,Voel0,l]. (3.11)

Soit K un sous-ensemble convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert V. Pour tout
v € V, on cherche le point de K le plus proche de v. Ce point (nous verrons qu’il est unique)
est appelé la projection de v sur K et est noté Ilx(v). Le probleme de la projection d'un
point sur un convexe rentre dans le cadre du probleme (3.9) en introduisant la fonctionnelle
J(w) = o —wly.

Proposition 3.3 (Projection sur un sous-ensemble convexe). Soit K un sous-ensemble conveze
fermé non-vide d’un espace de Hilbert V.. Alors, pour tout v € V, il existe un unique élément
de K, noté Ik (v), tel que

|lv =g (v)||v = 11612 |lv —w|y, YwelV. (3.12)

De plus, Tk (v) est l'unique point de K tel que
(v —Mg(v),w —Ig(v))y <0, YweK. (3.13)
On notera au passage que d(v, K) = inf,cx [|[v — wl|ly = ||[v — Tk (v)]|v.

Démonstration. (1) Existence et unicité. On utilise identité suivante (dite formule de la
médiane) :
2

gl R

—|ly — z||%/, Vy,z € V.

yt+z
2 4

2

v

Soit (wy)neny une suite minimisante dans K, i.e., telle que ||[v — w,||y — inf,ecx v — w|v
quand n — 4o00. En appliquant la formule de la médiane a y = v — w, et 2 = v — w, pour
tout n,p € N, on montre que la suite (w,),en est de Cauchy dans V. Elle converge donc vers
une limite ¢ € V. Comme K est fermé, ¢ € K. Ceci montre I'existence de la projection de v
sur K. L’unicité résulte a nouveau de la formule de la médiane.

(2) Montrons l'identité (3.13). Pour tout w € K et § € )0, 1], comme ¢ (v)+0(w—1Ilg(v)) € K
par convexité de K, on obtient

lv =T @) < llv = [Tk (v) + 0(w — T @)V
= [lv = g ()I[}, = 20(v — Tk (v), w — Mg (v))y + 0w — g (v)[[7-

En simplifiant par ||v — Ik (v)||? puis en divisant par 6, il vient
2(v — g (v),w — Mg (v))y < Oflw Tk V)7,
et on conclut en faisant tendre  vers zéro par valeurs positives. ]
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3.2 Minimisation de fonctionnelles

Corollaire 3.4 (Séparation d’un point et d’'un convexe par un hyperplan). Soit K un sous-
ensemble convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert V. Soit v € V tel que v & K. Alors,
il existe un hyperplan affine H = {w € V| L(w) = a} oo L € V' et a € R séparant v de K,
i.e., tel que

Lv)>a, KcCc{weV|Lw)<a}l. (3.14)

Démonstration. 11 suffit de considérer la forme linéaire continue L(w) = (v — kg (v), w)y et
poser @ = (v — g (v),IIg(v))v. La condition (3.13) signifie que pour tout w € K, on a
L(w) < a. De plus, on a L(v) — a = ||[v — Hg(v)||?, > 0 car v ¢ K. O

3.2.2 Minimisation de fonctionnelles convexes sur des convexes

Définition 3.5 (Convexité, stricte convexité, forte convextié¢). Soit K un sous-ensemble
convexe d’un espace de Hilbert V et soit J : K — R.
(i) On dit que J est convexe sur K si

JOu+ (1—=0)v) <0J(u)+ (1—-0)J(v), Yu,veK,Vlel0,1]. (3.15)

(ii) On dit que J est strictement convexe sur K si l'inégalité (3.15) est stricte pour tout
u # v et tout 6 € 0, 1].

(iii) On dit que J est fortement convexe ou a-convexe sur K s’il existe un réel a > 0 tel
que

J(“;“) < M—%Hu—vua, u,v € K. (3.16)

Lorsque la fonctionnelle J est également continue, on a plus généralement
J(Ou+ (1=0)v) <O0J(u)+ (1—0)J(v)— %9(1 —N|lu—o|3, Vu,ve K, V0e[0,1]. (3.17)
Bien entendu, on a les implications suivantes :
forte convexité = stricte convexité — convexité. (3.18)

Proposition 3.6 (Minoration de fonctionnelles convexes). Soit K un sous-ensemble fermé
non-vide d’un espace de Hilbert V et soit J : K — R. On suppose que l’ensemble K est
conveze et que la fonctionnelle J est continue.

(i) Si J est convexe sur K, il existe une forme linéaire continue L € V' et une constante
0 € R telles que

J(v) > L(v) +0, VveK. (3.19)

(ii) Si J est fortement convexe sur K, il existe deux constantes v > 0 et ' € R telles que
JW) >~y v||Z +6, YveK. (3.20)
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Chapitre 3. Optimisation dans les espaces de Hilbert

Démonstration. (1) Preuve de (3.19). Comme J est convexe et continue, son épigraphe, qui
est défini comme I’ensemble

E={(\v) ERx K| A>J@)} (3.21)

est un sous-ensemble convexe, fermé et non-vide de R x V. Soit vg € K et A\g < J(vp),
si bien que (Ag,v9) ¢ K. En appliquant le corollaire 3.4, on déduit I'existence d’une paire
(B,L) € R x V" et d’un réel a tels que

BAo+ L(vg) < a < A+ L(v), V(\v) €.
Comme \ peut étre arbitrairement grand au membre de droite, on doit avoir 5 > 0; de plus,
en prenant v = vp, on voit que 5 # 0. D’ou 8 > 0. En prenant A = J(v), on en déduit que
J) =r>2 L)
v) = — — —=L(v).
g B

(2) Preuve de (3.20). Soit v € K arbitraire et soit u € K fixé. En appliquant (3.16) puis (3.19),
on voit que

On en déduit que
o
J() > <ol + erllvllv + e,

avec ¢y = —%|Jullv—||L||v et o = —J(u)+L(u)+26+%||ul|}. Comme ¢ [jv]|y > =% |03 -2,
on obtient la minoration (3.20) avec 7y = % et &' = ¢; — 2¢1. O

Théoréme 3.7 (Minimisation de fonctionnelles convexes). Soit K un sous-ensemble conveze
fermé non-vide d’'un espace de Hilbert V' et soit J : K — R une fonctionnelle convexe et
continue sur K. On suppose que la fonctionnelle J est infinie a l'infini dans K, ce qui signifie
que pour toute suite (vy)nen de K telle que ||v,|ly — +00, on a J(v,) — +o0. Alors, il existe
au moins un minimiseur de J sur K.

Démonstration. Comme J est infinie a I'infini, toute suite minimisante (v, )nen est bornée. Du
théoreme 2.23, on déduit qu’a une sous-suite pres, cette suite converge faiblement vers une
limite v € V, et grace au théoreme 2.24, on montre que v € K. Comme 1’épigraphe de J
(cf. (3.21)) est un ensemble convexe fermé, il est fermé pour la topologie faible et on conclut
que J(v) <inf,ex J(w), ce qui prouve l'existence du minimiseur de J sur K. ]

Théoréme 3.8 (Minimisation de fonctionnelles fortement convexes). Soit K un sous-ensemble
conveze fermé non-vide d’un espace de Hilbert V' et soit J : K — R une fonctionnelle fortement
convexe et continue sur K. Alors, il existe un unique minimiseur de J sur K.
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3.2 Minimisation de fonctionnelles

Démonstration. (1) Pour 'existence du minimiseur, on peut invoquer le théoreme 3.7 et la
minoration (3.20) qui montre que la fonctionnelle J est infinie & l'infini. On peut également
donner une preuve directe en considérant une suite minimisante (v, ),eny dans K. En utili-
sant (3.16), il vient

[0
gan - Up”%/ <

J(vp) —g J(vp) J(vn;tvp)

< %(J(vn) ~inf J(w)) + % (J(vp) ~ inf J(w)),

weK weK

olt nous avons utilisé la convexité de K pour obtenir —J(*+*2) < —inf,ex J(w). La majora-
tion ci-dessus montre que la suite (v, ),en est de Cauchy dans V' donc converge vers une limite
v € V qui est dans K puisque K est fermé.

(2) L’unicité du minimiseur résulte a nouveau de (3.16) puisque si v; et vy sont deux minimi-
seurs de J sur K, en raisonnant comme ci-dessus, on obtient

%Hvl — oy < %(J(vl) — nf J(w)) + %(J(vz) — inf J(w)) =0,

weK

ce qui montre que v, = vs. ]

3.2.3 Conditions de minimalité

Nous allons maintenant nous intéresser a des conditions nécessaires de minimalité en sup-
posant que la fonctionnelle J est différentiable sur K (au sens de Fréchet) et nous allons
également voir dans quelles situations ces conditions nécessaires de minimalité sont également
suffisantes.

On renvoie le lecteur a la sous-section 2.4.2 pour la notion de différentielle d’une fonction-
nelle et quelques exemples importants (qu’il est essentiel de bien maitriser!). Comme nous
nous plagons ici dans le cadre des espaces de Hilbert, nous allons privilégier la notion de gra-
dient plutot que celle de forme linéaire continue. Soit V' un espace de Hilbert ; on désigne par
(+,-)v le produit scalaire dans V et || - ||y la norme associée. Soit J : K — R une fonctionnelle
différentiable sur K, i.e., pour tout v € K, il existe un élément de V noté V.J(v) tel que

J(v+6v) = J(w)+ (VJ(v),0v)y + o(év), Yov eV, v+dv e K, (3.22)
ou la notation o(dv) signifie que limgvﬁoﬁ = 0. Notons que si la fonctionnelle J est

différentiable sur K, elle est a fortiori continue sur K.
Avant d’entrer dans le vif du sujet sur les conditions de minimalité, voyons comment la
notion de différentielle nous permet d’étudier la convexité d’une fonctionnelle.

Proposition 3.9 (Caractérisation de la convexité). Soit K un sous-ensemble conveze fermé
non-vide d’un espace de Hilbert V et soit J : K — R une fonctionnelle différentiable sur K.
Soit o > 0 un réel strictement positif. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) J est fortement convexe de paramétre o ;

33



Chapitre 3. Optimisation dans les espaces de Hilbert

(i) J(v) = J(u) + (VJI(u),v —u)y + 3alu—v||}, YVu,v e K ;
(iii) (VJ(u) — VJ(v),u —v)y > allu —v||}, Yu,v € K.

En outre, la convexité de la fonctionnelle J est équivalente auz assertions (ii) et (iil) avec
a=0.

Démonstration. (i) = (ii). Pour tout entier k € N, en posant 6, = 27% on montre par
récurrence sur k a partir de (3.16) que pour tout u,v € K, on a

«
T((1 = O)u+O1v) < (1= 04)J (u) + 0xT (v) = S0x(1 = O)l|u — ][y,
et en ré-arrangeant les différents termes, il vient

(It (o — ) = T(w)) < ()~ J(u) — S0~ B~ v}
k

En faisant tendre £ — 400 et en utilisant la différentiabilité de J, on obtient la minoration
de J(v) dans (ii).

(ii) = (iii). Il suffit d’écrire la propriété (ii) avec u et v, puis d’échanger les roles de u et de v
et de sommer.

(iii) = (i). Soit u,v € K. On définit la fonction ¢ : R — R telle que ¢(t) = J(u + t(v — u))
pour tout ¢t € R. On vérifie facilement que la fonction ¢ est dérivable (et donc continue) sur
Ret onay/(t) = (VJ(u+t(v—u)),v —u)y. En utilisant la minoration (iii), il vient

(t=3)(W'(t)=1'(s)) = (VI (u+t(v—u)) =V J(ut+s(v—u), (t—s)(v—u))v > alt—s)*u—v|}.

Pour s < t, il vient ¢/ (t) —v/(s) > a(t—s)||lu—wv]||%. Soit § € [0, 1]. En intégrant cette inégalité
pour (t,s) € [#,1] x [0, 6], on obtient

«

00(1) + (1 - 0)9(0) - v(0) > 5

(1 = 0)[lu —vll7,
qui n’est rien d’autre que (3.16) pour 6 = 1. ]

Proposition 3.10 (Equation d’Euler, minimisation sans contraintes). Soit V' un espace de
Hilbert et soit J : V — R une fonctionnelle différentiable sur V. On considére le probleme de
minimisation sans contraintes (3.10).

(i) Une condition nécessaire de minimalité pour (3.10) est

VJ@) =0 (€V). (3.23)
Cette condition, appelée équation d’Euler, signifie que siT € V' est solution de (3.10), alors T
vérifie (3.23).

(ii) Si la fonctionnelle J est convexe, la condition (3.23) est également suffisante; ceci
signifie que si v € V wvérifie (3.23), alors v est solution de (3.10).
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Démonstration. (1) Soit © € V' une solution de (3.10). Pour tout dv € V', on a
0< J(@+ov)—J@) = (VJ(@), )y + o(dv).

On divise par ||év||y puis on fait tendre dv vers 0. On en déduit que (V.J(7),dv)y > 0; comme
dv est arbitraire dans V', on peut changer v en —dv. On conclut ainsi que V.J(v) = 0 dans
V, i.e., U vérifie (3.23).

(2) Supposons maintenant que la fonctionnelle J est convexe et que T € V' vérifie (3.23). En
utilisant la proposition 3.9 dans le cas convexe (a = 0), on en déduit que

J(v) > J@) + (VJ(@),v—0)y = J(0), YveW

On conclut ainsi que T est solution de (3.10). O

Proposition 3.11 (Inéquation d’Euler, minimisation avec contraintes). Soit K un sous-
ensemble convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert V. Soit J : K — R une fonctionnelle
différentiable sur K. On considére le probléme de minimisation avec contraintes (3.9).

(i) Une condition nécessaire de minimalité pour (3.9) est

(VJ(@),v—10)y >0, YveK. (3.24)

Cette condition, appelée inéquation d’Euler, signifie que si v € K est solution de (3.9), alors
v vérifie (3.24).

(ii) Si la fonctionnelle J est convexe, la condition (3.24) est également suffisante; ceci
signifie que si v € K wérifie (3.24), alors v est solution de (3.9).

Démonstration. (1) Soit T € V une solution de (3.9). Pour tout v € K, v # 7, et tout 6 € |0, 1],
on av+60(v—7) € K car le sous-ensemble K est convexe. Par suite, il vient

0<J@+60v—1))—J@)=0VJ@),v—70)y + o(f(v —7)).

On divise par 0||v —7||y puis on fait tendre 6 vers 0 (par valeurs positives). On en déduit que
v vérifie bien (3.24).

(2) La preuve du caractere suffisant de I'inéquation d’Euler dans le cas ot .J est une fonction-
nelle convexe est identique au cas sans contraintes. O

Remarque 3.12. [Cas d’'un point intérieur] Si ¢ est situé a U'intérieur de 'ensemble K (on
dit que © ne sature pas la contrainte), I'inéquation d’Euler (3.24) devient V.J(v) = 0 (€ V).
Cela résulte du fait qu’on peut prendre v = v + pz avec p suffisamment petit et z arbitraire
dans V. ]

Exemple 3.13. [Projection sur un convexe| Pour la projection d'un élément v € V sur
un ensemble convexe K (cf. la proposition 3.3), la fonctionnelle & minimiser est J(w) =
|v — wl|?. La fonctionnelle J est fortement convexe (de parametre o = 2) grace a la formule
de la médiane. Un calcul élémentaire montre que VJ(w) = 2(w — v). On voit donc que la
caractérisation (3.13) de la projection convexe n’est rien d’autre que I'inéquation d’Euler pour
Ik (v) obtenue a la proposition 3.11. O
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3.2.4 Application au controéle optimal sous critere quadratique

Nous reprenons brievement ’exemple du probleme de controle optimal sous critere qua-
dratique introduit a la section 3.1. Ce probleme rentre dans le cadre abstrait de la section 3.2
en posant

V = L*([0,T); R¥), (3.25a)
T
TV SR ) = / a(®) 2t = ]2, (3.25b)
0
T
K = {u eV / eT=94By(s)ds = 1 — eTAxO}. (3.25¢)
0

L’espace V est bien un espace de Hilbert. La fonctionnelle J est fortement convexe sur V' de
parametre o = 2 (utiliser la formule de la médiane). Enfin, K est un sous-ensemble convexe
fermé non-vide de V. En effet,
— K est non-vide car nous avons supposé que le systeme de controle linéaire est controlable ;
— K est convexe car pour deux controles uy, us € K et pour tout 6 € [0, 1], on a

/OT eT=9AB(Quy (5)+(1—0)uy(s)) ds = H(xl—eTA ) (1-0) (xl— TAxU) = x1—e" g,

— enfin, si (u,)nen est une suite de K qui converge vers u dans V', on a

T
z — et :/ e T4 By, (s) ds —>/ =4 Bu(s) ds,
0

ce qui montre que la limite v amene xg en x; en temps 7T, i.e., u € K ; le sous-ensemble
K est donc bien fermé.
En appliquant le théoreme 3.8, on en déduit qu’il existe un unique controle optimal w € K
minimisant J sur K. En outre, de par la proposition 3.11, une condition nécessaire et suffisante
d’optimalité est

(,u—1u)y >0, Yue kK. (3.26)
Or, lorsque u décrit K, le vecteur h = u — w décrit le sous-espace vectoriel
T
H= {h cV| / eT=)ABh(s)ds = o}. (3.27)
0

On a donc (@, h)y > 0 pour tout h € H et comme H est un sous-espace vectoriel, on peut
considérer les vecteurs h et —h dans 'inégalité ci-dessus, ce qui montre que w € H=*. Soit
(€;)1<i<a une base cartésienne de RY. Posons y;(t) = Bte=94%c.. on a y; € V pour tout
i €{l,...,d} et par définition H = (vect(y;)1<i<q)®. Par suite, u € vect(y;)1<i<a (qui est de
dimension finie donc fermé) ; en d’autres termes, il existe un vecteur y € R? tel que

a(t) = BleT 94y, vt e [0,T). (3.28)

Finalement, le vecteur y € R s’obtient en imposant que 24(T) = 1, et par la formule de
Duhamel, on retrouve bien I'expression donnée dans I’équation (3.7).
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3.3 Exemple : temps-optimalité (cas linéaire)

Dans cette section, on considere le systeme de controle linéaire autonome
Ty (t) = Az, (t) + Bu(t), Vt>0  ,(0) = o, (3.29)

avec des matrices A € R4 et B € R¥™*. On suppose que le controle est a valeurs dans un
sous-ensemble compact non-vide U C R*. On pose, pour tout ¢t > 0,

U, = L=([0,4]; U). (3.30)

Le probleme de temps-optimalité est le suivant : on se donne une cible z; € R?, on sup-
pose qu’il existe au moins une trajectoire reliant zy a x; en temps fini, et parmi toutes ces
trajectoires, on cherche celle(s) qui le font en temps minimal. On rappelle que 'ensemble
atteignable en temps ¢ a partir de xg est défini comme suit (cf. la section 1.3) :

A(t, 7o) = {y € R? | 3u € U, tel que z,(t) = y}. (3.31)

Nous avons vu (cf. la proposition 1.19) que pour tout ¢ > 0, 'ensemble atteignable A(t, ()
est compact, convexe, et varie continiment en temps. Le probleme de temps-optimalité se
formalise alors comme suit : étant donnée une cible z; € R atteignable en temps fini, i.e.,
telle que 'ensemble {t > 0 | x; € A(t,x)} est non-vide, on cherche

te =1inf{t > 0|z, € A(t,z0)}. (3.32)

Comme l'ensemble A(t, zg) varie continument en ¢, 'ensemble {t > 0 | x; € A(t,z0)} est
fermé dans R, si bien que la borne inférieure ¢, est atteinte (considérer une suite minimisante
tn | t. et constater que 0 = d(z1, A(t,, xg)) — d(x1, A(ts, xo)) de par la dépendance continue
en temps).

Lemme 3.14 (Atteinte a la frontiere). On a xy € 0A(t., zo).

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant que x; € fol(t*, xp). 1l existe donc un
réel p > 0 tel que B(z1, p) C A(t., o) ou B(xy, p) désigne la boule ouverte de centre z; et de
rayon p. Comme I'ensemble atteignable A(t, zq) varie contintiment en ¢, il existe 6 > 0 tel que
d(A(ts,x0), A(t. — d,10)) < &, i.e., pour tout z € A(t,, o), on peut trouver y € A(t, — 9, 7o)
tel que |z — ylpa < %p. De plus, comme z; a été atteint en temps optimal et que 6 > 0,
x1 € A(t. — 9, z0). L’ensemble A(t, — 0, zo) étant convexe, le corollaire 3.4 implique qu’il existe
un hyperplan affine H séparant x; de A(t,—0d, xy). En notant Iy (x;) la projection orthogonale
de xy sur H, on a donc ||z1 — Iy (z1)||y > 0. On considere le point

—1I
oy £ 0= o)

H951 - HH<I1)||V.

Par construction, |z — z1[|y = &, ie., z € B(zy,p), et donc z € A(L,,29). On peut donc
trouver y € A(t. — 0, xo) tel que |z — y|pe < %p. Or, par construction, on a

1
d(z, A(t, — 0,1¢)) > §p,

d’ou la contradiction. En conclusion, on a bien z; € . A(t, x¢). ]

37



Chapitre 3. Optimisation dans les espaces de Hilbert

Remarque 3.15. [Convexité] L’argument de convexité est essentiel dans la preuve ci-dessus.
On pourra s’en persuader en considérant les ensembles B(t) = {v € V | 1 —t < |jv||v < 2}
pour tout ¢ € [0, 1]. L’ensemble B(t) est fermé non-vide mais il n’est pas convexe pour t < 1;
de plus, B(t) varie continiment en temps. Or, le point v = 0 appartient a B(1) mais pas a
B(s) pour tout s < 1; or, v = 0 est situé a l'intérieur de B(1). O

Un raisonnement identique a celui de la preuve du lemme 3.14 s’applique pour tout ¢ €
[0,t,] @ si z.(t) est la trajectoire associée a un controle temps-minimal, on a

z.(t) € 0A(t,xo), Vt € [0, (3.33)

Une illustration est présentée a la figure 3.1.

./4 t*, X0
A(t, ﬂ?o) ( )

X
X1

FiGURE 3.1 — Illustration d’une trajectoire associée a un controle temps-optimal, et plus
généralement d’une trajectoire associée a un controle extrémal.

Définition 3.16 (Controle extrémal). On dit qu’un controle u € U; est extrémal si la
trajectoire associée vérifie x,(s) € OA(s, xg) pour tout s € [0,t].

On a donc montré qu'un controle temps-optimal est nécessairement extrémal. La réciproque
est bien str fausse car la notion d’extrémalité ne distingue pas entre minimalité et maximalité.
Nous allons maintenant établir une condition nécessaire et suffisante d’extrémalité.

Théoréme 3.17 (Condition nécessaire et suffisante d’extrémalité). On fize un horizon tem-
porel T > 0. On suppose que l’ensemble U est non-vide, compact et conveze. Alors, le controle
u € Uy est extrémal sur [0,T] si et seulement si il existe une solution non-triviale (i.e., qui
n’est pas identiquement nulle) p : [0,T] — R? de I’équation

p(t) = —Alp(t), t€][0,T], (3.34)
telle que
p(t)'Bu(t) = {,%%WU)TB“? p.p. t € [0,717]. (3.35)

La fonction p : [0,T] — R? est appelée état adjoint.

Remarque 3.18. [Etat adjoint] On notera que la condition initiale sur 'état adjoint p n’est
pas spécifiée dans (3.34). On notera également que 'état adjoint est ici une fonction réguliere
du temps. En outre, seule la direction de I’état adjoint p(¢) compte dans (3.35), mais pas son
amplitude. ]
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3.3 Exemple : temps-optimalité (cas linéaire)

Remarque 3.19. [Controle extrémal| La condition nécessaire et suffisante d’extrémalité du
théoreme 3.17 montre que si le controle @ est extrémal sur [0,77], il I'est sur [0,¢] pour tout
t €10,77. O

Démonstration. (1) Condition nécessaire. Soit u € Uy un controle extrémal et soit x,, : [0,7] —
R? la trajectoire associée. Comme z,(T) € OA(T, zo) et que 'ensemble atteignable A(T) x()
est convexe (cf. la proposition 1.19), il existe un hyperplan séparant au sens large x,(7T) et
A(T, xp), i.e.,

Ipr € R\ {0}, phiy — 2,(T)) > 0, ¥y € A(T, zo). (3.36)

Une illustration est présentée a la figure 3.2. En notant @ € Uy un controle quelconque associé

A(T, Io)

zu(T)

FIGURE 3.2 — [llustration de la séparation au sens large du point z,(T") et de 'ensemble
convexe A(T, o).

A une trajectoire amenant au point y € A(T, z,), Uinégalité ph.(y — z,(T)) > 0 s'écrit

T T
/ pTTe(Tt)ABﬁ(t)dtz/ phe D4 Bu(t) dt.
0 0

En introduisant I'état adjoint tel que p(t) = —ATp(t), pour tout t € [0,7] et p(T) = pr,
I'inégalité ci-dessus se récrit

/Tp(t)TBﬂ(t) dt > /Tp(t)TBu(t) dt.

On peut alors raisonner par l'absurde. Supposons que p(t)!Bu(t) > min,cp p(t)"Bv sur un
sous-ensemble de [0,7] de mesure strictement positive. Ceci implique que

T T
/ p(t)'Bu(t)dt > [ minp(t)' Bvdt.
0

0 velU

On considere alors un controle « sur [0,7] a valeurs dans U tel que
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En invoquant un résultat de sélection mesurable (cf. la sous-section 2.4.3), on montre que
peut étre choisi mesurable sur [0,77], i.e., on a bien @ € Uy. On a ainsi obtenu

T T
min p(t)! Bv dt = / p(t)T Ba(t) dt
0

0 velU

> /Tp(t)TBu(t) dt

T
> / min p(¢)! Bo dt,
0

ce qui fournit la contradiction cherchée. En conclusion, on a bien (3.35).
(2) Condition suffisante. Supposons qu'il existe un état adjoint non trivial tel que le controle
vérifie

p(t) Bu(t) = mi(rjlp(t)TBv, p.p. t € [0,77].
vE

En remontant les calculs précédents, on en déduit que
P! (y — zu(t) 2 0, Vy € A(t, o), Vt € [0.T].
Si ., (t) € A(t, o), il existerait e > 0 tel que z,(t) — ep(t) € A(t, zo) ; d’o

p®)'(y = x(t)) = —elp(t) [z > 0,
ce qui fournit la contradiction cherchée. En conclusion, on a bien z,(t) € 0.A(t, x¢). O

Remarque 3.20. [Fonction de commutation] Dans le cas mono-entrée (i.e., dans le cas d'un
controle scalaire ou &k = 1), 'ensemble U ou le controle peut prendre ses valeurs est un
intervalle. Considérons pour simplifier le cas ou U = [—a,a] avec a > 0. La condition de
minimisation (3.35) implique alors que

u(t) = —asigne(p(t)'B).

La fonction
t—pt)'BeR

est la fonction de commutation, et les temps t. ou le controle v change de valeur sont
appelés les temps de commutation. Ces temps de commutation correspondent aux zéros
de la fonction de commutation. On montre (voir par exemple la proposition 3.4 dans [11])
que dans le cas d'un systeme de controle linéaire autonome dont les matrices A et B vérifient
la condition de Kalman et si toutes les valeurs propres de A sont réelles, alors tout controle
extrémal a au plus (d — 1) commutations. O

Exemple 3.21. [Controle d'un tram| Reprenons I'exemple 1.11 du tram. On rappelle que
le tram est repéré par sa position z(t) le long d’'un axe unidirectionnel et qu’on controle
son accélération par le biais du controle u(t). En considérant une masse unité, I’équation du
mouvement est donc

#(t) = u(t), Vte[0,T].
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3.3 Exemple : temps-optimalité (cas linéaire)

En posant X (t) = (z(¢),v(t))" ott v(t) = @(¢), on obtient

X(t) = AX(t) + Bu(t), A= (8 é) . B= (?) .

On part d'une condition initiale (zg,v9)! € R? et on souhaite atteindre la cible (0,0) en temps
minimal. En appliquant le théoréme 3.17, on introduit 'état adjoint p(t) = (p.(t), p.(t))' tel

que p(t) = —ATp(t). Il vient p:c(t) = Oa pv(t) = _px(t)a i.e.,
Pa(t) = Peo,  Do(t) = Puo — Daol.

La condition de minimalité (3.35) s’écrit

u(t) = — signe(p(t)! B) = — signe(p,(1)).

Comme la fonction p, est affine en ¢, cela nous permet déja de montrer qu’il y a au plus une
commutation et que le controle temps-optimal est nécessairement bang-bang. Pour aller plus
loin, on calcule les trajectoires dans I'espace des phases (i.e., dans le plan (z,v)).
— Si le controle est constant et égal & 1, on a z(t) — Sv(t)* = cste (car &L (z(t) — tv(t)?) =
x(t) —v(t)o(t) = v(t) — v(t)u(t) = 0); les trajectoires sont donc des paraboles d’axe
Oz, parcourues dans le sens des v croissants.
— Si le controle est constant et égal & —1, on a z(t) 4 v(t)* = cste; les trajectoires sont
donc des paraboles d’axe —Ox, parcourues dans le sens des v décroissants.

Ces paraboles sont illustrées a la figure 3.3. Les deux demi-paraboles en rouge sur la figure 3.3

FI1GURE 3.3 — Temps-optimalité pour 'arrét d’'un tram : trajectoires et courbe de commutation.

forment la courbe de commutation, et le point vert indique la commutation sur chaque tra-
jectoire. On notera que le controle optimal s’écrit comme un feedback en fonction de 1'état
puisque 1'on a
— u = 1si X est au-dessous de la courbe de commutation (dans ce cas, il faut accélérer)
— u = —1si X est au-dessus de cette courbe (dans ce cas, il faut décélérer).
L’obtention d’un controle optimal sous forme de feedback est tres intéressant en pratique. [J
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Chapitre 4

Le systéeme linéaire-quadratique (LQ)

Ce chapitre est consacré a 1’étude du systéme linéaire-quadratique (LQ). Il s’agit d’un
probleme de controle optimal régi par une dynamique linéaire et ou le critere a minimiser
est quadratique en le controle et en la trajectoire associée. Ce probleme étant relativment
simple, il nous sera possible d’en mener une analyse mathématique complete. D’une part,
nous montrerons l'existence et 'unicité du controle optimal. D’autre part, cette analyse nous
permettra de dégager plusieurs notions importantes pour la suite : I’état adjoint pour le
calcul de la différentielle du critere, le Hamiltonien pour la formulation du controle optimal
a tout temps comme un minimiseur fonction des valeurs instantanées de 1’état adjoint et enfin,
celle de feedback grace a I’équation de Riccati afin de formuler le controle optimal en boucle
fermée, c’est-a-dire comme une fonction instantanée de I’état du systeme.

4.1 Présentation du systeme LQ

On se donne un intervalle de temps [0,7], avec T' > 0, une matrice A € R¥? et une matrice
B € R™* On se donne également une condition initiale o € R? et (pour un peu plus de
généralité) un terme de dérive f € L'([0,7];R?). Le systeme de controle linéaire s’écrit sous
la forme

T, (t) = Az, (t) + Bu(t) + f(t), Vte[0,1], 2,(0) = xy. (4.1)

L’ensemble des controles admissibles est ici I'espace
V = L*([0,T];R"). (4.2)

Pour chaque controle u € L2([0,T];R¥), il existe une unique trajectoire =, € AC([0,7];R?)
associée a ce controle.

L’objectif de ce chapitre est de chercher un contréle optimal (en fait le controle optimal,
car nous verrons qu’il est unique) qui minimise dans L2([0,7]; R¥) le critere

1

J(w) =3 /0 u(t)TRu(t)dt+% /O ewu(t)TQezu(t)dt+%ezu(T)TDexu(T), (4.3)
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Chapitre 4. Le systeme linéaire-quadratique (LQ)

ol e,, = 1, — & et ot £ € C°([0,T]; R?) est une trajectoire cible donnée. On s’intéresse donc
au probleme suivant :

Chercher w € V tel que J(u) = in‘f/ J(u). (4.4)
ue

Dans la définition du critere J, les matrices @, D € R¥*? sont symétriques semi-définies po-
sitives, tandis que la matrice R € R*** est symétrique définie positive. La définie positivité
de la matrice R jouera un role clé pour assurer 'existence et 'unicité du contrdle optimal
minimisant J sur L?([0,T]; R*). On notera que le critere J résulte d'une pondération au sens
des moindres carrés entre 'atteinte de la trajectoire cible décrite par la fonction & et le fait
que le controle ne soit pas “trop grand” dans L2([0,7]; R¥). En revanche, on ne s'impose pas
ici d’atteindre exactement la cible au temps final 7' (ni & aucun temps intermédiaire). Une
illustration générale du probleme de controle optimal LQ est présentée a la figure 4.1.

£(0)

x(t)
Zo ><>45<T>

FIGURE 4.1 — Illustration du probleme de controle optimal LQ : trajectoire cible et trajectoire
optimale.

Remarque 4.1. [Q = D = 0] On peut prendre @ = D = 0 dans le critere (4.3). La solution

du probleme (4.4) est alors triviale : u = 0 sur [0,77]. O
Afin d’étudier les propriétés de la fonctionnelle J, il sera utile de poser
J(u) = JR(U) + JQD(U), Yu eV, (45)
avec
1 (7
Jr(u) = 5/ u(t)T Ru(t) dt, (4.6a)
0
Lt f 1 t
Jop(u) = 3 e, (t)'Qey, (t)dt + 56 (T De,, (T). (4.6b)
0

Lemme 4.2 (Forte convexité et continuité de J). La fonctionnelle J définie en (4.3) est
fortement convexe et continue sur l'espace de Hilbert V- = L*([0,T]; R).

Démonstration. Comme la matrice R est symétrique définie positive, la fonctionnelle Jg est
fortement convexe sur V' de parametre o« = Ay (R) (la plus petite valeur propre de la matrice
R). En effet, pour deux vecteurs vy, v, € R, on a

<UI+UQ)TR(U1+'U2) _UIva—i—v;Rvg_l(U — ) R(or — v2)
= G 1 — V2

2 2 2
T T
v Rvy + v) Rv 1
< 12 2 Q—memm)wl—vg@k.
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4.2 Différentielle du critere : état adjoint

On en déduit que pour deux controles uq,us € V', on a

J J 1

ce qui prouve la forte convexité de la fonctionnelle Jr sur V' avec parametre o = Apin(R).
De plus, la fonctionnelle Jr est clairement continue en u. Par ailleurs, la fonctionnelle Jgp
est convexe sur V' comme composée d'une application convexe par une application affine. En
effet,
— comme z,(t) = exo+ [5 e (Bu(s) + f(s)) ds, Vapplication qui & u € L?([0,T]; R¥)
associe e,, = x,, — & € C([0,T]; R?) est affine;
— comme les matrices () et D sont symétriques semi-définies positives, on montre facile-
ment que I'application qui a y € C°([0,77]; R?) associe 1 fOT y(6)'Qy(t) dt+3y(T) Dy(T) €
R est convexe (méme raisonnement que ci-dessus).
La fonctionnelle Jgp est en outre continue comme composée de deux applications continues.
En conclusion, la fonctionnelle J est fortement convexe sur V' comme somme d’une application
fortement convexe (.Jg) et d'une application convexe (Jop), et J est également continue comme
somme de deux applications continues. O

Corollaire 4.3 (Existence et unicité). Il eziste un unique contréle optimal w € V' solution
de (4.4).

Démonstration. 11 suffit de combiner le théoreme 3.8 (avec K = V') avec le lemme 4.2. O

4.2 Différentielle du critere : état adjoint

L’objectif de cette section est d’utiliser les résultats de la section 3.2.3 afin d’établir une
condition nécessaire et suffisante d’optimalité formulée a ’aide de la différentielle de la fonc-
tionnelle J.

Lemme 4.4 (Différentiabilité de J). La fonctionnelle J est différentiable sur V et on a, pour
tout u € V,

VJ(u) = Ru+ B'p (€ V), (4.7)

ou l'état adjoint p € C*([0,T];R?) est ['unique solution de I’équation différentielle rétrograde
en temps

p(t) = —ATp(t) — Qe,, (t), Vte[0,T],  p(T)= De,,(T). (4.8)
Démonstration. Comme J = Jg + Jgp, nous allons considérer séparément la différentiabilité
des fonctionnelles Jg et Jop.

(1) La différentiabilité de Jx est immédiate puisque, en utilisant la symétrie de la matrice R,

45
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il vient, pour toute perturbation du controle du € V,
1 (7
Talu+6u) = 3 / (u(t) + Su(t)) R(u(t) + u(t)) dt
0

= Jp(u) + /T Su(t) Ru(t) dt + Jr(6u)
= Jr(u) + (Ru, du)y + Jr(du).

Comme ‘ﬁg‘éﬂt) < 2 Amax(R)||6ullv, on conclut que VJg(u) = Ru € V, ce qui signifie que

p.p. sur [0,7], on a (VJg(u))(t) = Ru(t).
(2) Pour différentier Jgp, on considere la trajectoire perturbée z,.s,, associée au controle
perturbé u 4 du. Par linéarité, on a z,,¢, = x, + 0x avec

%&U(t) _ ASz(t) + Bou(t), Vtel[0T],  6x(0) =0.

La perturbation de la trajectoire dz est donc linéaire en du et on a ||0z||co(omrey < Cll0ullv

car 0x(t) = fot et=94B5u(s)ds, ot C est une constante dépendant de A, B et T mais qui
est uniforme en du. Comme les matrices () et D sont symétriques, et en raisonnant comme
ci-dessus, on obtient

Jop(u+ du) = Jop(u) + /OT 6x(t) Qe (t) dt + 6x(T)' De,, (T)

! T(S 01Qox(t) dt + L62(T) Dsw(T
+3 | 8000 Qba(t)de-+ 550(7) Dba(),
ce qui montre que
T
(Vdop(u),ou)y = / 5x(t)'Qe,, (t) dt + 62(T)' De,, (T).
0

Au membre de droite, la perturbation du controle du n’apparait pas explicitement, mais uni-
quement de maniere implicite par le fait que la perturbation de la trajectoire dx dépend
(linéairement) de la perturbation du contrdle du. Afin de faire apparaitre explicitement du au
membre de droite, on utilise I'état adjoint p € C'([0,T]; R?) solution de (4.8). En effet, en
intégrant par parties en temps, on constate que

(VJan(u), du)y = /OT 0x(t)' Qey (t) dt + 0x(T) e, (T)
— /0 ' Sz ()T (p(t) + ATp(t)) dt + 6z (T) p(T)
— /0 ' (62(t)p(t) — 6 () ATp(1)) dt

_ /0 C(Bou(t)p(t) dt = / " su(t) BYp(t) dt = (B'p. 6u)y.

0

En conclusion, on a montré que V.Jgp(u) = B'p, ce qui conclut la preuve. O
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4.2 Différentielle du critere : état adjoint

Théoréme 4.5 (CNS d’optimalité). Le contréle uw € V' est optimal pour le probléme L) si
et seulement st on a
u(t) = —R'B'p(t) Vvt € 0,17, (4.9)

ou 'état adjoint p : [0,T] — R est tel que

%(t) = —A'p(t) — Qez(t), Vte[0,T],  B(T)= Dex(T), (4.10)

ol ez =T — & et ou T = gy est la trajectoire associée au controle optimal w, i.e.,

Cfl—f(t) = Az(t) + Bu(t) + f(t), Vte[0,17, Z(0) = . (4.11)

Le triplet (Z,p, ) satisfaisant les conditions ci-dessus est appelé une extrémale.

Démonstration. 1l suffit de combiner la proposition 3.10 avec le lemme 4.4, le caractere suffisant
de la condition (4.9) résultant de la convexité de la fonctionnelle J. [

Remarque 4.6. [Etat adjoint] Attention, il n’y a pas de condition initiale sur p, mais une
condition finale en T'. Par ailleurs, dans la littérature, la convention est parfois de définir ’état
adjoint comme un vecteur ligne p := p'. Dans ce cas, le systeme différentiel rétrograde s’écrit
Lp(t) = —p(t)A — e(1)'Q, pour tout ¢t € [0,T], et p(T') = ez(T)!D. Enfin, le contréle optimal
est u(t) = —R7'BTp(t)". O

Remarque 4.7. [Régularité] On notera que si (7, p, u) est une extrémale, on ap € C*([0,7]; R%)
et par conséquent u € C1([0,T];R*). Il n’y a pas ici de phénomene de commutation pour le
controle optimal. O

Remarque 4.8. [Unicité de l'extrémale] Méme si on sait déja qu'on a unicité du controle
optimal u, donc de la trajectoire optimale T et de la trajectoire adjointe p, il est instructif de
montrer directement 'unicité de I'extrémale. Par linéarité (considérer la différence entre deux
extrémales), il suffit de montrer que dans le cas sans dérive et avec cible nulle, une extrémale
est nécessairement nulle. Considérons donc une extrémale (7, p, u) telle que

fi_f(t) = Az(t) + Bu(t),  (0) =0,
fl_i'? (t) = —A'p(t) — Qz(t), P(T) = DE(T),

u(t) = —R7'B'p(t).
L’observation cruciale est que
— 1 =
G 0T0) = () 70+ 50/ G0
fQz(t) -

p
— (1) (BYp(1) R BYp(1) < 0.
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Comme Z(0) = 0, en intégrant de 0 a 7', il vient
Td
0= #(D)'a(T) - [ o) ar

=z(T)'DZ(T) + /0 {f(t)*@f(t) + (BTﬁ(t))*R‘lBT;—o(t)} dt.

Comme les matrices D et () sont positives et que la matrice R est définie positive, on en déduit
que B'p(t) = 0 sur [0,T]. Donc, u(t) = 0, ce qui implique que T(t) = 0, et ce qui implique
enfin que p(t) = 0. O

Exemple 4.9. [Mouvement d'un point matériel] On consideére un point matériel qui peut
se déplacer sur une droite et dont on controle la vitesse (cf. 'exemple 1.22). Le systeme de
controle linéaire s’écrit, avec d = k =1,

Fu(t) = u(t), Vte[0.T],  z.(0) = o

Le critére & minimiser dans V' = L?([0,T]; R) est

J(u):%/o :Eu(t)th—l—%/o u(t)? dt,

qui réalise une pondération au sens des moindres carrés entre l'atteinte de la cible nulle sur
[0,T] et le fait que le controle ne soit pas trop grand dans L?*([0,7];R). Ce probléme rentre
dans le cadre du systeme LQ introduit a la section 4.1 en posant

A=0, B=1, R=1, Q=1 D=0, £=0.
En appliquant le théoreme 4.5, on déduit que le controle optimal est

u(t) = —p(t),

ou I’état adjoint est solution de

Py = x(t), viepI].  PT)=0.

On a donc !
-G - ()
si bien que



4.3 Principe du minimum : Hamiltonien

o
xo tanh(7T) xo/ cosh(T)
T t
—xo tanh(T")

FIGURE 4.2 — Tllustration de l'extrémale obtenue & l'exemple 4.9 (mouvement d’un point
matériel) : trajectoire (), état adjoint p(t), controle optimal u(t) ; la cible £(t) est identique-
ment nulle.

On notera que ’état adjoint initial est, a ce stade, encore inconnu. Afin de le déterminer, on
utilise la condition en t = T' sur I’état adjoint, a savoir p(7") = 0. On obtient facilement que
P(0) = x¢ tanh(7T"). En conclusion, I'extrémale s’écrit

gl

(t) = mom cosh(T —t),
(t) = l’om smh(T — t),
(t) = —]_9(t> = —xoﬁm Sth(T — t)

Cette extrémale est illustrée a la figure 4.2. O]

3l

gl

4.3 Principe du minimum : Hamiltonien

L’objectif de cette section est de reformuler le théoreme 4.5 a I’aide de la notion de Hamil-
tonien. Ce point de vue nous sera tres utile au chapitre suivant lorsque nous aborderons les
systemes de controle non-linéaires et formulerons le principe du minimum de Pontryaguine.

Définition 4.10 (Hamiltonien). Le Hamiltonien associé au systéme de controle linéaire (4.1)
et a la fonctionnelle J définie en (4.3) est lapplication H : [0,T] x RY x RY x R¥ — R telle
que

H(t,z,p,u) = p'(Az + Bu+ f(t)) + %u*Ru + %(az — ) Q(z — £(1)). (4.12)

On notera bien que dans cette écriture, (x,p,u) désigne un vecteur générique de R? x R x R¥.

Un calcul élémentaire sur les dérivées partielles du Hamiltonien (qui sont ici identifiées a
des vecteurs colonne) montre que

Vo H(t, x,p,u) = Alp + Q(z — £(t)), (4.13a)
V,H(t,z,p,u) = Az + Bu + f(t), (4.13b)
V. H(t,z,p,u) = B'p + Ru. (4.13c¢)
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Chapitre 4. Le systeme linéaire-quadratique (LQ)

On considere maintenant 'extrémale (Z,p,w) obtenue au théoreme 4.5. Pour tout ¢ € [0,77,
on évalue H et ses dérivées partielles en (t,7Z(t),p(t),u(t)). On constate d’'une part que

%) = AR(1) + Bu(t) + (1) = V,H(t, 7(0), 5(0), 7(1), (L14a)
Z_f(t) = —ATﬁ(t) —Q(T(t) — (1)) = =V H(t,Z(t),p(t), u(t)), (4.14b)

et d’autre part que
VL H(E7(), 5(), T(t)) = 0. (4.15)

Comme la fonction v — H(t,z, p,v) est fortement convexe en v € R* pour tout triplet (¢, z, p)
fixé¢ dans [0,7] x R? x RY, I'équation (4.15) ne signifie rien d’autre que

u(t) = arg min H (¢, T(t),p(t),v), Vt e [0,T]. (4.16)

vEREK

Il s’agit du principe du minimum de Pontryaguine (PMP) dans le cas particulier du
systeme LQ. Résumons ce résultat sous la forme d’une proposition.

Proposition 4.11 (PMP pour le systeme LQ). Le contrdlew € V est optimal pour le probléme
L@ st et seulement st on a

u(t) = arg ]glin H(t,z(t),p(t),v), Vtel0,1], (4.17)
vERF
avec
W) = W H (L 70),50),7(0) = AF(0) + Ba(),  70) =, (1.180)
%(t) = —V.H(t,7(t),p(t),u(t)) = —A'B(t) — Qez(t), B(T) = Dex(T), (4.18b)
ou ez(t) =z(t) — £(1).
Remarque 4.12. [Conventign de signe] On aurait pu définir H := —H et aboutir & un
principe du maximum pour H. O]

Dans le cas particulier avec dérive et cible nulles, i.e., lorsque f =0 et & = 0 sur [0,77], le
Hamiltonien H ne dépend pas du temps, i.e., on a

H
aa—t(t,x,p, u) = 0. (4.19)

On dit que le Hamiltonien est autonome.

Proposition 4.13 (Conservation du Hamiltonien le long de I'extrémale). On suppose que
dérive et cible sont nulles, i.e., que le Hamiltonien est autonome. Alors, la valeur du Hamil-
tonien se conserve le long de l’extrémale (T,p, ).
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4.4 Bquation de Riccati : feedback

Démonstration. On considere 'application H : [0,7] — R telle que
H(t) = H(z(t),p(t).u(t)), vtel0.T].

En dérivant cette fonction par rapport au temps, il vient

dH , . 1dx +dp rdu
(1) = (V.H) — () + (V,H) () + (V.H) (1)
_ dp,,;dT dz . .dp B
ce qui conclut la preuve. O

Exemple 4.14. [Mouvement d’un point matériel] On reprend I’exemple 4.9 du mouvement
d’un point matériel le long d'une droite et dont on contrdle la vitesse, i.e., &,(t) = u(t), pour
1

tout ¢ € [0,T], et 2,(0) = xo. Le critére a minimiser est a nouveau J(u) = 3 fOT z,(t)* dt +

% foTu(t)2 dt. Ce probleme rentre dans le cadre du systeme LQ avec d =k =1 et
A=0, B=1, R=1, Q=1 D=0, £(=0.

Le Hamiltonien est 'application de R x R x R dans R telle que

1 1
H(x,p,u) =pu+ §u2 + 5:1:2.
A (x,p) étant fixés, 'application u — H(x,p,u) est quadratique. Le principe du minimum
de Pontryaguine (cf. la proposition 4.11) implique que le contréle optimal u(t) est, pour tout
t € [0,7], le minimiseur de v — H(Z(t),p(t),u) sur R. En utilisant I'expression de H, on
obtient facilement

u(t) = —p(t).
On retrouve ainsi le méme résultat que celui obtenu en considérant la différentielle de J. De
plus, si on évalue le Hamiltonien le long de I'extrémale, il vient

car

cosh(T —t), p(t) = sinh(T —t).

—n Lo Lo

() = cosh(T") cosh(T")
Ce calcul confirme que le Hamiltonien est bien constant le long de I'extrémale, comme annoncé
a la proposition 4.13. O

4.4 Equation de Riccati : feedback

L’objectif de cette section est de montrer qu’il est possible, en résolvant 1’équation de
Riccati, de formuler & tout temps ¢ € [0,7] le controle optimal u(t) comme un feedback sur
I'état Z(t). Pour simplifier, on suppose que dérive et cible sont nulles.
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Chapitre 4. Le systeme linéaire-quadratique (LQ)

Théoreme 4.15 (Equation de Riccati). On suppose que dérive et cible sont nulles. I eziste
une unique matrice P € C([0,T]; R™?) solution de I’équation de Riccati

P(t) = —A'P(t) — P(t)A+ P(t)BR'B'P(t) — Q, Yt € [0,T], P(T)=D, (4.20)
et on a
p(t) = P(t)z(t), Vte|0,T], (4.21)

si bien que le controle optimal s’écrit sous forme de boucle fermée :
u(t) = K()@(t), K(t)=—-R'B'P(t), Vte[0,T) (4.22)

De plus, la matrice P(t) est symétrique semi-définie positive, et définie positive si la matrice
D est définie positive. Enfin, la valeur optimale du critére est J(u) = %:UBP(O):UO

Démonstration. (1) Dépendance linéaire. Le probleme LQ) étant bien posé, on sait qu'il existe
un unique couple (Z,p) € C1([0,T]; R? x R?) tel que

dx

dt()
dp

=) = —Ap(t) - Qx(t),  P(T) = D(T).

Az(t) — BR™'Bp(t), 7(0) = w0,

Par linéarité, le couple (Z,p) dépend linéairement de la condition initiale z, € R?. 11 existe
donc des matrices X', P dans C*([0,T]; R¥*?) telles que

Z(t) = X(t)xo, p(t) =P(t)xe, Vte 0,17,

et on a X(0) = 1.

(2) Inversibilité de X'(t). Nous allons montrer que la matrice X (¢) est inversible pour tout
t € [0,T]. Pour ce faire, on raisonne par l'absurde. Soit s € [0,7] et 0 # zy € R? tels que
Z(s) = X(s)xg = 0. On a nécessairement s > 0 car X'(0) = I;. De plus, on a vu que

 (p0)17(1)) =~ Qa(t) — (B'p(1))' R BIp(1).

En intégrant de s a T, et comme Z(s) = 0, il vient

T
0 = (Dz(T))'Z(T) + / (f(t)TQf(t) + (BT;—o(t))TRlBTp(t)) dt > 0.
Les matrices D, @), R étant symétriques (semi-)définies positives, on en déduit que

u(t) = —R'B'p(t) =0, Vtel[sT].

On a donc Z(t) = Az(t) et Z(s) = 0; dou ZT(t) = 0 sur [s,T]. De méme, comme on a

B(t) = —A'p(t) et p(T) = DT(T) = 0, il vient p(t) = 0 sur [s,7]. On en déduit que (7,p)
vérifie un systeme différentiel linéaire avec conditions finales Z(7') = p(T") = 0. Ceci implique
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4.4 Bquation de Riccati : feedback

que Z(t) = p(t) = 0 sur [0,7]; en particulier, on obtient o = 0, d’ou la contradiction.
(3) Equation de Riccati. On pose

Pt)=Pt)X )", VvteloT).
Par construction, on a P € C'([0,T]; R%*4). De plus, on constate que

%(t) - E@)I(t) + P(t)g(t)

dP 1 =
_ (%(t) + P(t)A— P(t)BR B*P<t))w<t>7

et par ailleurs, on a également Z—f(t) = —A"p(t) — Qz(t). On en déduit que

(%(t) + P(t)A+ ATP(t) — P(t)BR'B'P(t) + Q) Z(t) =0,
pour tout t € [0,T] et pour tout zy € RY. Pour tout ¢t € [0,7] fixé, le vecteur Z(t) décrit R?
lorsque xq décrit RY (car X (t) est inversible). Par conséquent, la fonction ¢ — P(t) est bien
solution de I’équation de Riccati pour tout ¢ € [0,7]. En raisonnant de maniére analogue, on
constate que p(T) = DzZ(T) = P(T)z(T). Comme Z(T') décrit R? lorsque x décrit R?, on
conclut que P(T) = D.

(4) Propriétés de P(t). La fonction ¢ — P(t) est solution d’un systeme différentiel quadratique.
La non-linéarité satisfait donc une condition de Lipschitz locale, ce qui assure I'unicité de la
solution. L unicité prouve que P(t) est symétrique pour tout ¢ € [0,T] car la fonction t +— P(t)T
satisfait la méme équation. Afin d’établir la positivité de P(t) pour tout t € [0,77], on raisonne
comme suit. Soit x € R%. Posons g = X(t)"1x de sorte que x = Z(¢) ol Z est la trajectoire
optimale issue de x5. Comme la fonction ¢ — p(t)"Z(t) est décroissante, il vient

' P(t)x =z(t)'P(t)T(t) > Z(T)'DZ(T) > 0,
ce qui montre que P(t) est semi-définie positive. Enfin, si la matrice D est définie positive,
cela entraine Z(T) = 0, d’ou z = X ()X (T)"'z(T) = 0, i.e., la matrice P(t) est alors définie
positive.
(5) Valeur optimale du critere. Il vient

~3 | (st ploy o)) at + Spryiatr)
~5 | —5E0'T0) &+ 5y ar)
= SP0)17(0) = ST(0) PO)T(0) = 32 P(0)z0,
ce qui conclut la preuve. O
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Chapitre 4. Le systeme linéaire-quadratique (LQ)

Remarque 4.16. [Représentation linéaire de 1’équation de Riccati] Au lieu de résoudre un
systeme différentiel quadratique de taille dH) (P est symétrique), on peut considérer le
systeme différentiel linéaire suivant qui est de taille 2d :

i (i) = (o ") (i)

=AcR(2d)x(2d)

On note R(t) = eTD4 1a résolvante associée a ce systeme différentiel (telle que R(T) = Iog).

On pose
Ri(t) Ra(t) (2d)x (2d)
R(t) = eR ,
0=t o)

ot les quatre blocs sont a valeurs dans R4, On a z(t) = Ry(t)z(T) + Ro(t)p(T) et p(t) =
R3(t)x(T) + Ry(t)p(T). Or p(T) = Dz(T), si bien qu’en posant Xr(t) = Ry(t) + Ra(t)D et
Pr(t) = Rs(t) + R4(t)D, il vient z(t) = Xr(t)z(T) et p(t) = Pr(t)z(T). En conclusion, la
matrice P(t) solution de I’équation de Riccati s’obtient également a partir de la résolvante du
systeme linéaire de taille 2d ci-dessus en posant

P(t) = (R3(t) + Ry(t)D)(Ry(t) + Ry(t) D)™t € R4,

Cette expression est intéressante en pratique car elle évite de devoir résoudre un systeme
différentiel non-linéaire. O

Exemple 4.17. [Mouvement d’un point matériel] On reprend I’exemple 4.9 du mouvement

d’un point matériel le long d’une droite et dont on controle la vitesse, ie xu(t) = (t) pour
tout t € [O T], et 2,(0) = xo. Le critere & minimiser est a nouveau J(u) = 3 fo z,(t)* dt +
3 fo )2dt. Ce probléme rentre dans le cadre du systeme LQ avec d = k =1let

A=0, B=1, R=1 Q=1 D=0, (=0
L’équation de Riccati pour la fonction P(t), ici a valeurs scalaires, s’écrit
P(t)=P(t)?* -1, vte[0,T), P(T)=0.
On obtient P(t) = tanh(7 — t). Le controle optimal se met alors sous forme de boucle fermée
u(t) = K(t)z(t), K(t)=—P(t)=—tanh(T —1).
Pour mémoire, on avait trouvé que

(t) = b (T) cosh(T —t),
ﬂ(t) = —ﬁ(t) = —m Slnh(T t),

gl

ce qui permet de retrouver I’ expression ci-dessus liant @(t) a T(t). Enfin, la valeur optimale du
critere est J(u) = 223 P(0) = 123 tanh(T)). O
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Chapitre 5

Principe du minimum de Pontryaguine
(PMP)

Ce chapitre est consacré au probleme de controle optimal pour des systemes non-linéaires.
Le résultat phare est le principe du minimum de Pontryaguine (PMP) dont nous nous
contenterons de donner I'énoncé dans ce chapitre, une esquisse de preuve étant présentée
au chapitre suivant. Nous verrons que le PMP ne fournit que des conditions nécessaires
d’optimalité dont la formulation fait intervenir, comme pour le systeme LQ du chapitre
précédent, les notions d’état adjoint et de Hamiltonien. En revanche, le PMP ne dit rien
sur 'existence d'un controle optimal ni sur le caractere suffisant de ces conditions. L’intérét
pratique du PMP est de nous permettre de faire un premier tri des contréles candidats a
I'optimalité ; en espérant que les controles vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité du
PMP ne sont pas trop nombreux, on pourra ensuite les examiner individuellement pour en
déterminer le caractere optimal ou non. Afin de nous familiariser avec I’emploi du PMP, nous
présentons dans ce chapitre deux exemples d’application : le systeme LQ avec des contraintes
sur le controle d'une part et un modele non-linéaire de dynamique de populations d’autre part.

5.1 Systemes de contrdle non-linéaires

On se donne un intervalle de temps [0,7] avec T" > 0, on considére un état a valeurs
dans R?, d > 1, et un controle & valeurs dans un sous-ensemble fermé non-vide U C R*. On
s’intéresse au systeme de controle non-linéaire

Tu(t) = (8 za(t),u(t)), VEE[0T],  2.(0) = 2o, (5.1)

avec une dynamique décrite par la fonction f : [0,7] x RY x U — R?. L’ensemble des controles
admissibles est ici le sous-ensemble

U= LY[0,T);U) c L*([0,T];R"). (5.2)

L’objectif est de trouver un controle optimal € U qui minimise le critere
T
J(u) = / g(t, (), u(t)) dt + h(x,(T)), (5.3)
0
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ot les fonctions g : [0,7] x R¢ x U — R et h : R? — R sont données. Le probleme de controle
optimal est donc le suivant :
Chercher @ € U tel que J(u) = in£ J(u). (5.4)
ueE
Nous allons formuler quelques hypotheéses (en général, raisonnables) sur les différents
ingrédients intervenant dans la formulation du probleme de contréle optimal (5.4), & savoir
la fonction f pour la dynamique et les fonctions g et h pour le critere. Commencons par les
hypotheses sur la dynamique. On suppose que

(a) feC%0,T] x RY x U;RY) et f est de classe C! par rapport a x;
(b) 3C, |f(t,y,v)|re < C(1+ |ylga + |v|rr), VE € [0,T], Yy € RY, Vv € U
(¢) Pour tout R > 0, 3Ck, %(t,y,UMRdXd < Cr(1+ |v|ga), Vt € [0,T], Yy € B(0, R), Yv € U.

Dans ces hypotheses, C' et Cr désignent des constantes génériques indépendantes de (¢,y,v),
Cr dépendant du rayon R de la boule fermée B(0, R) ; par la suite, nous utiliserons les symboles
C et Cg avec la convention que les valeurs de C' et de C'g peuvent changer a chaque utilisation
tant qu’elles restent indépendantes du temps, de ’état du systeme et de la valeur du controle.
L’objectif des trois hypotheses ci-dessus est d’assurer, pour tout controle u € U, 'existence et
I'unicité de la trajectoire associée z, € AC([0,T]; R?).

Lemme 5.1 (Existence et unicité des trajectoires). Dans le cadre des hypothéses (a), (b), (c)
ci-dessus, pour tout controle u € U, il existe une unique trajectoire associée z,, € AC([0,T]; R?)
solution de (5.1).

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence de la version locale du théoreme de Cauchy-
Lipschitz avec une dynamique mesurable en temps uniquement (cf. le théoreme 2.6). On
considere le systeme dynamique #(t) = F(t,z(t)) avec la fonction F : [0,T] x R? — R?
telle que F(t,xz) = f(t,z,u(t)). La fonction F' est mesurable en ¢, et elle est continue en x.
De plus, F est localement lipschitzienne par rapport a z puisque 'on a, pour tout ¢ € [0,7] et
tout x1, 29 € B(0, R),

|F(t,21) = F(t,23)|ge < Co(t)|1 — 22lra, Co(t) = sup |Z(t,y, u(t))]pava-
y€B(0,R)

Comme Cy(t) < Cr(1 + |u(t)|gs) grace a 'hypothese (c), on a bien Cy € L'([0,T];Ry). En
outre, la fonction F' est localement intégrable grace a I'hypothese (b) puisque 'on a, pour tout
r € R et tout t € [0,77,

|F(t,2)[za < C(1+ |2lra + |u(t)|er) € LH([0.T];Ry).

Il reste enfin & s’assurer que la trajectoire maximale est bien définie sur tout I'intervalle [0,7]
(i.e.,, quil n’y a pas eu d’explosion en un temps t, < T'). Pour cela, on utilise le lemme de
Gronwall rappelé ci-dessous. Comme on a x(t) = xo + f(f f(s,x(s),u(s)) ds, on peut appliquer
ce lemme avec z(t) = |z(t)|ge et ¥ (t) = C. L'estimation (5.5) est satisfaite avec o = |zg|pa +
C(T+ ||lul| g1 (jo,r1;rr)) grace a hypothese (b). On en déduit que la trajectoire reste bien bornée
sur [0,77, i.e., il n’y a pas d’explosion. O
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Lemme 5.2 (Gronwall). Soit ¢,z : [0,T] — R, deuz fonctions continues telles que
t
da >0, Vtel0,T], z2(t) <« +/ P(s)z(s)ds. (5.5)
0

Alors, on a z(t) < aelo Y9 pour tout t € [0,77].

Démonstration. Posons W (¢ fo s) ds et considérons la fonction v( fo
En utilisant (5.5), on constate que

Dy ()0 st e=¥OU ()
216 = o) [ 0(6)z(6)ds + e OpD0)

— (e (z<t> - / $(9(5)ds ) < (e ™.

Comme v(0) =0 et ¥(0) = 0, en intégrant cette majoration de 0 a ¢, il vient

/ Y(s =v(t) < 04/0 Y(s)e ¥ ds = a1 — e W),

et en ré-arrangeant les termes, on obtient

a+ /tw(s)z(s) ds < ae¥®.
0

On conclut en utilisant a nouveau la borne (5.5) sur z(t). O

Venons en maintenant aux hypotheses sur le critere. On suppose que
(d) g € C°[0,T] x R? x U;R) et g est de classe C! par rapport a z; de plus, h € C*(R% R);
(e) Pour tout R > 0, 3Ck, |g(t,y,v)| < Cr(1 + |v|gs), ¥Vt € [0,T], Vy € B(0,R), Vv € U ;
(f) Pour tout R >0, 3Ck, |94(t,y,v)|pe < Cr(1+ |v|ar), V¢ € [0,T], Yy € B(0,R), Yv € U;
(g) Les fonctions g et h sont minorées respectivement sur [0,7] x R? x U et sur R

Ces hypotheses nous permettent d’affirmer que, pour tout u € U, le critere J(u) est bien
défini car la trajectoire associée x, est bien définie et z,(t) € B(0, R(u)), pour tout ¢ € [0,77,
si bien que grace a ’hypothese (e), la fonction ¢ — g(¢, z(t), u(t)) est bien intégrable. En outre,
I'infimum de J sur U est bien fini grace a I'hypothese (g). Il est donc raisonnable de considérer
le probleme de minimisation (5.4). Les hypotheses (d) et (f) nous seront utiles a la section
suivante pour définir 1’état adjoint.

5.2 PMP : énoncé et commentaires

L’objectif de cette section est d’énoncer le principe du minimum de Pontryaguine (PMP)
pour le systéme de contrdle non-linéaire (5.1) et la fonctionnelle J définie en (5.3). Dans ce
chapitre, nous nous contenterons d’énoncer le PMP et d’en voir quelques premiers exemples
d’application. La preuve du PMP sera esquissée au chapitre suivant. Comme dans le cas plus
simple du systeme linéaire-quadratique (cf. la section 4.3), le PMP repose sur la notion de
Hamiltonien.
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Définition 5.3 (Hamiltonien). Le Hamiltonien associé au systéme de controle non-linéaire (5.1)
et a la fonctionnelle J définie en (5.3) est lapplication H : [0,T] x R x REx U — R telle que

H(t,z,p,u) =p' f(t,z,u) + g(t,z,u). (5.6)

On notera bien que dans cette écriture, (z,p,u) désigne un vecteur générique de R x R x U.
Lorsque l'application H ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le Hamiltonien est
autonome.

Théoréme 5.4 (PMP). Siw € U est un contréle optimal, i.e., siu est une solution de (5.4),
alors en notant T = 1y € AC([0,T];RY) la trajectoire associée au controle u et en définissant
’état adjoint p € AC([0,T];R?) solution de

dp — oh

()= —A@)'B(t) —b(t), vt € [0,T], B(T) = 5, 21)) € R, (5.7)

ot pour tout t € [0,T7,

A(t) = %(t,f(t),ﬂ(t)) cR™ p(t) = %(t,f(t),a(t)) € RY, (5.8)
on a, p.p. t € [0,T],
u(t) € ar%erélin H(t,z(t),p(t),v), (5.9)

ou le Hamiltonien H : [0,T] x R? x R? x U — R est défini en (5.6). Un triplet (T,p, ) satis-
faisant les conditions ci-dessus est appelé une extrémale. On notera que avec les conventions
9g

adoptées, 52 et % sont des vecteurs colonne.

Remarque 5.5. [Etat adjoint] L’état adjoint p est solution d’un systéme linéaire (& (Z,7)
fixés) instationnaire et rétrograde en temps. Ce systeme, ainsi que la condition finale sur p(7),
sont bien définis grace aux hypotheéses (a) et (d) ci-dessus. De plus, ce systéeme admet une
unique solution car la fonction b est bien intégrable en temps grace a I'hypothese (f) et la
fonction A est dans L'([0,7]; R¥*?) grace a I'hypothese (c). O

Remarque 5.6. [Condition nécessaire| Dans le cas du systeme de controle non-linéaire (5.1)
avec la fonctionnelle J définie en (5.3), le PMP ne fournit qu'une condition nécessaire
d’optimalité. En revanche, le PMP ne dit rien sur l'existence d'un controle optimal, et il
ne fournit pas en général de condition suffisante (cf. toutefois la proposition 5.12 ci-dessous).
L’intérét pratique du PMP est de restreindre le champ des possibles en vue de 'obtention
d’un controle optimal : on commence par considérer les extrémales et, en espérant qu’elles ne
sont pas trop nombreuses, on en fait ensuite le tri. L]

Remarque 5.7. [Amplitude de p] Si on multiplie les fonctions g et h par un facteur A € R,
le nouveau critere a minimiser est Jy, = A.J, le nouvel état adjoint est p, = ADp, et le nouvel
Hamiltonien est Hy = AH. Comme H), et H ont les mémes minimiseurs, cela montre que
I’amplitude de p n’apporte pas d’information en vue de la résolution du probleme de controle
optimal. 0
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5.2 PMP : énoncé et commentaires

Remarque 5.8. [Hamiltonien autonome] Lorsque le Hamiltonien est autonome, i.e., que 1'ap-
plication H ne dépend pas explicitement du temps, la condition (5.9) devient

u(t) € ar%erélin H(z(t),p(t),v).

On observera que le controle optimal u dépend (en général) du temps car T(t) et p(t) dépendent
(en général) du temps. O

Exemple 5.9. [Systeme LQ] Appliquons le théoreme 5.4 au systeme LQ étudié au chapitre
précédent. Pour simplifier, on omet le terme de dérive. On a

ft,x,u) = Ax + Bu, g(t,z,u) = %UTRU + %em(t)TQex(t), h(z) = %em(T)TDex(T),

oll e,(t) = x — £(t) ; on rappelle que les matrices Q, D € R¥? sont symétriques semi-définies
positives, que la matrice R € R¥** est symétrique définie positive et que £ € C°([0,T]; R?) est
la trajectoire cible. Pour le systeme LQ), il n’y a pas de contraintes sur le controle, on a donc
U = R*. Le Hamiltonien s’écrit

H(t,z,p,u) = p'(Azx + Bu) + $u'Ru + Le,(t)'Qe,(t).

On a donc (noter I'unicité du minimiseur)

1
u(t) = arg min (ﬁTBU + —UTR’U),
veRk 2
ce qui équivaut a
u(t) = —R'Bp(t).

8f — = Qe,, % = De,, I’équation (5.7) sur I’état adjoint devient

Comme o= A
T

9g
) Ox

@(t) = —AB(t) — Qez(t), Vt €[0T, P(T) = Dez(T),

dt
qui est bien I'équation différentielle rétrograde et la condition finale qui avaient été obtenues
au chapitre précédent pour I'état adjoint (cf. le théoreme 4.5). [

Exemple 5.10. [Non-existence de contrdle optimal] Donnons un exemple relativement simple
de non-existence de controle optimal. On considere le systeme de controle linéaire &, (t) = u(t)
avec x,(0) = xg = 0 et T'= 1. Le critére & minimiser est

J(u) = /01 wu(t)th—i—/Ol(u(t)z —1)%dt, U=[-1,1].

Alors, on a inf,ey J(u) = 0 et il n’existe pas de controle optimal. Pour le montrer, on considere
pour tout n € N, la suite minimisante de controles

u,(t) = (=%, te[L B ke{0,...,2n — 1},

2n° 2n

dont la trajectoire associée, z,, est en dents de scie et vérifie ||z, || Lo 0,1) < 5= (cf. la figure 5.1).

On en déduit que J(u,) < 155. S'il existait @ € U tel que J(u) = 0, alors on aurait Z(t) = 0
et u(t) € {—1,1}, mais u(t) = %(¢) = 0. La difficulté rencontrée dans cet exemple provient
de la non-convexité du critere. O
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Chapitre 5. Principe du minimum de Pontryaguine (PMP)

FIGURE 5.1 — [llustration du (contre-)exemple 5.10 : controle issu d'une suite minimisante et
trajectoire associée.

Exemple 5.11. [Absence de condition suffisante] Donnons maintenant un exemple ou le
PMP ne fournit pas de condition suffisante d’optimalité. On considere a nouveau le systeme
de controle linéaire &(t) = u(t) avec g = 0 et T = 1. Le critere a minimiser est cette fois

J(u)z/o (za(t)? —1)2dt, U =[-11].

On cherche donc a minimiser la distance de z(t) a ’ensemble {—1, 1} ; les contraintes sur u font
que z(t) € [—1,1], Vt € [0,T]. Il y a donc deux controles optimaux, qui sont @ (t) = £1, pour
tout ¢t € [0,77, et on a inf,e J(u) = fol(tQ— 1)>dt = £. Or, si on considere le controle u(t) = 0,
celui-ci vérifie les conditions du PMP mais ce n’est pas un controle optimal car J(0) =1 > &.
En effet, on a f(t,z,u) = u, g(t,z,u) = (22 —1)%, h = 0, la trajectoire associée est T(t) = 0 et
I’état adjoint est p(t) = 0. Le Hamiltonien & minimiser est H (¢, z(t), p(t),v) = (z(t)*—1)* dont
un minimiseur est bien v = 0. La difficulté rencontrée dans cet exemple provient a nouveau
de la non-convexité du critere. ]

Concluons cette section par un résultat positif quant au caractere suffisant de la condition
d’optimalité du PMP.

Proposition 5.12 (Condition suffisante). Le PMP fournit une condition suffisante d’op-
timalité sous les hypotheses suivantes :

— f(t,z,u) = A(t)x + B(t)u avec A € C°([0,T];R>?) et B € CO([0,T]; R>k) ;

— U =L*[0,T);U) ot U est un ensemble convexe fermé non-vide ;

— la fonction g est convexe et différentiable en (z,u) € R x U ;

— la fonction h est conveze et différentiable en x € RY.

Démonstration. Nous nous contenterons d’esquisser la preuve. La fonctionnelle J est convexe
en u sur 'ensemble convexe K = L*([0,T];U) (on travaille dans L? afin de se placer dans le
cadre des espaces de Hilbert). De par la proposition 3.11, @ est un contréle optimal dans K si
et seulement si

(VJ(E), v — E)LQ([O,T];]R]“) >0, YveK.

Grace a l'introduction de 'état adjoint p solution de (5.7), ceci se récrit
T
/ (p(t)*Bw(t) — (1)) + 526, 7(0), W) (v(1) — a(t))) dt >0, Voe kK.
0
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5.3 Application au systeme LQ avec contraintes

Cette inégalité, toujours grace a la proposition 3.11, équivaut au fait que u soit minimiseur
sur K de la fonctionnelle

J(u) = /0 ' <T9(t)TBu(t) + g(t,f(t),u(t))) dr.

En raisonnant comme dans la preuve du théoreme 3.17, on montre que cela équivaut au fait
que u(t) soit minimiseur instantané de v — p(t)TBv + g(t,Z(t),v), ce qui n’est rien d’autre
que minimiser le Hamiltonien par rapport a v. O

5.3 Application au systeme L(Q avec contraintes

L’objectif de cette section est d’illustrer le PMP dans le cas du systeme LQ) (dynamique
linéaire et critere quadratique), mais contrairement au chapitre 4, nous supposons ici qu'il y a
des contraintes sur le controle. Malgré la présence de ces contraintes, ce nouveau probleme de
controle optimal reste relativement simple, et il nous sera en fait possible de prouver le PMP
(et d’en établir le caractere suffisant) en nous appuyant sur I'inéquation d’Euler caractérisant
le minimiseur d’une fonctionnelle convexe sur un sous-ensemble convexe, fermé, non-vide d’un
espace de Hilbert (cf. la proposition 3.11).

Soit T > 0, une matrice A € R™? une matrice B € R** et une condition initiale z, € R%.
Le systeme de controle linéaire s’écrit sous la forme

Tu(t) = Az, (t) + Bu(t), ¥t e [0,1], 2,(0) = xo. (5.10)

Soit U un sous-ensemble convexe, fermé, non-vide de R*. L’ensemble des controles admis-
sibles est ici le sous-ensemble
K = L*([0,T]; U). (5.11)

On s’intéresse au probleme de minimisation sous contraintes

Chercher @ € K tel que J(u) = inf J(u), (5.12)

ueK

avec le critere quadratique

Tw) =5 /O u(t)! Ru(t) dt + /0 nu ()1 Qea, () + s, (1)1 Dy (T), (5.13)

oll ey, = 1, — & et € € C[0,T]; R?) est la trajectoire cible. Comme dans le chapitre 4, les
matrices Q, D € R?™? sont symétriques semi-définies positives, tandis que la matrice R € R¥*¥
est symétrique définie positive.

Lemme 5.13 (Existence et unicité). Il eziste une unique solution au probléeme (5.12), i.e., la
fonctionnelle J définie par (5.13) admet un unique minimiseur sur le sous-ensemble K défini
par (5.11).
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Chapitre 5. Principe du minimum de Pontryaguine (PMP)

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme 3.8. D’une part, K est un sous-ensemble
convexe, fermé, non-vide de I'espace de Hilbert V = L2([0,T]; R¥). En effet,
— K est non-vide car le sous-ensemble U est non-vide (considérer un controle constant en
temps égal a un élément de U) ;
— K est convexe car le sous-ensemble U est convexe (pour tout uy, us € K et € [0,1],0ona
Ouq (t)+(1—0)us(t) € U p.p. t € [0,T] car U est convexe, si bien que fuy+(1—0)us € K);
— enfin, K est fermé dans V car si (u,)nen est une suite de K convergeant vers u dans V|
comme la convergence dans L?([0,7]; R¥) implique la convergence p.p. (& une sous-suite
pres) et que le sous-ensemble U est fermé, on en déduit que u(t) € U p.p. t € [0,1],

ie,ue K.
D’autre part, la fonctionnelle J est fortement convexe et continue (elle est méme différentiable)
sur V' (cf. les lemmes 4.2 et 4.4). O

Dans la suite de cette section, on notera u € K = L?*([0,T];U) I'unique contréle optimal
solution de (5.12) et T = zy la trajectoire associée. Le systeme LQ avec contraintes rentre
dans le champ d’application du PMP. En procédant comme a I’exemple 5.9 (qui traitait le cas
sans contraintes), on introduit 1’état adjoint p € C1([0,7]; R?) tel que

05
D (1) = ~ATp(1) ~ Qe(t), Wre[0T],  P(T) = Des(T), (5.14)

ol ex(t) = T(t) — £(t) p.p. t € [0,7], et le Hamiltonien H : [0,T] x R? x R? x R* — R tel que

H(t,x,p,u) = p' (Ax + Bu) + %uTRu + %(x — ) Q(z — £(1)). (5.15)

En appliquant le PMP (cf. le théoréme 5.4), on en déduit qu'une condition nécessaire d’opti-
malité est que, p.p. t € [0,T], u(t) est un minimiseur de H(¢,Z(t),p(t),v) sur U, i.e.,

u(t) € arg min H(t,z(t),p(t),v). (5.16)

vel
En inspectant 'expression de H, on voit que de maniere équivalente, on a
a in (ol BB + Lot
u(t) € arg min ( v'B'p(t) + 5V Rv ). (5.17)
velU

Or, la fonctionnelle en v au membre de droite est quadratique et fortement convexe. On en
déduit qu’elle admet un unique minimiseur sur le sous-ensemble convexe, fermé, non-vide U
de R¥. De maniere plus précise, on a donc

1
u(t) = arg min (vTBTﬁ(t) + §’UTRU). (5.18)

vel

Lorsque U = R*, on retrouve bien le résultat du chapitre 4, & savoir u(t) = —R~'B'p(t). Dans
le cas général pour le sous-ensemble U, on n’a pas forcément d’expression explicite de u(t) en
fonction de p(t) car celle-ci dépend de la forme du sous-ensemble U.

62



5.3 Application au systeme LQ avec contraintes

Proposition 5.14 (Condition nécessaire et suffisante). La condition (5.18) est une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité pour le probléme (5.12). En outre, cette condition
définit un unique controle optimal uw € K et celui-ci est une fonction lipschitzienne du temps.

Remarque 5.15. [Fonction lipschitzienne] Le fait que le controle optimal @ € K soit une
fonction lipschitzienne du temps montre que pour le systeme LQ avec contraintes, il n’y a pas
de phénomenes de type bang-bang pour le controle optimal. O

Démonstration. (1) La fonctionnelle J étant convexe et différentiable sur V', une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité pour le probleme (5.12) est I'inéquation d’Euler (cf. la
proposition 3.11)

(VJ(m),v —u)y >0, YveK.

En utilisant I'expression de la différentielle de J obtenue au lemme 4.4, on en déduit que
(Ru+ B'p,v —a)y >0, WveK,

ou encore, en explicitant le produit scalaire dans V' = L2([0,T]; R¥),
T
/ (w(t) — T (RE(t) + BB dt > 0, Vo e K = LX([0.T):U).
0

En utilisant a nouveau I'inéquation d’Euler, ceci ne signifie rien d’autre que

u = arg min J5(v),
veK

ou la fonctionnelle
r 1
T V=R, T) = / <v(t)TBTp(t) + §v(t)TRv(t)) dt
0

est quadratique, différentiable et fortement convexe sur V. On pose pour tout ¢ € [0,77,

1
uy(t) = arg min (UTBT]_D(t) + §UTRU>.

vel
De l'inéquation d’Euler dans U C R¥, on déduit que pour tout ¢ € [0,T7,
(v — ug(t)) (Ruy(t) + B'p(t)) >0, Vv eU.

(2) Montrons que la fonction uy(¢) ainsi définie est lipschitzienne en ¢ sur [0,7]. Soit t1,t, €
[0,7]. On a

(us(t2) — ug(tr)) " (Ruy(t1) + BYp(t1)) > 0,
> 0.

(ug(t1) — ug(t2))' (Ruy(t2) + B'B(t2))
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En posant duy = uy(t2) — uy(t1), il vient
(0ug) Réuy < (duy)' BY(B(t1) — B(t2))-
Comme la matrice R est par hypothese définie positive, on en déduit que

[ug(t2) — ug(tr) | = [0t lrr < Auwin(R) ™| B[|xa [P(t2) — Blt1)[ze,

ol Apin(R) > 0 désigne la plus petite valeur propre de la matrice R. Comme la fonction
t — p(t) est de classe C* en t, cela montre que la fonction ¢ — uy(t) est lipschitzienne en t.
(3) En conclusion, la fonction wuy : [0,7] — R* est mesurable (car lipschitzienne), de carré
sommable et a valeurs dans U. On a donc uy € K. De plus, comme u(t) € U p.p. t € [0,T],
'inégalité suivante est satisfaite p.p. t € [0,T] :

1 1
() B'p(t) + §u(t)TRﬂ(t) > uy(t)'Bp(t) + §uﬁ(t)TRuﬁ(t).
En intégrant cette inégalité de 0 a T, il vient

Tp(@) 2 Tp(uy).

Par unicité du minimiseur de J; sur K, on conclut que u = w. O

5.4 Exemple non-linéaire : ruche d’abeilles

On considere un modele relativement simple de dynamique de populations. Pour fixer les
idées, nous allons le décliner dans le contexte de la modélisation d’une ruche d’abeilles. On
suppose que dans la ruche, la population d’abeilles a(t) et celle des reines r(t) évolue selon la

dynamique
Lo (a(t)) _ (e(u(t)a(t)
(t) = (r(t)) = ( vu(t)a(t) ) , Vtel0,T], (5.19)

ou le controle u € L>([0,7];U) avec U = [0, 1] représente U'effort des abeilles pour fournir des
reines et ou nous avons introduit la fonction

v:[0,1] =R, o) =a(l—-v)-7. (5.20)
Les parametres du modele «;, 3, sont des réels strictement positifs et on suppose que a > 5.

On suppose également que a(0) > 0; comme a(t) = p(u(t))a(t), on a a(t) > 0 pour tout
t € [0,7]. On notera également que

— si u est constant égal a 1, on a a(t) = —fa(t) < 0 : la population d’abeilles décroit
(exponentiellement) ;

— si u est constant égal a 0, on a a(t) = (o — B)a(t) > 0 : la population d’abeilles croit
(exponentiellement).

64



5.4 Exemple non-linéaire : ruche d’abeilles

Notre objectif ici est de chercher un controle optimal afin de maximiser la population de reines
au temps T. En introduisant la fonctionnelle J : U = L'([0,T]; U) — R telle que

J(u) = —r(T), (5.21)
le probleme de controle optimal est donc le suivant :

Chercher uw € U tel que J(u) = inf J(u). (5.22)

ueU

On commence par chercher une condition nécessaire d’optimalité en appliquant le PMP.
L’état de la ruche est décrit par le vecteur = (a,7)" € R2 Le probleme de controle opti-
mal (5.22) rentre dans le cadre d’application du PMP en posant

flz,u) = (@(u)a) , glx,u) =0, h(x)=—r (5.23)

yua
Soit W € U un controle optimal, de trajectoire associée (@,7)!. Comme %(x, u) = (“"ﬁfﬁ) 8) et
%(x,u) = 0, I'état adjoint p = (p,,D,)" : [0,7] — R? est tel que
dp, D o
E(t) = _@(u(t))pa(t) - Pyu(t)pr(t)a
1t Vt € 0.7), (5.24)
ey
dt ’
et la condition finale sur I’état adjoint est
B(T) = (p.(T),p,(T)) = (0, =1)". (5.25)
On a donc .
SR = —p@O)B(0) +7a0). B(1)= -1, vie0T] (5.26)

dt
Par ailleurs, le Hamiltonien est autonome (cf. la définition 5.3) et s’écrit sous la forme

H(x,p,u) = pap(u)a + yprua. (5.27)
La condition de minimisation (5.9) s’écrit, en utilisant le fait que @(¢) # 0 pour tout ¢ € [0,7],

u(t) € arg miny(t)v, (5.28)

v€[0,1]
ou la fonction de commutation est donnée par
P(t) = —pa(t)a — 7. (5.29)

La solution du probléme de minimisation (5.28) est élémentaire ; on obtient, pour tout t € [0,7],
— sip(t) >0, u(t) =0;
— siyp(t) =0, u(t) € 0,1];
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— si(t) <0, a(t) =1.
Le controle optimal est donc nécessairement bang-bang, sauf si p,(tf) = —2 sur un sous-
intervalle de temps de mesure strictement positive. Reprenons alors I’équation de 1’état ad-
joint :

— sip,(t)>—2,u(t)=1,et on a %]_Ja(t) = 0p,(t) +~v >0, i.e., t — p,(t) est croissante ;

— sip,(t) < =1, uw=0,et ona %ﬁa(t) = (— a)p,(t) > 0, i.e., t — p,(t) est encore

croissante ;
— enfin, il ne peut exister d’intervalle de mesure strictement positive ou p, est constant
et égal a —1; en effet, dans ces conditions, on aurait p(u(t))2 4+ yu(t) = 1 — g # 0,
donc p, ne pourrait pas étre constant.
Nous pouvons maintenant terminer la résolution du probléme. Au temps final, 1(7") = —v < 0,

ce qui montre que u(7T) = 1, i.e., au temps final, le controle optimal consiste a fournir des
reines (ce qui n’est pas tres surprenant puisque l'objectif est d’en maximiser le nombre). Le
point qui reste a préciser est s’il est optimal d’en fournir depuis I'instant initial ou s’il convient
plutot de laisser d’abord croitre la population d’abeilles avant de commencer a en fournir.
Comme la fonction de commutation est continue, il existe un temps t, < 7T' tel que u(t) = 1
sur |t., T]. Sur cet intervalle, on a %(t) = [Bp,(t) + v et par ailleurs la condition finale sur p,
étant p,(T) = 0, on en déduit que

Po(t) = —% (1 — e5<tT>), vt € [t,, T]. (5.30)

La fonction p, est donnée par I'expression ci-dessus tant que le controle optimal u reste égal a
1. Pour que la valeur du contréle change, la fonction de commutation (qui est continue) doit

s'annuler, i.e., p,(t.) = —2. En utilisant I'’expression de p,, on obtient
1 p
t,=—=1In(1 — — T. 5.31
Sl =5)+ (5.31)

On notera que t, < T. Deux cas peuvent alors se produire en fonction des parametres du
probleme.

— Cas 1. t, < 0 (ce qui correspond au cas d’un horizon temporel T' petit) ; le controle
optimal est alors w = 1 sur [0,77, ce qui signifie que 'on fournit des reines en continu
depuis t =0 jusqu'a t =1T;

— Cas 2. t, > 0 (ce qui correspond au cas d'un horizon temporel T relativement grand);
le controle optimal est @ = 0 sur [0, t.[ et @ = 1 sur |t,, T]. En effet, le controle @ vérifie
bien le PMP car %(t) = (B — @)P,(1), Pu(ts) = =2, dou P, (t) = —LelFi=t) < 2
sur [0,t,], si bien que la fonction de commutation est positive, ce qui correspond bien
a u(t) = 0. L’ensemble {t € [0,T] | ¥(t) = 0} est réduit au singleton {t.} et est donc
de mesure nulle.

Une illustration de la trajectoire, de ’état adjoint et du controle optimal est présentée a la
figure 5.2 dans le cas ou il y a une commutation.
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FIGURE 5.2 — Trajectoire, état adjoint et controle optimal pour le modele de ruche.
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Chapitre 6

PMP : preuve, extensions, application

Ce chapitre est consacré au principe du minimum de Pontryaguine (PMP) introduit au
chapitre précédent. Dans ce chapitre, nous en esquissons la preuve, puis nous présentons une
extension du PMP au cas ou on rajoute une contrainte sur l'atteinte d’une variété cible
au temps final. Nous présentons également un exemple d’application couvrant plusieurs cas
de figure : le probleme de Zermelo ol on considére une barque traversant un canal sous un
courant fort et ou on cherche a atteindre la berge opposée en minimisant le déport latéral ou
encore en minimisant le temps de traversée. Enfin, nous présentons une méthode de résolution
numérique basée sur le PMP et utile dans les applications : la méthode de tir.

6.1 PMP : esquisse de preuve

On reprend le systeme de controle non-linéaire considéré a la section 5.1. On rappelle que
la dynamique s’écrit sous la forme

T, (t) = f(t,2,(t),u(t)), Vte|0,T], 2,(0) = o, (6.1)
avec T >0, f:[0,T] x R x U — R? et zp € R%. L’ensemble des controles admissibles est
U = L(0,7);U), (6.2)

ot U est un sous-ensemble fermé non-vide de R¥. L’objectif est de trouver un controle optimal
u € U qui minimise le critere

() = /0 ot 2u(t), u(t)) dt + h(za(T)), (6.3)

ot les fonctions g : [0,7] x R x U — R et h : R? — R sont données. Le probleme de controle
optimal est donc le suivant :
Chercher @ € U tel que J(u) = inf J(u). (6.4)

ueU

On rappelle les hypotheses qui avaient été introduites afin de garantir 1’existence et 'unicité
d’une trajectoire x, pour un contréle donné v € U (cf. en particulier le lemme 5.1) et le fait
que la fonctionnelle J(u) est bien définie :
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(a) fe€C%0,T] x R x U;RY) et f est de classe O par rapport a x;

(b) 3C, 1£(t, 1, 0)lga < C(1+ ylaa + lols), Ve € [0.7), ¥y € RY, Yo € U

(¢) Pour tout R > 0, ACk, %(t,y,v)mdm < Op(1+ |v|ga), ¥Vt € [0,T], Yy € B(0,R), Vv € U;
(d) g € C°[0,T] x RY x U;R) et g est de classe C* par rapport & x; de plus, h € C1(R% R);
(e) Pour tout R > 0, 3Ck, |g(t,y,v)| < Cr(1 + |v|gs), Vt € [0,T], Vy € B(0,R), Vv € U ;

(f) Pour tout R > 0, 3C, %(t,y,v)h@ < Cr(1+ |v|gs), Vt € [0,T], Vy € B(0,R), Yv € U ;
(g) Les fonctions g et h sont minorées respectivement sur [0,7] x R? x U et sur R?.

Dans ces hypotheses, C' et Cg désignent des constantes génériques indépendantes de (t,y,v),
Cr dépendant du rayon R de la boule fermée B(0, R) ; comme précédemment, nous continuons
a utiliser les symboles C' et C'p avec la convention que les valeurs de C' et de C'z peuvent changer
a chaque utilisation tant qu’ils restent indépendants du temps, de I’état du systeme et de la
valeur du controle.

Rappelons enfin I’énoncé du PMP (cf. le théoreme 5.4).

Théoréme 6.1 (PMP). Siw € U est un contrile optimal, i.e., si T est une solution de (6.4),
alors, en notant T = xy € AC([0,T);R?) la trajectoire associée a u, et en définissant 'état
adjoint p € AC([0,T];RY) solution de

%(t) = —AW)B(t) —b(t), vte07T], B(T)= %@(T)), (6.5)

avec A(t) = 3L (¢, 7(t), u(t)) € R et b(t) = 22(¢,7(t),u(t)) € R? pour tout t € [0,T], on a,
p.p. t € [0,T],
u(t) € arg min H(t,7(t),p(t),v), (6.6)

velU

ot le Hamiltonien H : [0,T] x R? x R? x U — R est défini par
H(t, @, p,u) = p'f(t,2,u) + g(t, 2, ). (6.7)

On rappelle enfin qu'un triplet (T, p, u) satisfaisant les conditions ci-dessus est appelé une
extrémale et que le PMP ne fournit qu'une condition nécessaire d’optimalité; en re-
vanche, il ne dit rien sur 'existence d’un controle optimal et il ne fournit pas a priori de
condition suffisante.

Démonstration. Nous allons nous contenter de donner une esquisse de la preuve, en insistant
sur les idées principales sans nécessairement fournir tous les détails techniques pour certains
résultats intermédiaires. Ce qui compte ici est donc davantage 1’esprit de la démonstration que
sa lettre.

(1) L’idée fondamentale est de tester I'optimalité de J(u) en faisant des variations aiguille :
il s’agit de perturbations de @ d’ordre un(!) mais sur un intervalle de temps de longueur tres
petite 6 < 1. Soit t € [0,T] et § € ]0,7 —t[, avec 6 < 1. La perturbation reste donc petite

70



6.1 PMP : esquisse de preuve

A ”
U
Iy IS T

FIGURE 6.1 — Principe de la variation aiguille pour le controle optimal @ (& gauche), trajectoire
optimale et trajectoire perturbée (a droite).

dans L'([0,T];R*). Soit v € U arbitraire. On pose Is = [t,t + 6] et on considere le controle
perturbé
u(t vVt e [0,T]\ 1,
Ué(t>: u( )7 [7 ]\ s
v, vVt € Is.

On note x; la trajectoire associée au controle perturbé. On admet par la suite que p.p. t € [0,7]
(de tels points sont appelés points de Lebesgue), pour ¢ = f et 1 = g,

6—0t

lim %/léw(s,f(s),ﬂ(s))ds Wt T(), 7).

On suppose dans la suite de la preuve que ¢ est un point de Lebesgue; le résultat ci-dessus
justifie donc que l'on consideére bien tous les instants ¢ € [0,77] & un sous-ensemble de mesure
nulle pres.

(2) Comparaison des trajectoires. Comme x5(t) = T(t) et x5(s) = T(s) + O(J) pour tout
s € Is, on peut invoquer la continuité de f en (¢, x) et la propriété des points de Lebesgue afin
d’obtenir les estimations suivantes :

zs(t+0) =T(t)+ | f(s,z5(s),v)ds =T(t) + 0f(t,T(t),v) + 0(d),
Z(t+0) =7(t) + (s,@(s),u(s))ds =z(t) + 0 f(t,z(t),u(t)) + o(6),

si bien que

st +0) —T(t+06) = o(f(t,T(t),v) — f(t,T(t),u(t))) + o(9).

Une illustration est présentée a la figure 6.1. On va maintenant comparer zs(s) et Z(s) pour
tout s € I = [t +0,T]. I est clair que z45(s) — T(s) = O(d) pour tout s € I}, et on cherche a
préciser la différence & I'ordre un en 4. On introduit la solution y; € AC(I;; R?) de 1’équation
différentielle

Us(s) = A(s)ys(s), Vself, ys(t+9) = f(t,z(t),v) — f(t,Z(t),u(t)),
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oil on rappelle que A(s) = 8—f(s Z(s),u(s)). On en déduit que
Sy

5(s) —7(s) =

En effet, on a vu que ®5(t + 6) = 0(8) et ds(s) = Ws(s) + A(s)Ps(s), pour tout s € I}, ol
WUs(s) = o(s) uniformément sur I3, car

s(s) + ®s(s), Vself, 5 = 0(0) unif. sur I .

Us(s) = f(s,2s(s),u(s)) — [(s,2(s),u(s)) — A(s)(zs(s) — 2(s)).
En conclusion de cette premiere étape de la preuve, on a donc
z5(s) — T(s) = dys(s) + o(d) unif. sur I

(3) Comparaison des criteres. Grace a la comparaison des trajectoires, a la continuité de g en
(t,z) et a la propriété des points de Lebesgue, il vient

Hus) = T(0) = [ gl as(s).us(s)) = g, (5). (5) ds + ha(T)) = (a(T)
— [ tsssts).0) = gl o). (s ds+ [ gl ne). () = gl (). () ds

Is 1f

oh

56—( (1)) ys(T) + o(6)

+ 5%( (T))1ys(T) + o(6),
9g

ol on rappelle que b(s) = §%(s,Z(s),u(s)). L'optimalité de w implique donc que

0 <g(t,z(t),v) — g(t,2(t),u(t)) + /H(S b(s)'ys(s) ds + %(_(T))Tya(T) +o(1).

(4) Introdlgztion de I'état adjoint et conclusion. L’état adjoint P, qui est par définition tel que
B (s) = —A(s)Tp(s) — b(s) sur [0,T] et p(T) = 22(z(T)), nous permet d’éliminer la fonction
ys. En effet, il vient

T T = T
[ sty as + Fmn o) = [ (=B = A5 ) ) s+ 5T )

- / 9Py iys(s) ds + BT ys(T)
+ 5) y(;(t + 5)
F48) (F(L (), ) — £t T(0), (1)),

En faisant tendre ¢ | 0, il vient par continuité de p,

0 < g(t,7(t),v) — g(t,T(),a(t) + B (f (£, T(t),v) — f(t, (¢

=Dt
=Dl

~—
g
—~
~+
~—
~—
~—
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et en utilisant la définition du Hamiltonien, on obtient
0 < H(t,z(t),p(t),v) — H(t,Z(t), p(t), u(t)),

ce qui conclut la preuve car v est arbitraire dans U. O

6.2 Extensions du PMP : atteinte de cible

On considere a nouveau le systeme de controle non-linéaire présenté a la section 6.1, mais
on rajoute la contrainte d’atteindre une variété cible M a l'instant t =T, i.e.,

2o(T) € M, (6.8)

ot M est une variété différentielle de classe C' de dimension 0 < d’ < d. Le cas d’une cible
ponctuelle correspond & M = {z;} avec z; € R? (et d’ = 0), et 'absence de contrainte de
cible (ou contrainte de cible triviale) correspond au cas ot M = R? (et d’ = d). L’ensemble
des controles admissibles devient

Uy ={ue L'0,T);U) | 2,(T) € M}, (6.9)
et le probleme de controle optimal devient

Chercher @ € Uy tel que J(u) = inf J(u), (6.10)

uEU N
ou le critere J est toujours défini par (6.3).

Définition 6.2 (Espace tangent). En un point x1 € M, l'espace tangent T, M est l’en-
semble des vecteurs vitesse des courbes tracées sur M passant par xy. Si M = {x1} (cible
ponctuelle), on a T,, M = {0}, et si M = R? (pas de contrainte de cible), on a Ty, M = R?,
Une illustration de l’espace tangent est présentée a la figure 6.2.

Nous admettrons le résultat suivant (voir par exemple la référence [7], ainsi que le théoreme
7.18 dans [11] pour un énoncé plus général ou la donnée initiale est uniquement prescrite dans
une variété).

Théoreme 6.3 (PMP avec cible). Si uw € Uy est un contréle optimal, i.e., si U est une
solution de (6.10), alors, en notant T = x5 € AC([0,T];RY) la trajectoire associée a U, on a,
p.p. t € 0,7,

u(t) = arg min H(¢,Z(t),p(t), A\, v), (6.11)

vel
ou H:[0,T] x R x RI x R, x U — R est le Hamiltonien tel que
H(t,z,p, \,u) = p' f(t,x,u) + \g(t, z,u), (6.12)
et ot le couple (p, ) € AC([0,T]; R?) x Ry est tel que (p,\) # (0,0) et l'état adjoint b vérifie

D (1) = ~A(0)p(t) — Nb(1), vt < [0.7], (6.13)
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T, M

FIGURE 6.2 — Variété M (homéomorphe a une sphere), point z; € M et espace tangent T, M.

ou A(t) = ZL(t, (1), u(t)) € R et b(t) = 82(¢,T(t),u(t)) € R Enfin, on a la condition
de transversalité sur l’état adjoint au temps final

B(T) — A%(E(T)) L Toy M. (6.14)

Un quadruplet (Z,p, \,u) satisfaisant les conditions ci-dessus est appelé une extrémale.

Remarque 6.4. [Extrémales normales et anormales] Comme (p, \) # (0,0), deux cas peuvent
se produire :

— X # 0 : le PMP étant invariant par un facteur d’échelle positif sur (p, ), on peut

supposer que A = 1; on dit que 'extrémale est normale ;

— XA =0: on a nécessairement p # 0; on dit que I'extrémale est anormale.
Lorsque M = R? (pas de contrainte de cible), toute extrémale est normale. En effet, la condi-
tion de transversalité devient p(T") = A9%(Z(T)) car TyryM = R?;si A = 0, on a p(T) = 0
et la dynamique de p implique que p = 0, ce qui est exclu. On a donc bien A\ # 0 dans le cas
o M = R¢. En revanche, lorsque la variété M est de dimension d’ < d, il peut y avoir des
extrémales anormales. O

Remarque 6.5. [Méthode de pénalisation] On peut remplacer la contrainte de cible par une
pénalisation dans le critére, ce qui conduit au probleme (noter que ce probléme est & nouveau
posé sur U et non plus sur Uy, comme (6.10))

Chercher u € U tel que J(u) = inf J.(u),

ueU

avec la fonctionnelle pénalisée
1
Jo(u) = J(u) + —d(x,(T), M)*.
€

Si le coefficient de pénalisation € est petit, on s’attend a ce que d(z,(7T), M) soit également
petit. On peut alors étudier les extrémales (Z., p,, u.) du systéeme pénalisé. Si p, reste borné
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6.2 Extensions du PMP : atteinte de cible

quand € — 0T, Pextrémale du systéme pénalisé tend vers une extrémale normale du systeme
contraint. En revanche, si |p.|ge — +00 quand € — 0%, on obtient une extrémale anormale.
On pourra consulter la section 4.6 de [8] pour approfondir ces aspects. O]

Remarque 6.6. [Cas ou T n’est pas fixé] Lorsque 1'horizon temporel T' pour rejoindre la cible
M n’est pas fixé a priori, on montre (voir a nouveau [7]) qu’on a également une condition
de transversalité sur le Hamiltonien au temps final T', qui s’écrit

Ivneiél H(T,z(T),p(T),\,v) =0. (6.15)

Le Hamiltonien minimisé est la fonction H : [0,7] — R telle que
H(t) = H(t,z(t),p(t), A, u(t)).
Comme le controle optimal %(¢) minimise le Hamiltonien, en supposant que U = R* (ou que
u(t) appartient a I'intérieur de U), on en déduit que
OH
ou
De plus, en supposant suffisamment de régularité en temps pour que les manipulations ci-

dessous soient licites, on observe que
dr 0H

(£, T(t), B(t), \,(t)) = 0.

—(t) = —(t,2(t),p(t), N\, u(t
5 1) = 5, (L. 50). 0.7().
dp oH, _ . _ _
Par conséquent, si le Hamiltonien est autonome, i.e., si %—If =0,ona
dH d .. _ oy
5 (1) = H@@),p(t), A u(t) =0.

Le Hamiltonien minimisé étant nul en 7" de par la condition de transversalité (6.15), on conclut
que
H(t) = H(z(t),p(t), A u(t)) =0, Vvt e[0,T],

i.e., le Hamiltonien minimisé pour un systeme autonome sans horizon temporel fixé est iden-
tiquement nul. O

Exemple 6.7. [Temps-optimalité (cas linéaire autonome)] Afin d’illustrer la remarque 6.6,
considérons le probléeme de temps-optimalité pour un systeme linéaire autonome avec contrainte
de cible ponctuelle M = {z;} (cf. la section 3.3). On a donc

f(t,z,u) = Az + Bu, g(t,z,u)=1, h(z)=0.

L’état adjoint satisfait 2(¢) = —A'p(t) pour tout ¢ € [0,T], et la condition de transversalité
sur 'état adjoint est triviale car elle s’écrit p(7') L 0. Il n’y a donc pas de condition finale sur
I’état adjoint. Le Hamiltonien vaut

H(x,p, N, u) = p'(Az + Bu) + A,

5
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i

o ! A
c(y) - | Nu-o7T ¢
’ ’ Y .
(0,0) g

FI1GURE 6.3 — llustration du probleme de Zermelo : barque traversant un canal.

et on constate qu’il est autonome (%—Ij = 0). La condition de minimisation donne

7(t) = arg minp(t)' Bv.
velU

On retrouve bien le résultat du théoréme 3.17. O]

6.3 Application : probleme de Zermelo

On considere une barque traversant un canal de largeur ¢. On considere un repére cartésien
ou 'axe Ox coincide avec la berge de départ et 'axe Oy est transverse au canal. La barque a
une vitesse d’amplitude constante notée v, et le courant a une vitesse ¢(y). On suppose que
c(y) > v, pour tout y € [0,¢]; il s’agit d’'une hypothese dite de courant fort car 'amplitude
du courant est toujours supérieure a la vitesse de la barque. La configuration est illustrée a
la figure 6.3. Le controle est I’angle u de la vitesse de la barque par rapport a I'axe Oz, la
vitesse étant considérée dans le repere du courant. L’état de la barque est décrit par le couple
X = (z,9)" € R? donnant les coordonnées de la barque dans le repere Ozy. La trajectoire de
la barque est régie par la dynamique suivante :

X(t) = f(X (1), ult)) = (“ COSEJ“S(Q()UH;W))) ., Vte[o,T], (6.16)

et la condition initiale est X (0) = (0,0)". Nous allons (briévement) considérer trois problemes
de controle optimal pour atteindre la berge opposée :

1. minimiser le déport latéral ;
2. minimiser le temps de traversée ;

3. atteindre un point de la berge opposée en temps minimal.

Minimisation du déport latéral

Dans le probleme de minimisation du déport latéral, le critere fait intervenir les fonctions

g(t,X,u) =0, h(X)=uz, (6.17)
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F1GURE 6.4 — Controle optimal pour la minimisation du déport latéral.

et on rajoute la contrainte de cible y(T) = (. Le temps final est libre. Commengons par
considérer I'état adjoint. Comme A(t) = (9 C'@O(t))) et b(t) = (§), Vétat adjoint p = (P, p,)’
satisfait

P = cste, “1(0) = ~¢(F0)7 (6.1

et la condition de transversalité sur I’état adjoint s’écrit

(i) (o) = 2= o

Par ailleurs, le Hamiltonien vaut
H(X,p, A\, u) = (py cos(u) + pysin(u))v + pre(y). (6.20)

Si [plr2 # 0, la condition de minimisation sur le Hamiltonien nous donne le controle optimal
sous la forme

cos(u) = =t

Le Hamiltonien minimisé vaut H(t) = H(X(t),p(t), \,u(t)) = —|p(t)|v +p,c(m(t)) et la condi-
tion de transversalité sur le Hamiltonien au temps final donne

sin(u) = ——. (6.21)

—[p(T)|v + p,e(y(T)) = 0. (6.22)

Montrons qu’il n’y a pas d’extrémale anormale. On raisonne par ’absurde en supposant
que A = 0. Dans ce cas, on a p, = A = 0, ce qui implique que p, est constant. En utilisant
la condition de transversalité sur H, on voit que p, s’annule au temps final (sinon, le Ha-
miltonien minimisé au temps final vaudrait —[p,(T")|v = 0, ce qui serait une contradiction).
Par conséquent, p, serait également nul & tout temps, ce qui est exclu car (p, A) # ((0, 0)7,0).
L’extrémale étant normale, nous pouvons supposer que p, = A = 1. Par conséquent, on a
toujours p # (0,0)", si bien que le controle optimal est bien donné par I'équation (6.18).

7



Chapitre 6. PMP : preuve, extensions, application

(0,0) v

F1GURE 6.5 — Illustration de I’ensemble atteignable pour le probleme de Zermelo sous hy-
pothese de courant fort.

Montrons maintenant que |p(t)|gz = C@—lft)), pour tout ¢ € [0,7]. En effet, cette relation est

satisfaite en T de par la condition de transversalité sur H. En dérivant par rapport au temps,
et en utilisant le fait que [plgz = (1 + 1‘93)1/2, il vient

dp| p,dp, . _ ,_. ldy,_. 1d&y)
dt |p| dt sin(u)c'(7) v dt (@) v odt ( )
ce qui montre que
d( _ c(@(t))
— ) |pe — = 0. .24
pn (|p< )r . 0 (6.24)

On peut aussi montrer cette propriété en utilisant le fait que le Hamiltonien minimisé est
constant en temps (cf. la remarque 6.6). En conclusion, le contréle optimal s’écrit comme un

feedback sous la forme y

c((t))’

Une illustration montrant comment déterminer le controle optimal est présentée a la figure 6.4.
J— /=2

Un calcul simple montre que £X (¢) = c71)2(\/ &2 —v2,0), ot ¢ := c(¥(t)), si bien que angle

de la vitesse de la barque dans le repere cartésien avec 'axe Oz est u(t) — 7.

cos(u(t)) = — Vit € [0,77]. (6.25)

Remarque 6.8. [Ensemble atteignable] La résolution du probleme de déport latéral per-
met de déterminer I’ensemble atteignable par tout controle. Celui-ci est illustré de maniere
schématique a la figure 6.5. m

Minimisation du temps de traversée

Le critere fait cette fois intervenir les fonctions g(¢, X, u) = 1 et A(X) = 0. On a toujours
la contrainte de cible y(T") = £ et le temps final reste libre. Les équations de I’état adjoint sont
inchangées :

P, = cste, = —(y)p,, (6.26)

Py
dt
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mais la condition de transversalité sur 1'état adjoint est maintenant
7.(T)=0 = p, =0, (6.27)

ce qui implique que
p, = cste. (6.28)

Le Hamiltonien a minimiser le long de 'extrémale vaut

H(X,p, A\ u) = (P, cos(u) + P, sin(u))v + pc(y) + A
= P, sin(u)v + A, (6.29)

car p, = 0. On a nécessairement p, # 0, car sinon la condition de transversalité sur le
Hamiltonien donnerait A = 0, ce qui est exclu. Le controle optimal est donc sin(u(t)) = 1, i.e.,

a(t) = g (6.30)

On retrouve un conseil (relativement) bien connu : “ne jamais naviguer contre le courant si
on veut atteindre la rive opposée le plus vite possible.”

Atteindre une cible en temps minimal

On suppose que la cible a pour coordonnées (z1, £)" ol 7, est situé en aval du point de déport
minimal. On a g = 1 et h = 0 comme dans le cas précédent. Les équations d’évolution de I'état
adjoint restent inchangées, mais la condition de transversalité sur I'état adjoint devient triviale.
Le Hamiltonien est H(X,p, \,u) = (p, cos(u) + pysin(u))v + pc(y) + A, et le Hamiltonien
minimisé est

H(t) = —[p(t)|v+ pe(y(t)) + A =0, Vitel0,T]. (6.31)

Deux situations peuvent se produire :

1. Extrémale anormale (A = 0) : on obtient a nouveau cos(u(t)) = — gy cette situa-

tion se produit lorsque x; est ’abscisse du point de déport minimal.

2. Extrémale normale (A = 1) : en utilisant le Hamiltonien minimisé et cos(u(t)) =

—‘;(—i)', il vient

— ]_DCC/U
L =7.e(y(t))

[ oll ¢4 = maxyejoq c(y). On obtient une famille de courbes

cos(u(t)) (6.32)

1
7 vty
a un parametre ; lorsque p, — —o0o, on tend vers 'extrémale anormale; par ailleurs, la
valeur p, = 0 correspond a la traversée en temps minimum.

pourvu que p, € | — 00
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6.4 Reésolution numérique : méthode de tir

Le PMP peut servir de base a une méthode numérique de résolution du probleme de
controle optimal : la méthode de tir. Cette méthode est intéressante lorsqu’il est facile de
minimiser le Hamiltonien, i.e., lorsqu’on est capable d’évaluer une fonction

C(t,x,p) € arg min H(t,z,p,v), V(t,z,p) € [0,T] x R x R (6.33)

velU

Dans ce cas, en posant z(t) = (z(t), p(t))! € R? x R?, on obtient le systeme différentiel
i(t) = F(t,2(t), vtel0,T], (6.34)

avec F' = (F,, F,) : [0,T] x RY x R — R? x R? telle que

Pt (2,9) = S{t,2,C(1.2.9)) (6.35)
Ey(t, (2.1)) = ~ 5 (12,66, 2,)'p = 52 6,2,C(1,2.p). (6.350)

Le principe de la méthode de tir est le suivant :

1. On se donne une condition initiale py € R? sur 1’état adjoint; en intégrant le systeme
différentiel (6.34), on obtient p(T) € R?; ceci nous permet de définir 'application

F:R* R F(po) :=p(T) — %(x(T)). (6.36)

2. On cherche py € R? tel que F(py) = 0; il s’agit d'un systéme de d équations non-linéaires
couplées dans R?, que I'on peut (tenter de) résoudre par la méthode de Newton.

Les deux avantages de la méthode de tir sont une tres grande précision numérique (si la
convergence est atteinte ...) et une efficacité méme en grande dimension sur I’état (i.e., méme
si d > 1). En revanche, les difficultés rencontrées avec la méthode de tir sont un (tres) petit
domaine de convergence, la nécessité de vérifier apres coup 'optimalité de la solution trouvée,
et le fait que la structure des commutations doit étre connue a I'avance (la méthode de Newton
exploitant la régularité de F).

Remarque 6.9. [Méthodes directes] On peut aussi chercher un controle optimal en utilisant
une méthode directe qui n’invoque pas le PMP. Dans ce cas, on considere directement le
probleme de controle optimal. On se ramene en dimension finie en discrétisant en temps la
dynamique (en utilisant un schéma d’Euler par exemple) et on consideére par exemple des
controles constants par morceaux. On obtient ainsi un probleme d’optimisation non-linéaire
sous contraintes en dimension finie, que I'on peut résoudre de plusieurs fagons (par exemple,
en utilisant les techniques de Sequential Quadratic Programming). Les méthodes directes sont
de mise en ceuvre simple ; en revanche, elles sont souvent peu précises et deviennent tres cheres
si d est grand. Enfin, on observera qu’on peut utiliser une méthode directe pour initialiser une
méthode de tir. ]
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Chapitre 7

Programmation dynamique en temps
discret

Ce chapitre introduit un nouveau point de vue pour la résolution des problemes de controle
optimal. Pour simplifier, nous considérons des problemes de controle optimal en temps dis-
cret ; nous reviendrons aux problemes en temps continu au chapitre suivant. L’idée clé de ce
chapitre est de plonger le probleme de controle optimal dans une famille de problemes de
controle optimal paramétrés par une paire (zx,t,) représentant un état générique du systeme
r € R? & un instant discret ¢, € {t, = 0,...,txy = T}. On cherche alors pour chaque paire
(x,t,), la fonction valeur définie comme la valeur minimale du critere pour le probleme de
controle optimal défini a partir de ¢,, en prenant x comme état du systeme. C’est a premiere
vue étonnant puisqu’on a maintenant a résoudre une famille de problemes de controle opti-
mal au lieu d’un seul (méme si souvent on considere de toutes fagons plusieurs conditions
initiales...). Le point remarquable est que la famille de fonctions valeur est solution d’une
équation de récurrence rétrograde, appelée équation de programmation dynamique. De
plus, la résolution rétrograde de cette équation, du temps final au temps initial, nous four-
nit a chaque instant discret un controle optimal comme un feedback sur 'état du systeme.
Nous pouvons alors revenir au probleme de controle optimal de départ qui était posé avec
une certaine condition initiale o € R? au temps t; = 0, et en avancant du temps initial
au temps final, nous pouvons déterminer les controles optimaux a tous les instants discrets
ainsi que la trajectoire optimale associée. L’idée a la base de la programmation dynamique est
plus générale que le cadre des problemes de controle optimal. Nous en donnerons un exemple
d’application en optimisation combinatoire.

7.1 Controle optimal en temps discret

On considere des instants discrets
O=to<ty<---<ty=T (N>0). (7.1)

Plutot que de décrire 1'état du systeme et le controle par des fonctions z : [0,7] — R? et
u:[0,7] = U C R* (ot U est sous-ensemble fermé non-vide de R¥), on les décrit ici par des
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familles discretes

(l'm)me{O:N} € Rd(N+1)a (um)mG{O:N—l} € UN- (72)

La dynamique discrete d’évolution s’écrit sous la forme suivante :
Tmt1 = Fo(Tm, ),  Vm € {0:N—1}, To =, (7.3)

ol F,, : RéxU — R?, pour tout m € {0:N—1}, et - € R est la condition initiale. Etant donnée
la condition initiale x, la connaissance des controles (Um)me{o; ~N—1}y détermine par récurrence
les états successifs (@, )meqi:ny en utilisant (7.3). Au premier abord, il peut paraitre surpre-
nant de noter x la condition initiale; c’est en fait tout a fait naturel dans le contexte de la
programmation dynamique ou une des idées clés est de considérer une famille de problemes
de contrdle optimal paramétrés par la condition initiale.

Afin de définir un critere d’optimalité en temps discret, on se donne une famille de fonctions
(Gm)mefon-1y avec Gy, : R4 x U — R, et une fonction h : R — R. Le critére & minimiser
Jo : R x UN — R est tel que

Jo(m;ug, -+ yun_1) = Z G (T, um) + h(xn). (7.4)

me{0:N—1}

On notera que I'on a explicité la dépendance du critere en la condition initiale € R?: de
plus, 'indice 0 fait référence au fait que la condition initiale est prescrite en ty. Le probleme
de controle optimal en temps discret est le suivant :

Chercher (g, -+ ,Un—1) € U tel que
Jo(x; U, -+ ,UN_1) = min Jo(x;ug, -+ yun_q). (7.5)

(uo,+ un—1)€UN

Remarque 7.1. [Lien avec le controle optimal en temps continu] Pour le probléme de controle
optimal en temps continu, on rappelle que 'on a

T
u(0) = £t (0 ut), T(0) = [ gt (D)) dt + bz (D))
0
Le lien avec 'approche en temps discret se fait en considérant les approximations temporelles

T R Ty(tm), Um = u(ty), le schéma d’Euler explicite pour la dynamique (avec un pas de
temps At,, = ;11 — t) sous la forme

tma41
Ty(tme1) = Tu(tm) + / flt,xy(t),u(t)) dt = zy(tm) + At f(tm, o (tm), u(ty)) + o At),
tm
ce qui conduit a la dynamique discréte (7.3) avec
Fm(yav> :y+Atmf(tmay7U)> V(y,v) € Rd X U7
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et enfin une formule des rectangles pour évaluer le critere, i.e.,

Jw)=" > Atyg(tm zu(tm), utm)) + o(At) + h(zy(ty)),

me{0:N—1}

ce qui conduit a
Gm<y7 U) = Atmg<tm7y7 U)7 v(ya U) € Rd X U7

tandis que la fonction h est la méme que dans le cas continu. O

7.2 Fonction valeur et programmation dynamique

La fonction valeur pour le probleme (7.5) est la fonction V5 : R — R telle que

Vo(z) = inf Jo(z;ug, -+, un—1). (7.6)

(uo, un—1)€EUN

L’application V} associe donc a la condition initiale € R la valeur optimale du critere.

Nous allons maintenant plonger le probleme (7.5) dans une famille de problémes de controle
optimal en temps discret paramétrée par n € {0:N—1} et # € R% L’idée est que la dynamique
démarre a 'instant discret t,, avec I’état x; on a donc

Tl = Fo(Tm, ),  Vm € {n:N—1}, T, =, (7.7)

et le critere est J, : R x UN"™ — R tel que
Jn(w;um"' ,UN—I) = Z Gm(xmaum) +h(xN> (78)
me{n:N—-1}

Définition 7.2 (Fonction valeur). La fonction valeur pour la dynamique discrete (7.7) et le
critére (7.8) est lapplication V,, : RT — R telle que, pour tout n € {0:N—1},

Valz) = inf I (T3 Uy -+ yuN—1). (7.9)

(un,~~~,uN_1)EUN_”
Enfin, pour n = N, on définit Vy : R — R par Vi (x) = h(z) pour tout x € R

Le plongement opéré ci-dessus nous conduit a chercher la famille de fonctions valeur
(Vi)negony avec V,, @ R* — R, pour tout n € {0:N} et la condition finale (en n = N)
Vy(x) = h(x) pour tout z € R% L’idée clé est qu'il est possible d’obtenir toutes ces fonctions
par la résolution d’une équation fonctionnelle rétrograde en temps discret.

Proposition 7.3 (Programmation dynamique en temps discret). Les fonctions valeur définies
par (7.9) satisfont [’équation fonctionnelle

Va(z) = inf {Gn(2,0) + Vog1 (Fulz,v)}, Vo €RY Vn e {0:N-1}, (7.10)

qui se Tésout par récurrence rétrograde en n a partir de la condition finale Vy(x) = h(zx) pour
tout x € R4,
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Chapitre 7. Programmation dynamique en temps discret

Remarque 7.4. [En pratique| Les probléemes de minimisation (7.10) sont bien posés si, par
exemple, U est un ensemble compact, les fonctions F,, et G, sont continues sur R? x U et
la fonction h est continue sur R?. Les fonctions valeur V,, sont alors continues sur R¢. La
résolution des problemes de minimisation (7.10) fournit de maniere rétrograde les fonctions
Gn_1(x), -, Tg(x) comme des feedbacks sur I'état x, i.e., comme des fonctions @, : R? — R*
telles que

() € arg min {Gp(z,v) + Vys1 (Fr(z,0)) } .

velU
Une fois qu’on a déterminé tous ces feedbacks en remontant jusqu’a la fonction valeur V4, on
est en mesure de déterminer la trajectoire optimale et les controles optimaux en repartant
de n = 0 : il suffit en effet de poser @y = Ug(xp), puis Ty = Fo(xo, o) et w3 = Uy(71), puis
Ty = F1(T1, 1) et Uy = U(T2) et ainsi de suite. O

Démonstration. Pour n = N — 1, comme xy_1 =z et xy = Fy_1(z,uy_1), il vient

Vy_i(z) = inf {GN,1<x,uN,1)+h(xN)}

uny_1€U

= inf {GN_l(LB,UN—l)‘i‘VN(IN)}

un_1€U
= uNifller {GN—1(£U, un-1) + Vn(Fn-i(w, UN—1)}
= 525 {GN—1($, v) + VN(FN—1(9U7U))}~

Pour n <N —1,0n a

V.(z) = inf T T U, -+ UN—
(@) (U sun—1)EUN—T ( N-1)

= inf inf { Z G (T, Um) + h(JUN)}

un€U (upt1,,uny_1)eUN—"—1
" (un+1 N-1) me{n:N—1}

= inf {Gn(ﬂﬁ7 Up) + inf { Z Go(Tom, ) + h(aw)}}

un €U U S UN— cUN-—n—-1
" (un+1 N-1) me{n+1:N—-1}

= inf {Gn(:c,un) + Vn+1($n+1)}

un €U
— inf {Gn(:c, ) + Vst (Fo(a, un))}
= inf {Gu(@,w) + Vi (o, ) |,

ce qui complete la preuve. On notera que ’argument essentiel est que le critere est additif le
long des trajectoires. O

7.3 Application : systeme L(Q en temps discret

On consideére deux matrices A € R4 et B € R¥**. La dynamique discrete s’écrit sous la
forme

Tmi1 = Azpy + By, Vm € {0:N—1}, zo=x € RY, (7.11)
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qui est bien de la forme (7.3) avec F'(y,v) = Ay + Bv. Le critére & minimiser s’écrit sous la
forme

1 1 1
Jo(z;ug, -+ yun—1) = Z {éu,TnRum + §xIanm} + éxijxN, (7.12)
me{0:N—1}

ol la matrice R € R*** est symétrique définie positive et les matrices Q, D € R sont
symétriques semi-définies positives. Le critere Jy est bien de la forme (7.4) avec G(y,v) =
%’UTRU + %yT Qy et h(y) = %yTDy. Pour simplifier, on considere un état cible nul et il n’y a pas
de contraintes sur le controle si bien que U = R¥.

En appliquant la proposition 7.3, ’équation de programmation dynamique s’écrit

Vo(z) = inf {%UTRU + %xT Qx + Vg1 (Az + Bu)}, (7.13)

u€Rk
avec la condition finale Vy(z) = 127D pour tout = € R
Lemme 7.5 (Résolution de I’équation de programmation dynamique). Les fonctions valeur
(Vi)nego:ny de Uéquation de programmation dynamique (7.13) sont telles que

1
Vo(z) = §xTan, Vx € RY, (7.14)

ou les matrices (P,)neqo.ny sont symétriques semi-définies positives et données par la formule
de récurrence rétrograde suivante :

Py=D, P,=AP A& (Fu) '€ +Q, Vn e {0:N-1}, (7.15)
avec Epy1 = B P, A et Fupy = R+ BTP, 1 B.

Démonstration. La preuve se fait en raisonnant par récurrence rétrograde. Pour trouver le
feedback i, (x) associé & la fonction valeur V,,, on considere 'application u — u'Ru + (Ax +
Bu) P, 1(Ax + Bu). En utilisant 'hypothese de récurrence sur la symétrie de la matrice P41
et en réarrangeant les termes, on se ramene a Papplication u — u'F v + 2u'E, 2. Or, la
matrice F, ., est définie positive car R l'est et la matrice BT P, 1B est semi-définie positive.
Par minimisation quadratique dans R*, on obtient qu’a I’étape n, le feedback est

fbn(l’) = _(Fn+1)_1€n+1$7 Vo € Rd'

En reportant dans la définition de V,,, on obtient

1 1
Va(z) = —xT(ATPnHA + Q)x + inf {éuT]—"nHu + uTé’on}

2 u€Rk
1 1

- §xT(ATPn+1A + Q)x + §ﬂn(x)Tfn+1&n(x) + i (2) 1 10
1 1. -

= §xT(ATPn+1A + Q)x — Eun(:c)T}"nHun(:c)

1
= §IL'T(.ATPTL+1A + Q - E£+1(Fn+1)_1gn+1)xa
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d’ou l'expression de P, en ré-arrangeant les termes. Cette expression montre que la matrice
P, est symétrique. De plus, la fonction valeur V,, vérifie V,,(z) > 0 pour tout x € R? car
Jn(x; Uy, -+ yuny) > 0. Ceci montre que la matrice P, est bien semi-définie positive. O

Il est intéressant de faire le lien avec le systeme LQ en temps continu en s’inspirant de la
remarque 7.1. On rappelle que le systeme LQ en temps continu est régi par la dynamique

&(t) = Az(t) + Bu(t), Vt € [0,T], z(0) ==, (7.16)

et que le critere a minimiser est, en prenant un état cible nul,

J(u) = /o {%u(t)TRu(t) + %x(t)TQx(t)} dt + %x(T)TDm(T). (7.17)

On considere les instants discrets 0 = tp < t; < --- < ty = T et on considere les approxi-
mations temporelles z,, ~ z(t,,) et u, =~ u(t,) pour tout m € {0:N}. On suppose pour
simplifier que le pas de temps At est constant. On considere un schéma d’Euler explicite pour
la dynamique, ce qui donne

A=T1+AtA, B=AtB. (7.18)

et la formule des rectangles pour évaluer le critere, ce qui donne
R =AtR, Q= AtQ. (7.19)

On rappelle que pour le systeme LQ en temps continu, I’état adjoint est donné par la
formule p(t) = P(t)x(t) on P € C1([0,T]; R¥?) est solution de I'’équation de Riccati (qui est
rétrograde en temps)

P(t) = —A'P(t) — P(t)A+ P(t)BR'B'P(t) — Q, Vt € [0,T], P(T)=D. (7.20)

Soit maintenant une fonction Pa; € C*([0,T]; R¥?) telle que Pa¢(t,) = P,, pour tout n €
{0:N}. La forme précise de la dépendance temporelle de Pa; n’est pas importante tant que Pa,
vérifie la propriété d’'interpolation ci-dessus. En particulier, en ¢ty = T, on a Pa(T) = Py = D.
De plus, en effectuant des développements de Taylor en temps, il vient

5n+1 - BTPn+1A — AtBTPAt(tn) + O(At), (721b)
Fni1 =R+ B'P, . 1B=AtR + o(At). (7.21c)

Comme P, = A'P, .1 A — f,’iﬂ(]—"n“)_lgnﬂ + Q, on obtient, en simplifiant par Pa.(t,) et en
divisant par At, que

Pay(tn) = —ATPay(tn) — Pag(tn) A+ Pay(tn) BR™IBTPay(t,) — Q + o(1), (7.22)

qui est, & o(1) pres, ’équation de Riccati pour le probleme en temps continu a l'instant ¢,,.

86



7.3 Application : systeme LQ en temps discret

Pour le systeme LQ en temps continu, le Hamiltonien est donné par
1 1
H(z,p,u) = p'(Az + Bu) + §UTRU + §xTQx, (7.23)
et le Hamiltonien minimisé par rapport a u est

H,(z,p) = min H(z,p,u). (7.24)
uERk

Le Hamiltonien minimisé a bien un sens car on résout un probléme de minimisation d’une
fonctionnelle fortement convexe sur R* (car la matrice R est symétrique définie positive).
Dans le méme esprit que ci-dessus, cherchons (formellement) une équation pour la fonction
valeur du probléme LQ en temps continu. Soit Va; € C1([0,7] x R% R) une fonction de classe
Cl en (t,z) telle que

1
Vai(tn, 2) = V() = §ITPna:, vn € {0:N}, Vo € R% (7.25)

On rappelle que V, (z) = inf,cgr {%UTRU + %xTQa: + Vo (Ax + Bu)} et que A =1+ AtA,
B =AtB, R =AtR, Q = AtQ. Un développement de Taylor nous montre alors que

Vo1 (Az + Bu) — Vi (x) = Vay(t, + At, Az + Bu) — Vay(tn,, )
= Vau(t, + At,x + At(Az + Bu)) — Vay(t,, x)
OVay OVar
= At—— A
t (b ) + At

En reportant dans 1’équation de programmation dynamique donnant V,,(z) et en réarrangeant
les différents termes, puis en divisant par At, il vient

(tn, ©)T(Az + Bu) + o(At). (7.26)

1 1 aV, av,
inf {auTRu + 510w + R (b, ) + T (b, 2) (A + Bu)} = o(1), (7.27)
ou encore
av, 1 1 av,
Wm(tn, x)+ uiEHRfk {éuTRu + éxTQa: + Wm(tn, z) (Az + Bu)} = o(1), (7.28)
En introduisant le Hamiltonien, il vient
av, av,
Wm(tn,x) + uiélRfk H(m, Wm(tn, :c),u> = o(1), (7.29)
ce qui se récrit de maniere plus compacte avec le Hamiltonien minimisé sous la forme
aV, avV,
oy (tn2) + H, (x o (tn, x)) =o(1). (7.30)

Nous verrons au chapitre 8 que la fonction valeur V' : [0,7] x R? — R pour le probleme LQ en
temps continu satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

%—‘;(t, 0+ 0, (x g—‘;@,x)) _0, Vte[0.T] ¥z e R, (7.31)

avec la condition en temps final V(7 z) = Jz!Dxz.
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7.4 Optimisation combinatoire

La programmation dynamique a été introduite dans les années 1950 par R. Bellman. Son
champ d’applications est bien plus vaste que les problemes de controle optimal en temps
discret. Parmi les exemples, nous pouvons mentionner la recherche opérationnelle (probleme
du plus court chemin, affectation de ressources, et plus généralement, la théorie des graphes)
ou l'analyse statistique (détection de ruptures, i.e., estimer les instants ol un signal présente
des changements dans la distribution). Cette liste n’est de loin pas exhaustive.

Heuristiquement, le principe d’optimalité de Bellman est le suivant :

— toute solution optimale résulte de sous-problemes résolus localement de facon optimale
(i.e., lorsqu’on parcourt une trajectoire optimale, a tout instant, un controle optimal
pour le probleme restant est celui associé a la trajectoire optimale) ;

— on obtient ainsi une solution optimale en combinant des solutions optimales d'une série
de sous-problemes.

Nous allons nous contenter de donner ici un exemple simple de probleme d’optimisation
combinatoire : le probleme du sac a dos. On considere un sac a dos de capacité ) et N objets,
énumérés de 1 a N, de valeur individuelle v, et d’encombrement e,,, pour tout n € {1:N}.
L’objectif est de remplir le sac a dos avec des objets en maximisant la valeur ) (1:N} UnUn
du sac a dos sous la contrainte de capacité ), (1:N} Unén < Q. Ici, u,, = 1 signifie que I'objet
d’indice n est sélectionné pour rentrer dans le sac a dos, sinon on a u, = 0. Le probleme de
maximisation est donc le suivant :

max { unvn}. 732
(w1, un)€{0,1}N Z ( )
ZnG{I:N} UnenSQ n

Ce probléme pourrait se résoudre en considérant les 2V possibilités d’affection des objets, mais
ce n’est pas réaliste si NV > 1. La programmation dynamique permet de résoudre ce probleme
bien plus efficacement sous 1’hypothéese (raisonnable) que ) et les encombrements e,, sont des
entiers.

L’état du sac a dos est décrit par un entier ¢ € {0:Q} quantifiant sa capacité. On considere
la fonction valeur V,, : {0:Q} — R, ot V,,(¢) est la valeur optimale d'un sac a dos de capacité
q pour les objets énumérés de n a N. Pour n = N (seul 'objet d’indice NV est considéré), on a

UN, siey <q, . 1, siey <gq,
Vn(q) = . in(q) = .
0, sinon, 0, sinon.

Noter que le controle optimal est obtenu comme un feedback par rapport a 1’état g. On stocke
la fonction valeur et le controle optimal dans des tableaux & (@ + 1) lignes et N colonnes. Afin
d’illustrer notre propos, considérons un exemple numérique avec () = 6, N = 3, les valeurs
(3,3,5) pour les trois objets, et les encombrements (3,3,4). On obtient alors les tableaux
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suivants :
Valg) |1 2 3 un(q) |1 2 3
6 5 6 1
bt 5 5 1
4 5 4 1
3 0 3 0
2 0 2 0
1 0 1 0
0 0 0 0
L’équation de programmation dynamique s’écrit
Vo(q) = max {uvn + Vir1(q — uen)}. (7.33)
R

Si e, > ¢, la seule possibilité est u = 0 si bien que V,(q) = V,11(q), alors que si e, < g, il vient

Va(q) = max <Vn+1(q), Un + Vg1 (q — en)). (7.34)

Le controle optimal comme feedback est donc

— 1,(q) =0sie, >qousie, <qet Vo1(q) > Viri(g—en) +vp;

— an(Q) =1lsie, <qet Vn—i—l(Q) < Vn—i-l(q - en) + Un;

— ,(q) €{0,1} sie, < qet Voy1(q) = Viri(qg — en) + vy
On continue a remplir les tableaux donnant V,,(q) et @,(q) de la droite vers la gauche, ce qui
pour le cas de notre exemple numérique conduit au résultat suivant :

Vi [T 2 3 (] 1 2 3
6 |6 5 b 6 1 0 1
5 |5 5 5 5 0 0 1
4 |5 5 5 4 0 0 1
3 1330 3 {01} 1 0
2 10 0 0 2 0 0 0
1 |0 0 0 1 0 0 0
0 |0 0 0 0 0 0 0

Le probleme de programmation dynamique est maintenant résolu : le controle optimal est
(1(6),u2(3),u3(0)) = (1,1,0), et la valeur optimale du sac a dos est de 6. Au total, on a
effectué QN comparaisons (comparer a 2%). On notera que I’algorithme glouton (qui consiste
a choisir les objets par valeur décroissante) donne le controle (0,0, 1) et la valeur de 5 pour le
sac a dos, ce qui est sous-optimal.
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Chapitre 8

Equation de Hamilton—Jacobi—Bellman
(HJB)

Ce chapitre est consacré a la programmation dynmaique en temps continu. En procédant
de maniere analogue au chapitre précédent, nous allons introduire une fonction valeur
V : [0,T] x R — R et nous allons montrer, grace au principe d’optimalité de Bellman,
que cette fonction est solution d’'une équation aux dérivées partielles en espace et en temps, ap-
pelée équation de Hamilton—Jacobi—Bellman (HJB). Nous allons également montrer, sous
certaines hypotheses, comment la fonction valeur nous permet de synthétiser un controle
optimal sous forme de feedback et le lien qui peut étre fait entre le gradient de la fonction
valeur (par rapport a 'état) et ’état adjoint introduit dans le cadre du PMP. Nous conclurons
en dressant un bref bilan comparatif des avantages et limites des deux approches considérées
dans ce cours pour les problemes de controle optimal : le PMP et ’équation HJB.

8.1 Fonction valeur

Soit T'> 0, g € R4, et f:[0,T] x R x U — R? ot U est un sous-ensemble fermé non-vide
de R*. On considere le systéme de controle non-linéaire

Tu(t) = [t z(t),u(t), VEE[0T],  2.(0) = w0, (8.1)

ot I'état du systéme est décrit par la fonction z, : [0,7] — R? qui dépend du controle
u : [0,7] — U. L’ensemble des controles admissibles est le sous-ensemble

U= LY[0,T);U) c L*([0,T];R"). (8.2)

On considere une fonction g : [0,7] x RY x U — R et une fonction h : R? — R, et on définit
le critere suivant :

(0, 20 1) = /0 ot 2u(t), u(t)) dt + h(za(T)). (8.3)

Comme dans le chapitre précédent, on explicite la dépendance du critere par rapport a la
condition initiale 7o € R?, et le premier argument de J est 1a pour nous rappeler que cette
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Chapitre 8. Equation de HamiltonJacobi-Bellman (HJB)

condition est imposée en t = 0. Le probleme de controle optimal que 'on considere est le

suivant :
Chercher w € U tel que J(0,zg;w) = inzg J(0, zg; u). (8.4)
ue

Comme dans le chapitre précédent, on plonge le probleme de minimisation (8.4) dans une
famille de probleémes de controle optimal paramétrés par la paire (s,€) ot s € [0,T] et & € R4
Ces parameétres nous indiquent que le probleme de controle optimal paramétré par (s, &) est

posé sur Uintervalle I, = [s,T] avec la condition initiale z(s) = £. En résumé, on considere
donc la famille de systemes de controle non-linéaires et de criteres
() = f(t, z,(t),u(t)), Vtel, zu(s) =&, (8.5a)
J(s,E5u) = / gt zu(t), u(®)) dt + h(z,(T)), Yuel, = INI;U).  (8.5b)
Is

Définition 8.1 (Fonction valeur). La fonction valeur V : [0,T] x R? — R associée a la famille
de systemes de contrdle non-linéaires et de criteres (8.5) est telle que

V(s,§) = inf J(s,&u). (8.6)

’U,GUS
Ens=T, on pose V(T,&) = h(€) pour tout £ € R4,

Dans la suite de ce chapitre, nous faisons les hypotheses suivantes sur la dynamique :
a) la fonction f est continue sur [0,7] x R? x U, uniformément en u € U ;
b) la fonction f est dérivable par rapport a x et la fonction % est continue bornée sur [0,77] x
R x U ;
c) il existe une constante C' > 0 telle que | f(¢, z,u)|ge < C(1+ |2|ga+|ulgs) sur [0,7] x REx U.
et les hypotheses suivantes sur le critere :
d) la fonction g est continue sur [0,7] x R? x U, uniformément en u € U ;
e) il existe des constantes v > 0 et C' > 0 telles que g(t, z,u) > viufz, —C sur [0,T] x R* x U ;
f) la fonction h est continue et minorée sur R?.

On pourra vérifier que les hypotheses ci-dessus sont des conditions suffisantes d’une part pour
qu’il existe une unique trajectoire z,, € AC([0,T]; R?) pour tout controle u € U = L'([0,T]; U),
et d’autre part pour que le critere J ait bien un sens et V(s,&) > —oo pour tout (s,§) €
0,7] x R

Remarque 8.2. [Non-différentiabilité de la fonction valeur] On fera attention au fait que la
fonction valeur n’est pas toujours différentiable en tout point. On considere par exemple le
systeme de controle (linéaire) et le critere

() = u(t) €U = [0, VEE L, 2u(s) =€ J(s,€ 1) = h(za(T)),

ou la fonction h : R — R est supposée paire, réguliere et telle que h'(x) < 0 si z > 0 (par
exemple, on pourra considérer la fonction h(z) = e~ sur R). Le probleme de contréle optimal
ci-dessus se résout directement ; on constate en effet que
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8.1 Fonction valeur

FI1GURE 8.1 — Hllustration de la remarque 8.2.

— Si € >0, le controle optimal est u=1 et V(s,&) = h(E+T — s);

— 81 £ <0, le controle optimal est u = —1 et V(s,&) = h(§ — T + s);

— si £ =0, il y a deux controles optimaux © = £1 et V(s,0) = h(£(T — 3)).
En conclusion, on a V(s,&) = h(T — s + |£]), qui est une fonction régulicre sauf en { = 0 (cf.
la figure 8.1). Cet exemple illustre un phénomene important et général : la perte de régularité
de la fonction valeur en les points ou existent plusieurs controles optimaux. O

Passons maintenant au principe d’optimalité de Bellman. Celui-ci constitue la clé de votite
de la programmation dynamique. Heuristiquement, le principe d’optimalité de Bellman nous
dit que un controle @ est optimal si & tout instant s € [0, sur la trajectoire associée T = x,
le controle restreint aux instants ultérieurs |, ) est optimal pour le nouveau probleme ayant
I'état courant T(s) comme état initial.

Théoréme 8.3 (Principe d’optimalité de Bellman). Soit u € U un contréle optimal. Soit
(5,€) € [0,T] x Re. Alors, pour tout s' € [s,T], on a

V(s,&) = uleritfs’ { /IS, g(t, z,(t), u(t)) dt + V (s, xu(s'))}, (8.7)

avec I = [s,8'] etUS = LY(I5:U).

Démonstration. Nous nous contenterons d’esquisser la preuve. On observe que toute fonction
A . . ’ N . /
u € U, peut étre identifiée a un couple de fonctions (u1,us) € U X Uy en posant u; = uf, et

uy = ulr,. D'une part, le controle u; conduit a la trajectoire x; = x sur Ij’ telle que z1(s) = &.
D’autre part, le controle us conduit a la trajectoire xo = = sur Iy telle que xo(s’) = z1(s’). En
utilisant I'additivité du critere le long de la trajectoire, on constate que

V5.9 = iut { [ ot u)dr+ ()}

uGL{s Is

- inf {/1 g(t,:z:l(t),ul(t))dt—i—{/ g(t,l‘g(t),UQ(t))dt+h(xQ(T))}}

(ul,U,Q)EZ/{SS/ xUgr I

S,

uleug’ u2 €U, I

— inf {/IS/g(t,xl(t),m(t))dt—l— inf {/ g(t,xz(t),U2(t))dt+h(xz(T))}}

s/

— inf {/Iglg(t,xl(t),ul(t))dt—i—V(S',%(S’))}»

u1 EZ/ISS/
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Chapitre 8. Equation de HamiltonJacobi-Bellman (HJB)

ce qui conclut la preuve. O

On rappelle que le Hamiltonien associé au systeme de controle non-linéaire (8.1) et au
critere (8.3) est Papplication H : [0,7] x R? x R? x U — R telle que

H(t,z,p,u) =p' f(t,z,u) + g(t,z,u). (8.8)

En outre, on définit le Hamiltonien minimisé comme I'application H, : [0,7] x R? x R? — R
telle que
H,(t,x,p) = in[f] H(t,z,p,u). (8.9)
ue

Théoréme 8.4 (Equation HIB). En tout point (s,€) € [0, x R? ot la fonction valeur est
différentiable, elle satisfait ’équation HJB

ov aVv
— H — =0 8.10
P56+ (5.6 50 (5.9) =0 (8.10)
et elle vérifie en outre la condition a l'instant final
V(T &) =h(), VEeR” (8.11)
Exemple 8.5. Dans I'exemple considéré a la remarque 8.2, on a H(x,p,u) = puet U = [—1,1],
si bien que le Hamiltonien minimisé vaut H,(x,p) = —|p|. On avait vu que la fonction valeur
est égale a V(s,£) = h(T — s — [£]). On vérifie facilement qu’en tout (s,&) ou la fonction V
est réguliere (i.e., si £ # 0), elle satisfait I'équation HJB 2~ — |%—‘§/ = 0. O

Démonstration. La preuve repose sur le principe d’optimalité de Bellman (cf. le théoréme 8.3).
Pour simplifier, on se restreint au cas ot le sous-ensemble U est borné. Soit (s, &) € [0,7[xR? un
point ot la fonction valeur est différentiable. On applique le principe d’optimalité de Bellman
avec s =s+0 et 0 <d <T — s. On obtient ainsi

ueuste

V(s,§) = inf {/IS+Sg(t,xu(t),u(t))dt+V(s+(5,xu(8+5))}.

Puisque le sous-ensemble U est borné, les hypotheses sur f impliquent que

sup |z, (t) — &|re < C6,

telste

uniformément en § et en u. On en déduit que

Ty (s+9) =€+ (5,& u(t)) dt + o(d),

IsTe
uniformément en u. Comme la fonction V' est supposée différentiable en (s, &), on obtient

V(s +8,2(s +0)) = V(s,6) + 5{%(3, £) + %—Z(s, 3L (% (5, €, u(t)) dt) } +o(9).

15t
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8.1 Fonction valeur

De plus, les hypotheses sur g impliquent que
[ ottnna@yae= [ gls.gae) e+ o)
e e

En reportant dans le principe d’optimalité de Bellman, en simplifiant par V (s, {) et en divisant
par d, et comme les termes en o(§) sont uniformes en wu, il vient

ov ov
S0+ it {5 [ atcaw)as G o' (5 [ s cumar) b= o,
On conclut en remarquant que (s et & sont ici fixés)
) 1 ov 1
ot {5 ] st Geeer (5 [ s gt ar) |
v ov
= it {g(s.60)+ G601 600} = ing 115,65 (5.00.0)

Cela repose sur I'observation élémentaire que on a inf, s 5 S5 @(u(t)) dt = inf,ep ()
ou ® : R¥ — R. Pour montrer ce résultat, notons I; le premier infimum et I, le deuxieme.
Pour tout u € U*®, on a ®(u(t)) > inf,ey ®(v), pour tout t € 15+ si bien que I; > I,. De
plus, pour tout v € U, en considérant la fonction constante égale a v, on obtient

®(v) > inf 1/5+5 O (u(t))dt,

ueuste
ce qui implique que I, > I; et complete la preuve. O

Remarque 8.6. [Unicité de la solution réguliere] On peut montrer que si une fonction W
suffisamment réguliere (& savoir, W € C°([0,T] x R%) N C*([0,T[ x RY)) satisfait I'équation
HJB (8.10) et la condition en temps final (8.11) et si le sous-ensemble U est borné, alors on
a W = V. En d’autres termes, I’équation HJB a au plus une solution réguliere. Ce résultat
d’unicité s’étend au cas ou le sous-ensemble U est non-borné sous hypothese de décroissance
de W quand |{| — +oo uniformément en ¢ (voir par exemple la preuve du théoreme 5.2 dans
la référence [8]). Le lecteur désireux d’en savoir plus sur 'équation HJB pourra également
consulter le livre [2]. O

Proposition 8.7 (Synthese d'un feedback optimal). On suppose que la fonction valeur V' est
suffisamment réquliére, i.e.,

V e C°[0,T] x RY) nCY([0,T] x RY). (8.12)

On suppose que pour tout (s,€) € [0,T] x R%, on peut trouver un feedback optimal

u(s,§) € arg minH(s,f, a—v(s,ﬁ),v) (8.13)
velU af
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Chapitre 8. Equation de HamiltonJacobi-Bellman (HJB)

(L’existence d’un tel feedback optimal est assurée par les hypothéses sur f et g; en général,
on n’a pas unicité, ni dépendance continue en (s,£).) On suppose enfin que l’on peut choisir
le feedback (s, &) de sorte a ce que le systeme différentiel

%(t) = f<t7f(t>7ﬁ(t,f(t))), vVt € [O,T], T(O) = Xy, (8.14)

admette une solution T € AC([0,T];R?). Dans ces conditions,
u(t) = u(t,z(t)) (8.15)
est un controle optimal sur [0,T7].

Démonstration. On a

d oV v

£V(t,§(t)) = %(t,f(zﬁ)) + a—g(t,f(t))Tf(t,f(t),ﬂ(t)), p.p. t € [0,77.

Comme la fonction V satisfait 1’équation HJB, on a

%—‘S/(t,f(t)) + H, <t,f(t), %—Z(t,f(t))) = 0.

Par définition de u, on a

H, (t,f(t), a—V(t,f(t))) = H(t,f(t), a—V(t,f(t)),ﬂ(t)).

73 o¢
Comme H (t,2,p,u) = p' f(t,z,u) + g(t,x,u), on obtient
d
On en déduit que
Td
V(0.20) = V0.50)) = V(T.a() - [ Zviean)de
0

— h(z(T)) + / ot 7(1) (1)) dt = J(0, ;7).

ce qui montre que u est bien un controle optimal. O

Proposition 8.8 (Fonction valeur et état adjoint). On suppose qu’il existe un contréle op-
timal w : [0,T] — U On note T = zz : [0,T] — R? la trajectoire correspondante. Soit
};g: [O,_T] —>_Rd I’état adjoint introduit da_ns le P]\ghP,_z.e., tel que Z—?(t) = —%(t, x(t)? u(t))p(t)—
32(t,2(t),u(t)), pour toutt € [0,T], et p(T) = 32(z(T')). On suppose que la fonction valeur V

— 9
est différentiable en (s,Z(s)) pour tout s € [0,T]. Dans ces conditions, on a
v
p(s) = a—g(s,f(s)), Vs € [0,T7. (8.16)
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8.2 Application au systeme LQ

Démonstration. Pour s < T, on a V(s,Z(s)) = J(s,Z(s);u|z,) de par le principe d’optimalité
de Bellman. Pour tout £ € R on a V(s,&) = inf,ey, J(s,&u) < J(s,&;T|r,). La fonction
E—V (s, &) — J(s,&,1|,) est donc maximale en & = Z(s). Par suite, on a

0 _ 0 R . .
a&V(s,x(s)) = a&J(s,x(s),uhs), Vi € {1:d}.
On vérifie aisément que
O s, as)ln) = [ (a0, 00) i(0) dt + e (@(1) (D),

& ox

Is 3x

ou y;(t) = %(t,f(t),ﬂ(t))yi(t), pour tout t € I, et y;(s) = e; = (dij)jef1:qy- En introduisant
I’état adjoint et en intégrant par parties en temps, il vient

S 775 10) = = [ S E0 () a4 ) (D) = )
Enfin, en s = T, il vient 5(T) = G¢((T)) = G¢(T,7(T)) puique V(T &) = h(£). O

8.2 Application au systeme LQ

On considere la famille de systemes LQ (avec cible nulle pour simplifier)

iy (t) = Az, (t) + Bu(t), Vtel,,  x,(s)=¢  ue L*(I;RY), (8.17a)
1 1 1
J(s,6u) = / {iu(t)TRu(t) + §xu(t)Tqu(t)} dt + §xu(T)TDxu(T). (8.17b)
Is
Le Hamiltonien est ] 1
H(z,p,u) = p'(Az + Bu) + §uTRu + 5:1:%23:, (8.18)
et le Hamiltonien minimisé est
1 1
Hy(z,p) = mi{nk H(z,p,u) =p' Az — §pTBR’1BTp + éxTQx, (8.19)
ue
I'unique minimiseur étant & = —R~'Bfp. La fonction valeur satisfait la condition finale
V(T,¢) = %@D{ et 'équation HJB
v (aV\' 1oV v o1
— 4+ (=) A - (=) BR'B'—— + ~¢'Q¢ = 0. 8.20
8s+(8£) ¢ 2(35) e T35 @k (8:20)

On peut vérifier que la solution de I’équation HJB est de la forme

V(s ) = 5€ Ps)E, (8.21)
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ott P : [0,T] — R%9 est solution de I'équation de Riccati. En effet, en reportant I'expres-
sion (8.21) dans (8.20) et en utilisant la symétrie de P(s) pour tout s € [0,77], il vient

¢ (%P(s) + P(s)TA — %P(S)TBRlBTP(S) + %Q)g =0, (8.22)

ce qui implique que la partie symétrique de la matrice entre parentheses est nulle, ce qui
n’est rien d’autre que I’équation de Riccati. On notera au passage que pour le systeme LQ, la
fonction V' est réguliere sur [0,7] x R? (on notera également 1'unicité du controle optimal ).

Exemple 8.9. [Mouvement d’un point matériel] On considére le mouvement d'un point
matériel avec un critere quadratique :

T
1 1
ut) = u(), 2(s) =& J(s,Eu) = / S (0 + 2, (02) At + Sy ()2
Le Hamiltonien est H(z,p,u) = pu + %(:1:2 + u?), et le Hamiltonien minimisé est H,(z,p) =
1(2? — p?) avec @ = —p comme unique minimiseur. On obtient I'équation HJB et la condition

finale

8V 1 ov 1
2 d(e- (3))-n vt

En cherchant une solution de la forme V (s, §) = 1u(s)€?, il vient p/(s) = pu(s)*—1 et u(T) =1,
d’ott u = 1. Le controle optimal (sous forme de feedback) est

s, €) = ~ e (5,8) = ~n(s)€ = —¢.
si bien que % (t) = —z(t); d’'olt T(t) = e et U(t) = —xpe™". En guise de variante, on peut

considérer le critere J(s, & u) = fsT $(u(t)? + x,(t)?) dt comme dans I'exemple 4.9. L'équation
HJB est inchangée, mais la condition finale devient V(T,&) = 0. Il vient p/(s) = pu(s)* — 1 et
w(T) =0, d’ou pu(s) = tanh(7T — s). Le feedback optimal est u(s, &) = — tanh(T — 5)¢, si bien

que (1) = — tanh(T—t)Z(t) ; don Z(t) = cosh(T t) et u(t) = smh(T t). O

cosh( " cos h

8.3 Bilan : PMP ou HJB?

Pour résumer les principaux résultats que nous avons vus sur le PMP et 1’équation HJB,
nous pouvons conclure avec les commentaires suivants. Le PMP

— fournit une condition nécessaire d’optimalité ;

— fournit le controle optimal en boucle ouverte (fonction du temps) ;

— repose sur la résolution d’équations différentielles ordinaires ;

— ne s’applique (sauf rares exceptions) qu’aux systemes déterministes.
En revanche, la programmation dynamique via la résolution de 1’équation HJB

— fournit une condition suffisante d’optimalité ;

— fournit le controle optimal en boucle fermée (fonction de I'état) ;

— repose sur la résolution d’une équation aux dérivées partielles (ce qui devient rapide-

ment intractable lorsque la dimension d de 'espace des états croit) ;
— s’applique aux systemes déterministes et stochastiques.
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Stabilité des systemes dynamiques

On se place ici en horizon de temps infini.

A.1 Notions de stabilité

On considere une fonction f € C'(R4 R?), une condition initiale 2y € R? et le systeme
dynamique autonome

P(t) = f(z(t), Wt>0,  2(0) = o (A.1)

Définition A.1 (Point d’équilibre). On dit que le vecteur T € R est un point d’équilibre
de (A1) si
f(@) =0 (e RY. (A.2)

Définition A.2 (Stabilité des points d’équilibre). Soit T € R? un point d’équilibre de (A.1).
(i) On dit que le point d’équilibre T € R? est stable (on parle également de stabilité orbitale)
5%

Jeo >0, Vee€]0,e], 30>0, Vo€ B(T,9), x(t)e B(T,e¢), Vt >0, (A.3)
ot B(Z,8) désigne la boule fermée de centre T et de rayon 6.

(ii) On dit que le point d’équilibre T € RY est localement asymptotiquement stable
(LAS) si il est stable et de plus

lim x(t) =%, Vo€ B(T,0). (A.4)

t—+o0

On dit que le point d’équilibre T € R? est globalement asymptotiquement stable (GAS)

si 1l est stable et de plus
lim z(t) =%, Ve R (A.5)

t—+00

Une illustration est présentée a la figure A.1.

99



Annexe A. Stabilité des systemes dynamiques

FIGURE A.1 — Point d’équilibre stable (a gauche) et point d’équilibre localement asymptoti-
quement stable (a droite).

La stabilité des points d’équilibre s’analyse tres facilement dans le cas linéaire. Soit A €
R¥4 On considere le systéme dynamique linéaire

#(t) = Ax(t), Vt>0,  2(0) = xo. (A.6)

I1 est clair que T = 0 est point d’équilibre et que c’est le seul point d’équilibre si la matrice A
est inversible. L’étude de la stabilité du point d’équilibre T = 0 repose sur ’étude du spectre
de la matrice A que I'on note o(A) C C. Pour une valeur propre A € g(A), on désigne par
R(A) sa partie réelle.

Lemme A.3 (Stabilité, cas linaire). On considére le point d’équilibre T = 0 € R

(i) St R(N) < 0, VA € a(A), et toutes les valeurs propres a partie réelle nulle sont simples,
alors ¥ = 0 est un point d’équilibre stable.

(i) Si R(N) <0, VA € a(A) (on dit que la matrice A est Hurwitz), alors T = 0 est un point
d’équilibre GAS.

(iii) S”il existe une valeur propre A € o(A) telle que R(X) > 0, alors le point d’équilibre T =0
est instable.

L’analyse de la stabilité des points d’équilibre dans le cas non-linéaire est plus délicate.
Une premiere analyse, locale, peut se faire par linéarisation.

Lemme A.4 (Stabilité locale, cas non-linéaire). Soit 7 € R? un point d’équilibre du systéme
dynamique (A.1). On introduit la matrice

A= %(T) € R4, (A7)

(1) Si la matrice A est Hurwitz, alors le point d’équilibre T est LAS.
(i) S7il existe une valeur propre A € o(A) telle que R(N\) > 0, alors le point d’équilibre T est
instable.

Démonstration. Ces résultats se montrent en posant dz(t) = x(t) — T de sorte que dz(t)

f(T+dz(t)) = Adz(t) + o(0x).

oo

100



A.2 Fonction de Lyapunov et principe d’invariance de LaSalle

Exemple A.5. [Pendule inversé] On considére un pendule inversé, i.e., avec la masse vers
le haut et la tige vers le bas. On considere pour simplifier une masse et une longueur unités
(m = 1,1 = 1). On suppose que le pendule a un mouvement dans un plan et on repere
I'extrémité supérieure du pendule par son angle 6 avec la verticale (dans le sens horaire). Le
systeme dynamique s’écrit

0(t) = sin(A(t)).
En posant = = (21, 25)" = (0,0)! € R2, on obtient

o0 = ) 0= ()

sin(xy)

On constate que T = (0,0)" est point d’équilibre. De plus, en évaluant la matrice

- (1)

on constate que o(A) = {—1, 1}, si bien que ce point d’équilibre est instable. ]

Exemple A.6. [Oscillateur anharmonique amorti] Soit une fonction g € C*'(R;R) vérifiant
g(0) =0, ¢'(0) > 0 et zg(x) > 0, pour tout = # 0. On s’intéresse au mouvement d’un point
matériel (de masse unité) sous le champ de force décrit par la fonction g et d’un terme d’amor-
tissement (da par exemple au frottement). Ce mouvement est régi par le systeme différentiel
d’ordre deux en temps
#(t) + nit) + g(a(t) =0, Vit >0,

otl le parametre réel n > 0 quantifie le terme d’amortissement. En posant X () = (x(t), 2(¢))T,
on obtient

. X,
X(t)=F(X(t F(X)= .
0=rexe), F0= (L)
On constate que X = (0,0) est point d’équilibre. De plus, on obtient
oF 0 1 oF — 0 1
A=—(X)= , , A=—(X)= , )
ox ) (—g (X1) —n) ox ) (—9 (0) —n)

Sin < 24/¢'(0), les 2 valeurs propres de A sont imaginaires pures et simples; par conséquent,
X = (0,0) est point d’équilibre stable du systeme linéarisé. En revanche, si n > 21/¢/(0),
alors la matrice A est Hurwitz, et le point d’équilibre X = (0,0)! est GAS pour le systéme
linéarisé et LAS pour le systeme non-linéaire. O

A.2 Fonction de Lyapunov et principe d’invariance de
LaSalle

Un outil puissant pour aller plus loin dans I'étude de la stabilité d’un point d’équilibre
d’un systéme dynamique non-linéaire est la notion de fonction de Lyapunov. Soit 7 € R? un
point d’équilibre du systéme dynamique (A.1) et soit Q un ouvert de R¢ contenant 7.
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Définition A.7 (Fonction de Lyapunov). On dit que la fonction V : Q — R est une fonction
de Lyapunov en T sur Q si (i) V est de classe C* sur Q; (i) V(Z) < V(z), pour tout
x € Q\ {z}, (iii) on a

(VV(2), f())ps <0, VzeQ, (A.8)
ol (-, -)ga désigne le produit scalaire usuel sur RY. On a donc
d
5V (@) = (VV(2(1), f(2(t))rs <0, ¥t 20, (A.9)

ce qui signifie que la fonction t — V(x(t)) décroit le long des trajectoires. Si l'inégalité (A.8)
est stricte sur Q \ {T}, on dit que la fonction de Lyapunov est stricte. Enfin, on dit que la
fonction de Lyapunov est propre sur ) si l'image réciproque de tout compact dans V (§2) est
un compact. Une illustration est présentée a la figure A.2.

F1IGURE A.2 — Graphe d’une fonction de Lyapunov en un point d’équilibre T et trajectoire
t— x(t).

Théoréme A.8 (Lyapunov). Soit T € RY un point d’équilibre du systéme dynamique (A.1)
et soit Q un ouvert de R? contenant . On suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov en T
sur §2. Alors, le point d’équilibre T est stable. De plus, si la fonction de Lyapunov est stricte,
alors le point d’équilibre T est LAS. Enfin, si la fonction de Lyapunov est propre sur €Y, alors
le point d’équilibre T est GAS sur (), i.e.,

tginoox(t) =7, Vo€ Q. (A.10)
Démonstration. Voir par exemple la section 5.7 de I'ouvrage [10]. O

Exemple A.9. [Oscillateur anharmonique amorti] On reprend l’exemple A.6 de 'oscillateur
harmonique amorti, i.e., le systeme dynamique



A.3 Stabilisation par retour d’état

On a vu que X = (0,0) est point d’équilibre du systéme. On constate que

1 X

V(X) = 5X5+ / g(z)dz
0

est une fonction de Lyapunov en X = (0,0) sur R2. En effet, on a V(X) > 0 et V(X) = 0 si

et seulement si X = (0,0); en outre,

TV 00, P = (000 %) (o ™2 ) =—nxg <0

On en déduit que le point d’équilibre X = (0,0) est stable. Comme la fonction de Lyapunov
n’est pas stricte, on ne peut, a ce stade, aller plus loin dans l'application du théoreme de
Lyapunov A.8. ]

Théoréme A.10 (Principe d’invariance de LaSalle). Soit 7 € R un point d’équilibre du
systeme dynamique (A.1) et soit Q un ouvert de R? contenant T. On suppose qu’il existe
une fonction de Lyapunov en T sur () et que celle-ci est propre. On note S le plus grand
sous-ensemble de {x € Q| (VV (z), f(x))ra = 0} invariant par la dynamique. Alors, on a

tlgrnoo d(z(t),S) = tki-noogl/rel‘fs |z(t) — ylga =0, Vo € (A.11)
Démonstration. Voir [5]. O

Le principe d’invariance de LaSalle est utile si on sait montrer que S = {Z}, i.e., que
le sous-ensemble S est réduit au seul point d’équilibre Z. Dans ce cas, on peut déduire du
théoreme A.10 que le point d’équilibre T est GAS méme si la fonction de Lyapunov n’est pas
stricte.

Exemple A.11. [Oscillateur anharmonique amorti] On reprend & nouveau l’exemple A.6
de T'oscillateur harmonique amorti. On a vu ci-dessus que (VV(X), F(X))gz = —nX3 < 0
(rappelons que n > 0). On cherche le plus grand sous-ensemble § C {X € R? | X, = 0}
invariant par la dynamique. Comme on doit avoir X;(t) = X,(t) = 0, il vient X, (t) = X, ¢, et
donc 0 = X5(t) = g(X1,), d’ott X1 = 0. En conclusion, S = {X} = {(0,0)!}. Par le principe
d’invariance de LaSalle, le point d’équilibre X = (0,0) est GAS. ]

A.3 Stabilisation par retour d’état
On considere le systeme de controle linéaire autonome
&(t) = Az(t) + Bu(t), Vt>0, x(0) = o, (A.12)
avec A € R™? et B € R¥*k,
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Définition A.12 (Boucle par retour d’état). On dit que le systéme de controle linéaire auto-
nome (A.12) est bouclé par retour d’état (on dit aussi bouclé par feedback) s’il existe
une matrice K € R¥*4 telle que

u(t) = Kx(t), Vt>0. (A.13)

La matrice K est appelée matrice de feedback. Dans ces conditions, le systéme linéaire de
controle bouclé par retour d’état s’écrit

#(t) = (A+ BK)z(t), Vt>0. (A.14)

Définition A.13 (Stabilisation asymptotique). On dit que le systéme de contréle linéaire est
stabilisable asymptotiquement s’il existe une matrice de feedback K € R**? telle que la
matrice A + BK soit Hurwitz, i.e.,

R(\) <0, VA€ o(A+ BK). (A.15)

Lorsque le systeme de controle linéaire est stabilisable asymptotiquement, toute trajectoire
du systeme bouclé (A.14) tend vers le point d’équilibre T = 0, i.e., le point d’équilibre T = 0
est GAS pour le systeme bouclé.

Proposition A.14 (Controlabilité = Stabilisable asymptotiquement). Si le systéme de
contréle linéaire (A.12) est contrélable, il est stabilisable asymptotiquement.

Démonstration. La preuve de ce résultat repose sur un résultat d’algebre linéaire, le théoreme
de placement des poles A.15, qui est rappelé ci-dessous (pour la preuve, on pourra se référer a
celle du théoreme 13.34 dans [11]). Le systeme de controle linéaire (A.12) étant controlable, les
matrices A et B vérifient la condition de Kalman (1.16). Grace au théoreme A.15, on déduit
I'existence d'une matrice K € R**? telle que le polynome caractéristique de A + BK soit tel
que xaypr(\) = (A+1)4. Ceci montre que la matrice A+ BK est Hurwitz. Par suite, le point
d’équilibre T = 0 est GAS pour le systeme bouclé. n

Théoréeme A.15 (Placement des poles). On note xar le polynome caractéristique d’une ma-
trice carrée M, i.e., xpr(\) = det(N — M). Soit A € R4 et B € R™*. On suppose que les
matrices A et B vérifient la condition de Kalman (1.16). Alors, pour tout polynome 7 unitaire
de degré d, il existe une matrice K € R¥*? telle que

Xat+sk(A) = T(A). (A.16)
On considere maintenant le systeme de controle non-linéaire autonome
z(t) = f(z(t),u(t)), Vt=>0, z(0) = zo, (A.17)

ott la fonction f : R? x RF — R est de classe C'. On suppose que la paire (7,u) € R? x R*
est telle que f(Z,u) = 0. Ainsi, T est point d’équilibre pour le systéme dynamique &(t) =
f(z(t),u). Le systeme dynamique linéarisé en ce point est §(t) = Ay(t) + Bu(t) avec

= ——(7,1u), = —(7,1). (A.18)
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Corollaire A.16 (Systeme non-linéaire bouclé). On suppose que le systéme linéarisé est sta-
bilisable asymptotiquement par le feedback v(t) = Ky(t). Alors, le point d’équilibre (T,u) est
LAS pour le systeme non-linéaire bouclé

#(t) = f(z(t), T+ K(z(t) — 7)), Vt > 0. (A.19)

Exemple A.17. [Pendule inversé] On rappelle que la dynamique du pendule inversé est décrite
par I'équation différentielle d’ordre deux

6(t) = sin(0(t)) — u(t) cos(0(t)).

On considere la paire (Z,u) = (0,0). On obtient
0 1 0
() ()

C = (B, AB) = (_01 _01> ,

ce qui montre que la condition de Kalman est vérifiée, et donc la controlabilité locale du
systeme non-linéaire. On peut choisir la matrice de feedback K = (2 2), ce qui donne

A+BK:(O 1),

11 vient

-1 -2

et par suite xa1pr(A) = (A + 1)%. La commande en boucle fermée s’écrit u(t) = 2(6(t) +
[

6(t)).
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