UPMC — M2R - Parcours ANEDP Meéthodes de Galerkine Discontinues et Applications

Examen (3h, documents autorisés)

Exercice 1 Soit © C R? un ouvert polygonal borné et f € L?(2). On considére le probléme
—Au = f dans Q, u = 0 sur 0.

La formulation faible consiste &

Trouver u € V tel que a(u,v) = / fv pour tout v € V, (1)
Q

avec V ¢ [HO Q)¢ et a(u,v) = [, Vu-Vo. Soit (7j,)pen une suite de maillages simpliciaux

conformes paramétrée par le pas de maillage h, et posons Vj, def [P’;(’Z}L), k > 1. On définit sur
Vi, x Vi, la forme bilinéaire suivante :

o) [ ViV = 3 [ Gwdnelol+ ¥ [ Llullnl )

FeFy FeFy

ot > 0 et, pour toute F' € F¢, [] = {¢} = ». On étudie la discrétisation suivante de (1) :

Trouver uy, € Vj, tel que ap(up,v) = / fup, pour tout vy, € V. (3)
Q
Ql) En supposant que u € VT [ ()] N H?(T3,), prouver que ay est consistante, c’est-a-
dire, ap(u,vp) = — fQ Auvy, pour tout vy € Vj,.

Bonus'. Expliquer ot intervient '’hypothése u € H?(7j,).
Q2) En utilisant le fait qu’il existe C}, indépendant du pas de maillage tel que

> /{thh} np{on]

FeFy,

Yoy € Vi, < CuVd + 1|Vpon|ip2 e lvnl s

prouver qu'il existe 7 et Cs, indépendants du pas de maillage et tels que, pour tout n >,

Yop € Vi, ap(vn,vp) > Csta||UhH<21(;a

def
ot ||vallic =

Q3) Soit Vip def Vi, + V4. On définit, pour tout v € Vi,

def _ L.
||thhH 2+ lon|? et vp)? = Y orer, FlehH%z(F). Préciser la valeur de 7.

def
< oliie + D hel{Volng|ia.
FeFy

||U||dG,*

Prouver qu’il existe Clq indépendant du pas de maillage tel que
V(w,vn) € Vin x W, ap(w,vp) < Cpnd|lwllac,«||vnllac-
Q4) Déduire une estimation d’erreur du type

u—wupllac < (1 + ChnaCia) wi%fvh lu —wn|lag,«

Bonus. Préciser les hypothéses de régularité sur la solution exacte pour que la méthode converge
a Vordre k en norme ||-||ag-

Q5) Bonus. Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser la méthode d’Aubin—Nitsche pour
obtenir une estimation d’erreur en norme L? (suggestion : peut-on utiliser la méthode du gradient
conjugué pour résoudre le systéme linéaire issu de (3) 7).

1Le maximum peut étre atteint méme sans répondre aux questions bonus.
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Exercice 2 Pour f € L?(Q) et ug € Vin, on considére I’équation de la chaleur
Opu — Au = f dans Q x (0,tp) , u =0 sur 02 x (0,tp), u(z,t = 0) = uy dans .
En supposant v € C°([0,tr]; V) N C3([0, tr]; L*(2)), on considére la formulation faible suivante :
(Ovu, v) L2y + a(u,v) = (f,v)2(0), Yo e V.

A l'aide de I'opérateur Ay : Vi, — Vi, t.q., pour tout (w,vp,) € Vip X Vi, (Apw,vn)r2(0) = an(w,vp)
(avec ay, défini par (2)), on peut formuler le probléme sémi-discret?

dtuh(t) + Ahuh(t) = fh(t) Vit € [O,tF], (4)

olt on a posé fy(t) = mf(t), 7, étant I'opérateur de projection L? sur Vj. On fixe un pas
de temps 0t = tg/N, et on discrétise le probléme (4) par la méthode d’Euler implicite : Pour
ne{0,...,N—1},

uptt =g — stAu T + ot

avec u% = Tpug, et on décompose 'erreur au temps discret t" = ndt comme suit

f f
e S R S0 VL YL S i

Ql) Prouver que
ﬂhdtu(t) = fh(t) hu t)

(
(Suggestion : utiliser le fait que, pour tout ¢ € [0,tFr|, dyu(t) —
consistance de ap prouvée au premier point de I’Exercice 1).
1

Au(t) — fr(t) = 0 p.p.dans Q et la

e 7L+1
Q2) En utilisant le fait que "+ = u+35td,um 1 +6t97+1 (on g+ X 5¢-1 I —7)du(r)dr),
prouver ’équation d’erreur suivante :
=6 = StARET + 0t (AT — w6 (5)

Q3) A partir de (5), on peut prouver I’estimation suivante, qu’on assumera par la suite?

‘|§"+1 ||L2 — ||£h HLQ(Q + (5tcsta||£n+1 HdG N 5t(||€:+1 Hc21G7* + CZ(Stz) (6)

avec C,, & [ d?ul|co(r2(q))- En sommant (6) pour n € {0,..., N — 1} et en observant que &), = 0,
prouver que

N N
1€0 11720y + 0tCosta Z l€nlic < (thg(StQ + ot Z |§:||?1G,*> :

n=1 n=1

Q4) On assume dorénavant que u € C°([0,tp]; H**1(7;,)), de maniére a avoir, pour tout
ne{0,....,N} 1€ lag« S hk||u"||Hk+1(7—h). Prouver, a partir du résultat au point précédent,
que

N 3
<||€111V%2(Q) +6tCata 52”3(;) < X160t + x2h",

n=1

avec 1 = \/EHd ’LL”CO( 0,tr] L2(Q)) et xa = ﬁ||u|‘CO([OvtF];HkJrl(Th)).
Q5) Conclure que [[u™ — uf|[12(0) S x10t + x2h".
Q6) Bonus. Prouver I'inégalité (6) (Suggestion : multiplier (5) par §”+1 intégrer sur €, utiliser
l'inégalité 2ab = a® 4+ b? — (a — b)? pour le terme (7,071, &+ JL2(Q) = (0"+1 ”+1)L2(Q), puis les

inégalités de Cauchy—Schwarz, de Poincaré discret et de Young pour conclire).

2A partir de ce point, on voit u comme une fonction du temps & valeurs dans V' (d’ot la notation dsu(t)).
3Le symbole < dénote ici une inégalité au moins d’une constante multiplicative indépendant a la fois du pas de
maillage h et du pas de temps dt.



