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Examen (3h, do
uments autorisés)

Exer
i
e 1 Soit Ω ⊂ Rd un ouvert polygonal borné et f ∈ L2(Ω). On 
onsidère le problème

−△u = f dans Ω, u = 0 sur ∂Ω.

La formulation faible 
onsiste à

Trouver u ∈ V tel que a(u, v) =

∫

Ω

fv pour tout v ∈ V , (1)

ave
 V
def
= [H1

0 (Ω)]d et a(u, v) =
∫

Ω
∇u·∇v. Soit (Th)h∈H une suite de maillages simpli
iaux


onformes paramétrée par le pas de maillage h, et posons Vh
def
= Pk

d(Th), k ≥ 1. On dé�nit sur

Vh × Vh la forme bilinéaire suivante :

ah(uh, vh)
def
=

∫

Ω

∇huh·∇hvh −
∑

F∈Fh

∫

F

{∇huh}·nF JvhK +
∑

F∈Fh

∫

F

η

hF

JuhKJvhK, (2)

où η > 0 et, pour toute F ∈ Fb
h, JϕK = {ϕ} = ϕ. On étudie la dis
rétisation suivante de (1) :

Trouver uh ∈ Vh tel que ah(uh, vh) =

∫

Ω

fvh pour tout vh ∈ Vh. (3)

q1) En supposant que u ∈ V†
def
= [H1

0 (Ω)]d ∩ H2(Th), prouver que ah est 
onsistante, 
'est-à-

dire, ah(u, vh) = −
∫

Ω
△uvh pour tout vh ∈ Vh.

Bonus1. Expliquer où intervient l'hypothèse u ∈ H2(Th).
q2) En utilisant le fait qu'il existe Ctr indépendant du pas de maillage tel que

∀vh ∈ Vh,

∣

∣

∣

∣

∣

∑

F∈Fh

∫

F

{∇hvh}·nF JvhK

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Ctr

√
d + 1‖∇hvh‖[L2(Ω)]d |vh|J,

prouver qu'il existe η et Csta indépendants du pas de maillage et tels que, pour tout η > η,

∀vh ∈ Vh, ah(vh, vh) ≥ Csta‖vh‖2
dG,

où ‖vh‖2
dG

def
= ‖∇hvh‖2

[L2(Ω)]d + |vh|2J et |vh|2J
def
=
∑

F∈Fh
h−1

F ‖vh‖2
L2(F ). Pré
iser la valeur de η.

q3) Soit V†h
def
= Vh + V†. On dé�nit, pour tout v ∈ V†h,

‖v‖2
dG,∗

def
= ‖v‖2

dG +
∑

F∈Fh

hF ‖{∇v}·nF ‖2
L2(F ).

Prouver qu'il existe Cbnd indépendant du pas de maillage tel que

∀(w, vh) ∈ V†h × Vh, ah(w, vh) ≤ Cbnd‖w‖dG,∗‖vh‖dG.

q4) Déduire une estimation d'erreur du type

‖u − uh‖dG ≤
(

1 + CbndC−1
sta

)

inf
wh∈Vh

‖u − wh‖dG,∗.

Bonus. Pré
iser les hypothèses de régularité sur la solution exa
te pour que la méthode 
onverge

à l'ordre k en norme ‖·‖dG.

q5) Bonus. Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser la méthode d'Aubin�Nits
he pour

obtenir une estimation d'erreur en norme L2 (suggestion : peut-on utiliser la méthode du gradient


onjugué pour résoudre le système linéaire issu de (3) ?).

1Le maximum peut être atteint même sans répondre aux questions bonus.
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Exer
i
e 2 Pour f ∈ L2(Ω) et u0 ∈ V†h, on 
onsidère l'équation de la 
haleur

∂tu −△u = f dans Ω × (0, tF ) , u = 0 sur ∂Ω × (0, tF ), u(x, t = 0) = u0 dans Ω.

En supposant u ∈ C0([0, tF ];V†) ∩ C2([0, tF ];L2(Ω)), on 
onsidère la formulation faible suivante :

(∂tu, v)L2(Ω) + a(u, v) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ V.

A l'aide de l'opérateur Ah : V†h → Vh t.q., pour tout (w, vh) ∈ V†h×Vh, (Ahw, vh)L2(Ω) = ah(w, vh)
(ave
 ah dé�ni par (2)), on peut formuler le problème sémi-dis
ret2

dtuh(t) + Ahuh(t) = fh(t) ∀t ∈ [0, tF ], (4)

où on a posé fh(t) = πhf(t), πh étant l'opérateur de proje
tion L2 sur Vh. On �xe un pas

de temps δt = tF /N , et on dis
rétise le problème (4) par la méthode d'Euler impli
ite : Pour

n ∈ {0, . . . , N − 1},
un+1

h = un
h − δtAhun+1

h + δtfn+1
h ,

ave
 u0
h = πhu0, et on dé
ompose l'erreur au temps dis
ret tn = nδt 
omme suit

un − un
h = ξn

π − ξn
h , ξn

π

def
= un − πhun, ξn

h

def
= un

h − πhun.

q1) Prouver que

πhdtu(t) = fh(t) − Ahu(t).

(Suggestion : utiliser le fait que, pour tout t ∈ [0, tF ], dtu(t) −△u(t) − fh(t) = 0 p.p.dans Ω et la


onsistan
e de ah prouvée au premier point de l'Exer
i
e 1).

q2) En utilisant le fait que un+1 = un+δtdtu
n+1+δtθn+1 (où θn+1 def

= δt−1
∫ tn+1

tn (tn − τ)d2
t u(τ) dτ),

prouver l'équation d'erreur suivante :

ξn+1
h = ξn

h − δtAhξn+1
h + δt

(

Ahξn+1
π − πhθn+1

)

. (5)

q3) A partir de (5), on peut prouver l'estimation suivante, qu'on assumera par la suite3 :

‖ξn+1
h ‖2

L2(Ω) − ‖ξn
h‖2

L2(Ω) + δtCsta‖ξn+1
h ‖2

dG . δt(‖ξn+1
π ‖2

dG,∗ + C2
uδt2). (6)

ave
 Cu
def
= ‖d2

t u‖C0(L2(Ω)). En sommant (6) pour n ∈ {0, . . . , N − 1} et en observant que ξ0
h = 0,

prouver que

‖ξN
h ‖2

L2(Ω) + δtCsta

N
∑

n=1

‖ξn
h‖2

dG .

(

tF C2
uδt2 + δt

N
∑

n=1

‖ξn
π‖2

dG,∗

)

.

q4) On assume dorénavant que u ∈ C0([0, tF ];Hk+1(Th)), de manière à avoir, pour tout

n ∈ {0, . . . , N}, ‖ξn
π‖dG,∗ . hk‖un‖Hk+1(Th). Prouver, à partir du résultat au point pré
èdent,

que
(

‖ξN
h ‖2

L2(Ω) + δtCsta

N
∑

n=1

‖ξn
h‖2

dG

)

1
2

. χ1δt + χ2h
k,

ave
 χ1 =
√

tF ‖d2
t u‖C0([0,tF ];L2(Ω)) et χ2 =

√
tF ‖u‖C0([0,tF ];Hk+1(Th)).

q5) Con
lure que ‖uN − uN
h ‖L2(Ω) . χ1δt + χ2h

k.

q6) Bonus. Prouver l'inégalité (6) (Suggestion : multiplier (5) par ξn+1
h , intégrer sur Ω, utiliser

l'inégalité 2ab = a2 + b2 − (a− b)2 pour le terme (πhθn+1, ξn+1
h )L2(Ω) = (θn+1, ξn+1

h )L2(Ω), puis les

inégalités de Cau
hy�S
hwarz, de Poin
aré dis
ret et de Young pour 
on
lûre).

2A partir de 
e point, on voit u 
omme une fon
tion du temps à valeurs dans V (d'où la notation dtu(t)).
3Le symbole . dénote i
i une inégalité au moins d'une 
onstante multipli
ative indépendant à la fois du pas de

maillage h et du pas de temps δt.
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