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But : Calculer numériquement ’énergie par cellule unité d’un cristal.

— Prédire la structure d'un cristal.

— Calculer I'énergie d'un défaut a l'intérieur d'un cristal.

Qu'est ce qu'un cristal ?

@ Un arrangement périodique de noyaux (fixes) sur un réseau.
Modélisé par une densité de charge périodique pper € Lf)er(]R?').

@ Des électrons qui “gravitent” autour de ces noyaux.

Quelle est I'énergie par cellule unité de ces électrons?
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Idée : Il existe de bons modéles pour des systémes finis.

Limite thermodynamique : Voir le cristal périodique comme la limite de systémes finis.

L=1 L=2 L=3 L=o0

Plan :
@ Choisir un modéle pour les systéme finis (Schrédinger, Hartree(-Fock), DFT,...).

@ Pour chaque L € N*, calculer I'énergie de I'état fondamental E; pour la densité de
charge pu;.

@ Prendre la limite L — oo.
Questions :
o Est-ce que la suite L™3E, (énergie par cellule unité) converge lorsque L — oo ?

@ Si oui, peut-on caractériser la limite?
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Réseau : R = aZ>. Cellule unité : T = [-a/2, a/2)3.
Réseau réciproque : R* = (2r/a) Z>. Cellule unité réciproque : I'* = [~7/a,7/a)3.

Supercellule : Ty := LT

Densité de charge des noyaux pour les systéme finis :

ﬁnl

(%) == pper(x) - L(x € T1).
Potentiel généré par les noyaux :
ﬁnlte
Vi (x) = / H0) gy,
B XYl

Nombre d'électrons par cellule du cristal :

/ Hper = N. (car le systéme est neutre)
.

Hamiltonien (N, := NL3) :

N

fini ﬁm 1 1
HE zz<_7m+ (x)) i > e

k=1 1<I<k<N,

agissant sur |'espace fermionique

N
A LR = {‘V € L*(R*™), Vp € Sny, Wxpay, s %) = ()W (xa, - xw,) }

principe de Pauli
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Le modéle de Schrédinger

N
gfini.Sehr. inf{<\IJIH{““ w>, Ve \LE), [V agm, = 1}.

o Difficile a calculer numériquement (malédiction de la dimension).
o La limite L73F, existe, mais on ne sait pas caractériser la limite. 1+ 2

Idée : Restreindre le probléme de minimisation a I'ensemble des déterminants de Slater

N
Sw, 1= {det (6 scijan, ]+ 610 0m € HAR), / ity = 50.} c \2®).
Matrice densité a 1-corps
Ny N 7
Y= 1ol or Axy) =D i(x)ei(y).
i=1 i=1
Densité électronique
N
p(x) = pr(x) = (%, %) = > [¢i]* (%)
i=1

Modeéle de Hartree-Fock
ESmOHF _ inf {<w)HE“i w>, Ve S, V] zgeny = 1}.

1. C. Fefferman, Commun. Math. Phys. 98 (1985), no. 3.
2. X. Blanc, C. Le Bris, and P.-L. Lions, Comm. Part. Diff. Eq. 28 (2003).
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Modéle de Hartree-Fock (bis)

ni . 1 ni ()~ (xy)?
EmHF — o dy (iAo V8 // dxd
L 'YE”;:NL r 2 + L Y (23)2 |X — y‘ xay, ;

avec 3

P, = {7 € S(L3(R*), 0 <~y <1, Tr(y) = N, Tr(—Ay) < oo} .

3. A. Coleman, Rev. Mod. Phys. 35 (1963), no. 3.
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Le modéle de Hartree-Fock réduit (rHF)

E[E = inf {Ty (—7A+ Vimy // 22022 gyay,
YEPN, (R3)2 |x—y|

P, = {7 € S(L3(R*), 0 <~y <1, Tr(y) = N, Tr(—Ay) < oo} .

avec 3

Lemme ( I. Catto, C. Le Bris, and P.-L. Lions, Ann. Inst. H. Poincaré (C) 18 (2001), no. 6.)

a une limite I'5F

o Existence : La suite L=3E™" ™7 Bl

lorsque L — oo.

e Caractérisation : On a

I;?rF mf{ Tr (—Ay) + 5 Dl( — Pper; Py — Mper), Y € Pperv/P’Y = N} .
r

oo Tr est la trace par cellule unité, et D1(-,-) est la forme quadratique de Coulomb

périodique (voir plus tard).

Question : Comment calculer numériquement l;eHrF de maniére efficace?

3. A. Coleman, Rev. Mod. Phys. 35 (1963), no. 3.
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OUTLINE

Le cas linéaire
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Hamiltonien périodique On considére V,e une fonction réelle R-périodique, et on pose
Hoer = — 20+ V, i *(R?
per = —35 + Vper agissant sur  L°(R).

Energie par cellule unité

Iper = inf {Tir(Hpcr’Y)v Y € Prper, /PW = N} .
r

Trace par cellule unité

E(A) = ||m (]lrLA]lrL).

F
Ensemble des matrices densité a 1-corps

Poer = {7 € S(L2(R?)), 0< 4 <L, YRER, my =ymr, Tr(y) +Tr (A7) < oo}

Lemme

Dans le cas isolant, I'unique minimiseur de lper est de la forme vyper = 1(Hper < €F), 00
er € R est I'énergie de Fermi.

Probléeme : L'ensemble Pper est numériquement difficile a représenter.
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Modéle de supercellule

modeéle sur tout |'espace modéle supercellule

%

Laplacien avec conditions aux bords périodiques : —AL.

Hamiltonien de la supercellule
H: = 7%AL + Vper acting on Lf,er(I'L).
Energie de la supercellule
E; :=inf {’I‘I‘Lger(rL) (HL'yL) ’ ,YL S 'PL’ /rpr = N} .

Ensemble des matrices densité a 1-corps de la supercellule

Pt = {'yL € S(Lf,cr(rL))7 0<~ <1, myt= ’yLTR7 'H(’yL) + Tr(—ALfyL) < oo}
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Iper = inf {E(Hper'y)a Y € Pper; /Pv = N} .
r

E, = inf {TI‘lemr(rL) (HL,YL) ’ ,.YL € 'PL7 /—pr = N} .

Questions
o Est-ce que la suite L73E converge vers Iper lorsque L — 0o ? oui?

o Quelle est la vitesse de convergence?
Lemme (DG, Salma Lahbabi)
Dans le cas isolant, il existe C € R" et o > 0 tel que, pour tout L € N*,

’L_3EL — Iper’ < Ceh (Convergence de I'énergie par cellule)

o Justifie a posteriori la méthode d'échantillonnage proposée par Monkhorst/Pack ®.

@ Preuve : transformée de Bloch discréte, analyse complexe, convergence de sommes
de Riemann.

4. E. Cancés, A. Deleurence, and M. Lewin, Commun. Math. Phys. 281 (2008)
5. H.J. Monkhorst and J.D. Pack, Phys. Rev. B 13 (1976), no. 12.
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Etape 1 : Transformée de Bloch (discréte)

per([O L]) :Vect{

2im0x /21#(%))(7 7 o eziw(L*Tl),
e2i7r(%)x’ e2i7r(L+T1)x7 S e2i7r(2LZI )x7
= LCZ) S LZZTW S 5] RN L27r L 1)

Fibres
2 ik-x _ig-x * | 2 3 _ ig'R
Lq—Vect{e e 7keR}_{z/)eLloc(R), VRER, ¥(+R) =e w(-)}.

Lﬁ ne dépend pasde L, qel™.

En trois dimensions r

Per(rL) = L3 @ LQ AL

QeAL

Propriété de covariance
12 = Sq (2(T)  with Slfl(x) = ¢*F(x) and (Sq) ™" = S_a.
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Transformée de Bloch discréte pour les opérateurs
Si Al est un opérateur auto-adjoint sur Lper(rL) tel que pour tout R € R, Al = Alrg,

A(LJo ,(1 .. 0
R
A = ) ) . ) (Transformée de Bloch = décomposition par blocs).
0 ... 0

Eléements diagonaux
AL . L L. g2 2
Al = P2A™Pyz, AL Ly — LG

Eléments diagonaux modifiés

~ 1
Ab =S _qALSq, AL L2 (T) — L2 (T). |A" = I P Aa-
Qe

Propriétés (évidentes)
@ Spectre .
o(AY) = U o (Af)) = U o (A{j)
QeAL QeA,
@ Trace par cellule unité

1 1 -~
Tr (A") = FTrLger(rL)(AL) =0 D Tz n)(AL) = B Z Triz_ ) (Aq)-
Qen, QeA,
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Exemple : Hamiltonian périodique
1 .
H = _EAL + Vper agissant sur L2, ().
Transformée(s) de Bloch
o "Méme opérateur’ agissant sur des espaces différents

1

/—A/} = —EAl + Vper acting on Lf,.
o Opérateurs différents agissant sur le méme espace
1, . 2 1 . 2 .
Hé =5 |—1V1 + 0|+ Vper = _EAl —q-(iVH) + q?—i— Vper agissant sur  L3..(T).
Limite thermodynamique de la supercellule (L — o0)

Ai=a Ni=g

L_1 L _ @
H _Fg% Ho —— Hper_][* Hqdq.
L

Modéle de supercellule <= Echantillonnage de I'*.
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Spectre
U(Hper) - U O(HQ)
qer*
Remarque : L'opérateur Hq (agissant sur L2.,(I')) est a résolvante compacte :

oo
Hq = Zan,qwn,qx“n,q‘? €1, <2< -1, <Un,q> Um,q)Lger(r) = 6nm-
n=1
Ena (&V)

25

/ Energie de Fermi : er € R

tel que

Z]l 1(eng < erF)dg=N.
n=1 *

Systéme isolant
(trou spectral g > 0)

/ 1 5N,q+% <er < €N+1,q_%-

Diagramme de bandes du sflicium | q € ']
L G X w G u X

20

151

EF?,
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Hamiltonien sur tout I'espace
Energie par cellule unité (nouvelle version)

N
Iper = inf {E(Hper'y)7 84 S Pper, /p’y = N} = ][ <Z€n,q> dq
r [ I —

Matrice densité a 1-corps correspondante (minimiseur)

&b
Yoer = L(Hper < £F) = ][ 1(Hq < eF) da.
F* e
Modéle de supercellule T
Energie par cellule unité

1
L3ELf|nf{Tr (HL L) vt e Pt /p7 fN} Z (Zs,,g)
QeA, \n=1
Matrice densité a 1-corps correspondante (minimiseur)
1
V=1 <) = 5 D

P . QeA;
Erreur pour |'énergie

N
L6 per—pz(zena) / (zen,q>dq
QeA; \n=1 ™ \n=1

C'est la différence entre une somme de Riemann et une intégrale.
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Etape 2 : Analyse complexe

Intégrande
N
K(q) := Z €nq-
n=1

Propriétés

o La fonction K est R*-périodique.

o Les fonctions q — £p,q ne sont pas réguliéres en

général (singularités coniques). Diagramme de bandes du
o Cependant, la somme des valeurs propres est graphéne.
réguliére.

Lemme (DG, Salma Lahbabi)

Si le systéme est un isolant, Alors la fonction (R*-périodique) K admet un prolongement
analytique sur une bande complexe Sa := R? +i[—A, A]® avec A > 0.

@ En lien avec la décroissance exponentielle des fonctions de Wannier®: 7 2,

6. W. Kohn, Phys. Rev. 115 (1959).
7. J. Des Cloizeaux, Phys. Rev. 135 (1964).
8. C. Brouder, G. Panati, M. Calandra, C. Mourougane, and N. Marzari, Phys. Rev. Lett. 98 (2007).
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Eléments de la preuve
Théoréme des résidus de Cauchy 4
H)
1 dx . o
=1(Hq < = — . '
Ya (Hq < eF) 2i7ry§g)\—Hq EF

Prolongement analytique

1 1

1 1 q2 1 1 2’z
Ho=—30"—a-(iV)+ 5 +Vou = He=—3A" -2z (V) + -

2 + Vper

Lemme

Il existe A > 0 tel que

1 dX
Vz € Sa, 'yz::ﬂygg)\_l_l

est bien défini. De plus, la fonction z — -, est analytique sur Sa.

Intégrande
N
K(a) := Z €ng = Tl"Lger(r) (Hava) = K(2):= TrLger(r) (Hzvz) -
n=1

o K(z) est R*-périodique et analytique sur Sa.
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Etape 3 : Convergence des sommes de Riemann

Lemme (classique)

Sif : Sa — C est analytique sur Sa avec A > 0 et vérifie f(z+ k) = f(z) pour tout
k € R*, alors il existe C € R" et o > 0 tel que

& Q- f fla)da| < Ce

Qen,

VL € N*,

Conclusion

Lemme (DG, Salma Lahbabi)

Dans le cas isolant, il existe C € R™ et a > 0 tel que, pour tout L € N*,

IL72EL — hper| < Ce™ " (Convergence de I'énergie par cellule unité)

prpcr — PaL HLE%r < Ce ™k (Convergence de la densité électronique)

Remarque : On ne peut pas comparer les minimiseurs

Yper € Pper C S(L2(R?)) et 4 € PHC S(L2er(T1)).
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Résultats numériques

Modéle linéaire du silicium (M.L. Cohen and T.K. Bergstresser, Phys. Rev. 141 (1966)).

log(error)
KN
(=]

|
Jun
w
T

20+

— log(B-E,)

=25
0

David Gontier

— y=-0.78x + 0.38
== loglle—pr )
- - y=-0.15x + 0.00
5 10 15 20 2
L

Vitesse de convergence du silicium (modéle linéaire).
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OUTLINE

Le cas non-linéaire (Hartree-Fock réduit)

Simulation des cristau




Comment adapter les résultats dans le cas non-linéaire ?
Energie par cellule unité (rHF)

Iyer = inf {I;Ef(v), 7 € Pper, / py = N} :
r
avec

T. 1 1
Ter' (7) = 5 Te (=A%) + 5D1(py = fiper, py = fiper)-

Fonction de Green périodique

ik-x
—AG;, = 4r Z (6 — \F|_1) ou encore  Gi(x) = 4% Z °

RER Irl keR*\{0}

Potentiel de Coulomb périodique

V.8 € (D). Du(r.8) = | ()Gl y)gly) ey

Lemme ( Catto, Le Bris, Lions and Cancés, Deleurence, Lewin )

Le probléme I55F admet un unique minimiseur Ype:. Ce minimiseur vérifie les équations

d'Euler-Lagrange

Yper = L(Hper < eF)
Hpe: = —2A+ Voo agissant sur L*(R?)
Voer = (P'yper — pper) *1 G1.
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Energie de la supercellule (rHF)

EMF — inf {ngF(,yL)’ +ept, r pop = NL3},
avec L
e (yh) = %Ihgcr(m (—AL’YL) + %DL(W — Hper; Pyt — Hper)-
Fonction de Green de la supercellule
—AG, =47 Z R — |I'L| ou encore  Gi(x) = % Z TL—?: = 1G1 (5) .
RELR keL—1R*\{0}

Potentiel de Coulomb de la supercellule

f, g € L2,(T0), Di(f.g) = // F(x)Ge(x — y)g(y) dxdy.

Lemme

ErHF

La probleme admet un unique minimiseur v*. Ce minimiseur vérifie les équations

d’Euler-Lagrange

7= A(H < eh)
H- = —IA"+ V"' agissant sur L2 (TL)
Vi = (o — tiper) ¥, G
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Question : Quelle est la vitesse de convergence de |L_3ELrHF — Iéng ?

Remarque : Cas non-linéaire : Le potentiel V dépend de L :

Hper = _%A + Vper et HL = —%AL + VL.

Idée : Construire des fonctions tests adaptées aux problémes de minimisation.
Probléme : Yper € Pper €t v- € P* sont difficiles a comparer.

Par convexité des problémes par rapport a p, on déduit que
® Py, €t p,u sont R-périodiques.

o Vier et V& sont R-périodiques.

== Construire des fonctions tests a partir de p-,., et p,., puis utiliser les résultat du cas
linéaire.
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Lemme (DG, Salma Lahbabi)

Il existe C € RT et a > 0 tel que, pour tout L > [P,

< Ce o (Convergence de I'énergie par cellule unité)

—3 ~rHF rHF
’L R

Hp«,pcr — p,YLHLBOer < Ce (Convergence de la densité électronique)

g

R ]
-7 ]
_g|| — log(error energy) |

— y=-0.11x+-532
—9l| --- log(Linfty) 1

-~ y=-0.06x+-1.18

-10

5 10 15 20 25 30 35 40

kpts per direction
Vitesse de convergence pour le modéle Hartree-Fock réduit.
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Cristaux avec des défauts locaux

Simulation des cristau




Idée générale
Cristal parfait

Ing Vper agissant sur  L3..(T).

Her:_
P 2

Défaut (de charge) localisé
vE L2(R3) avec support compact dans .

Cristal ayant un défaut localisé

1 v(y)
Hl,::—fA—i-Ver—i-/ dy.
25T T L T =Y

Défauts localisés

Comment définir rigoureusement |'énergie d'un défaut?

o "L'énergie par cellule unité’ n’est plus une quantité intéressante.
o L'énergie du cristal total, avec et sans défaut, est infinie.

o Idée : Faire une limite thermodynamique de la supercellule.
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Limite thermodynamique de la supercellule
Défaut localisé dans la supercellule

v €L2,(T) telque vy=v sur T,

9-9-9-9-9-9-9-9-9 99104

bd
4 GHHD%
1
3303

1S
d

Défaut localisé Défaut dans la supercellule

S

Le défaut interagit avec ses images périodiques !
Plan

o Pour tout L > N*, I'énergie de la supercellule du cristal avec et sans défaut est fini.
o Définir I'énergie du défaut dans la supercellule par
L L L
J, =E, —E".

o Est-ce que 7 a une limite lorsque L — 0o ? Oui pour rtHF® : 7,,.
@ Peut-on caractériser la limite ? Oui, en tant qu'un probléme de minimisation.

@ Quelle est la vitesse de convergence de J,,L - T,

9. E. Cancés, A. Deleurence, and M. Lewin, Commun. Math. Phys. 281 (2008)
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Lemme (DG, Salma Lahbabi)

Il existen >0, L* €N, C € RT, et a > 0 tel que, pour tout v € Lf)er(r) ayant un
support compact dans I et vérifiant ||v|| = <n, et pour tout L > L*, on a

[
L3

1mg?
Jo=To - 15| S C (vl +

+lvllze™ ),

ol q = [,3 v est la charge du défaut, m est la constante de Madelung du réseau, définie

par
m:= lim Gy(x) — 1

x—0 |X|’

et € est la constante diélectrique macroscopique du cristal.

Commentaires
@ On retrouve le terme prédit par Leslie/Gillan°, et par Makov/Payne '*.

o La convergence est lente dans le cas avec défaut (interaction avec les images).
2

1 mgqg R p . R .
o Le terme T 9 peut &tre calculé avec un faible coiit numérique.

= On peut améliorer la convergence en soustrayant ce terme a la main.

10. M. Leslie and M.J. Gillan. J. Phys. C 18 (1985).
11. G. Makov and M.C. Payne. Phys. Rev. B, 51 (1995).
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Conclusion

@ Convergence des modéle de supercellule <= Convergence de sommes de Riemann.
o Vitesse de convergence exponentielle pour les cristaux parfaits.

e Vitesse de convergence lente pour les cristaux ayant un défaut localisé.
o Expression explicite du terme en L= permet d'améliorer la convergence.

Travaux futurs

@ Simulation numérique des cristaux avec défauts, vitesse de convergence des termes d’ordre plus
élevés, ...

o Vitesse de convergence a priori et a posteriori dans le cas métallique, technique des
bases réduites, ...

(with E. Cances, V. Ehrlacher, A. Levitt and D. Lombardi)
o Adapter les résultats a d’autres applications (cristaux photoniques).
Références
o DG, S. Lahbabi, Convergence rates of supercell calculations in the reduced
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crystals with local defects (soumis, arXiv 1512.08636).

Merci pour votre attention.
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