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1 Introduction

1.1 Notations

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier un modele a volatilité
stochastique proposé par Jean-Pierre FOUQUE, George PAPANICOLAOU et
K. Ronnie SIRCAR [1]. Nous reprenons le travail theorique des auteurs, puis
nous proposons des exemples de simulation informatique. Le modele est le
suivant :

dXt = ,LLXt dt + O'tXt th
o= f(V) R (1)
dY; = a(m =Y, dt + pdZ;

Dans cette écriture :

— X représente le sous-jacent, X; son cours a la date t,

— u est le rendement instantané, supposé constant,

— o est la valeur a la date ¢t de la volatilité du cours du sous-jacent ;
elle mesure l'intensité du bruit ¢;X; dW; auquel est soumis le cours du
sous-jacent

— W est un mouvement brownien standard, la volatilité o est elle-méme
un processus stochastique, fonction déterministe du processus Y ; la
fonction f est définie sur R et a valeurs strictement positives,

— Y est un processus d’Ornsteig—Uhlenbeck, de moyenne a long terme m

2o

— Z est un mouvement brownien standard éventuellement corrélé a W

nous supposons dans la suite cette corrélation constante et nous la
notons p, avec p €| — 1,1[, de sorte que d(W,Z), = pdt. Si nous
définissons Z; par l'égalité Z, = oW+ /1 — p?Z;, alors W et Z sont
deux browniens indépendants.
On donne ci-dessous un exemple de trajectoires possibles pour les tra-
jectoires de (W, Z) et de (W, Z), dans le cas ou p = 0.5 puis dans le cas
ou p = —0.5. Dans les trois cas, on a utilisé les mémes séries d’aléas.
On a utilise un code C pour générer ces trajectoires.

et de variance a long terme



He
n

0-2

Une trajectoire de (W, Z ) entre t = 0 et t = 1. La corrélation p vaut
0.5.

o
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Une trajectoire de (W, Z) entre t = 0 et ¢ = 1. La corrélation p vaut —0.5.



Nous nous plagons sur un espace probabilisé (€2, F,P) muni de la filtra-
tion Fy = o(Ws, Z5,0 < s < t). Par exemple, on pourra considérer 'espace
Q = C°(R,,R?) des fonctions continues & valeurs dans R? muni de sa tribu
borélienne et de la mesure de Wiener sur cette tribu. Dans ce cas, il faut voir
un événement ponctuel w comme une trajectoire ¢t — (Wy(w), Zy(w)). Par
ailleurs, la filtration JF; représente l'information sur les deux mouvements
browniens W et Z jusqu’a la date t; c’est 'augmentation habituelle de la
tribu engendrée par les ensembles de la forme {w € Q | |Wy| < Ry, |Z| <
Rg, 0 S S S t}

Dans toute la suite, nous nous plagons sous I’hypothese d’absence d’op-
portunité d’arbitrage (AOA). Plus précisément, nous supposons l'existence
d’une probabilité sur (€2, F) sous laquelle le prix des actifs actualisé est une
martingale locale.

1.2 Interprétation

F. BLACK et M. SCHOLES ont proposé [2] de modéliser la dynamique du
cours X; du sous-jacent par I’équation différentielle stochastique

dXt = /LXt dt + O'Xt th, XO = X. (2)

Typiquement, le sous-jacent est une action ou un indice boursier. Dans
ce modele, o est une constante strictement positive, i.e. une quantité sup-
posée indépendante du temps et du hasard, qu’on appelle “volatilité”. Nous
considérons également un actif sans risque X° dont la valeur a la date t est
X? = e, Ceci revient & supposer le taux d’intérét & court terme constant
égal a r. L’équation (2) a des conséquences importantes :

— Le processus X est un mouvement brownien géométrique ; on dispose

d’une expression explicite pour X :

X; = zexp (th + (u - %2) t> (3)

qui prouve que le logarithme du cours X; suit une loi gaussienne de
moyenne | g — ”2—2>t et de variance o?t. On peut réécrire (3) sous la
forme X; = e* M,, ou M, = exp (aWt — %2t> est une P-martingale de

moyenne 1. La figure suivante présente quatre trajectoires possibles du
processus (X;)o<i<1 et la trajectoire moyenne.
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0.8

Quatre trajectoires possibles du sous-jacent sous le modele de BLACK
et SCHOLES ; u = 0.05, 0 = 0.15.
— Le marché est viable et complet :

— Il existe une et une seule probabilité P* sous laquelle le processus
des prix actualisés (e7" X;)>0 de Pactif risqué est une P*-martingale.
Cette probabilité est appelée probabilité risque-neutre.

— L’évolution du sous-jacent s’écrit

dX, = rX,dt + o X, dW;, Xy =,

ou W* est un P*-mouvement brownien.

— Toute option européenne de payoff H € L?(P*, Fr), c’est-a-dire toute
option définie par une variable aléatoire H Fp-mesurable et de carré
intégrable sous la probabilité P*, est simulable : il existe un unique
portefeuille admissible, i.e. autofinancé et minoré, ne contenant que
de I'actif sans risque et de I'actif risqué, dont la valeur en T  est H. De
plus, la valeur V(¢) de l'option est, sous la probabilité risque-neutre,
I’espérance actualisée du flux terminal H :

V() =E [ TH | F).

Ceci est une conséquence du théoreme de représentation des mar-
tingales browniennes (notons que o(Ws,0 < s < t) = o(WF,0 <
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s <'t)). Autrement dit, on peut se couvrir parfaitement - éliminier le
risque - en gérant dynamiquement un portefeuille ne contenant que
du liquide et du sous-jacent. Notons que V (t) est indépendant de la
tendance pu.

Dans le cas particulier ou H = h(Xr), avec h continue et positive, le
prix de 'option se met sous la forme P(t, X;) avec

o | —r(T—t) a(W;—W;)+<r—§)(T_t)
P(t,z) =E" |e h { zexp .4

La fonction P est solution de I’équation aux dérivées partielles

EB (U)P = 0’
{ sz> 0, P(T,z) = h(z), (5)

ol
o o, 0 0
L = — + 2 —— . 6
ps(0) = g+ S gt (xax ) (6)
De plus, la quantité d’actif risqué a détenir a la date ¢ est
oP
= —(t, X
Qg 0:5 ( ) t)a

quantité qu’on appelle le “delta”. Par conséquent, le portefeuille de
couverture contient

OP
by=e" | P(t,X;) — X;—(t, X,
t € < ( ) t) t 81) ( ) t))
unités d’actif sans risque.
Le cas du call correspond au payoff h(z) = (r — K)4, on note alors

P(t,x) = Cps(t,z; K,T;0) et

Cps(t,z; K, T;0) = xN(dy) — Ke "IN (d_) (7)
ou
d. = ln<Ke_rng_t)) Loo/T —¢
+ o/T—t +30 ) (8)
In L
d_ = % — 30VT —t.

On donne ci-dessous le graphe de la fonction x — Cpg(t, z; K,T;0)
pour les valeurs suivantes des parametres : t =0, K = 1.1, T =1,
o = 0.15, r = 0.05. On a superposé le graphe donnant le payoff du

call, i.e. v+ (z — K),.
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Prix du call dans le modele de BLACK et SCHOLES ; t = 0,
K=11,T=1,0=0.15r =0.05.
Ci-dessous, on modifie la valeur de o, toutes choses égales par ailleurs.
On regarde succesivement une volatilité de 5% puis une volatilité de
50%. Les trois graphes sont a la méme échelle.
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Prix du call dans le modele de BLACK et SCHOLES ; t = 0,
K=11,T=1,0=0.05 r=0.05.
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Prix du call dans le modele de BLACK et SCHOLES ; t = 0,
K=11,T=10=0.5 r=0.05.
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De plus, le portefeuille de couverture contient la quantité
ay = N(d+)

d’actifs risqués. Ceci prouve que 1'égalité (7) donnant le prix du call
sous le modele de BLACK et SCHOLES donne aussi la décomposition
du portefeuille de couverture en actif risqué et en actif sans risque.

Signalons que ce qui précede reste vrai si I'on autorise le taux d’intéréet

a court terme, dit aussi “taux court”, et la volatilité a dépendre du temps,
mais pas du hasard. 11 suffit de remplacer r par
1 T
r= T—1), rsds

et o par o ou

T, p
= ﬁ ) 0,as
dans les formules (4), (5), (6), (7) et (8).

Le modele de BLACK et SCHOLES sert de référence a tous ceux qui pra-

tiquent la finance des marchés :

— Il est simple : adopter le modele de BLACK et SCHOLES, c’est simple-
ment supposer les cours X a trajectoires continues et a accroissements
relatifs indépendants et stationnaires.

— Il est maniable : il donne lieu a des formules fermées pour le prix des
calls et des puts et pour les deltas correspondants, c¢’est-a-dire pour les
quantités d’actifs risqués que doit contenir le portefeuille de couverture.

Cependant :

— Tous les tests statistiques invalident 1'hypothese log-normale pour le
cours du sous-jacent. En réalité, il semble que les queues de distribution
soient plus épaisses que ne le prévoit le modele de BLACK et SCHOLES.
De plus, les queues de distribution empiriques de In(X;) sont parfois
asymétriques.

— Nous définissons la volatilité implicite I par 1’égalité

52

Cps(t,x; K, T; 1) = C°%

ol C° est le prix observé du call de maturité T et de strike K. La
définition a un sens puisque 0 — Cpg(t,z; K,T;0) est une bijection
de R* sur } (r—K), ,:1:[. Ainsi définie, I est une fonction de ¢, z, K, T
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et C°%. Si les prix observés étaient exactement les prix prévus par le
modele de BLACK et SCHOLES, la fonction K +—— I(t,z, K, T, C°*)
serait constante et égale au parametre o. Or, les données de marché
font apparaitre une dépendance en K. La courbe empirique K +——
I(t,z, K, T, C%) porte souvent le nom de courbe de “smile” en référence
a son allure souriante (convexe décroissante puis croissante).

0.20
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0.08

0.06

0.04

0.02

Un smile observé par un trader du Crédit Lyonnais en traitant des
swaptions 5 ans - 10 ans

Bien str pour expliquer ces phénomenes, il faut raffiner le modele. Il y
a bien des fagons de le faire : par exemple autoriser les cours X; a avoir
des sauts, ou autoriser la volatilité a dépendre de t et de z, la seule source
de bruit restant le brownien W (c’est ce que propose B. DUPIRE [3]). Une
maniere naturelle d’étendre le modele de BLACK et SCHOLES est d’autoriser
la volatilité a étre un processus stochastique gouverné par un deuxieme bruit
modélisé par un deuxieme brownien Z éventuellement corrélé & W, mais
non parfaitement corrélé, contrairement au cas du modele de DUPIRE. Nous
conservons donc ’écriture

dXt = ILLXt dt + O'tXt th

mais o est désormais un processus aléatoire dépendant du temps et du hasard
(W, Z). Comment choisir ce processus ? Nous souhaitons que la volatilité o,
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soit une quantité F;-mesurable et strictement positive. Aussi nous nous pro-
posons de I'écrire sous la forme o, = f(Y;), ot f: R —R* est une fonction
déterministe et Y est un processus aléatoire a valeurs réelles (F;)-adapté.
Nous nous limiterons aux processus Y qui sont markoviens. Par exemple :

— un processus markovien de sauts pur a espace d’états fini ou dénombrable,

— un processus markovien de sauts pur a espace d’états infini non dénombrable,

— une diffusion markovienne du type

dY; = piy (1, Y;) dt + oy (t,Y;) dZ,. (9)

Dans toute la suite, nous nous limiterons aux diffusions markoviennes (9),
et parmi elles a celles qui possedent la propriété de retour a la moyenne, i.e.
celles pour lesquelles

py (t,y) = a(m —y).

Le parametre a s’appelle le tauz de retour a la moyenne et le parametre
m la moyenne a long terme. On peut voir Y; comme la position a la date
t d’'une particule soumise a une force de rappel d’intensité o qui a ten-
dance a la ramener a sa position d’équilibre (déterministe) m et a une force
aléatoire - par exemple des chocs - modélisée par le bruit oy (¢,Y;) dZ,. Le
choix oy (t,Y;) = (3, ou [ est une constante, correspond au processus dit

d’Ornstein-Uhlenbeck.

1.3 A quoi s’attendre ?

Il y a une bonne raison a priori de considérer la volatilité comme une
quantité aléatoire : des études empiriques sur les rendements du cours du
sous-jacent permettent d’estimer la volatilité et celle-ci semble présenter un
comportement stochastique. Mais modéliser la volatilité par un processus
stochastique, c’est en fait reconnaitre que quantifier le risque a travers un
parametre de volatilité constant est aujourd’hui insuffisant pour expliquer
certains phénomenes de marché. En particulier pour expliquer la courbe de
smile. Et c¢’est une modification profonde et puissante qui permet de décrire
un marché bien plus complexe que le marché de BLACK et SCHOLES :

— nous pouvons reproduire des lois plus réalistes pour les rendements ; en
particulier, les queues de ces distributions sont plus épaisses que celles
des lois lognormales,

— nous pouvons rendre ces distributions asymétriques en corrélant les
deux bruits W et Z ,

14



— nous pouvons faire apparaitre du smile.

Evidemment rien n’est gratuit - surtout dans le monde de la finance des

marchés - et il faut bien payer quelque part le prix de ces nettes améliorations :

— on ne peut pas observer directement la volatilité ; estimer les parametres
du modele (o, m, 3) et le niveau actuel de la volatilité sont donc des
problemes difficiles,

— le marché ainsi modélisé est incomplet : lorsqu’on traite une option,
on ne peut pas éliminer le risque en gérant un portefeuille contenant
du liquide et du sous-jacent. En effet, la variation infinitésimale de la
valeur d'un tel portefeuille contient des termes en dW; et en dZ; que
I’on ne peut annuler simultanément.

2 Prix d’une option européenne

2.1 EDP d’évaluation

Dans cette section, on considere la dynamique (1) et on s’intéresse au
prix d’une option européenne d’échéance T et de payoft h continu ; ’acheteur
d’une telle option regoit h(X7,) en T7. L’absence d’opportunité d’arbitrage
et I'hypothese markovienne sur Y nous assurent l’existence d’une fonction
P R, xR x R — Ry, que nous supposons suffissmment réguliere,
telle que le prix de cette option & la date t € [0,Ty] sécrit PTV (¢, X, V).
Il est impossible d’annuler le risque avec seulement ’actif sous jacent. Aussi
allons nous considérer un portefeuille qui contient a; unités d’actif risqué, b;
unités d’actif sans risque et ¢; options européennes d’échéance Ty > T7 et de
méme payoff h. Nous cherchons ay, b; et ¢; tels que le portefeuille réplique
I'option et soit autofinancé. L’hypothese de réplication correspond a 1’égalité

PN T, Xpy, Yr,) = an Xpy +bpy e ter, PT(Ty, Xy, Yr)  P—ps (10)
et I’hypothese d’autofinancement a

dPT(t, X,,Y;) = ap dX; + byd(e™) + ¢, AP (t, X, V7). (11)

Par absence d’opportunité d’arbitrage, (10) implique que a toute date ¢t < T

PI(, X, V;) = a Xy + be" + e, PT2 (1, X, Yy) P—ps (12)
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c’est-a-dire que la valeur du portefeuille est a tout instant égale au prix de
I'option. Par la formule d’It6, on a2

opT) opm)
dPTI(t, X,,Y;) = o (6 X0 Y dt + ——(t, Xt,Yt) dX;
op™) 19°P
+ ay (t Xt7 Yt) d}/t 2 8 2 (tv Xt; }/;5) d<X>t
9?2 p(M) 10%P
t, X, V) d(X,Y t, X, Y;)d(Y
+3:E3y(’ t, Yy) d( >t+2 3y (7 £, Yy) d(Y):
= APt X, Y;)dt
opPT P
ox (t7Xt7K) dXt + (taXtv}/;f) di/t
ou A; est 'opérateur défini par
8 0? 0?

A 2 1 282
1= f() +,05 f(y) +§58—y2-

815 0y

Mais, d’apres 'hypothese d’autofinancement, la variation infinitésimale de la
valeur du portefeuille est aussi égale a

dPT(t, X,,Y;)
= a,dX, + b d(e") + ¢, dPT(t, X, V)
Qg dXt + Tbtertdt

oP(T2) oP(T2)
o (AP0, X0 ) dio O 0 X0 i) X P 0, X, V) )
= (Ct-Al piT) (t X, V) +7“btert) dt
(T2)
+ (at + th(t,XnYQ) dX;
opT2)
+¢ (t, X1, Y3) dY;.

dy

I n’y a de termes en dZ; que dans dY;, si bien que l'identification des termes
en dZ; donne

(T1)
PP (t, X1, Vi)
(T2) '
81?’);2 (taXb}/;f)

Ct —

2les égalités faisant intervenir X, et Y; sont & prendre au sens ps
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L’identification des termes en dW; donne

opT) 8P(T2)

a.fC (t Xtyyz) ax (t7Xt7}/t)

ay =
d’ou on déduit
by =e " (PT(, X,,Y,) — a, Xy — . PP (t, X,,Yy))

Enfin 'identification des termes en d¢ donne

oPT opT)

(t Xtan )

Alp(Tl)(taXt,Kt) + pXy

(t7 Xtu }/;5)

oP(12)
= CtAl (t Xt, }/t) -+ T’bteTt + 1% (at + Ct—F—

9P

+a(m - Y;e) CtTy(ta Xta Y;f)a

qui s’écrit aussi en remplagant a,, b, et ¢; par leurs expressions :

-1

p)
(aay (t Xta}/t)) AQP(TI)(LXD}/;) = <

oP(T)
dy

-1
(t7Xt>Y;‘/)) AZ (t Xt:n)

ou

A2:A1+’F<SE%—~>.

Autrement dit, si on définit 'opérateur U par
o\ !
(1) 4
dy

UPT)(t, X, Y;) =UPT(t, X, Y,).

Comme le membre de gauche dépend de T} mais pas de T5 et que le membre
de droite, lui, dépend de T3 mais pas de 17, les deux membres sont en fait
indépendants de T} et de Ty. Moralement, I'opérateur ¢ annule la dépendance
en I'échéance. Il existe donc une fonction ¢ : Ry xR} x R — R telle que

quelle que soit son échéance T > 0, une option de payoff A a un prix
PO, X,,Y;) qui vérifie

alors

UPD(t, X,,Y;) = b(t, X, Yy).
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Désormais on considere I'option de payoff h et d’échéance T'. Son prix P(t, X, Y})
vérifie I’équation

oPr
AZP(t7 Xta Y;f) - @D(t, Xt7 Y;f)—

Pour des raisons qui apparaitront claires bientot, on introduit les fonctions
A et ~ définies par

w<t7x7y) :ﬂA(t,LU,y) _@(m_y) (14>
et
At z,y) = pﬁ}(_y)r L —p>y(t, 2, y). (15)

Avec ces notations, (13) se réécrit, en omettant la dépendance en (¢, Xy, Y;)
O+ IXPF ()R + pBXf (V) ok + 30258
+r (X282 — P) —i—a(m—Y})% ﬁAaP =0.

Cette égalité étant vraie ps, le prix P est solution de I’équation aux dérivées
partielles

(Lps(f(y)) + Louv + L1) P(t,x,y) =0 (16)
avec la condition terminale
P(T,z,y) = h(x),
o 8 0? 0
_ 2 - - .
Las (1) = gy + 3270 5+ (5 )
est 'opérateur Black-Scholes de parametre de volatilité f(y),

)2
Y5,

est le générateur infinitésimal du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, et

1, P
U_iﬁ a—y2+06(m—

2

= pBrf(y) afa — BA(t, y>£

dy

est un opérateur faisant intervenir la corrélation p d’une part, en facteur

de la dérivée croisée, et la fonction A d’autre part. Cette derniere est ap-

pelée “prime de risque de volatilité”. Plus précisément, la fonction “]_f est
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exactement la prime de risque liée a la premiere source de bruit W et v est
exactement la prime de risque liée a la deuxieme source de bruit Z. En effet,
une variation infinitésimale du prix de l'option s’écrit, en utilisant (16) et la
formule d’Ito :

dP(t, X, Y:)
= {rpi s (tha/)mj G ) A X YOV T g b

+ {th(mg—P + ﬁpa }th + {ﬁ\/l = ap} iz.

La fonction A agrege les primes de risque liées aux deux sources indépendantes
de hasard, a travers (15). On comprend maintenant pourquoi il est bienvenu
d’écrire la fonction 1 sous la forme (14)-(15).

2.2 Interprétation probabiliste

On cherche ici a donner une interprétation probabiliste du prix P(¢,x,y).
Posons

et

t ! 1/t 2 2
M, = exp (—/ engWS—/ efdzs——/ (0 + (09)%) ds).
0 0 2 0

Sous certaines conditions techniques, par exemple sous la condition de Novi-

o E {exp (% /OT <(9§V)2 + (95)2) ds)} < o0, (17)

M est une P-martingale. On définit alors bien une mesure de probabilité P*(")
en posant
dP*(w) = Mp(w) dP(w).

Cette nouvelle probabilité est équivalente a P et, d’apres le théoreme de
Girsanov, les processus

t
Wt* :Wt‘l‘/ 9?/615
0
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t
Z: == Zt —|—/ QSZ ds
0
sont deux P*-mouvements browniens indépendants. On a
dX; = pXedt+ f(Y2) X dWy

_ * H—=r

= rXydt + f(Yt>Xt th*
et
Y, = a(m-=Y,)dt+ 3dZ,
— a(m—Y)dt+ 0 <det /1o p2dZt>
* w—=r
= a(m-=Y,)dt + dW; — dt
= (alm —Y)) — AA(, X0, V) de+ 8 (pd Wy + VT— 2dZ;)
Si on pose

Z; = pWi + 1= p2Z;
on définit un P*()-mouvement brownien et on peut réécrire la dynamique (1)
sous la forme

dXt = TXt dt + UtXt th*
Ot = f(Yt) R (18)
dY; = {a(m —Y;) - BA(t, X,, Y))} dt + BdZ;

Sous la probabilité P*() | le processus des prix actualisés (Xt)ggtST défini
par N
Xt = €7TtXt

est une martingale locale. On se placera sous les hypotheses qui assurent que
c’est en fait une vraie P*™-martingale. On pourra par exemple supposer que

E) UOT F(Y)PX? dt} <00 (19)

20



ou méme seulement

T
E*) \/ / F(Y)2X2dt| < oo. (20)
0

Alors si on évalue 'option européenne de maturité T et de payoff H = h(X7)
par

V, = E*) [e_T(T_t)h(XT) | ]:t}

on supprime toute possibilité d’arbitrage. L’énorme inconvénient de ce modele
a volatilité stochastique, lorsqu’on le compare au modele de BLACK et SCHOLES,
c’est qu’a chaque fonction (¢, x, y) correspond une probabilité risque neutre
P*(). On peut adopter le point de vue suivant : le marché sélectionne naturel-
lement une prime de risque de volatilité v qu’il s’agit de mesurer en étudiant
I'historique des données et/ou I'ensemble des prix d’options cotées sur le
marché. Pour ce faire, il sera sans doute raisonnable de supposer d’abord
que v est une constante, puis de considérer que v ne dépend que de y, ou
éventuellement de t et de y. Dans ces derniers cas en effet, la dynamique
de Y reste autonome, au sens ou la dynamique de X n’interfere pas avec
celle de Y. C’est sans doute un probleme difficile, et qui ne sera pas utile
pour la suite de cette étude. Retenons qu’il existe a priori une infinité de ~
possibles, auxquels correspondent une infinité de probabilités risque-neutre
équivalentes P*(V). Cette propriété est caractéristique de Iincomplétude du
marché.

Il semble cependant raisonnable, étant donnée I'interprétation financiere
de A, de ne considérer que des fonctions y — A(y) bornées. Au vu de (18), la
prime de risque A n’intervient que dans le terme de drift de Y ou elle s’ajoute
au terme a(m — Y;) qui lui n’est pas borné. Il est donc légitime de penser
que A ne joue qu’'au “second ordre”. Ainsi, lors des simulations numériques,
on ne considérera que le cas A = 0.

3 Analyse asymptotique
L’idée principale de Jean-Pierre FOUQUE, George PAPANICOLAOU et K.
Ronnie SIRCAR [1] est de considérer :

— d’'une part que la volatilité possede la propriété de retour a la moyenne,
qu’on modélise par la force de rappel déterministe a(m — Y;) dt,
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— d’autre part que ce retour a la moyenne est rapide. On suppose donc que
Iintensité o de la force de rappel est grande. Grande devant quoi? «
est I'inverse d'un temps. Il s’agit donc de comparer € = 1/« - temps ca-
ractéristique de retour a la moyenne - a 1’échelle de temps du probleme :
T —t. Aussi on considérera que € < T' — t ou, de maniere équivalente,
que o> (T —t) .

L’idée est ensuite de proposer un développement limité en /= du prix de

I'option. Revenons d’abord sur la propriété de retour a la moyenne a travers
I’exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

3.1 Retour a la moyenne

On se propose ici d’étudier plus en détail le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
Y de dynamique

dY; = a(m =Y, dt + 8dZ,  Yo=y.

On a une expression explicite pour Y; :
t A
Yi=m+ (y —m)e " + ﬁ/ e =) g7,
0

qui prouve que Y; suit la loi gaussienne de moyenne m + (y — m)e " et de
variance v2(1 — e™2%) ot v? = % : Y; converge en loi lorsque ¢ — +o0o vers
7 = N(m,v?), la loi gaussienne de moyenne m et de variance v

On donne ci-dessous des trajectoires du processus (Y;)o<t<1 pour m = 0,

v =0.5, y = 0. On teste plusieurs valeurs de « : 0.1, 1, 10, 100.
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3.1.1 Probabilité stationnaire

Cette loi limite 7 est aussi la loi stationnaire du processus Y : si Yy suit
la loi NV(m,v?), alors & toute date ¢ > 0 la variable aléatoire Y; suit aussi la
loi A/(m,?). Sa densité ® est donnée par

et vérifie ’équation

ol 5
Loy = —a— —Y) )+ 3055
ou =0 ((m =) + 565
est l'adjoint de I'opérateur
2

1,0 9
‘COU — 25 ayg +a(m y)ay

qui est le générateur infinitésimal de la diffusion Y, ¢’est-a-dire par définition
l'opérateur qui & une fonction g : R —R de classe C? & support compact
associe la tendance en moyenne de g(Y;) connaissant Y; :

(Lovg) (y) = lim B [g(Y)] — g(y)

t—0t t

Dans cette écriture, EY désigne I'espérance sous la probabilité PY qui est la
probabilité conditionnelle sachant que Yy = y. On pose

Z-®RBE.D.  (0le) = [and o=Vl
R
On définit Papplication P; : L2 — L2 par

(Pg) (y) = EY [g(V})]

et 'ensemble
2 2 Pg—g
D=<cgel:|3el; lim|——=—9¢||=0,.
t—0t t

Le générateur infinitésimal Loy est en fait défini sur D CL2 a valeurs dans
L2. On donnera donc un sens a l'expression Lopg si et seulement si g € D.
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3.1.2 Propriété de décorrélation, théoreme ergodique

L’inverse ¢ de I'intensité a de la force de rappel s’interprete aussi comme
le temps caractéristique de décorrélation du processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
puisque, si s < ¢,

s t
cov(Yy, ;) = cov (B/ eo‘(s“)dZu,ﬂ/ eo‘(t“)dZU)
0 0
s t
= [reoltIR {/ e“dz, / e"”’dZul
0
= [l R { / e*dZ, / ea”dZv]
0

— fa (t+s) eQaudu
0
_ ( ot—s) 7a(t+s )

Par conséquent, si s et ¢t tendent vers +o0o de sorte que A = |t — s| reste
constant, la covariance limite de Y, et Y; vaut v?e~*2. Notons que c’est
exactement la covariance de Y, et Y; sous la loi stationnaire. A la limite,
lorsque ce temps typique de décorrélation e est infiniment petit, i.e. lorsque
a est infiniment grand, les valeurs Y, et Y;, méme pour des temps voisins
s et t, sont indépendantes (leur covariance est nulle et le processus Y est
gaussien). C’est pour cette raison qu’on va disposer de théorémes ergodiques
du type loi forte des grands nombres. Plus précisément, pour toute fonction
g intégrable contre la mesure stationnaire N'(m, v?),
T

im —— [ g(V.)ds = (g) (21)

a—too T'— 1t J,

ou, par définition, (g) est 'espérance de la fonction g contre la mesure sta-
tionnaire, i.e.

+oo
= gtwew)de
En pratique, I'approximation
1 T

T—t

ne sera valable que si a > ﬁ Dans le contexte des marchés financiers, cela
signifie que nous ne pourrons faire cette approximation que si nous sommes
suffisamment loin de I’échéance T' de 'option traitée.
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3.1.3 Equation homogeéne

On sera amené a considérer ’ensemble H des fonctions ¢ € D (donc
@ € L2) et solutions de 1’équation homogene Loy = 0. Cette derniere
équation est en fait I’équation différentielle ordinaire

%ﬁ%”(y) +a(m —y)¢'(y) = 0.

L’ensemble des solutions de cette équation est ’espace vectoriel de dimension

2 engendré par les constantes et par la fonction ¢ : y — fo exp (( ) dz.

Cette derniere fonction n’étant pas de carré intégrable contre la mesure sta-
tionnaire m = N (m, ?), H est Pensemble des fonctions constantes®.

3.2 Le prix Black-Scholes corrigé
3.2.1 Notations

On se place ici sous 'hypothese ¢ < T — t. Moralement, sous cette hy-
pothese, Y; atteint sa loi limite AN (m, v?) en temps fini. On se placera donc
dans 'asymptotique

e —0, V% = cte.

Comme 12 = %, cela signifie que f = vv2a = ”—\/\/g tend vers +o00. On peut

réécrire la dynamique (1) en faisant apparaitre le parametre infiniment petit

dX; = rX;dt + o X7 AW,
= JF(Y7),
dYe = {g(m —YF) - B2AG Xf,Yf)} dt + 22 dZ;.
Le prix P¢ de l'option européenne de maturité 7" et de payoff H = h(X7%) €
L*(P*, Fr) vérifie

ape _|__ % (XS)2 f(Yt€)202PE _|__ plj\/_ng(YE)dQPE + V_282P25

ot Ox2 Ve V3 Ox0y e Oy
opP¢e opP¢ v oprPs __
+r (X7 — P7) + 2(m = Y) 5 — 22N =0

et est donc solution de 'EDP

1 1
<g£0 +olit 52) PE(t,z,y) =0 (22)

31 n’est méme pas intégrable contre 7; de ce fait, on ne peut pas donner de sens &
EY [ (Yy)], ni a fortiori & (Lou) (y) = lim;_ g+ M
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avec la condition terminale
P (T,x,y) = h(z),

ou

L2 Las (100) = 3 + 35 gy 47 (e =)

est 'opérateur Black-Scholes de parametre de volatilité f(y),

, 0? 0
Lo=cLoy =V = + =
0 = €Lou By? (m —y) By
est le générateur infinitésimal du processus d’Ornstein-Uhlenbeck multiplié
par €, et

Ly _py\/_xf( )

Dans toute la suite, on fait l’hypothese que la prime de risque A est une
fonction continue bornée ne dépendant que de vy.

3.2.2 Le probléme a résoudre

On se place dans les conditions o, pour tout ¢ > 0, 'EDP (22) a une
unique solution. On va voir que cette solution P® a une limite quand ¢ tend
vers 0 et on va s’intéresser a la correction d’ordre 1. Pour ce faire, on suppose
I'existence d’un développement en série de la forme

PE:P()—F\/EP1+€P2+€\/EP3+52P4+"'

(22) se réécrit alors formellement
1

O - —£0P0
3

1
+% (LoPy + L1 Fy)
+(LoPy+ L1P + Lo Fy)

+VE(LoPs + L1Py + Ly Py)
+...
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On cherche des fonctions P; : Ry x R} xR — R suffisamment régulieres qui
vérifient :

EOPO:()y PO(Taxay) :h<.’lf),
£0P1+£1P0:0, P1<T,l',y)20,
ﬁopn + ﬁlpn_l + £2Pn_2 = 0, Pn(T,I,y) == 0, VTL Z 2.

L’opérateur Ly n’agit que sur la variable y. Plus précisément, notons
QY* = P,(t,x,-). C’est une fonction de y seulement. On a

(LoP) (t,2,y) = (Lo@7") ()

(cela n’est pas vrai pour l'opérateur £; par exemple). Afin de donner un
sens a 'expression Ly F,, il suffit donc de donner un sens, pour tous t et x, a
LoQ%*. On cherche donc des fonctions P; telles que Pi(t, z, -) € D, notamment
P(t,z,-) € L2

Enfin, les opérateurs L£; font intervenir des dérivées premieres en temps
et secondes en x et en y. On cherche donc des fonctions P; de classe C'122,

On se propose donc de résoudre le probleme suivant : trouver des fonc-
tions P, : Ry x R x R — R de classe C*? qui vérifient :

EQP{) :O, PO(T,x,y) :h(l'),
LoP + L Py =0, Py(T,z,y) =0,
£0Pn + £1Pn71 + £2Pn,2 = 0, Pn(T, ;C,y) = 0, Vn Z 2.

et telles que F;(t,z,-) € D pour tous t,x.
Notons, de plus, que pour la probabilité P* sélectionnée par le marché,
on a

P, X, Y,) =E* [e " T h(Xr) | F

ou JF; est I'information contenue dans les trajectoires des deux browniens W*
et Z* jusqua la date . Le payoff h(X7) étant supposé de carré intégrable
sous P*, P(t, X;,Y;) est aussi dans Pespace L?(P*).

En fait, on se limitera a la recherche des fonctions Py et P;. Elles per-
mettent d’obtenir le prix corrigé a l'ordre 1 : Py + /eP;. On va procéder en
cing étapes. Avant cela, trois remarques sur les opérateurs L; :

— Lo ne fait intervenir que la variable y ; pour une fonction ¥ (¢, x), Lot =

0,
. . ;e s 2 .
— L, est une combinaison des dérivées %82; et 8%; pour une fonction
@Z’(tvl"), Ellb = Oa
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— L5 ne fait pas intervenir de dérivée par rapport a y; cependant, la va-
. 7 N o2 .
riable y est présente a travers f(y) en facteur de 2 5,2 ; bour une fonction

o(t, ),

(Lat)(t, )
= /_ (Lo)) (t, 2, u)P(u) du
- <(?;f(tx)+;x PP a) + ( Gotta) =~ v(ea) ) ) o) du

oY 1, +oo
= at(tx)—i—Z:(:( )

0y 1—2 2¢ W
= E(t,x)+§a w( )+r(—( ) — @/}(tw))
= <£2>w(tax)
ol on a défini

+o0
7= [ fewdu=(f)

(on suppose donc dans toute la suite que f € L2) et
(Lo) = Lps (7).

Supposons que les fonctions Py, Pi, P, ... répondant au probleme ci-
dessus existent, et cherchons a calculer P, et P;.

3.2.3 Etapel: LyFh=0

Comme LoPy = 0, LoQ5" = 0 donc LopQy® = 0 : Py(t,x,-) appartient
a l'ensemble H des solutions de I’équation homogene de la diffusion Y. On
a montré que cet ensemble est réduit aux fonctions constantes. Ceci prouve
que la fonction Py ne dépend pas de y. Par abus, on notera Py(t, z).

3.24 Etape 2: ,CQPl + EIPO =0

Comme Py ne dépend pas de y, L1 Py = 0; I"équation LoP; + L1Py =0
se réduit donc a LoP; = 0. Comme a I’étape 1, on montre que la fonction P;
ne dépend pas de y. Par abus, on notera Py (¢, ).
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Des a présent, on sait que le prix corrigé a Uordre 1, Py++/¢P; ne dépend
pas de y. C’est une propriété remarquable : a 'ordre 1, il n’est pas besoin de
connaitre le niveau actuel de la volatilité pour déterminer le prix de I'option ;
la date t de la transaction et le niveau actuel x du cours du sous-jacent
suffisent. Cela tombe bien car la volatilité n’est pas directement observable.

3.2.5 Etape 3: E(]PQ + £1P1 + LQP() =0

Comme P; ne dépend pasdey, £, P; = 0;1'équation LoPo+L1Pi+Ly Py =
0 se réduit donc & LoPs + LoPy = 0; LoP, € L2 (donc LyPy € L?) et par
définition de la probabilité invariante 7 = N(m, v?) = ®(u) du,

—+00

(LoPo)(t,x) = / (LoPe) (t,z,u)P(u) du

—00

= /OOPQ(t,x,u)(ESCD(u)) du

o

= 0.

Par conséquent, (LoFPy) = 0, i.e. (L£2)Py =0, ce qui s’écrit aussi Lpg(T) Py =
0. A Tordre 0, le prix de l'option est donc le prix donné par le modele
de BLACK et SCHOLES, utilisé avec le parametre de volatilité constant @,
moyenne ergodique de la volatilité stochastique. Reste a déterminer P;.

3.2.6 Etape 4 : équation de Poisson

On connait maintenant Py, donc aussi Lo F : ¢’est une fonction de (¢, z, y).

. . 2

Certes Py ne dépend pas de y, mais le coefficient f(y) en facteur de %
dans l'expression de L, réintroduit de la dépendance en y. Soit R% =

(L2By) (t,@,-) et Q5" = Pa(t,x,-). Comme (LoP) (t,x,y) = (LoQ3") (y)
(rappelons que c’est une propriété propre a l'opérateur L), I'égalité

[,()P o+ EQP 0= 0
entre fonctions de trois variables (t,z,y) est équivalente aux égalités
V(t,r) e Ry xRY,  LoQy" + R™ =0

entre fonctions d’une seule variable (la variable y). On se donne donc une
fonction R : R — R telle que (R) = 0 et on cherche Q3 € D C L? telle que

LoQs+ R =0. (23)
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Cette équation porte le nom d’équation de Poisson. En effet, pour une diffu-
sion brownienne dans l’espace, le générateur infinitésimal vaut %A, ou A est
le laplacien, et on obtient alors I’équation de Poisson de 'électrostatique : la
solution (), s’interprete, dans les bonnes unités, comme le potentiel électrique
correspondant a la densité volumique de charges R.

L’équation (23) se réécrit

v*Q5(y) + (m — ) Qy(y) = —R(y).
Soit Dy = Q5. La droite de solutions de I’équation sans second membre
v D(y) + (m —y) Da(y) = 0 (24)

(y—m)*
202

), ou de maniére équivalente par &1

Une solution particuliere y — A(y) exp <%> de

est engendrée par y —— exp (

V2Di(y) + (m — y) Da(y) = —R(y)

est obtenue par la méthode de variation de la constante : on a \(y) =
2
——RV(E,’) exp (——(yfm) ) . Ainsi,

202

Q5(y) = —%GXP (%) (/_y R(z)exp (—%) dz + cte1>

T i ([ see ).

Comme [?_R(2)®(z)dz = (R) =0, ctes = 0, d’ott

@a(y) = = ;(y) ( / yoo R(2)®(z) dz)

qu’il s’agit d’intégrer pour obtenir ).
Dans le cas que nous étudions, vu que (L2Py) = 0,

R(y) = R"(y)
= (‘CQPO) (ta Z, y)
£2P0> (t, Z, y) — <£2P0>(t7 ZE)

(
(P02 — () 2T 1),
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Par conséquent, si ¢ est une solution de Lo¢ = f2 — (f?), alors

) 1 ,0°P,
P;’ (y) = _5‘7:2 Ox2

(t,z) (9(y) + cte) .

A chaque couple (¢, x) fixé correspond une constante, on note donc

1 ,0°P,
Py (t,l’,y) = —55(]2 8I20

(t,2) (¢(y) + c(t,x))
et on a pour ¢ 'expression

0 = ([ U= () e az).

—00

3.2.7 Etape 5: ,C()Pg + ,Clpg + £2P1 =0

Comme (LoP3) = 0,0ona (L1 Pa+LyP) = 0, ce qui s’écrit aussi Lps(a) P, =
—(L1P). On voit donc que P; est solution d’'une équation aux dérivées par-
tielles du type Black-Scholes avec second membre. Le second membre est
I'opposé de la moyenne ergodique de £ P, et fait donc intervenir, comme le
montre I'expression de Ly,

— la corrélation entre volatilité et sous-jacent,

— la prime de risque de volatilité.

Plus précisément,

LPy(tay) = (puf Pf(0) 5 Ay 2 )Pzwy)

— ——(py\/_:cf( >——qu )( 00, )¢’<y)>
V2 D0+ 05 1)

= —Tpr(yW(y)(
+-vA(y)¢' (y)z” 5z ()

V2 82P0
2

Cette écriture fait apparaitre les quantités Ly(t, ) = 22 88250 (t,z)et Ls(t,x) =
3 8 i

(t,x) et décompose L1 P, en :
— une partie de corrélation pure, en facteur de la combinaison linéaire
2Ly + Ls,

X
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— une partie de prime de risque de volatilité pure, en facteur de Lo.
Sur une échelle de temps grande devant ¢, la volatilité atteint son régime
stationnaire :

@aPta) = —Lonlsd) (2539 D2+ 22200 <t,x>)
L YOS

Notons P1 VEP; la correction du prix a l'ordre 1. P1 est solution de 'EDP

Lps(@)P =

0*P, 0P,
oy (2050 )+ 25 )
14 82P0
015 ().

qu’on peut également écrire explicitement comme combinaison linéaire de Lo
et de Lj :

, 02 Py P,

Los(@) P = Var® 2 (b w) + Vit S (1,2)
V= \/——(2p<f¢> (A)).
Vi = (1),

\/ﬂ

On pose H (t,x) = Vo> T (t, 1)+ Vaz? ZL0(¢, ). Comme Lpg(7) (2" % 10) =
"L L ps(T) Py =0, on a

, 02 Py

ﬁBs(E)H = 535(5> (VQJZ‘ 2

&R
—— (t7) + ‘/'33:38730(15,36)> =0

puis

Lps@) (T =t)H) = H — (T = t)Lps(@)H = H,

ce qui prouve que

- &R &R
Bi(ta) = —(T— 1) (v.r LI01,0) + v T <t,x>) )
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On s’apercoit sur cette formule que pour calculer le prix corrigé a 'ordre 1,
il suffit de connaitre les trois quantités @, V5 et V3. En pratique, il faudra
et il suffira de calibrer ces trois parametres qui agregent o, m, 3, p, f,, .
Nous traiterons ce point plus loin dans la section “calibration”. On trouvera
également dans cette section le graphe de la correction x — P;(0,z) dans le
cas de I'option d’achat.

3.3 Stratégies de couverture

Comme nous sommes en marché incomplet, il n’est pas possible d’éliminer
le risque en gérant un portefeuille ne contenant que du liquide et du sous-
jacent. Il s’agit de transiger entre les pertes éventuelles dues a une mauvaise
couverture et le cout de la couverture. On mesure sous la probabilité subjec-
tive P les performances statistiques d’une stratégie.

3.3.1 La stratégie de couverture dans le modele de Black et Scholes

Dans le modele de BLACK et SCHOLES, pour la dynamique suivante du

sous-jacent :
dXt = ,U/Xt dt + EXt th,

une option européenne qui paye h(Xr) € L*(P*) vaut Py(t, X;) a la date ¢ et
est parfaitement couverte par le portefeuille autofinancé qui contient

0F,
= —(t, X
ag 8,17 ( ) t)
unités de sous-jacent et
0P,
bt —= €_Tt (Po(t, Xt) — Xta—o(t7Xt))
T

unités monétaires. En effet :
— ce portefeuille réplique I'option : a toute date t, la valeur de ce porte-
feuille est Py(t, X) ; en particulier, & maturité, sa valeur est Py(T', X7) =
h’(XT>7

— ce portefeuille est autofinancé : la formule d'It6 donne

I I 1 2P,
dPy(t, X;) = @(t,xt) dX, + (@(t,xt) + 552)(388 > (t,Xt)> dt.
xr

ox ot
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Comme P, est solution de ’'EDP Black-Scholes
0P, 2 0?P, OF,
0 o 2 0 —l— r ( 0 ) _ 07

(26)

—x r— — B

ot 2 0x? ox
on a

oP, P,
dPy(t, X;) = 8—;(75,)@ dX, + r (Po(t,Xt) X, o =2, Xt)> dt,

le.
dP(](t, Xt) = Q¢ dXt + bt d (ert) .
Autrement dit, la variation infinitésimale dPy(t, X;) de la valeur de ce

portefeuille est exactement la variation due au marché.
Dans la suite, on se place dans le cas du modele a volatilité stochastique

(1)
{ dX; = pX;dt + f(Y) X dW,

dY, = a(m =Y, dt + S dZ,,

on propose trois stratégies de couverture et on calcule leur cotit.

3.3.2 Stratégie 1 : delta Black-Scholes

Coiit exact On décide de suivre la méme stratégie de gestion de porte-
feuille que dans le cas Black-Scholes avec volatilité & = /(f?), c’est-a-dire
qu’on choisit?* :

agl) — BPO (t Xt)
bt = *” (Po(t, X:) — X, 22(t, X,)) .

A tout instant, la valeur de ce portefeuille est agl)Xt + bgl)e” = Py(t, Xy).
Comme Py(T,xz) = h(z), la valeur finale est h(Xr) donc ce portefeuille
réplique 'option. Le hic, c¢’est qu’il n’est pas autofinancé. En effet,

0P, , 02 P
(60 + S FPXE T X0 ) o

dPy(t, X;) = aiV dX, + (

tandis que la variation due au marché vaut

0P,

aV dx, + 0V d (e) = Y dX; + 7 (PO(aXt) ~ X Xt)) dt,

41’indice 1 se rapporte & la stratégie 1.
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si bien que la différence, qu’on interprete comme le cout infinitésimal de la
couverture, n’est pas nulle et vaut exactement, en utilisant (26) :

ac (27)

(£, X)) —r (Po(t, X,) - Xt%(t, Xt)>> dt

b Og2
2
(Fv? =) x2 200 x) ar.

2
= (G0 + proee

1

2 b ox?

Si dCt(l) > 0, on doit injecter de l'argent dans le portefeuille; si dC’t(l) <
0, on doit en retirer. La formule (27) est remarquable car elle est valable
trajectoire par trajectoire ; ¢’est une formule exacte, en ce sens qu’elle ne fait
pas intervenir d’espérance ; notamment elle ne suppose aucune probabilité
sous-jacente. Remarquons tout de suite que le cotit de gestion du portefeuille
est :

— un processus stochastique a variation finie,

— d’autant plus petit que

— la volatilité moyenne @ est proche de la vraie volatilité f(Y;),
— la convexité de P, est petite, i.e. z —— Py(t,z) a un profil plat.

Le vendeur de loption touche Py(0, Xo) 4+ P1(0, Xo) & la date ¢ = 0;
131(0, Xp) est de signe quelconque, comme le montre (25). Le vendeur inves-
tit Py(0, Xo) dans le portefeuille, répartis en ag unités d’actif risqué et by
unités monétaires ; apres cet investissement initial, la gestion dynamique du

portefeuille de réplication (agl), bff)) a un cout aléatoire

1) ' (1) e 2 =2 282]30
C, :/ dC} :5/ (f(Yy)? —7%) X 5 5 (5, X) ds.
0 0 Z

De plus, la richesse 151(0, X)) est placée - si elle est positive - ou empruntée
- si elle est négative - a la banque.

Effet de moyenne Heuristiquement, 1'ergodicité du processus Y traduit
un effet de moyenne et permet d’identifier, dans la limite ol « est grand,
I'intégrale
t 2
0°F,
Y,)2X? s, Xs)ds
| xS x)
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par

t aZP
—2 v 2
/O XIS ’ (s, X,) ds

et par conséquent le cotit Ct(l), qui est la différence des deux intégrales, est
petit. Remarquons qu’il ne s’agit pas d’'une application directe du théoreme
ergodique (21) puisque Y gouverne la dynamique de X. L’outil technique
pour démontrer la convergence

562 ’ a——+0o0 582

t t 2
/f( 2)(2a Po(s X,)ds — _ZXZaP(sX)d
0

est le calcul stochastique. Nous allons en fait démontrer directement le résultat
du second ordre correspondant :

% (B, + M) + O (é) ps

ol (By),s, est un processus a variation finie et (M;),., une martingale de
moyenne nulle d’ordre 1 vis-a-vis de a. -

La preuve fait intervenir la fonction de classe C? ¢; rappelons qu’elle
vérifie Lo = f2 — (f?), i.e. Lop = f2 — T2 Ainsi, (f(Vy)?—7%) ds =
(Lo9) (Ys) ds. Comme, par la formule d’Tto,

dp(Yy) = a (Log) (Ys) ds + vv/2a¢/(Y,) dZ

o =

on a

(d6(¥s) = v/2ad/ (V) dZ,)

RIr

de sorte que

o= - [ xS xpaow - vvia [ 80 x) 000 a2

S a 2 S a 2
Soit M la P-martingale locale définie par
14 8 P()
— X
V2o 0x?

1 1 [t ,0%*P,
o = =M —/X2
Y R P RS

M, = — (s, X,) &' (Ys) dZ,.

Ainsi,

Xs) dp(Y5).



Cette écriture peut laisser croire que C't(l) = %MH—O (é) ; il n’en est rien car
I'élément différentiel do(Y: ) est un infiniment grand vis-a-vis de «, d’ordre
Vv contre lintégrand X2 68 ﬁo(s X) qui est une fonction de X seulement.
Précisément,

1 (50052526 x0) = X200 do()
+o(Y.)d ( s%i%,m)
xSl

d<¢(Y),X,2%2£O(-,X.)>S

— B ) (205 x4 05 ) ) s

o 49(Ys) = -+ ds + vV/2ad!(V;) dZ
et
d(Xf%ziO(s,Xs)) = ... ds+

P, P
) (202500 + 52 s X)) anv

Par conséquent,

1
c = N (29a)

%P, O*P,
2 0 3 0
< o2 (s, X,) + X; 53 (S,Xs)> ds
F

m/f

2
+2a 4 (qb(Ys)Xs

- [

Y.)
(Zj;} (s,Xs>)
IRy 2 (s, Xs)> .
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Le troisitme terme vaut - (gzﬁ(Yt)Xz Ph(t, X,) — ¢(Yo) X3 L(0, X0)> et est

t 9x2

donc d’ordre =+ ; le quatrieme terme aussi car 'élément différentiel d (X 2 882 (s, X s))
est d’ordre 1 vis-a-vis de a. On pose

/ F(Y. (zxf%io( ,X)+X§’%P30( ,Xs)) ds. (30)

B est un processus & variation finie® ; il est a priori d’ordre 1 vis-a-vis de «,
sauf si (f¢') = 0 (effet de moyenne). Et on a bien

1 1
ot = 7 (B; + M;) + O (a) ps

Notons que (30) ne permet pas de décider du signe du biais B. Une bonne
stratégie de couverture devrait, a 'ordre 1 au moins, ne rien cotiter en
moyenne. A cette fin, nous proposons ci-dessous de corriger légerement le
portefeuille Black-Scholes.

3.3.3 Stratégie 2 : une stratégie autofinancée en moyenne

Pour qu’une stratégie ne cotite rien en moyenne au premier ordre, il suffit
de “faire apparaitre” le terme

oy [ (2 xy+ xS R 6 @

+ i

V2«

qui viendrait s’ajouter aux quatre termes (29a) composant C’t(l). En effet,
combiné au terme %Bt, il génere un terme d’ordre é, a cause de l'effet

de moyenne décrit ci-dessus. On aurait alors ’approximation ﬁMt +0 (é)

pour le cott de gestion. Une idée naturelle, au vu de ce qui précede, serait
de choisir

0 (PO + 131)
ay = ox (t7 Xt)a
a la place de %(t, X}). En fait, P; est solution de 'EDP
D pv / 282P0 383P0
‘CBS(O-)Pl - m<f¢> (23} Ox2 (tu LZ') t ox3 (th) (32)
v 82P0
———(A¢")2? t
m< ¢ >'T Or2 ( ) )

5B fait intervenir la combinaison 2Ly + L3 ; c’est donc un terme de corrélation pure.

40



V2a Ox? Ox3
qu’on voudrait voir apparaitre, mais le terme —\/%(Aqb’ﬁ:z 382;0 (t,z) est de
trop : c’est en réalité un terme de prime de risque de volatilité pure, alors
que, comme précisé plus haut, le biais B que 'on cherche a compenser est
un terme de corrélation uniquement. Aussi est-il utile de définir la fonction
Q1 : Ry x RY — R solution de I'EDP

Le terme 2% (f¢') (2:1;2 I (t, 1) + 232D (t,x)) ressemble beaucoup a ce

- ” 2 3
Las() = L=t (205 4+ 0T ) 9

avec la condition terminale

Ql(T,I'):O Vx>0

et de considérer le portefeuille défini par

a§2) _ 3(P08";Q1> (t, X,),

b§2) =e " (<P0 + @1) (t, X¢) — Xta(POa:Ql) (t, Xt)) :

Ce portefeuille vaut (Po + @1) (t, X;) a la date t; sa variation infinitésimale
est

d(P+Q1) (t.X)

(2) 0 <PO i él) 1 2 282 <P0 i @1>
= a dX; + T(t’ Xi) + §f(Yt) Xi T(t,Xt) dt,
tandis que la variation due au marché est
aﬁ” dX; + b£2) d (e”)
(2) 5 0 (PO * él)
— aPdX, + r <P0 + Q1> (X)) = Xi———2(t. X,) | dt
si bien que le cout infinitésimal vérifie
d0t(2) - 8 (PO + él) (t X ) + 1f(y)2X282 (PO * @1> (t X)
at ot DR O o
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- (PO + @l) (t, X)) — X,

0? <Po+©1>

= Lps(0) (Po + él) (t, Xe) + % (f(v2)* —7%) X7 O

Etant donné (33), et vu que Lpg(d)Fy =0, on a
dc? = ac’

pv / 282P0

1 6262
b (10 -7 X

(t, Xy)

0P,
- —— (t, Xt)) dt

(t, X;) + X}

(t,Xt) dt,
i.e.
015(2) _ Ct(l)
pv , 0°P, P,
+\/%<f¢>/ <2X828 = (s, X,) + X7 8:}530 (s, X)) ds

t a A
w5 [ o2 - 7%) x22 9 (0 x s

Le dernier terme est d’ordre + : ici I'effet de moyenne joue sur X2 86%1 (s, Xs)

qui est déja d’ordre \/La’ comme (). Le second terme est précisément le terme

@ _ 1 1
R — \/aMt+o<a>.

Notons que si 'on suit cette stratégie de gestion, les valeurs du portefeuille

et de 'option different des 'ordre ﬁ, car cette différence est précisément

voulu (31). Finalement,

@1 — Py. Si Pon souhaite que les valeurs du portefeuille et de I'option ne
different qu’a ’ordre é, il suffit d’adopter la stratégie suivante.

3.3.4 Stratégie 3 : un portefeuille qui colle au prix de 'option

On choisit
ol = ) ),
d(Po+Py
b® — et <(P0+P1) (t,X,) — x, 20 )(t,Xt)) .
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Ce portefeuille vaut <P0 + ﬁl) (t, X;) a la date ¢ ; sa variation infinitésimale
est

d (Po + 131) (t, X;)

(3) 0 (PO + ﬁl) 1 2 282 <PO i ﬁl)
= dXt + T(t,Xt) + §f(}/t) Xt T(t, Xt) dt,
tandis que la variation due au marché est
a) dX, + b d (")
o - ) <P0 + E)
= dXt +r (P() + Pl) (t,Xt) - XtT(t, Xt) dt,
si bien que le cout infinitésimal vérifie
- ) -
I B <P0+P1) |0 <P0+P1>
— = = 7 (t. X —f(Y)°X X
dt ot (8 Xe) + Qf( )X 0x? (. X0)
_ 0 <P0 + ﬁl)
—r <P0 + P1> (1 X1) = Xe—=—— (1, X))
D 1 2 2 202 <P0 i ﬁl)
= Lps(@) (Po+ 1) (1.X0) + 5 (F(V)? = 7%) Xp— (1. X))
Au vu de (32), et comme Lpg(T)Py =0, on a
dc? = dc?
v 0*P,
- A VX2 (L, X,) dt
m< ¢> taxg (7 t)
1 2 2 282 (ﬁl B ©1>
45 (100 = 7%) Xp—g (LX),

1.e.
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_ @1> (s, Xs)ds.

Le dernier terme est d’ordre é Le deuxieme terme, d’ordre ﬁ, est le prix

a fournir pour retrouver, a l'ordre ﬁ du moins, le prix de 'option a partir
du cout de la stratégie autofinancée en moyenne. C’est donc le prix que le
vendeur de l'option attache a I'incomplétude du marché. Celle-ci est due au

caractere stochastique de la Volatilite Le vendeur subit donc un risque de
2 .
X28 o (5, X,) ds qui est un terme

de risque de volatilité uniquement

4 L’approche martingale

4.1 Démarche

On souhaite retrouver le prix corrigé a 'ordre 1 par un raisonnement pu-
rement probabiliste. Autrement dit, on va regarder ici le prix corrigé, non
plus comme l'approximation d’une solution d’une EDP, mais comme 1’ap-
proximation d’une martingale sous la probabilité de pricing (a des termes
d’ordre € pres).

Nous nous plagons sur 'espace probabilisé (€2, F,P) muni de la filtration
Fi=0(Ws, Z,,0 < s < t), avec Q2 = C°[0,T],R?) I'ensemble des fonctions
continues & valeurs dans R?, F sa tribu borélienne et P la mesure de Wiener
sur cette tribu. On suppose 'existence d’une probabilité P* équivalente a P
telle que le prix de 'option européenne de payoff h(Xr) € L*(P*) soit donné
par

Vi=E" [T O0(Xr) | 7] (34)

Soit Dy = dP | 7 i D est une martingale uniformément intégrable par rap-
port & (F;), strictement positive. Comme (F;) est 'augmentation habituelle
de la filtration canonique du mouvement brownien (W, Z), le théoréeme de
représentation des martingales nous assure 'existence de processus 0" et 6%

adaptés par rapport a (F;) tels que

vVt € [0,T7, /t ((0?)2 + (95)2> ds <oo  ps
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et tels que pour tout t € [0,T]

t t 1 2 2
Dr_wp<i/9ydei/ef&Z——/j«ﬂq +Gf))%)
0 0 2 0

(ceci prouve notamment que D est continue). On définit alors

Wy =W, + [ 07 ds,
Zf=Z,+ [, 07 ds.

D’apres le théoreme de Girsanov, W* et Z* sont deux P*-mouvements brow-
niens indépendants. En termes de (W*, Z*), la dynamique de X s’écrit :

dX; = pXedt+ f(Y) X, dW,
= pXpdt+ f(Y) X, (AW — 60} dt)
= (- fY)0Y) Xy dt + f(Y2) X, dW;.

En supposant que X7 € L*(P*) et en faisant h = id dans (34), on voit que
le processus (e " X;) est une P*-martingale, ce qui implique que

:u_f(Y;f)efv =T,

1.e.

W:M—T
"=y

Dans I'univers de pricing, la dynamique de Y s’écrit :
dy, = oz(m—Yt)dt—l—ﬁdZAt
= a(m—-Y,) dt+ﬁ<det+\/1—p2dZt>

_ Mm—YDﬁ+BpGM¢—?&§ﬁ)+ﬁM1—ﬁQMj—%dﬂ

= (a(m—ﬁ)—ﬁ(p%erQtz)) dt
+ﬁ(pdw¢+-vﬁiiﬁmﬁ).

Si on pose

Z; = pW; + 1 - p?Z;,
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on définit un P*-mouvement brownien et on peut réécrire la dynamique du
marché sous la forme

dXt = TXt dt + O'tXt th*

O¢ = f(Yt) . (35)
dY, = {a(m = Y,) — BA} dt + 3dZ;

H—=r Z
A = 1 — p207.

Dans toute la suite, on suppose que le processus (A;) peut se mettre sous la
forme Ay = A(Y;) ou A : R — R est une fonction continue bornée, et on se
place dans 'univers de pricing.

avec

4.2 Notations

Soit Loy le générateur infinitésimal du processus Y dans l'univers de
pricing, i.e. 'opérateur qui a toute fonction g convenable associe la fonction
Louxg définie par

E*[g(Y;) | Yo =y] — g(v)
t

On a d’apres (35)

1
£OU* - _EO*

ol P p
_ 20 0 — S il
Lo =v a0 + (m y—v 2€A(y)> e

Si on pose s(y) = m —y — vv/2eA(y), on a donc

d? d

Lo =1 — + s(y)—

L’hypothese de bornitude sur la fonction A assure I’existence d’une probabi-
lité stationnaire ®,(y) dy pour Y sous P* qui est 'unique densité de proba-
bilité solution de I'’équation L, ®. = 0, ou L, désigne I'adjoint de Lo, ; en

effet, on introduit une fonction £ : R —R telle que 1/23—5 — s(y)¢ = 0, par
exemple
(m—y)?* V24
= - - A
(y) = exp ( 57 —Ay)
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ol A est une primitive quelconque de A. Il est alors facile de vérifier que

v? d d
Lo =22 (L
T e dy (gdy)

. _ o ad fod (-
e (6 (2))

Il est clair que £ est une solution de L£§.& = 0, intégrable car A est bornée,
et les seules solutions intégrables de cette équation sont les multilpes de &, si

bien que
. (y) = J.exp (—(m ) “Q_K@))

202 v

Jo = (/_:O exp (— (m2;2y)2 - \/1/277\(3;)) dy) .

On voit que ®, est une correction d’ordre /¢ par rapport a ®. On définit
alors :
— la moyenne d’une fonction contre cette probabilité stationnaire :

d’ou on tire

ou

(9)s = /_ - g(y)®.(y) dy

[e.e]

— la volatilité de pricing moyenne @, :
EZ = <f2>*
— la solution Fy : [0,7] x RY —R de 'EDP

ﬁBs<5*)Pg =0,
Ve >0, Py(T,x) = h(x)

— la fonction ¢, solution de Lo.¢, = f2 — (f?)..
— le terme de corrélation

vy =" Vf\fﬁdh

47



— le terme de source
o

. . 0°Fy D3P
H*(t,x) =V; (29@2 89320 (t,z) + 2* 69330 (t,x))
— la solution @7 : [0,7] x RY —R de 'EDP

Ve >0, Qi(T,z) =0

— la fonction Q*(t,z) = P;(t,x) + Qi(t,x)
— le processus stochastique N, = e "' Q* (¢, X;).

4.3 Le prix corrigé comme martingale approchée

Nous allons montrer qu’a des termes d’ordre € pres, N est une P*-martingale
de valeur terminale e~ h(X7). Rappelons que la valeur V; de I'option, définie
par (34), est completement caractérisée par le fait que (e7"*V}) est une P*-
martingale de valeur terminale e "7 (X7). On aura ainsi montré que

Vi = Q*<t7 Xt) + 0(5)7

ce qui permettra d’interpréter Q*(¢, X;) comme le prix de 'option au premier
ordre.

Il est facile de voir que Ny = e "Th(X7). Ce qui est moins facile, c’est
de montrer que N est une P*-martingale, a O(g) pres. On utilise pour cela
la formule d’Ito, en supposant () suffisamment réguliere, et les définitions de
la section précedente :

ertht
= dQ*(t Xt) - TQ*<t Xt) dt

B (%*@ X,) + f(YtVXEaQQ*a,X»—T(Q*Wt) 2, Xt>))d
ot 02 ox
100X 1 X
_ (535(5*)Q*(t,xt)+%(fm)z %) X2 aQ;“ Xt))d
HFOOX ST X
= (rexo+ 5 um -2 0580 x) ) as xS e x)a;
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11 suffit donc de voir que

t 2 )*
/0 (H*(s, X) + % (f(Yy)? —77) X? 8&?2 (S,XS)> ds = P*-martingale+O(¢).

Comme

46,0Y0) =+ (Cars) (V) +\—f¢< )2,

on a

1 [t 0°Q*
5/0 (f(Ys)z—_z) X2 8Q2 (s,Xs)ds

= 3 [ Coymx 229 x)as

022
rQ
_ 2 *
= /XS (5. X,) (2d0,(Y) — V22l (¥,) dZ; )
— P*-marti 1+5/X2 2Q( X,) do,(Y,)
= -martingale 2/, s 92 S, As x\Ls

(2 supposer que la P*-martingale locale —¥¥2 fo Xfa(;Q;(  X)L(Y,) dZ?

soit effectivement une vraie P*- martingale) Le piege dans lequel il ne faut
pas tomber serait de croire que £ [} X229 (5 X,)do,(Y,) = O(e). Certes

S am2 7

¢,(Ys) = O(1), tout comme X2 aa% (s, Xs). Mais les variations infinitésimales

de Y, et par conséquent celles de gb (Y;), sont infiniment grandes lorsque &
devient infiniment petit, d’ordre f A moins que les deux browniens W* et

A gouvernant respectivement X et Y soient indépendants, cela génere un
crochet infiniment grand entre l'intégrand et le processus contre lequel on

Iintegre :
2P>k
d<¢*(y)vX-28 0 (7X)>

or?
pV\f
NG

2 * 3 D
et (205 s+ x50 ) )

(en effet,

26.(Y,) = - ds+ 224 v,) a2

VE
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et
2 D%
d<X28P (S,XS)) = ... ds

5 0x2

2 D* 3 px
+f(Y)<2XfaaP2 (5, X,) + X3a 5o

s x0) aw)

De ce fait, en intégrant par parties,

/ X§82Q* (5. X.) do, (V)
_ / d<X§a;Q2 (5, X)¢*<YS>)

- [o.% (sa%(,)@)

/2 0?P; PPy
. / s >(2X$ s X+ X X)) d
,01/\/_ 0?P; BBy
(2X§ 5 (s X))+ X3 5 0 (s,X,) | ds

Pour voir que la premiére intégrale est un O(1), on peut soit 1'écrire X ? aan (t, X1) o, (Yy)—
X? d;g (0, X0)0,(Yp), soit remarquer que la présence de Y dans 'élément
différentiel est sans conséquence car I'intégrand - le processus identiquement

égal & 1 - est a variation finie et génere donc un crochet nul avec ’élément
différentiel. Pour la deuxieme intégrale, il suffit de remarquer que Y est ab-

sent de I’élément différentiel et que l'intégrand ¢, (Ys) est un O(1).

Par conséquent,
t 2 M)*
1 0
[ (mrsx g 002 -7 2228 s x) ) as
0

= P*-martingale + O(¢)

e , 0* P ;03P
/f )<2Xs 5, X) 4 X505, X)) ds
+/ H*(s, X;) ds
0
0*P, 0P,

/ H*(s, X) ds—py\/_/ f(Y; )(2X§ o 20 (5, X,) + X2 8x30 (3,X$)> ds

Or,
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02P; Py

_ e[ : : 2 s
= 2 [ - e (2055 6 x) + x0T 6 x) ) as

= %E {0 (Ve)} (effet de moyenne, ou théoreme ergodique)
= O(e).
Finalement, on a bien

t 2 )*
/0 (H*(S,XS) + % (f(Yy)? —77) X? 8&?2 (s,XS)) ds = P*-martingale+O(¢),

ce qu’il fallait démontrer.

4.4 Retrouver le prix Fy + ﬁl
Le prix Py + ﬁl obtenu par la méthode EDP est la solution de 'EDP :

Lys(7) (PO n ﬁl) — H(t, 1),

Va > 0, <P0 + E) (T, ) = h(z). (38)

Le prix P} + ()7 obtenu par la méthode martingale est, lui, la solution de

EDP
{ Lps(@.) (P + Q1) = H (t,2), (39)
Vo >0, (Py+Q7) (T, z) = h(x).

Les termes de sources ont les expressions

9%P P
81:20 (t,x) + Vaa® (%30

ou Lps(@)Py=0et Po(T,z) = h(x), et

H(t,z) = Vor? (t, )

. . 0*Py PPy
H*(t,z) = V5 | 222 8x20 + 2° 8x??) (t,x)

ou Lps(7.)Pf = 0 et Pf(T,x) = h(x). Nous allons montrer qu’au premier
ordre, les deux prix coincident, i.e.

PO*+Q>{:PO+E+O(5).
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Pour cela, il suffit de montrer que, a O(e) pres, PJ + Q7 est solution du
probleme (38). Les conditions terminales des deux problemes (38) et (39)
étant identiques, il suffit de prouver que

Lps(@) (Fy + Q1) = H(t,x) + O(e).

Pour ce faire, nous donnons des développements limités en /¢ de Lps(7.)
et H*(t,x).

4.4.1 Développement limité de Lps(7.)

Comme

J! /+Ooexp< (m—y)z_\/%x( )> dy

. 2072
_ /:o exp( exp (——A( )) dy

)
_ /:Oexp< )(1——/\ )—1—0(5)) dy
)

= /_+Ooexp( dy — —— +OOJ~X exp( (m y))dy—l—O(s)
= V2mv (1—£<A>+ ())
1+ 56 +O(€)>
puis
(I)*
a(y) = J\/_Vexp( ) (40)
_ <1+§<A)+O( )) (1—£A( )+0(s))
= 1—?(K<y>—<z’i>)+0<5>
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puis
2 = ()
= () - YER (P ) + o)
= 2 YER (P () + 0
Comume v? d d
a=55 (03)

—00

+oo
= [ A @) Wy
= (A
ol on a intégré par parties. Par conséquent,

72 =32 — V2 (AY) + O(e),
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d’ou

— — L o5 o o 0
ﬁBs(O'*) = ﬁBs(O') + 5(0'* — 0 )LL’ —812
B _\, e W g 02

£35(0> —\/5 <A¢> —aZEQ + 0(8)

4.4.2 Développement limité de H*(t,x)

D’apres (41), on a

. PWE, L,
o opvVE, L -

Mais il est facile de voir en utilisant (40) et (41) que

(fo.) = (f¢') + O (Ve),

d’ou Y
PVNE | o
Vi = +0(e) =V53+ O(e).
Par ailleurs, la quantité [1y = Py — Fy vérifie 'TEDP
_ NG , 02 P}
£Bs<O')H0 = —W <A¢ > X W + 0(8)

(42)

avec une condition terminale nulle, donc Iy = O (1/¢), i.e. P} = Py+0 (y/¢).

Par conséquent,

. . O*FPy PP
H*(t,x) =V (2:13‘2 8x20 + 2° 895??) (t,x)

= (V3+0() (2a: gz (o) + 2 83? (t,z) + O (\/5))

0
9*P, PP,
= (2x2 ax;’ (t,x) + 2° 8x30 (t,x)) + O(e)

o4

(43)



4.4.3 Conclusion

En mettant bout a bout (42) et (43), on obtient
Lps(@) (Fy + Q1)
= Lps(.) (K5 + Q1) +

= H*(t,z)+ \>/__

0P, PPy
= Vi (2:152 52 (t,x) + 2° e (t,x))
Mais Py = Py + O (y/e) et Q7 = O(y/e) donc

Lps(o) (Fy + Q7)

0*P, 03P, 0*P,

= 1 (2x2 8:}620 (t,x) +2* 8x30 (t,x)) + V—f; (A 2 5 20
9*P, 3

_ ( TI0 v x)(mw()()

”—f (A
0% (Py +Q})
ox?

207 (Py + Q7))
0x?

+ O(e)

+ O(e)

(A) 2?

O (Py +Q7)
0x?

<A¢) + O(e).

(t,z) + O(e)

ce qui conclut la preuve.

5 Calibration

Le modele introduit beaucoup de parametres (a, 3, m, p, 7, f) mais seuls
trois suffisent a déterminer le prix corrigé et les stratégies de couverture
étudiées plus haut : 7, V; et V3. Ils sont bien str fonctions de (o, 3, m, p,7, f).
Jean-Pierre FOUQUE, George PAPANICOLAOU et K. Ronnie SIRCAR [1] as-
surent que tout processus ergodique Y et toute fonction f € L? menent a
I’existence des trois parametres o, V5 et V3. En pratique, il est essentiel de
pouvoir estimer ces trois parametres. On pourrait chercher les 7, V5 et V3 tels
que le prix corrigé

(PO n ﬁl) (t,2) = Po(t,z) — (T — 1) <v2x %2]2 (t,2) + Vaz %350 (t,x))

soit “le plus proche possible” des prix observés, par exemple pour une option
d’achat classique. On préferera travailler avec les volatilités implicites, qui ne
sont qu’une maniere de représenter les prix a travers le prisme Black-Scholes.
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5.1 Le prix corrigé de I'option d’achat

Dans ce paragraphe, on étudie le cas particulier du call d’échéance T' et de
prix d’exercice K : h(z) = (v — K),. On admet qu’on a le droit d’appliquer
les résultats précédents, malgré le fait que h n’est pas de classe C?%. On
souhaite donner le prix corrigé Cy + C; du call. Cy est le prix du call Black-
Scholes pour la volatilité o. Par conséquent,

Colt, x) = Cps(t, v; K, T;0) = xN(dy) — Ke "TIN(d_)  (44)

ou
0, =) L pyr=, #5)
In ,TwT—t o
J - <}:\/—_t>>_%g T—ta
et N(d) = fd g(u) du, avec g(u) = \/%exp <_%2> o
od. =
. (L) = —F=——=2>0
Ox (t,2) roVI =t
oC,
B (o) = N(dy)>0
02Cy !
S (1) = ——==g(ds) >0
azQ(’x) = T—tg( +)>
23Cy ! :

_ZE2E /—T — tg<d+) + 2252 (T _ Zf) g/(d-i-)
_ g(dy) 5 (d+ + 5\/T——t) :

2252 (T —
Le prix corrigé au premier ordre de l'option d’achat est donc

(Co+ ) (ta) = aN(d) ~ Ke ™ TIN(d.)

I (v~ VoV T T~ Vi)

5.2 Surface de volatilité implicite

On cherche a développer la volatilité implicite sous la forme
I(t,x) = I(t,x) + Veli(t,x) + ela(t, z) + evels(t,z) + - -
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et on souhaite calculer les deux premiers coefficients Iy et I;. Par définition
de la volatilité implicite,

Cps(t,r; K, T;1(t,z)) = C.

Si nous croyons a notre modele de marché a volatilité stochastique, on a

Cps(t,r; K, T;1(t,z)) = Cy(t,z)+ VeCi(t,x)
+eCy(t, x) + ev/eCs(t, x) + - - -

On développe le terme de gauche :

CBS(t7 €, K7 T, I(ta LL’)) = CBS(tJ €, Kv Ta IO(tv 'T))

FVEL ) P 1 KT Ry ) 4
L’identification des termes donne
Iy(t,x) =7
et _
Ci(t,x)

Li(t,x) =

aC } =)
ﬁ(tha K7 Ta 0-)
Il est agréable de travailler avec la quantité 71 = /el;. Comme

JCps
Oo

(t,2; K,T;5) = 2vVT — tg(d,),
on a
él(thj
V1T —tg(d+)
202 (Vo = Vo) oV/T — £ — Viady)
/T —tg(dy)
1

=—§Q%—m—%;ﬁ—0.

Lit,z) =

T—1t
Le modele a volatilité stochatique ergodique génere donc un smile :

dy
oV —t

g

I(t,x)=5——<(VQ—V3)—V3 )—l—O(a).
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En explicitant d,, on obtient

) =7 1 (s (+3) +vgmigls ) o

Etudier la surface de volatilité implicite, c’est s’intéresser a la dépendance en
(K, T) de cette expression. Elle est du type

(K, T) — a—lg(i) +b+0(e), (46)
AT 4

Vs, et V3 sont petits, d’ordre /e, donc a est petit et b est proche de 7.

En pratique, on observe la “surface” de volatilité implicite empirique (on
ne dispose que de quelques points en réalité), on cherche a et b de sorte que
(46) colle au mieux a la surface de volatilité implicite empirique et on inverse

le systeme (47) :
{ Vy = —ao®

Vo=5(0—b—a(r+3c?%))
Il faut avoir auparavant mesuré la volatilité moyenne &, par exemple en
étudiant statistiquement la variance des rendements empiriques ATX.

On note que si on s’arréte au premier ordre, la volatilité implicite prévue
par le modele a volatilité stochastique est une fonction monotone de K, pro-
portionnelle a In(K). L’approximation au premier ordre ne permet pas de
générer un sourire, i.e. une courbe convexe décroissante puis croissante. La
volatilité implicite (46) est convexe en K si et seulement si a < 0, c¢’est-a-
dire V3 > 0. Dans ce cas, 'approximation au premier ordre de la volatilité
implicite théorique est une fonction convexe décroissante qui tend vers 1'in-
fini quand K tend vers 0. Pour voir apparaitre un sourire, il faut pousser le
développement limité au second ordre. Jean-Pierre FOUQUE, George PAPA-
NICOLAOU et K. Ronnie SIRCAR assurent que le terme d’ordre € ne dépend

de K qu’a travers la quantité (ln (%))2

6 Simulations numériques

L’hypothese a > ﬁ permet d’obtenir un développement limité (46) du
smile; elle permet d’expliquer des smiles de faible amplitude, de 'ordre de
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% Or, on observe souvent des amplitudes empiriques bien plus importantes.

On doit alors considérer des valeurs de a de I'ordre de #—. On ne peut alors
plus utiliser le développement limite (46) et on ne d1spose évidemment pas
de formule fermée pour le prix du call. On va donc effectuer des simulations
numériques. On cherche a évaluer numériquement des prix d’options et des
volatilités implicites, soit par discrétisation de 'EDP d’évaluation, soit par
des méthodes de Monte-Carlo.

6.1 Schémas numériques pour PEDP d’évaluation

6.1.1 Méthode

On rappelle PEDP vérifiée par le prix P(t,z,y) de option européenne
de maturité T et de payoff H = h(X7) € L*(P*, Fr) :

2 2 v v2 52
5+ 5 () SR FE + pn2 X (V) g + S 5F

+r (X2 — P) + L(m — Yg)——iA@P 0,

avec la condition terminale P(T, z,y) = h(x).
Si on pose Q(t,z,y) = P(t,e",y), alors la fonction @ est solution de
I'EDP

0 292 2\ a 0
()80

Q. _ w2 z ,\9Q _
+?W ( )axay — ZA(L e y) 5y =0,

avec la condition termlnale Q(T, x,y) = h(e®).
On suppose dans la suite que A = 0. Quitte a remplacer f(y) par f(y+m),
on peut choisir m = 0; y est alors centrée autour de 0, et 'EDP s’écrit

9Q | fy?a9%Q W2\ oQ
W+ o T \r—= ) 5 — @

v? 8Q —
__y_ +Z e Oy? f( )Bxay 0.

On localise dans les deux directions d’espace : on cherche une approximation
de Q(t,z,y) pour z € |—1,, [ et y € |1, 1,[. Il s’agit de choisir convenable-
ment [, et [,,. On effectue ensuite la discrétisation en espace. On considere N,
points répartis uniformément sur |—1I,, [, [ et Ny points répartis uniformément

sur |—ly, l,[. On appelle h, 21” - et h =
tiale et on pose
yi = —ly+jhy
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pour (7,7) € {0,1,..., N, +1} x{0,1,..., N, + 1}. Alors zg = —l,, TN, 41 =
ly. Pour (i,7) € {1,...,N,} x{1,..., Ny}, on pose [i,j] = (i — 1)N, + j.
On cherche une famille u(t) de vecteurs de taille N, x N, telle que u; ;)(t) ~
Q(t,z;,y;). Pour ce faire, on utilise des dérivées discrétisées centrées et des
dérivées secondes discrétisées, en utilisant les correspondances :

2Q Ulit1,5] ~U[i—1,4]

ox 2hy

92Q Wlit1,5] 2 5] U1 4]

Oz? h2

2Q Uli,j+1] —%[i,5—1]

oy 2hy

02Q Wi, j41) — 2[5 5] Ui, 1]

oy? h2

02Q  W[id1,j41) " Ui—1,j41) " U[i+1,5-1]FU[—1,5—1]
oxdy dhghy

L’opérateur spatial discrétisé est alors une matrice A de taille N, N, x N, N,
tridiagonale par blocs, chacun des blocs des trois diagonales étant lui-méme
tridiagonal. Plus précisément, si on utilise des conditions au bord de Dirichlet
nulles, on peut décomposer la matrice® A = AP en N2 blocs (A; x)1<i<N, 1<k<N,
de taille N, x N, :

D D D
ABI ABQ . ABNI
A AP — Ayy A Ay N,
D D D
ANIJ AN:u? ANz,Nz
Si|i—Fk| > 1, AP, est la matrice nulle. A7, est tridiagonale et a pour
coefficients

( D ) PV\/if(yj)

)2 1 2
(Azpi_l)' o f () o " f(y)) ,
TG 2h?2 2h, 2
( D ) _ _PV\/Ef(yj)
biml)j541 0 T 4\/ghmhy )
i; est tridiagonale et a pour coefficients
2
Yj v
APy = Y v
( ”)J’J*l 2eh,, * eh?

6D pour Dirichlet
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(AD) _ f(yj)2 . 2_V2

i -

2:J h{% ghz% ’
2

(A = s 22
W g+l 2¢h, 5h§'

Enfin, Af»?z- 41 est tridiagonale et a pour coefficients

( D ) _ PV\/§f<yj)

Ai,iJrl

NG
D _ ) 1 fy;)?
(Ai,i+1)j7j - 2h% + th r—= 92 )
(AP ) _ PV\/if(yj)
4it+1) g 541 4\/ghzhy ’

Il s’agit maintenant de discrétiser en temps. On se donne # € [0, 1], un
entier M > 1, un pas temporel k = T/M et, en s’inspirant de (33), on
cherche une famille de M + 1 vecteurs u", 0 < n < M, de taille N,N,, telle
que uﬁ{ﬂ = h(e™) et, pour 0 <n < M — 1,

n+l _ ,n
= - UL hA + (1 — 0)Aumt =0,
ce qui s’écrit
Bu" = Cu™™!

avec

B=T1-k0A, C=1I+k(1-0)A.

Numériquement, on inverse la matrice B par une méthode itérative. Ceci
ne peut se faire” que si k6 ||A|] < 1. 1l faudra donc prendre un pas de
discrétisation temporelle suffisamment petit.

Dans le cas de conditions de Neumann nulles, la matrice A = AV s’écrit®

N N N N
Al,O + A1,1 A1,2 T Al,Nx
N N N
A= AN A2,1 A2,2 AQ,NZ
N N N N
AN, 1 AN,2 o AN, AN N1

"On travaille ici avec la norme | ||, . Pour v € RY, ||v|| = maxi<i<q |vi].
8 N pour Neumann
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ou, pour tous i, k,

D D D D
(Ai,k)0,1 + (Ai7k)1,1 (Ai,k)Lz (Ai7k>1,Ny
D D D
AN — (Ai,k:)2,1 (Ai,k>2,2 <Ai,k)2,Ny
CLA : : :
D D D D
(Ai,k)Ny,l (A@k)Ny,z e (Ai7k)Ny,Ny + (Ai7k)Ny,Ny+1
Sous réserve de convergence du schéma numérique, u?i, j est une approxima-

tion de Q(0, z;, y;).

6.1.2 Résultats

On utilise des conditions au bord de Neumann nulles. On teste les fonc-
tions f(y) = me?, f(y) = m'(m +y) et f(y) = m'|m +y|. On teste a =
0.1,1,10, p = —0.8,0,0.8. Sauf indication contraire, v = 0.5. On donne la
surface des prix et la courbe de smile. Ce travail est malheureusement in-
achevé, mais le code a ete completement ecrit.

6.2 Méthode de Monte-Carlo’
6.2.1 Schéma d’Euler

Définition La aussi on suppose A = 0 et, quitte a changer f, m = 0.
L’équation différentielle stochastique s’écrit dans ce cas

dXt = T'Xt dt + O'tXt th*
7= f(¥) A (19)
dY, = —aY, dt + BdZ;

On se donne M > 1 pas de temps : on pose At = T/M et t, = nAt.
Autrement dit, on considere la subdivision réguliere

O=th<ti<ta< - <ty_1<ty=T

de lintervalle [0,77]. On peut discrétiser (48) de plusieurs facons. La plus
simple consiste a considérer le schéma d’Euler (X, , Y, )o<n<a défini par

7tn+l — ytn = T’YtnAt + f(Ytn)Ytn V At@n 49
?tn+1 - ?tn = _a?tHAt + ﬁ VAt (pén + V I pgén> ( )

9Cette section doit beaucoup & Bernard LAPEYRE qui est & lorigine de plusieurs
améliorations.
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A %

ot (Gp)o<n<m—1 €t (Grn)o<n<amr—1 sont deux suites indépendantes de variables
aléatoires indépendantes de meme loi gaussienne centrée réduite. Notons que
la dynamique de Y est autonome.

Erreurs statistique et trajectorielle On lance N simulations de trajec-

toires (49) et on estime la valeur en t = 0 de l'option de payoff H = h(Xr)

—rT 1 N

par la moyenne emiprique e~ % > .74 h(Y?). Ce faisant, on commet deux
erreurs :

— une erreur de nature statistique, d’ordre 1/ VN :
VN [ 1 al —(3) N —

en loi lorsque N tend vers l'infini, ott 02 = Var [YT]. En réalité, on
commet aussi une erreur sur o2 que l'on estime en méme temps que
E* [h (XM)] par la quantité

1 & i 1 & i i
oy = N Zh<XT)2 - <N Zh(XT>> -
i=1 i=1

Cependant, on constate en pratique que o2 converge vite vers une limite
qui semble dépendre peu de la valeur du pas de temps At. Ceci permet
de bien controler le “rayon” 2—\/‘% de l'erreur statistique, uniformément
en At.

— une erreur de discrétisation temporelle |[E* [h (X7)] — E* [h (X7)]|, d’ordre
At = T/M. Comme les coefficients de notre diffusion bidimension-
nelle sont lipschitziens, on peut facilement majorer cette erreur de
discrétisation par une quantité d’ordre /At en utilisant les résultats

de convergence L? et presque stre [5][8][6] :

iC > 0, VM >1, E*| sup |7ti—Xti‘2 < CAt,
0<i<M

1 _
Va < 2 M?* sup |Xti—Xti‘ — 0 P* — ps.

0<i<M M—oo

En réalité, on peut faire beaucoup mieux. Sous des hypotheses de
régularité sur les coefficients de la diffusion et sur le payoff, Denis TA-
LAY et Luciano TUBARO [5] montrent que

E* [h (X7)] = E* [0 (X7)] = CAL + O (A#?) (50)
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ou C' est une constante dépendant des coefficients de la diffusions, des
valeurs initiales x et y de X et Y, du payoff h, de T', mais indépendante
de At. Denis TALAY et Luciano TUBARO introduisent par exemple les
hypotheses :

(HO) Les coefficients b,(z,y), 0.(z,y), by(z,y) et o,(x,y) de la diffu-
sion sont des fonctions C'™ dont toutes les dérivées sont bornées.
(H1) Le payoff'® i : R? — R est de classe C* et pour tout multiindice
v de dérivation,

Jp €N, 3Cr > 0, V(z,y) € R*, |0,h(z,y)| < Cr (1 + [|(z,y)|").

Alors (HO0)-(H1) implique (50). Mais pour un call ou un put, (H1)
n’est pas vérifiée. En outre, (HO) n’est pas vérifiée pour le cas f(y) =
meY.
Denis TALAY et Luciano TUBARO introduisent une autre hypothese
(H2) qui associée a (HO) suffit & obtenir (50) pour des payoffs seule-
ment mesurables et bornés. Ceci permet de traiter le cas du put.

Il est donc naturel de choisir N et M de sorte que N ~ M?, i.e. pour que

les deux erreurs soient du méme ordre!!.

Réduction de variance On améliore la vitesse de calcul en proposant des
méthodes de réduction de variance :

— L’utilisation de variables antithétiques divise par quatre les appels a la
fonction random : on lance N/4 simulations de quatre jeux de tra-
jectoires obtenues via les deux suites indépendantes de gaussiennes
centrées réduites indépendantes (Gn)OSnSM—l et (én)OSnSM—l en uti-
lisant respectivement les suites (én,én)ognSM_l, (én, —én)ognSM_l,
(—@n, én)ogngM_l et (—Gn, —é’n)ggnSM_l qui ont toutes méme loi.

— Dans le cas ou « est grand devant ﬁ, on sait que le prix de 'option
est proche de la solution Py de 'EDP Lpg(7)FP, = 0 avec la condition
terminale Py(7,z) = h(z). Si on dispose d'une formule pour Py, on
peut espérer réduire la variance en introduisant le mouvement brownien

géométrique X :

AX) = rXPdt+7XPdWr,  Xo==x

0Dans le cas des options financieres, h ne dépend que de la variable z. On considere
plus généralement des “payoffs” - qui portent alors mal leur nom - fonctions de x et y.

1 Reste & estimer la constante Ca; en facteur de At. Voir ci-dessous le paragraphe sur
Iextrapolation de Romberg.
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et en notant que
E* [n(X7)] = E* [M(X7) — h(X})] + Py(0, z).

On espere que Var[h(X7) — h(X%)] <Var[h(Xr)]. On peut intro-
duire un paramere ¢ qui minimise Var [h(YT) — qh(X%S)} et écrire

E* [h(X7)] = E* [M(X7) — qh(XP¥)] + qPo(0, z).
Le meilleur ¢ possible est

_ cov(h(X7), M(X%))

Var [h(X%)] (51)

on peut l'estimer au cours de la simulation. Attention! Si on estime ¢
au cours de la simulation, disons par ¢y, ce dernier est fonction de tous
les tirages de gaussiennes, donc corrélé & X et X2, Par conséquent,
les variables aléatoires

h(Xr) —avn (x77)
ne sont pas forcément indépendantes, I’estimateur

N

LG ()

=1

de E* [h(X 1) — gh(X})] peut étre biaisé, de méme que I'estimateur

de la variance. Si I'on dispose d’un théoreme central limite pour (52),
I’écart-type limite est certainement plus large que pour le ¢ déterministe
correspondant (51).

On peut estimer (51) d’abord en appelant p fois la fonction random, on
obtient g,, puis utiliser N nouveaux tirages pour estimer E* [h(YT) — qh(Xf}s)}

via
1 & < (0) bs, (i)
2 (1 (37) —an (x70)).
i=1

La encore, g, est une variable aléatoire. Il faut tenir compte de sa va-
riance pour déterminer un intervalle de confiance relatif a ’estimateur
ci-dessus.
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Enfin, on peut - comme dit au début - choisir a priori un ¢ déterministe
(par exemple ¢ = 1). Dans ce cas, l'estimation de I'intervalle de confiance
est aisé - mais on peut étre “loin” du meilleur ¢ possible.

Méme pour de petites valeurs de «, on peut se donner une valeur de &
et appliquer la méthode. En pratique, pour ¢ =1 et @ = 1, on observe
que la variance est réduite d'un facteur 8 environ, et pour une large
gamme de 7.

Extrapolation de Romberg Sous réserve que l'erreur de discrétisation
est d’ordre At, c’est-a-dire si I'on a bien le développement (50), alors on
peut mettre en oeuvre la méthode d’extrapolation de Romberg : on estime
E* [h (YT)] pour deux valeurs At et At/2 du pas de temps, et on en déduit
une estimation de

ZA = 9F [h (Yﬁt/ 2)] —E [h <7$t>] .

ZA&t est une approximation d’ordre 2 en temps de E* [h (X7)] car (50) im-
plique

zpt - E [n (X7')] =0 (ar).
Pour mesurer numériquement cette erreur, il est essentiel de pouvoir estimer

dans le code informatique la constante en facteur du At%. Pour ce faire,
supposons qu’on dispose d’un développement limité

E* [h (Yﬁtﬂ — B [h(X7)] = C)AL+ CRAL + 0 (AF) |
Alors il existe C5 tel que
ZpP —E* [h (X7)] = CoA + 0 (At?)

et

3
ZA gt — TG +o (AF).

Ceci permet d’estimer a posterior: 'erreur due a la discrétisation temporelle

CyAt? par
4 A
CAL = (Z%t - ZTt/2) .

En pratique, par exemple pour estimer le put européen d’échéance T,
— on fixe un grand nombre de tirages IV,
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— on se donne un pas de temps minimal § > 0,

— on initialise At a T,

— pour cette valeur de At, on estime le put par la moyenne empirique
Z5! qui estime Z2! et on estime le rayon

sy [VarZ3]
® N
de l'erreur statistique,
— on divise At par 2, on recommence les opérations de la ligne précedente,

et on calcule A
cpnar = (Z8 - 237,

— on s'arréte des que'? CoL A < 8 ou quand At < 6. En effet, des va-

leurs de C24AL? inférieures & €5 n’ont aucune signification puisqu’on

At/2 .
ne calcule la valeur de Z4{! (resp. Z N/ ) qu’avec une précision Fe2t

(resp. £e5"?).

At At/2

~
s ~ Es

Notons que sauf pour quelques grandes valeurs de At, on a ¢
On obtient donc une erreur statistique uniforme en At.
Au final, on a donc un pas de temps At et on a confiance en ’estimation

ZRt 4 25

pour le put. Cette estimation de 'erreur est :
— globale,
— non asymptotique.

6.2.2 Amélioration du schéma

Le schéma d’Euler a deux grands avantages : il est universel - il vaut pour
toute diffusion - et facile & implémenter. Mais, dans le cas de la diffusion (48)
vue a travers les deux browniens indépendants W' et W?2 :

dX, = rX, dt + f(Y})X, (p dW?2 + /T — deth) o Xo=m g
dY; = —aY; dt‘i‘ﬁdWE; Yo =Y,

on peut espérer étre plus précis en exploitant les propriétés suivantes :

124 priori, C24LA? décroit avec At. On peut recommencer une ou deux fois les
opérations pour s’en assurer.
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— la dynamique de Y est autonome - elle ne dépend pas de la dynamique
de X ; on peut donc simuler d’abord Y, puis X sachant Y,

— on sait simuler exactement la loi de Y, car Y est un processus gaussien ;
en vue de simuler X, il est en fait nécessaire'® de simuler la loi du
couple (Y, W?); ca n’est pas plus difficile car (Y, W?) est également un
processus gaussien,

— pour simuler efficacement la loi de (Y,W?), on peut exploiter le ca-
ractere markovien de ce processus,

— on peut implémenter un schéma d’Euler pour simuler X sachant Y et
W?2. Mais on dispose d'une expression exacte de Xr en fonction des
trajectoires de Y, W2 et W :

T T 1 T
Xp = 2e' exp (p | ropawz e =g [ penyawy - 5 f(Yt)th) .
0 0 0

On peut espérer étre plus précis en simulant directement ’argument
sous l’exponentielle. Cela revient a simuler par un schéma d’Fuler
log(Xr) plutot que X

Revenons point par point sur ces améliorations.

Simulation du couple (Y,W?) Nous proposons deux méthodes pour si-
muler la loi du couple (Y, W?). Elles sont toutes deux basées sur le résultat
suivant : si M est un entier > 1l et si 0 < t; <ty < --- <ty =T, alors le
vecteur

V= (Y, W}

t19

EzaWtzgv}/;:saWQ

t37 "

Y W)

est un vecteur gaussien. Pour le prouver, considérons 2M réels \; et u, et
montrons que la variable aléatoire réelle

M
G=>_ (\Yi, +pW7)
=1

)

suit une loi gaussienne. Pour ce faire, posons R, = e*Y,; comme dR;, =
BetdW 2,

t
Ri=y+ ﬁ/ s A2,
0

13sauf dans le cas ot p = 0.
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Il est alors facile de trouver des réels ¢, \; et u} tels que

M t
G = c+ Z ()\2/ eanVVS2 + (Wf — WtZil))
i=1 ti-1
M t;
= e Y [ e an
i=1 7ti-1

Or, pour tout 4, I; = f:il (Nie®® + ph) dW? est une variable gaussienne -
car limite dans L? d’une suite de variables gaussiennes; de plus les I; sont
indépendantes. G est donc la somme de v.a. gaussiennes indépendantes, c¢’est

donc elle-méme une gaussienne.

Méthode 1 On génere la matrice de variance-covariance I' du vecteur
gaussien V', son vecteur des moyennes m, on calcule une racine carrée A
de T' par la méthode de Cholevsky - i.e. on cherche I'unique A triangu-
laire inférieure & diagonale strictement positive telle que I' = AA? - et on
génere un vecteur G de 2M variables aléatoires gaussiennes centrées réduites
indépendantes. Alors le vecteur AG + m a méme loi que V.

Pour calculer T', il suffit de connaitre, pour 1 <i < j < M :

cov(Ys,, Y.
cov(W2, W}

tJ> _ V2 (efa(tri»tj) o efa(tjfti)) 7
.7) = 1,
cov(Y;,, W2) = A (1—e %)

ti» tj - )
cov(Yy,, W)
Pour calculer m, il suffit de connaitre

E* D/;fz] = yeiati
B = o

Y

L’inconvénient de cette méthode est que 'on utilise des matrices de taille
2M - deux fois le nombre de pas de temps - donc éventuellement de grande
taille.
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Méthode 2 Ici on exploite le caractere markovien - en plus du caractere
gaussien - du couple (Y;, W?)o<i<7. Pour cela, on se donne une subdivision
réguliere 0 =ty < t; <ty < --- <ty =T de [0,T] de pas At et on remarque
que pour 1 <n < M,

tn
Y;fn — efaAt (Y;n1 + ﬁeatnl/ eadesQ> 7
tn—1
2 2 2 2
th = th—l + (th o th—l) )
si bien que si I'on pose :

Vi = (Y, W)

tn t
Un = (ﬁe—wfn—l / e dW?, Wti—wti_l)

tn—1

y ul B e—aAt (y + ul)
g w )\ u? - w + u?
on a pour pour n > 1
Vn = Q(Vn—h Un)

Or on note que (Un),<,<;, est une suite de vecteurs aléatoires gaussiens
indépendants de dimension 2 de méme loi N3(0,T), ou

r_ ( V2 (62aAt _ 1) g (eaAt _ 1) )
= 3 )

£ (eaAt — 1) At

«

et indépendante de Vp. Par conséquent, (V;,)y<, <, €st une chaine de Markov
qu’on peut simuler facilement en générant M lois N5(0,T") indépendantes.
Pour ce faire, on applique la méthode 1 - mais en dimension 2 seulement !
Cette méthode est plus rapide, car la méthode de Cholevsky en dimension d
nécessite de l'ordre de d® opérations.

Simulation de X7 On rappelle que

T T T
Xr=aeTexp (o [y awe + VT=37 [ gopawt -5 [ povtar)

et que l'on a déja simulé le couple (Y,W?) aux dates t, = % On décide
d’approximer respectivement I, = fOT f(Yy)2dt, I, = fOT f(Y)dw}l et I, =
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fOT f(Y;) dW? par

M-1
It = Aty f(VL)R
1=0
M-—1
it = 3w (W, - W)
=0
M-1
]2At = f(}/%z) <Wt2i+1 - Wt%) :

o

1=

Les valeurs des Y}, et W2 sont connues, il suffit donc & cette étape de générer
une suite WI}M — W, de gaussiennes indépendantes centrées et de variance
At. On approxime alors X, par

_ 1
Xo' = ze'T exp (plft + /1 — I8 — 510“) (54)

6.2.3 Mise en oeuvre

Détaillons la méthode mise en oeuvre informatiquement pour I’évaluation
du put européen - h(z) = (K — )4 - et de la volatilité implicite :

1. on fixe NB_.TIRAGES = N le nombre d’appels a la fonction random,

2. on entre les parametres du modele :
— pour le sous-jacent :
— la valeur SPOT_TODAY = x du spot aujourd’hui; par défaut SPOT_TODAY
vaut 1, c’est-a-dire qu’on raisonne avec un spot unité,
— le taux court TAUX =r,
— la fonction de volatilité f; on considere souvent f(y) = me? ou
fly) =m/[m+yl,
— pour le processus Y qui gouverne la volatilité :
— la valeur initiale Y_-TODAY =y,
— la valeur ALPHA = « de la force de rappel,
— la valeur NU = v de ’écart-type a long terme de Y,
— la valeur RHO = p de la corrélation entre les deux browniens qui
gouvernent X et Y,

3. on fixe ECHEANCE = T, la maturité de 'option ; par défaut elle vaut 1,
¢’est-a-dire qu’on raisonne sur une année,
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. on fixe M.min et M_max les valeurs minimale et maximale autorisées du

nombre M de pas de temps,

. on fixe strike_min, strike max et nb_strike, qui sont respective-

ment le plus petit strike, le plus grand strike et le nombre de strikes
considérés ; on en déduit pas_strike,

6. on fixe une volatilité Black-Scholes sigmabs,

7. on fixe le coefficient q - déterministe - qui intervient dans la réduction

de variance

8. l'exécution commence : on lance un chronometre,

9. on crée deux matrices et huit vecteurs :

10.

11.
12.

— prix[j] [0] contient le prix du put pour le strike strike min +j pas_strike,

— prix[j] [1] contient 'erreur statistique sur ce prix,

— prixfin[j] [0] et prixfin[j] [1] sont les analogues pour un pas de
temps moitié,

— E est un échantillon de NB_TIRAGES spots a la date T,

— e est son analogue pour un pas de temps moitié,

— Ebs est I’échantillon des NB_TIRAGES spots Black-Scholes construits
a partir de sigmabs, W} et W2,

— erreurstat[j] = prixfin[j][1] et erreurtemps[j] contiennent
respectivement le rayon de l'erreur statistique et le rayon de l'erreur
due a la discrétisation temporelle correspondants au strike strike min
+j pas_strike,

— call[j] contient le prix du call calculé a partir du prix du put par
la relation de parité,

— vol[j] contient la volatilité implicite calculée a partir de calll[j]
en inversant la formule de Black-Scholes,

— volsup[j] est, elle, calculée a partir de call[j]+erreurstat|j],

on initialise a zéro ’entier arret ; ’exécution cessera quand arret vau-
dranb_strike, signifiant que pour tout j, erreurtemps[j] <erreurstat[j],
on initialise M a M min,
tant que arret<nb_strike et M <M max,
— NB_PAS DE_TEMPS recoit M,
— on met arret a zéro,
— on exécute moult_spots_v9(e,E,Ebs,sigmabs) qui remplit e pour
1

la valeur At/2 = 3+ du pas de temps, E pour le pas de temps At
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et Ebs. Plus précisément, on répete NB_TIRAGES/4 fois 1'opération

suivante :
~ on simule le vecteur VAY2 = (Y, , W2, Y,,, W2, Yy, W2 Y, W2 )
- s VWViggo oy VWitgy Lt3y VWigs o ooy Tlapngs VWigps )0
N At -y . . . .
ou t, = n%; ceci nécessite 4M tirages de gaussiennes; on en

déduit I5"? et 1272,
— on simule BA/? = (WL, WL WL ... W}

t1y "t tonm
. . (1 TAt/2
tirages de gaussiennes; on en déduit I / ,

); ceci nécessite 2M

— on en déduit 7?“ via (54) ; on remplit ainsi une nouvelle case de
e7
— en utilisant VA2 avec —B2Y2, puis —V242 avec BA/? et enfin
— VA2 avec —BAY2 on génere trois autres valeurs X ; au total on
a donc rempli quatre cases de e,
— on utilise les mémes valeurs de VA = (Y,,, W2, Y, W2, ..., Yy, W2 )
et de BAY = (WL WL, ... W ) pour calculer I5, It I8 et

tor VWitgr e tonm

Y?t ; ceci se fait sans appel a la fonction random; par le méme jeu
sur les signes de V2 et de B2, on remplit quatre cases de E,

— enfin on utilise £W} et £W2 pour remplir quatre cases de Ebs,

— pour chaque j € {0,1,...,nb strike — 1},

— STRIKE recoit strike min +j pas_strike,

— prixrecoit prixfin, et on réactualise prixfin: prixfin[j] regoit
moyenne_empirique_controle_bs_romberg v2(e,E,Ebs,sigmabs,q,prixfin [j] ),
c’est-a-dire qu’on affecte a prixfin[j] [0] la quantité

NB_TIRAGES—1

1
Pl — 2h(e[i]) — h(E[i]) — qh(Ebs|[i
q 51gmabs+NB_TIRAGES ZZ:; ( (e[l]) ( [l]) q ( S[l]))
ou Psbfgmabs est le prix que donnent BLACK et SCHOLES au put pour

la volatilité sigmabs, et a prixfin[j] [0] I’écart-type correspon-
dant ; on place cette derniere valeur dans erreurstat[j],
— si M # M_min, on calcule I'erreur temporelle erreurtemps[j] par
3 (prix[j1[01-prixfin[j1[0]) et si erreurtemps[j]l<erreurstat[jI,
on incrémente arret de 1,
— on multiplie M par 2,

13. si on est sortis de la boucle précédente sans que arret=nb_strike, c’est
que M_max n’a pas été choisi suffisament grand ; on affiche un message
en ce sens,
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14. sinon on écrit dans un fichier la valeur des parametres entrés, la derniere
valeur prise par le pas de temps At puis, pour chaque j, la valeur du
strike correspondant, la valeur du put prixfin[j] [0], l'erreur statis-
tique erreurstat [j], 'erreur due a la discrétisation temporelle erreurtemps [j]
(plus petite), la volatilité implicite vol [j] et I'erreur volsup [j]-vol [j]
sur cette derniere,

15. enfin, on affiche le temps total d’exécution.

6.2.4 Résultats

Un exemple de tableau des résultats On commence par donner l'en-
semble des résultats pour les parametres suivants :

N | 250000
T 1

r 0
fy) | oge’
O'f 0.2
Yo

« 1

v 0.5

p

T 1

On souhaite représenter graphiquement la volatilité implicite en fonction de
la quantité log (%) Pour obtenir des points régulierement espacés sur ce
graphe, on considere en fait les strikes

Kj = exp(lmin + jhl)

pour j € {0,1,...,12}, lyin = —0.6 et h; = 0.1.
L’exécution prend fin avec le pas de temps At = 1/8 et donne les résultats
suivants :
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‘ log% ‘ put ‘ erreurstat ‘ erreurtemps ‘ vol ‘ erreurvol ’
-0.6 | 0.000906 0.000046 -0.000022 0.269799 | 0.003624
-0.5 | 0.001997 0.000069 -0.000038 0.257973 | 0.002861
-0.4 | 0.004440 0.000106 -0.000026 0.24672 | 0.002408
-0.3 | 0.009887 0.000161 0.000017 0.236683 | 0.002098
-0.2 | 0.021635 0.000234 0.000114 0.228493 | 0.001907
-0.1 | 0.045294 0.000292 0.000181 0.223003 | 0.001711

0 0.088006 0.000309 0.000116 0.221048 | 0.001559
0.1 | 0.155243 0.000343 0.000166 0.223039 | 0.001821
0.2 | 0.247806 0.000409 0.000075 0.228421 | 0.002724
0.3 | 0.363213 0.000473 -0.000073 0.23673 | 0.004518
0.4 | 0.498493 0.000523 -0.000186 0.247078 | 0.007701
0.5 | 0.652046 0.000558 -0.000108 0.258379 | 0.013041
0.6 0.82381 0.000580 -0.000109 0.270705 | 0.021148

On donne ci-dessous la volatilité implicite I en fonction de log %

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0 0.2

0.4

0.6

0.8

On constate que :

volatilité implicite I en fonction de log %
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— le smile est convexe, décroissant puis croissant, avec un minimum au-
tour de la monnaie (K = z ici car r = 0),

— le smile vu comme fonction de log % est remarquablement symétrique

— la valeur minimale [y, =~ 0.221 est supérieure a orexp (E[Y,]) =0y =
0.2 mais inférieure & 7 = /(f?), i.e. si G ~ N (0, 1),

72 =FE [f(uG)ﬂ = U?IE [eQVG] = 0}62”2

d’ou 7 =~ 0.2568.
A partir de cette courbe prise comme référence, nous allons étudier I'in-
fluence de chacun des parametres sur le smile. On fait successivement varier
r,opy,a,v,pet T, toutes choses égales par ailleurs.

Influence de r

N

-0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

De gauche a droite : » = 0,0.05,0.1,0.15

Augmenter r revient a translater de r7T' le smile sur la droite. Cela se
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vérifie exactement numériquement :

[logZ | r=0]r=01]
-0.6 | 0.2700 | 0.2801
-0.5 | 0.2583 | 0.2700
-0.4 | 0.2478 | 0.2583
-0.3 | 0.2377 | 0.2478
-0.2 | 0.2295 | 0.2377
-0.1 || 0.2238 | 0.2295
0 |[0.2213] 0.2238
0.1 |/ 0.2237 | 0.2213
0.2 [ 0.2292 | 0.2237
0.3 | 0.2370 | 0.2292
0.4 | 0.2459 | 0.2370
0.5 || 0.2555 | 0.2459
0.6 | 0.2645 | 0.2555

En effet,
T T 1 T

Xp = eTxzexp (p | ryawz e =g [ penawi -5 f(Yt)th) .
0 0 0

Influence de o
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18
0.17 4
0.16

15
0.14 4

.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

O'f:(].l

0-38
0.37
0.36 -
0.35 -
0-34
32

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

O'f:0.3
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On donne ci-dessous les valeurs de I pour les trois valeurs testées de o :

llog® [ o;=01]0;,=02]0;,=03]
0.6 [ 0.1710 | 0.2700 | 0.3714
-0.5 || 0.1573 | 0.2583 | 0.3609
-04 | 0.1454 | 0.2478 | 0.3518
-0.3 | 01345 | 0.2377 | 0.3439
-0.2 || 01237 | 0.2295 | 0.3378
0.1 | 0.1143 | 0.2238 | 0.3334
0 0.1104 | 0.2213 | 0.3317
0.1 [ 0.1144 | 0.2237 | 0.3335
02 | 01234 | 0.2292 | 0.3375
03 | 0.1335 | 0.2370 | 0.3430
04 | 01441 | 0.2459 | 0.3503
05 [ 0.1535 | 0.2555 | 0.3587
06 [ 0.1618 | 0.2645 | 0.3674

Autour de la monnaie, o semble jouer proportionnellement ; loin de la mon-
naie, oy semble jouer plutot additivement.

Influence de y Pour des grandes valeurs de «, I'effet de moyenne masque
y = Y. Par contre, pour des valeurs de oT" proches de 1, comme c’est le cas
ici (¢ =T = 1), on n'oublie pas la condition initiale du processus Y.
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Influence de «

De bas en haut pour 'abscisse 0 :
a = 0.01,0.05,0.1,0.2,0.4,0.6,1, 2,5, 10, 20, 40.

On peut faire les observations suivantes :

— quand « est proche de 0, le smile s’applatit sur la valeur oy = 0.2;
on rappelle qu’ici y = 0; dans ce cas en effet, les trajectoires sur [0, 1]
de Y restent proches de 'axe des abscisses (cf. la figure (?7)), donc
o, = f(Yi) = o€ reste proche de o ; quantitativement, la variance
de Y; vaut % (1 — e2%) est petite,

— quand « augmente, la variance de Y; aussi, la volatilité de la volatilité
augmente, ce qui tend a augmenter la courbure - ou convexité - du
smile,

— quand « tend vers 4oo, le smile s’applatit sur la valeur @ ~ 0.2568,
conformément a l'analyse asymptotique développée plus haut; c’est
I'effet de moyenne : moralement, toutes les trajectoires de Y sur [0, 1]
visitent tous les états possibles selon la probabilité stationnaire ; pour le
sous-jacent X, il y a donc trajectoire par trajectoire un effet de moyenne
sur les valeurs possibles de Y ; de ce fait, quelle que soit la trajectoire
(Xt,Y:)iep,], le variable aléatoire X7 est proche d'une variable log-
normale pour la valeur & qui est a la fois :
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— la moyenne spatiale des volatilités f(Y') contre la probabilité station-
naire de Y,

— la moyenne temporelle de 4/ 7 fo )2dt sur chaque trajectoire -

la méme pour chaque trajectoire.
C’est caractéristique de la propriété d’ergodicité.

Il existe donc une valeur critique o, de o qui maximise la courbure du
smile a la monnaie ; sur notre exemple ou 7' = 1, a,. ~ 1. Rappelons que «
est I'inverse d'un temps, aussi est-il raisonnable de rechercher a. de la forme
’%. Cette valeur de o marque 1’équilibre entre deux mécanismes :

— Mécanisme 1 : quand a augmente, Var[V;] = 12 (1 — e72%') augmente
et la courbure du smile aussi : l'incertitude sur la volatilité est plus
grande et la distribution de X7 est d’autant plus loin d'une log-normale.

— Meécanisme 2 : quand a augmente, les trajectoires de Y tendent a vi-
siter chacune en particulier tous les états possibles de Y suivant la pro-
babilité = A/(0,2?), si bien que la quantité & [\ f(Y;)dt tend & étre

la meme pour toutes les trajectoires, de méme pour 4/ % fo f(Yy)2dt
qui tend a étre @ sur toutes les trajectoires, et X est proche d’une dis-
tribution Black-Scholes pour la valeur . On peut mesurer la variance
de la moyenne temporelle My = 7 fOT f(Y:) dt de la volatilité f(Y)) sur
[0, 7] dans le cas ou f(y) = 0_1gy<oy + 0410y, Yo =0

1 T
E* [Mr] = T/o E* [071{m§0}+0+1{Yt>0}] dt

1
= ﬁ ; (07+U+) dt

o_ +0+

B M2 — —E* { / /O IO dsar
_ _//[OT]Z E* [£(Y2) (V)] dsdt

- = /{} E* [£(Y,) f(V;)] ds dt.

Si on note I, = {(y1,v2) € R? | 4152 > 0} le nord-est et le sud-ouest
de R? et TT_ = {(y1,y2) € R? | y132 < 0} le nord-ouest et le sud-est de
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RQ

2 o + o2
B [M2] = = // T T b (v, ¥) € L) + 00 P((Y, Vi) € TL) Lds dt.
T2 J Jiozs<i<ry 2

Lorsque o« — +o00, pour 0 < s <t < T, cov(Ys, Y;) — 0, (Y5, Y;) tend
en loi vers un couple de gaussiennes centrées indépendantes, si bien que

P((Y,,Y;) € I1;) et P((Y,,Y;) € I1_) tendent vers §; par conséquent

E*[M2] tend vers W = E*[Mr]?, ce qui prouve que Var[Mr] tend

vers 0 quand @ — 400 : dans cette limite, la moyenne temporelle du
processus de volatilité ( f(Y;))o<t<r tend vers une quantité déterministe.
Notons aussi que la volatilité implicite 747 (a) a la monnaie'® semble
une fonction croissante de a, telle que I'TM(0) = o, et [1TM(400) = 5.
Nous verrons en outre plus loin que 747" semble ne dépendre de o et T que
via le produit oT'. Elle est donc aussi d’autant plus grande que T est petit.

Influence de v

A

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

De bas en haut : v =0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1

On remarque que :

Y ATM pour “at the money”
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— lorsque v tend vers 0, le smile s’applatit sur la valeur oy = 0.2; en effet,
a la limite ou v tend vers 0, vu que Yy = 0, Y vaut identiquement 0,

— lorsque v augmente, la volatilité implicite augmente et la courbure du
smile a la monnaie aussi; les smiles semblent avoir des asymptotes
quand log % tend vers —oo ou 400, dont les pentes augmentent - en
valeur absolue - avec v.
Ceci peut se comprendre de la facon suivante : lorsque v augmente,
c’est la volatilité de la volatilité qui augmente, on fait payer un risque
de volatilité, les prix d’option - et donc la volatilité implicite - sont
donc plus élevés; par ailleurs, la distribution de X7 s’éloigne de plus
en plus d’une log-normale car on donne de plus en plus d’importance
au bruit dans Y,

— numériquement, il semble que la pente asymptotique soit proportion-
nelle & v. En effet, si pour la fonction I(log £) on note A, = 1(—0.6) —
I(—0.5) et Ay =1(0.6) —I(0.5), on a :

ﬁ‘ﬂ“

v

0.2 1 0.0192 | 0.0232
0.3 | 0.0206 | 0.0223
0.4 | 0.0217 | 0.0242
0.5 | 0.0235 | 0.0243
0.6 | 0.0239 | 0.0244
0.7 1 0.0248 | 0.0248
0.8 | 0.0250 | 0.0251
0.9 1 0.0247 | 0.0251
1.0 | 0.0250 | 0.0251

Influence de p On note que :

— les volatilités a la monnaie sont a peu pres toutes les mémes,

— lorsque p # 0, la courbe de smile n’est plus symétrique par rapport a la
monnaie ; ceci signifie que la distribution de X7 n’est plus symétrique
autour de z. On peut décrire ce phénomene par la caricature sui-
vante. Lorsque p < 0, imaginons un bruit discret Aan > 0. Le bruit
pAWEn ++/1 - pQAthn sur le spot a alors tendance a étre négatif, donc
le spot (actualisé) a tendance a étre plus petit en ¢, qu’en t,,. Ainsi, les
queues de distribution de X7 sont dissymétriques : la queue de distri-
bution de gauche est plus large que celle de droite ; par conséquent, par
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rapport a la situation ou p = 0, on donne plus de poids aux événements
du type Xr € [z1,x2], ot 1 < 9 < z. Pour les strikes en-dessous de z,
les calls - et la volatilité implicite - sont donc plus bas. C’est I'inverse
pour les strikes au-dessus de z. Financierement, a une volatilité plus
grande correspond des prix de sous-jacents plus bas. On peut bien sir
faire un raisonnement analogue dans le cas ou p > 0.

Influence de T

T T T
-0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Du plus courbé au plus plat : T'=0.1,0.25,0.5,1,2,4,8

On remarque que :
— lorsque T' tend vers +o00, le smile tend a s’applatir sur la valeur o ~
0.2568 ; de ce point de vue, il y a équivalence formelle entre les limites
a — +oo et T'— 400 ; 'interprétation est la méme que dans ’asymp-
totique o« — +o00,
— lorsque T tend vers 0, en revanche, le smile semble se courber de plus
en plus.
Certes la loi de Y; ne dépend de t que via o1, mais la loi de Xt dépend
de toute la trajectoire de Y jusqu’a T, qui elle dépend de « et T" de maniere
plus complexe que simplement via le produit o1’. En revanche, moralement,
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aussi bien dans la limite ou 7" — +o0o que dans la limite o @ — 400, on
peut remplacer (f(Y;))gescr DAL G-

Pour comprendre le fait qu’on accroit la pente du smile quand on diminue
T', on peut considérer la fonction f(y) = algy<oy + blyy>0-

Influence de o et T" & oT constant

\ 0.26 |
025 /

-0.8 0.8

aT = 2 ; de bas en haut : a = 0.25,0.5,1,2,4,8

Il semble que :

— le prix de l'option a la monnaie - et donc la volatilité implicite
ne dépend de a et T que via le produit o7,

— a o7 constant, la courbure est d’autant plus grande que T' est petit,
donc que « est grand.

]ATM B

Cas ou f(y) = 0_1gy<oy + 04+1y~01 Nous reprenons en partie I'étude ci-
dessus dans le cas ot f(y) = o_1y<oy + 041gy=03- On prend o_ = 0.1,
o+ = 0.2. La fonction f est dans ce cas discontinue en 0 ; pour cette raison
on distinguera le cas Yy = 0 du cas Yy # 0.

On commence par traiter ce dernier cas, en choisissant Yy = 0.1. Dans ce
cas, f(Y) commence par valoir o . Si la force de rappel « est petite devant %,
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les trajectoires (Y;)o<i<7 ont de bonnes chances de rester dans les positifs et
on s’attend & voir un smile qui s’applatit sur o, quand o — 0%. En revanche,
si a est grand devant %, les trajectoires (Y;)o<:<r perdent la mémoire de la
condition initiale et, quand o — 400, pour tout ¢, la loi de Y; tend vers la loi
normale centrée autour de 0 et de variance 2. Au vu de la théorie ergodique
détaillée plus haut, on s’attend donc a voir dans cette limite un smile qui

s’applatit sur
[o? + o2
o= 7T+ < 0.

On vérifie ces prédictions sur le graphe ci-dessous, construit pour les valeurs
suivantes des parmetres :

N 250000

T 1

r 0
fy) | 0-Ly<op + 041500
o4 0.2

o_ 0.1

Yo 0.1

v 0.5

p 0

T 1
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(]
L

0.19 4

0.17 _/
0 0.1 0.2 0

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 .3 0.4

De bas en haut : o = 20, 10,5,2,1,0.5,0.1,0.05

De nouveau il existe une valeur critique a, pour laquelle la courbure a la
monnaie est maximale.
On fait maintenant varier a et T' de sorte que o1 reste égal a 2 :



T T T T T T
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

ol'=2;debasen haut : T'=4,2,1

La volatilité implicite a la monnaie semble un invariant de o7

Dans le cas ou Yy = 0, méme pour des « tres petits, les trajectoires
(Y:)o<t<r quittent 1’état 0, soit par le haut, soit par le bas, ni o4 ni o_ n’est
privilégiée ; il n’y a donc aucune raison pour que le smile s’applatisse quand
a — 07. Au contraire, plus «a est petit, plus les trajectoires qui commencent
par grimper dans les y > 0 vont avoir tendance a y rester, de méme pour celles
qui commencent par descendre dans les y < 0. Ce phénomene a tendance a
accroitre ’écart de la loi de X1 a une log-normale, méme si la variance de Y}
est de plus en plus petite. On observe bien ceci sur le graphe suivant :
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0474

0.172 4

0.168 4
\ 0.166 -| /
AN 0-164 /

0.162 4

0.16 -

0158

=

0.1

0152

T T T T T T
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

A la monnaie, de bas en haut : @« = 0.05,0.1, 1, 2,5, 10, 20 ; les deux courbes
pour a = 0.05 et a = 0.1 sont presque confondues.

On semble avoir atteint le smile limite quand o — 0T puisque les deux
smiles générés pour les valeurs o = 0.1 et a = 0.05 sont confondus; ce sont
ceux qui ont la plus grande courbure ; on peut dire ici que a, = 07.

7 Perspectives

La vraie grande question en suspend est celle de la calibration du modele.
C’est certainement un probleme mathématique delicat. Nous avons montré
comment calibrer le modele dans le cas ou « est grand - a travers les trois
parametres @, V5 et V3. Mais bien souvent les smiles empiriques invalident
cette hypothese sur a. Il faut donc, apres avoir supposé A = 0 par exemple,
trouver les valeurs de a, m, v, p, Y et la fonction f qui permettent, une fois
entrés dans le code informatique, de retrouver - d’approcher en fait - le smile
empirique observé aujourd’hui. On pourra en fait fixer v et f - donc m - et
chercher les trois parametres «, p et Yy qui permettent d’approcher au mieux
- en un sens a définir - le smile lu aujourd’hui.

Par ailleurs, des propriétés du modele restent mal comprises ; notamment,
Joe et moi n’expliquons pas que la volatilité implicite en dehors de la monnaie
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tende vers plus l'infini quand la maturité tend vers 0 (c’est ce que montrent
les simulations). Nous n’avons pas non plus su démontrer que la volatilite
implicite a la monnaie ne dépend de a et T' que via le produit o7

Il reste aussi a jouer avec les schémas aux différences finies que nous avons
implementés, mais pas encore testés.

Enfin, d'un point de vue théorique, on peut s’intéresser au terme d’ordre
2 dans le développement en ﬁ du prix du call et de la volatilité implicite

correspondante, et en particulier a sa dépendance en (7', K).

Références

[1] J.-P. FouQuEe, G. PapaNicoLAOU, K.R. SIRCAR, Derivatives in Fi-
nancial Markets with Stochastic Volatility, Cambridge University Press,
2000.

[2] F. BLACK, M. SCHOLES, The Pricing of Options and Corporate Liabi-
lities, Journal of Political Economy, 81 : 635-654, 1973.

[3] B. DUPIRE, Arbitrage Pricing with Stochastic Volatility, preprint, 1993.
[4] D. REvuz, M. YOR, Continuous Martingales and Brownian Motion,
Springer, 1994.

[5] D. TAaLAy, L. TUBARO, Probabilistic Numerical Methods for Partial
Differential Equations : Elements of Analysis, publié dans Probabilis-
tic Models for Nonlinear Partial Differential Equations, Lectures Notes
in Mathematics 1627, 1996.

[6] O. FAURE, Simulation du mouvement brownien et des diffusions, These
de doctorat, 1992.

[7] J. NEVEU, N. EL. KAROUL, Introduction auz probabilités, Cours de
I’Ecole polytechnique, 1998.

[8] H. REGNIER, Interprétation probabiliste des EDP linéaires paraboliques

et applications a la finance, Cours du DEA de probabilités et finances
de I"Université Paris VI, 2001-2002.

9] D. LAMBERTON, B. LAPEYRE, Introduction au calcul stochastique ap-
pliqué a la finance, Ellipses.

[10] B. OKSENDAL, Stochastic Differentail Equations, Springer.
[11] S. DURRETT, Brownian Motion and Martingales in Analysis, 1984.

91



