Méthodes de Monte-Carlo par chaines de
Markov et algorithmes particulaires

Examen du mardi 23 avril 2024 9h00-12h00

Soit P un noyau markovien sur (E,E).

1. Soient p,0 € P(E). On note £, — & la décomposition de Jordan-Hahn de
— 0.

(a) Montrer que si u est invariante par P, alors drvy(o,0P) < 2drv(o, 1) et
en déduire que I'ensemble des probabilités invariantes par P est un fermé
de P(F) muni de la distance en variation totale.

(b) Vérifier que {, =p—pNoeté =oc—puho.

(c) Si pu et o sont toutes deux invariantes par P, montrer que les mesures
pwA o€ et £ sont également invariantes par P.

(d) Conclure que lorsque P admet deux probabilités invariantes distinctes,
alors ce noyau admet deux probabilités invariantes f et ¢ mutuellement
singulieres au sens ou il existe B € £ tel que fi(B°) =0 = 5(B).

Soit 7 une probabilité sur £ invariante par P. Soit (X, ),en une chaine de Markov
de noyau P. Pour n € N, on pose F,, = 0(Xy, -+, X,,). Pour mettre en valeur le role
joué par la loi p de Xy, on note P, et E, la probabilité et I'espérance sur ’espace
sous-jacent. Dans le cas particulier p = 6, ou = € E, on simplifie ces notations
en (P,,E,;). Pour C € &, on note 7¢ = inf{k > 1: X € C} avec la convention
inf ) = +00. Un ensemble C' € £ est dit m-accessible si m(dx) p.p., P.(1¢ < 00) > 0.

2. Soit C € Eet A= {(zp)ren € BN : Ik > 1 t.q. 7 € C} € EXN. On pose
o(x) = P.((Xk)ren € A) pour z € E.
(a) Montrer que pour x € E, ¢p(x) = P,(17¢ < 00).

(b) Vérifier que pour n € N* et (zx)ren € EY, 1a((zr)rzn) < 1a((zk)ren) et
en déduire que IPTF p-s., 1A((Xk)k2n) = 1A((Xk)k€N)'

(¢) Montrer (¢(X,,))nen est une F,-martingale sous P,. Préciser sa limite
pour n — oo et vérifier que pour tout n € N, p(X,,) lui est P, p.s. égale.

(d) En déduire que 7(dz) p.p., ¢(z) € {0,1}.

(e) Conclure que si C' est m-accessible, alors 7(dz) p.p., P.(7¢ < 00) = 1.
3. Soit f: E — R, mesurable bornée.

(a) Pourn € N*, vérifier que {Xy, € C, Xjp1 ¢ C, Xpy2 € C, -+, X,y € O} ey
et {X,, € C} constituent une partition de I'événement {rc < n} et en
déduire que

7T(f) = Z Eﬂ- + Eﬂ[f<Xn)1{Tc>n}]

(1)

l=k+1




(b) Vériﬁer que pour ke {l,---,n}, E; [1C(Xk)f(Xn) | J 1CC(X3)} =
J-E c Xn—k)Lirosn—iy|m(dz) et en déduire que le premier terme du sec-
ond membre de (1) est égal & [, E, [Z(n DAlre=1) f(Xj)} 7(dx).

(c) En déduire que 7 > 72 ol 7% est la mesure définie par 72(g) =

JoEz [ ;Col 9(X; )] 7(dx) pour g : E — R mesurable bornée.

On suppose maintenant que C' est m-accessible.

(d) Quel est le comportement asymptotique pour n — oo du second terme
du second membre de (1)7?

(e) En déduire que 7 = 72 puis que 7(C) > 0.

(f) En calculant #&(Pf), vérifier que w5 définie par wh(g9) =

JoEo [Z;ﬁl g(Xj)] 7(dx) satisfait également 7}, = 7.

On suppose désormais que 7 est I'unique probabilité invariante par P.

4. (a) Quel est le comportement asymptotique pour n — oo de £ 3717 10(Xy)
sous P,.7

(b) En déduire que si 7(C') > 0 alors m(dx) p.p., P.(7¢ < 00) =1 et C est
m-accessible.

(c) Conclure que si 7(C') > 0 alors 7 = 7% = 7.

(d) Lorsque P satisfait les conditions de dérive (D1) et (D2), vérifier que si
©(C) > 0, alors P,(7¢ < 00) = 1 pour tout z € E.

On suppose que C' est m-accessible et on note m¢ la probabilité sur (F, £) définie par

mo(A) = Sfé”)c) pour tout A € £. On se donne également un noyau markovien @)

qui laisse 7¢ invariante. Partant d’un couple initial (Yy, Zy) a valeurs dans E X E,
on construit une chaine de Markov ((Y,, Z,))nen en itérant le passage suivant de
I'instant n a 'instant n + 1 :

(Yn+17 Zn+1) = lce (Wn+1)<Wn+17 Zn) + 1C(Wn+1)<<n+17 <n+1)

ou W1 et (,y1 sont choisis conditionnellement indépendants et respectivement
distribués suivant P(Y,,-) et Q(Z,,). On note également 7 la mesure sur £ x F

définie par 7(g) = [ E, [Z;COI g(Xj, a:)] 7(dz) pour toute fonction g : Ex E — R

mesurable bornée.

5. Montrer que la premiere marginale de 7 est m (on pourra choisir g(y, z) = f(y)
avec f: E'— R mesurable bornée) et en déduire que 7 est une probabilité.

6. Montrer que le noyau de la chaine de Markov ((Y,, Z,,))nen est
R((y,2), (ds,dt)) = 1ce(s) P(y, ds)d.(dt) + P(y, C)Q(z, dt)d,(ds).
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7. Soit g : E x E — R, mesurable.
On pose Tv = [ _E. [ZTC ! yece 90, )P(Xk,dy)} w(dx) et Ty, =
f(x,z)erCEw [ o 1P(kac)} ( ) ) (dx)Q<I>dZ> .

()
(b)

(c)

(d)

Vérifier que 7(Rg) = T} + Ts.

Remarquer que E;[l{ s P(Xi, C)] = Eu[lgrosieyle(Xit)] et en
déduire que w(dz) p.p., E, [> %, 1P(Xk,0)} = 1 puis que Tp, =
fxecg(m,x)w(dx).

Vérifier que
E, {1{Tc>k}/ g(yam)P(Xkady)] :E$[1{70>k}g(Xk+17x)lcc<Xk+l)]
yeCe

et en déduire que Ty = [ _ E, [Z;C1 ! g(Xj,x)] w(dzx).

Conclure que 7 est invariante par R.

8. Supposons que ¢ 'unique probabilité invariante par Q).

(a)

Pour 7 probabilité sur £ x E, vérifier que pour B € &,

nR(EXB) = / Py, C*)n(dy, d=)+ / Py, C)Q(=, By(dy, dz).

(y,2)EEXB (y.2)EEXE

On suppose maintenant que 7 est invariante par R.

(b)

(e)
(f)

Montrer que pour tout B € &,

/ Ply, C)Q(= Byn(dy, dz) = / Py, C)n(dy, d-)
(y,2)EEXE (y,2)€EEXB

et en déduire que la seconde marginale 7(dz) de la mesure
P(y, C)n(dy, dz) vérifie 1) = 7(E)mc

Sin(E) = 0, vérifier que pour B € &, f(yz coxp P, CNB)n(dy,dz) =0
et en déduire que n(B x E) = f(yz)eExE P(y, B)n(dy,dz) puis que
la premiere marginale 7; de 7 est égale a m et enfin que 7(C) =
P(y,C)n(dy, dz). Conclure que i(E) > 0.

Pour g : F x E'— R, mesurable, vérifier que

n(lexcg) = / . /E Q= dt)i(d2)

et en déduire que n(loxcg) = %fzecg( z)m(dz) puis que n(g) >

1B [ B [ Toxc= lg(Yk,Zk)] 7(dz) ol Toxe = nf{k > 1: (Ya, Zp) €

C x C'}. Conclure que n(g) > %fr(g)
Avec la question 1d, en déduire que R admet 7 comme unique probabilité

invariante.

f(y z)EEXE

Pour g : £ X E — R mesurable et telle que 7(|g|) < oo, justifiez que

7(dy,dz) p.p., Pyz)<hm Zng,Zk = 7( ))zl.



