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Chapitre 1

Algorithme de Metropolis Hastings

et

1.1

convergence de chaines de Markov

noyau markovien et chaine de Markov

On munit l'espace d’états E' d'une tribu &.

Définition 1.1.1. — On appelle noyau markovien sur (E,E), une application P : E X

E — [0,1] telle que
— Ve e E,E3 A P(x,A) est une probabilité,
— VYA€&, E>xw— P(x,A) est mesurable.

On appelle chaine de Markov de noyau de transition P, un processus (X,)nen @
valeurs dans E adapté a la filtration (F,)n>o0 tel que

Vn €N, VA € &, P(X,1 € A|F,) = P(X,, A).

On adoptera les notations suivantes :

Si (X

n)nen est une chaine de Markov de noyau de transition P avec X de loi de probabilité

P(FE) désigne I'ensemble des probabilités sur (E,E),

pour ¢ : E — R mesurable positive ou telle que Vz € E, [, ](p )| P(x, dy) < +o0,
on note Py la fonction de E dans R U {400} définie par Po(z) = [, ¢(y)P(x,dy),
pour p dans 'espace P(FE) des probabilités sur (E,E), on note wP la probabilité
sur (E, &) définie par VA € €, uP(A) = [, P(x, A)u(dzx),

la probabilité m € P(FE) est dite invariante par P si 7P = m,

pour 4 une mesure positive sur (E ,€) et ¢ : E — R mesurable positive ou telle que
[ le(z)|p(dz) < oo, on note pu(p) = [, p(x)pu(de

pour P et ) deux noyaux markoviens sur (F, ), on note PQ le noyau markovien
sur (E,&) défini par Vo € E, VA € £, PQ(z,A) = [,Q( P(z,dy) et par
(P")nen la suite de noyaux définis par PO(ZL' A) = 1,4( ) (i.e. Po(x dy) = 0,(dy)) et

la relation de récurrence P" := PP"~! = P" 1P pour n > 1. Notons que P! = P.

1, alors pour tout n € N, la loi de X,, est uP".

Exercice 1.1.2. Montrer cette propriété (on pourra commencer par remarquer que pour
¢ : E — R mesurable bornée et k € N, E[p(Xy11)|Fr] = Pp(Xk)).

1



2CHAPITRE 1. ALGORITHME DE METROPOLIS HASTINGS ET CONVERGENCE DE CHAINE

1.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

Cet algorithme est utilisé lorsque, sur 'espace d’états E, on veut simuler suivant la
probabilité 7 de la forme 7w (dz) = f%)ﬂ ol
E

— )\ est une mesure positive de référence sur (E, &),
— 1 est une fonction mesurable de £ dans R, telle que [, n(z)A(dx) €]0, o0l.

Il va permettre de construire une chaine de Markov de probabilité invariante 7 sans
nécessairement connaitre la constante de normalisation m de la densité n. Parmi
E
ses tres nombreuses applications, on peut notamment citer :
— dans le cas ol A est la mesure de Lebesgue sur £ = R, la simulation en physique
statistique de la probabilité de Boltzmann-Gibbs de densité proportionnelle a n(z) =
LrV(x)

e *BT ol kp désigne la constante de Boltzmann, T la température et V : R — R

est la fonction potentiel,

— dans le cas ou E est 'espace des valeurs possibles d’un parametre 6 en statistique
bayésienne, la simulation suivant la loi a posteriori de ce parametre sachant que
'on a observé Y =y : si on note py|o(y|f) la densité de I'observation Y lorsque le
parametre vaut 0 et pg(f) la densité a priori de © par rapport a A, la formule de
Bayes assure que sa densité a posteriori est

PY\@(?JW)P@( )
prY\G) y[9)pe (¥ ))\(dﬁ)'

p@|Y<9‘y)

Notons que dans ces deux exemples, le calcul de la constante de normalisation est difficile.

Soit ¢ : E x E — R, une fonction mesurable telle que Vo € E, [, q(z,y)\(dy) = 1
(Q(x,dy) = q(x,y)\(dy) est alors un noyau markovien) et on sait simuler suivant la
probabilité ¢(z,y)A(dy). On pose

min (1, n(w)a(s, x)> si n(x)q(z,y) >0
alz.y) = n(z)q(z,y) . .
) {1si77( Ja(z,y) =0 .

Partant d’une variable aléatoire X, a valeurs dans E, le principe de l'algorithme de
Metropolis-Hastings est de construire (X, ),en par la récurrence suivante :

— sachant (Xj,...,X,), on génére une proposition Y,,; suivant la probabilité
q(Xn, y)A(dy) et indépendamment une variable aléatoire U, uniforme sur [0, 1],

— on pose Xpi1 = Yol i<a(Xe Vs T Xol{u,1i>a(X,, i)}, € est-a-dire que la
proposition est acceptée avec probabilité a(X,, Y, +1) et la position X,, est conservée
sinon.

Ainsi pour f: EF — R mesurable bornée,

E[f(Xn+1)| X0, X1, .o, Xin)
e E[E[f(Yn+1)1{Un+l<a(Xn yn+1)} + f(Xn)l{Un+1>a(Xn,Yn+1)}|X07 Xl, e ,Xn, Yn+1|X0, Xl, . e ,Xn]
Yn+1) (Xna Yn+1) + f( )(1 - a(Xm Yn+1))‘X0> Xla s 7Xn]

/ F )X )a(Xn )M (dy) + F(X) /E (1 — (X, 9))a(Xo )N (dy)
_ /E F(5) P(X,0, dy)
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ou

P@dw=a®wmwwﬂww+3@ﬁwwﬂmwR@%iéﬂ—M%dM@&MM@

(1.2)
Ainsi (X,,)nen est une chaine de Markov de noyau de transition P. Pour y # x,

n(x)q(x,y) min <1, ng;qu z;> si n(z)g(z,y) >0
n(x)q(z,y) x 1 sin(z)q(z,y) =0

= min(n(z)q(z, y),1(y)a(y, v))-

est une fonction symétrique de (x,y) i.e. n(z)q(z,y)a(z,y) = n(y)q(y, z)a(y, ). Cela
entraine que

n(w)q(z,y)a(r,y) = { ;

n(@)A(dz)a(x, y)q(z, y)Mdy) = n(y)Mdy)a(y, )q(y, ) A(dx).

Comme clairement, n(z)A(dx)R(x)d,(dy) = n(y)A(dy)R(y)o,(dxr), on en déduit que
m(dx)P(x,dy) = 7(dy)P(y,dz). On dit que la probabilité = est réversible pour le noyau
P. Comme P(y, E) = 1, par intégration en = sur E, cela implique que 7P = 7 : la pro-
babilité 7 est invariante par le noyau P. Notons que dans le cas particulier ot £ = R?
et q(z,y) = ¥ (y — x) pour une densité de probabilité paire ¢ par rapport a la mesure de

|=I2
Lebesgue A (exemple : ¥(2) = e 22 /(2m0?)¥?2), alors le rapport % se simplifie en

Lz). Comme les variables aléatoires Y,,;; — X,, sont alors i.i.d. suivant la densité ¢, on
parle d’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire.

Remarque 1.2.1. — Notons que la réversibilité de m pour le noyau P est préservée

pour
a(r.y) = { (22 5 y(a)q,) > 0
1 sin(z)q(z,y) =0

ot la fonction a : Ry — [0,1] vérifie a(0) = 0 et Yu > 0, a(u) = wa(l/u) si
bien que a(u) < min(l,u). Le choiz a(u) = min(1,u) fait dans lalgorithme de
Metropolis-Hastings maximise la probabilité d’accepter les propositions. Il est pri-
vilégi€ en pratique pour ses meilleures propriétés asymptotiques (voir le paragraphe

1§Xk) — pour K € N*.

— Notons enfin que le choixz de la valeur de a(z,y) lorsque q(z,y) = 0 ne change rien
au noyau P. En revanche, choisir a(x,y) = 1 lorsque n(x) = 0 et q(x,y) > 0 permet
de maximiser la probabilité de bouger de l’état x.

)

1.6) mais d’autres sont possibles comme a(u) =

Exercice 1.2.2. On suppose que 7 est invariante pour le noyau P. Sotent f,g: E — R
mesurables et telles que 7(f? + ¢g*) < oo.
1. Montrer que (Pf)? < Pf? et en déduire a l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
que T(|gPf]) < oc.
2. Lorsque m est réversible pour P, montrer que w(gPf) = n(fPg).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons donner des conditions sur le noyau de transition
P d’une chaine de Markov (X,,)nen & valeurs dans E assurant que

— la chaine admet une unique probabilité invariante 7 et, lorsque n — oo, la loi de
X, converge a vitesse géométrique vers m dans une norme bien choisie,
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— pour toute fonction f : E — R mesurable et telle que 7(|f]) < oo, les moyennes
ergodiques = > f(X},) convergent p.s. vers (f),

— le comportement asymptotique de I’erreur dans la loi des grands nombres ergodique
précédente est régi par un théoreme de la limite centrale.

1.3 Ergodicité d’une chaine de Markov a espace
d’état général

Soit P un noyau markovien sur (F,€). Nous allons nous intéresser a des conditions
assurant que pour toute probabilité u € P(E), uP™ converge lorsque n — 0o vers m ou
m € P(FE) est invariante c’est-a-dire vérifie 7P = m. Pour cela, nous commencons par
introduire une distance permettant de quantifier cette convergence.

1.3.1 distance en variation totale

Définition 1.3.1. On appelle distance en wvariation totale sur P(E) la distance
dry (1, 0) := sup aee [1(A) — o(A)].

Pour obtenir une expression alternative de cette distance, nous introduisons, la
décomposition de Jordan-Hahn de la mesure signée p—o : p—o = =& ou £t et £ sont
deux mesures positives sur (F, &) telles qu'il existe B € & vérifiant £~ (B) = £1(B°) = 0.

Exercice 1.3.2. Montrer [’existence et ['unicité de la décomposition de Jordan-Hahn
lorsque lespace d’états E est fini ou dénombrable et £ l'ensemble des parties de E (tribu
discreéte).

Proposition 1.3.3. La mesure u A\ o sur (E,E) définie par VA € €, puNo(A) =a(AN
B) + (AN B°) est la plus grande mesure positive majorée a la fois par p et par o. En
outre,

drv(p,0) =1—puNo(E)= sup |u(e)—oa(p)l,
wilp|<1/2

ou le supremum porte sur l’ensemble des fonctions mesurables ¢ : E — R telles que
sup,ep |p(z)| < 1/2.

Attention, généralement, en dehors des cas A C Bet A C B¢, uAo(A) # p(A) ANa(A).
Exercice 1.3.4. Montrer que pour tout v > 0, dry(u,0) = % SUDy: o<y [1(P) — ()]

Exercice 1.3.5. On suppose que pu(dzx) = f(x )/\(dz) o(dr) = ( )/\(dm) avec f,g: E —
R, deux fonctions mesurables telles que fE f(x fE = 1.

1. Calculer (A) — o(A) pour A € & et en deduzre que

dry (1, 0 / max(f(z) — g(x), 0)A(dx) / max(g(x) — £(x),0)A(dx)

~ 5 | 19te) - f@)lAtda),
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2. Vérifier que £ (dx) = 1{s()2g(n (f(2) — g(2))A(dx) et £ (dx) = Lig()> @) (9(x) —
f(@)A(dz) est la décomposition de Jordan-Hahn de 1 — o et préciser les ensembles

B et BC.
3. Veérifier que p A o(dx) = (f(z) A g(z))\(dx).

Pour p et o quelconques, le théoreme de Radon-Nikodym assure que p et o admettent
des densités par rapport a A = u+o et 'exercice précédent permet d’en déduire ’existence
de la décomposition de Jordan-Hahn.

Démonstration : Pour A € &, comme, y(ANB) —c(ANDB) ={(ANB) > 0 et
c(ANB®) —u(ANB) =& (ANBY) >0, puANo(A) <min(u(A),o(A)).

o
Par ailleurs, si 7 est une mesure positive telle que VC € &, n(C) S ( (C),0(C)),
pour A € &, n(A) =n(ANB)+n(ANnB°) < U(AHB)+M(AOBC) =uNo(A).

Notons que comme 0 = u(E) —o(E) =E(H(ENB)—¢ (EN Bc) er( ) — & (B9),
EY(B) =& (B°). Pour A € &, comme u(A) —o(A)=¢T(ANB)—¢ (AN B,
—¢(B) < u(A) —o(A) < £7(B),

ou la premiere inégalité est une égalité pour A = B¢ et la seconde pour A = B. On en
déduit que

drv(1,0) = €4 (B) = u(B) — o(B) = (1 — w(B) — o(B) = 1 — (u(E N BY) + o(E (1 B)
=1—puNno(FE). (1.3)

Pour ¢ : E — R mesurable telle que sup,cpp(z)] < 1/2, £(p) (resp. £ (¢)) est
maximum (resp. minimum) pour ¢ égale a 1/2 sur B (resp. a —1/2 sur B¢) et ne dépend
pas des valeurs prises par ¢ sur B¢ (resp. B). Ainsi,

ple) —o(p) =€ () =€ (p) <ET(1p—1/2) — & (1 — 1/2)
=pu(lp —1/2) —o(1p —1/2) = u(B) — o(B) = drv(p, 0).

Par symétrie, o(p) — u(p) < o(B¢) — u(B°) = drv(p, o), ce qui acheve la démonstration.
UJ

Remarque 1.3.6. Pour A € &,
H(A) = p Ao (A) = u(A) = (0(AN B) + u(AN BY)) = (AN B) — 0(AN B) = &, (A)
st bien que & = p—pu Ao, ce qui entraine é- =0 —pu+&. =0 —uNo.

Lemme 1.3.7. Pour tous p,0 € P(E), on a dry(p,0) = infy vy~ P(X # Y) ot
Uinfimum porte sur tous les couples de variables aléatoires (X,Y) avec X de loi pu et Y
de loi o.

Démonstration : Pour X ~ p et Y ~ o définies sur le méme espace de probabilité et
Ae& ona

WA —o(A)=P(X €A X =Y)+P(X €A X £AY)-PY €A, X=Y)-PY € A, X £Y)
—P(XEAXAY)-PY €A X#Y)
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si bien que —P(X £Y) < —P(Y € A, X #Y) < u(A) —0(A) <P(X € A, X £Y) <
P(X # Y). On en déduit que P(X # Y) > supyee |(A) — 0(A)| = drv(p, o). Lorsque
drv(p, o) = 1, I'inégalité est une égalité pour tout couple (X,Y) avec X ~ pet Y ~ o.
Lorsque drv(p, o) = 0, c’est une égalité pour Y = X ~ pu. Nous allons maintenant exhiber
un couple pour lequel c’est une égalité lorsque 0 < dpy(p,0) < lie. 0 < puAco(F) <1
Soit U ~ U[0,1] et (Z,X,Y) un triplet indépendant avec Z ~ F/%’ X ~ % et
Y ~ gHAo (on peut par exemple prendre Z, XetY indépendantes). On pose

T—jiro(E)
(X,Y) = Lw<pnaen(Z, Z) + Lisunaen (X, Y).
Alors pour f : E — R mesurable bornée, par indépendance de U et (Z,X) on a
E[f(X)] = E[Lw<urom)y [(2)] + E[Lirspnomy £(X)]
=P(U < uAo(E)E[f(2)] + P(U > u A a(E))E[f(X)]

= notB) [ FEAA (o oey [ f@)ﬂ(ﬁ;iggfﬂ

pAo(E)
- /E f(x)(dz)

si bien que X ~ pu. Un calcul analogue de E[f(Y)] assure que Y ~ o. Par ailleurs,
PX#£Y)<PU>pNo(E)=1—puNo(E)=drv(p,o). O

Exercice 1.3.8. Soit A€ & t.q. u(A) =1.
1. Comment comparer u(A°N B) et 0(A°N B) ¢ En déduire que 0(AN B) = o(B).
2. Montrer que (AN B°) = pu(B°) et conclure que p AN o(A) =1 —drpy(u, o).

Proposition 1.3.9. L’espace P(E) muni de la distance en variation totale est complet.

Démonstration : Soit (j,)en une suite de Cauchy. Pour tout n € N, p,, est absolument
continue par rapport a la probabilité p = s&%r et admet donc une densité p, : E —
R, par rapport a pu :

VA€ E () = [ Lawpa(oulds).

E

Comme le supremum & la seconde ligne est atteint pour ¢(x) = 3signe(p,(2) — pm(2)),

/E (@) (P () — pa() )

dry(fn, fhm) = SUP
©ilp|<1/2

1 1
=/ 3 1Pa(@) = pm(@)|pldz) = SlIpn = Pl L)
E

la suite (pp)nen est de Cauchy dans L'(u) qui est complet. Elle converge donc vers pa.
Comme fi(dx) p.p. pa(r) > 0, p(dz) p.p. max(—peo(z),0) < |pa(¥) — poo(@)]. Ainsi
[ max(—peo(x),0)u(dx) < [ [pn(2) — poo(@)|p(da), puis par passage & la limite n — oo,
fE. max(—poo(x),O)u.(dx) = 0 i.e. p(dz) p.p. poo(x) > 0. Par ailleurs, le passage a la li-
mite n — oo dans I'inégalité | [ poo(z)pu(dx) — [, pu(@)p(dz)| < [ |[Pn(®) — Poo(@)|p(dz)
assure que [, poo()p(dz) = 1. Ainsi ps, est une densité de probabilité par rapport & f.
Notons fio la probabilité qui admet cette densité. Comme précédemment dry (pn, fioo) =
1lPn — Pocll L2y, Ol le second membre tend vers 0 lorsque n — oo. O
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1.3.2 Conditions de Doeblin et ergodicité uniforme

Définition 1.3.10. On dit que le noyau markovien P satisfail

— la condition de Doeblin si
Ja €]0,1], Yo,y € E, P(z,.) A P(y,.)(E) > a.
— la condition de Doeblin uniforme si

v e P(E), Ja €]0,1], VA€ &, infE P(xz,A) > av(A).
Te

La condition de Doeblin uniforme est plus forte que la condition de Doeblin en ce que
pour tous =,y € E, la mesure P(z,.) A P(y,.) domine la méme mesure ar de masse totale
a.

Théoreme 1.3.11. Sous la condition de Doeblin, le noyau markovien P admet une unique
probabilité invariante w et

Vu e P(E), Vn e N, dpy(pP",m) < (1 — a)"dpy(u, ).

Remarque 1.3.12. Comme sup,cp|¢(z)] < 1/2 implique que Yx € E, |Pp(z)| <
[ leW)|P(z, dy) < 1/2, on a toujours

drv(pP,oP) = sup |u(Pp)—oa(Pp)| < sup |u(¥)—o()| =drv(p0), (1.4)
oip|<1/2 YPryp|<1/2

meme sans la condition de Doeblin.

La preuve du théoreme repose sur le résultat suivant

Lemme 1.3.13. Sous la condition de Doeblin, Yz,y € E, |Pp(x) — Pp(y)| < 2(1 —
a)sup.cp ()] et

V,U,O' € P(E), dTv([LP, UP) S (1 — Oé)dTv(,u,O'). (15)

Nous allons en déduire le théoreme avant de démontrer le lemme.
Démonstration : D’apres (1.5), 'application P(E) > u+— uP € P(FE) est contractante
pour dry distance qui rend l'espace P(E) complet d’apres la proposition 1.3.9. D’apres
le théoreme de point fixe de Picard, elle admet un unique point fixe 7 qui est 'unique
probabilité invariante par P. Enfin, en itérant l'inégalité (1.5), on obtient

Vu,o0 € P(E), Vn € N, dry(uP",0P") < (1 —a)"dry(u, o)

et I'inégalité énoncée dans le théoreme en découle pour le choix o = 7. 0
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Démonstration : Pour ¢ : E — R une fonction mesurable bornée et x,y € F, on a
Pota) = Pt = | [ e(IP(wdo) — [ oIPlo ) A Pl
E E
+ [ p@)P ) AP ) — [ ePl.dz)
E E

< | [ #P.d2) = Pl 4 P @)+ | [ o)Pl.d2) = Pla,) A Pl (d2)

< [ 10@Pa,d2) = Pl A Pl @) + [ 1o (Pld2) = Pla,) A Py, o)

< suplola)l ([ (Plo.ds) = Ploc A Pl @) + [ (PUna2) = o) PG ) 02))
< 2(1 — a) sup [p(2)],

zeE

ou on a utilisé la positivité des mesures P(z,.)—P(z, )AP(y,.) et P(y,.)—P(z,.)AP(y,.)
pour la seconde inégalité et la condition de Doeblin pour la quatrieme inégalité. En posant
co = (1 —a)sup,cp|p(2)| — sup,ep Pe(y), on en déduit que pour = € E,

Pp(z) +c, = (1 — a)sup |o(2)| + inf (Pp(z) — Pp(y)) = —(1 — a)sup |p(2)];

zeE zeE

D’autre part,

Po(z) + ¢, < Po(z) + (1 —a) Sup lp(2)] = Po(z) = (1 - a) Sup lp(2)],

si bien que
sup |[Po(x) + ¢,| < (1 — a)sup |p(z)]-
zeE zeE

Ainsi

drv(pP,oP) = sup |uP(p) —oP(p)|= sup |u(Py)—o(Py)

@ilp|<1/2 @ilp|<1/2

= sup |w(Pe+c,)—o(Py+cy,)
eilp|<1/2

< sup (u(¥) — o) = (1 - a)drv(p,0),
Yiy|<(1-a)/2

ou on a utilisé u(c,) = ¢, = o(c,) pour la troisieme égalité et le résultat de I'exercice
1.3.4 pour la derniere. O

Proposition 1.3.14. La condition de Doeblin pour une itérée P™ de P est
équivalente a [’ergodicité wuniforme, a savoir lexistence de w € P(E) telle que
limy, 00 SUP,c g drv (P (2, .), ) = 0.

Démonstration : Si P est uniformément ergodique, choisir m assez grand pour que
SUp,ep drv(P™(z,.), ™) < 45% assure par inégalité triangulaire que

Ve,y € £, 1 —a > dpy(P"(x,.),P™(y,.)) =1—P™(z,.) N P"(y, . )(E).
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Réciproquement, s’il existe m > 1 t.q. le noyau P™ satisfait la condition de Doeblin,
alors le théoreme 1.3.11 entraine que P™ admet une unique probabilité invariante 7.
Comme 7P = 7wP™P = wPP™, la probabilité 7P est invariante pour P". Par uni-
cité, P = 7w et m est invariante pour P. C’est la seule probabilité invariante pour
P puisque toute probabilité invariante pour P l'est pour P™. En combinant 1’égalité
uP" = ppPr-lmlmpm. .. pm oot P™ apparait | 2] fois, I'estimation du théoreme appliqué
au noyau P™ et (1.4), on obtient que

Vn €N, dpy(uP", 7) = dpy(pP", 7P") < (1 — o)™ dypy (u, 7).

Puisque la distance en variation totale est majorée par 1 et que, si d, désigne la masse de
Dirac en z € E, §,P"* = P"(x,.), on conclut que lim,,_,o sup,cp drv(P"(z,.),7) =0. O

1.3.3 Algorithme de recuit simulé

Cet algorithme a pour objectif de minimiser une fonction V' : E — R mesurable.
Pour 8 > 0, on note Zg = [, e V@ \(dx) ot A est une mesure positive de référence sur
(E,E). Dans le cas d'une probabilité de Boltzmann-Gibbs, § = kBLT, c’est-a-dire que [
est l'inverse de la température au facteur multiplicatif pres 1/kp avec kp la constante
de Boltzmann. On note également v, = inf{v € R : A\({z : V(2) < v}) > 0} I'essentiel
infimum de V' pour la mesure A et on suppose que v, > —oo. On suppose enfin que

B::{ﬁ20225<00}75@.

Comme Zz = e v Iz e~ AV(@)=v) \(dx) ot I'intégrale est une fonction décroissante de
B, B est un intervalle de la forme [3,+o0o[ ou |3, +oo[ avec 8 € [0, +oc[. Pour tout
B € B, mg(dx) = —Be —AV(=)\(dx) est une probabilité sur (E,£). Notons que pour 3 > 0,

Zg < e P \(E) si bien que lorsque A(E) < oo, alors B = [0, +00|. Le lemme suivant
assure que lorsque f — oo (i.e. la température tend vers 0), mz se concentre sur les
minimas de V.

Lemme 1.3.15. Pour tout € > 0, limg oo g ({z € E: V(x) > v, +¢}) = 0.

Démonstration : On remarque que

1 .
mg(dr) = —e PV@=2I\(dz) ot Z5 = / e PV@=vIN(dx). (1.6)
Zﬁ E

Donc
fE 1{V x)>v*+€}6 =BV (z)~vx )\(dib)
[ e PV @I \(dx)
fE 1{V Y>ve+e}€ —AV(@) U*))‘(dx)
-5 A{z: V() v, +¢/2))

fE ]'{V(CE)Z’U*-‘FE}e 2 (V(J))_U*)A(daj)
Mz V(z) <ve+e/2})

ms({zr € E:V(z) > v, +¢}) =
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ou M{z : V(z) < vy +¢/2}) > 0 par définition de v, et, pour la derniere inégalité,
on a utilisé que V(x) — v, > € est équivalent a V(z) — v, > 5 + m Lorsque

g > 2(@ + 1), e~ BV (@)—v) > 1{V(x)zv*+g}e_§(v(’f)_”*) avec le membre de droite
qui tend vers 0 lorsque f — oo. Le théoreme de convergence dominée assure que
limg_ oo [5 1{V(x)2v*+g}e’§(V(z)’”*))\(d:t) =0, ce qui conclut la démonstration. O

Le lemme suivant controle la dépendance en le parametre 8 de la mesure de Gibbs g
lorsque 'essentiel supremum v = sup{v € R: A({z € E : V(x) > v}) > 0} de V pour la
mesure \ est fini. Notons que comme Zz > e PP A\(E), si ¥ < oo, alors le fait que Zg < oo
pour 3 > 3 entraine que A\(£) < oo si bien que B = [0, +o0].

Lemme 1.3.16. On suppose que v < oo. Pour tous B,B >0, ona

drv(mg, mg) < (0 — v)|B— Bl

Démonstration : Pour fixer les idées, on suppose que 5 > /3 ce qui entraine que / 5 < Zg.
D’apres l'exercice 1.3.5 et (1.6),

G*B(V(I)*v*) e BV (z)—vs)

Z; Zs

1 1 e BV(@)=vi) _ o=B(V(z)=v)
) i

BV (@)-v) (T 2 -
Zg

A(dr)

2dTV(7T/3u 7T/3) = /
Z

E
_/E 5 Zs

< (L _ 1 ) / BV @0\ () 1 L / (e—mvu)—m) _6—B<V<x>—v*>)A(d$)
- ZB Zﬁ E Zﬁ E

A(dz)

Comme 1 —e™¥ < gy pour y > 0, on obtient que

Zy— 2= /E (1 — e~ =A@y =8V @)=0) ) ()

~ A

< (-5 [E V(@) — v)e V@ \(d) < (5 - B)( — v.)Zs.

7
Cette inégalité se récrit 1 — Z_ﬂ < (B — B)(v —v,), ce qui permet de conclure. O
8

On suppose que la densité de proposition ¢ par rapport a la mesure de référence A de

I'algorithme de Metropolis-Hastings est symétrique : |Vz,y € F, q(z,y) = q(y, x) | Pour

la probabilité cible 75, on a a(z,y) = min(1,e PVO-V@)) = =BVE-VET (on, par
rapport & (1.1), le remplacement de 1 par e~ VW=V pour g(z,y) = 0 et V(y) > V(z)
est sans conséquence d’apres le second point dans la remarque 1.2.1). Notons Q(z, dy) =
q(z,y)A(dy) le noyau de proposition et pour tout 5 > 0

Py(x,dy) = e VOV g(, y)A(dy) + Ry(w)d, (dy)

ot Ry(x) = / (1= e BVOVE Y A (d2).
E

On a Py = @ et pour tout 8 € B, Ps est le noyau de Metropolis-Hastings associé a mga.
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Proposition 1.3.17. On suppose que v < oo (si bien que B = [0,400]) et qu’il existe
m € N* tel que Q™ satisfait la condition de Doeblin pour la constante o > 0. Alors

K 1= sup {v ; / Liv (y)—v (@) +>ora(z, y) M dx) AN (dy) > O} <0 — v,
ExE

et pour toute constante h €)0,-1[ et toute probabilité g sur E la suite p, =

poPs Ps, ... Ps, ot (B, = hln(n ’;n21 vérifie lim, oo dov(fin, m5,) = 0 si bien que
limy, o0 tn({x € E : V(2) > v, +€}) = 0 pour tout € > 0.

Exercice 1.3.18. En remarquant que poure >0, (V(y)—=V(x))T > v—v,+e = V(y) >
v+ 5 ouV(r) <v, — 5, vérifier que k < U — v,.

Remarque 1.3.19. Si on note (X,,), une chaine de Markov inhomogéne a valeurs dans
E telle que Xo ~ pg et

¥n €N, P(Xpi1 € Al(Xo, ... X)) = Ps,, (Xn, A)

alors p, est la lot de X,. Sous les hypothéses de la proposition, pour h 6]0,#[,

lim, . P(V(X,) > v, +¢€) = 0 pour tout ¢ > 0, c’est-a-dire que la suite (V (X)),
converge en probabilité vers v,.

Notons que yu(dy) = poPo(dy) = woQ(dy) = [ _pa(z,y)po(dz)A(dy), si bien
que pp possede la densité fi(y) = fer q(z,y)po(dzr) par rapport a la mesure de
référence \. Supposons que pour n € N* pu, possede la densité f, par rapport a

_ —V(z)F
A alors iy (dy) = [ope VOV gy, (da)M(dy) + Rs,. () fa ()M dy) =

Farr(A(dy) pour fui(y) = [,cpe VOV g2,y (dx) + Ry, (y) fuly). Alnsi,
nous avons montré par récurrence que pour tout n € N*, u,, possede une densité f,, par rap-

port & la mesure de référence \. Soit A = {z € E: [, 1yv(y)-v()+>npa(z, y)A(dy) = 0}.
Par définition de r, A\(A°) = 0. Modifions désormais la définition de Ps en

Py(w, dy) = e VOV g )\ (dy) + / (1 — e PRV g (2, 2)M\(d2)0a(dy).
E

Pour tout x € A, la probabilité Ps(x,.) est inchangée. Comme A(A¢) = 0, pour tous 5 > 0
et 1 € P(E) qui possede une densité par rapport a A, la valeur de uPg n’est pas affectée
par cette modification. Ainsi par récurrence sur n € N*, 'égalité u,, = p1 P, . .. Ps,, reste
vraie malgré la modification. Comme Pg, = F est inchangée, on a p; = poPp, si bien
que I'égalité pi,, = poPs, P, ... Ps, reste également vraie. Comme 73 possede une densité
par rapport a A, la modification ne change rien a la valeur de m3P;3 si bien que 73 reste
invariante par Ps. L’'intérét de la modification est d’assurer le résultat suivant.

Lemme 1.3.20. Si pour m € N*, Q™ satisfait la condition de Doeblin pour la constante
a €]0,1], alors pour B, ..., 0w >0, Ps Ps, ... Pg, satisfait la condition de Doeblin pour
la constante ce™" 2n=1Pn

m

Démonstration du lemme 1.3.20 : La définition modifiée de Ps entraine que pour
B > 0, Ps > e P"Q au sens ot pour tout x € E, la mesure e P*Q(x,dy) est
majorée par la probabilité Ps(x,dy). En itérant, on en déduit que Ps Ps,...Ps, >
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e 2n=11Q™ si bien que pour tous x,y € E, Ps Ps, ... Ps, (v,.) A Ps, Ps, ... Ps, (y,.) >
e Xn=1 P (Q™(2,.) A Q™ (y,.)). O

Démonstration de la proposition 1.3.17 : La majoration de x découle de I'exercice
1.3.18. Comme g, tend vers +oo avec n, pour € > 0 et A, = {z € E: V(z) > v, +
e}, le lemme 1.3.16 entraine que lim, o 73,(A:) = 0. Comme |75, (A:) — pn(Ac)| <
drv(mg,, pn), il suffit de montrer que drv(ms,, u,) tend vers 0 lorsque n — oo pour
conclure que p,(A.) aussi.

Pour n,k € N*, comme par invariance de w3 par Pg,
NS {17 s k}v (ﬂ-ﬁn+5_ﬂ-6n+2—l)Pﬁn+l s Pﬁm-k = Wﬂn+lpﬁn+l+1 st Pﬁm-k _ﬂ—ﬁn-‘-z—lpﬁn-‘-z st Pﬂm-kv

k
on a g, = 2y (Toue = Tse ) Fboye - Popn + 76, Py - Pa . Comme gy =
UnPp, 1 . Pg, ., avec la définition de drv, on en déduit que

k

dTV (W/Bn+k’ lun"rk) S Z dTV (T(-BnJré P5n+€ ttt PB’rH»k ? Trﬁn#»lflpﬁn#»i ce Pﬂn+k¢)
(=1
+ dTV(ﬂ-ﬁn Pﬁn«l»l ctt PBn+k7 /’LnPﬁn+1 R Pﬂn+k)
k

< Z drv (ﬂ—ﬁnH? 71-ﬂnjLeq) + dry (Nna Wﬁn) (1‘7>
/=1
k
<(@—v)h > (In(n+ L) —In(n+ £ = 1)) + dry (i, 7,)
/=1

- n+k
:(U —_ ’U*)hln (T) + dTV(/JLTL? ﬂ-ﬂn)

ou on a utilisé (1.4) pour la seconde inégalité puis le lemme 1.3.16 pour la troisieme.
On pose By = 0 si bien que l'inégalité reste vraie pour n = 0 avec In (”TJ"“) rem-
placé par In(k) au second membre. Pour n = ¢m avec { € N et k € {1,...,m — 1},

cela implique que drv (g, ., , femsr) < (0 — v)hIn (eﬁg)"v;l) + drv(7g,,, , ftem). Comme

Im+m—1

limy_,o In ( o ) = 0, il suffit donc de montrer que drv(7g,,, , ftem) tend vers 0 lorsque
¢ — oo pour conclure. Pour k = m on peut améliorer I'inégalité (1.7) en remarquant que
d’apres les lemmes 1.3.20 et 1.3.13,

(1 — ae == st )dyy (g, i)

(1 —ae™ ™) dpy (75, fin)

drv (78, Py - Porns Py - Paoyn) <
<

si bien que

n-—+m

nvi ) + (1 — ae” ™) dpy (fin, 75, )

T U
En posant pour ¢ € N, z; = dpy(ms,,,, ftem), Qer1 = ae” ™ Perm = (0 + 1)m) ™" et

beyr = (0 — v )hin (((i::))v“;) on en déduit que

Zep1 < (1 — 1) ze + begr.
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et comme pour ¢ > 1, byyy = (0 — ve)hln (1 + %)v

Pour £ — oo, on a ayq ~ a(mf)=msh

beyr ~ (0 —wv)h/l. St mrh < 1, alors ), a0 = o0 et si mrh < 1, alors Z‘Z—i

é(@ — v ) hm™rmsh=1 i hien que limy_, o 2—‘; = 0. Avec le lemme suivant on conclut que
sih < # alors zp = drv (tem, mg,,,) tend vers 0 lorsque ¢ — oo et donc dry (pn, g, ) tend

également vers 0 lorsque n — oo.

U

Lemma 1.3.21. Soit (2¢)een une suite de Ry vérifiant
Vil e N, 241 S (1 — Oég+1)Zg + b@+1. (18)
avec (ou)e>1 suite de ]0,1[ telle que Y7, 00 = 00 et (by)es1 suite de Ry telle que

limy_sa Z_‘; =0. Alors limy_,oo 20 = 0.

Démonstration : Posons Ag = 1etpour? > 1, A, = H£:1 ﬁ Notons que (Ay)pen est
une suite croissante. Comme — In(A4y) = Zi:l In(l —ay) < — Zizl ag et Y sy g = 00,
Ay tend vers +oo avec £. En multipliant (1.8) par Ay, et en utilisant que Apyq(1—ayy1) =
Ay, on obtient que Api12p01 < Apzp + Api1bpyq. Par récurrence, on en déduit que

L
Ang S A()ZO + Z Akbk
k=1

Comme Ay =1 et ap A = A — Ag_1, on obtient que

l
20 1 bk
VieN, z, < — + — A — A1) —.
'y Ae;( k kl)ak

Avec la croissance de la suite (Ag)gen on en déduit que pour ¢, € N*,

Lo
1 by, by,
V> Ly, 20 < — | 20+ g Ap — Ap_1)— | + max —.
=0 Z_Ag(o k1< b k 1>Oék) k>ly Qi
Comme le second terme est arbitrairement petit pour ¢y assez grand tandis qu’a ¢ fixé le
premier terme tend vers 0 lorsque ¢ — oo, on conclut que limy_,, 2z, = 0. O

En pratique, on travaille avec un nombre fini NV d’itérations de I’algorithme et on utilise
des suites (5,)1<n<n qui croissent beaucoup plus vite que la suite hln(n) (typiquement
des puissances positives de n).

Notons que 'hypothese que @) satisfait la condition de Doeblin est assez restrictive sur
le couple (E, \).

Lemme 1.3.22. On suppose que E = R? muni de la mesure de Lebesque . Soit
Q(x,dz) = q(z,2)dz pour ¢ : R? x RY — R, mesurable, symétrique et telle que
Jra @z, 2)dz = 1 pour tout x € R Alors sup,,cn- inf ;) craxra (Q™ (x, J)AQ™ (v, .)) (RY) =
0 i.e. aucune itérée Q™ de @) ne satisfait la condition de Doeblin.
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Remarque 1.3.23. — Notons que sous les hypotheses du lemme, pour tout B > 0, Pg
ne satisfait pas non plus la condition de Doeblin, méme si, comme B # () et v < 0o
impliquent \(E) < 0o, ce n'est pas restrictif en vue de la proposition 1.3.17. En effet,
pour x # vy, Pg(x,.) et Ps(y,.) admettent respectivement les densités Rg(x)1 =z +
1Rd\{z,y}(z)eiﬁ(‘/(z)iv(x)ﬁQ('x?Z) et Rﬁ(y>1{z=y} + 1Rd\{x,y}(z)eiﬁ(‘/(z)iv(y))_‘—Q(y)Z)
par rapport a la mesure de référence \(dz) + 0,(dz) + 0,(dz). Et, d’aprés lezer-
cice 1.3.5,

(Pa(,.) A Ps(y, ))RY) = Ad(e_ﬁ(v(z)‘v(w’)+Q($, D) A (e VEVO g (y, 2))dz

< [ ot Al = = (@) A QU DR,

— Toujours sous les hypotheses du lemme, pour le noyau P de [’algorithme de
Metropolis-Hastings sur R? défini par (1.2), un raisonnement analogue entraine que

pour y # ,

(P(w,‘)/\P(y,-))(Rd)z/ (a(z, 2)q(x, 2)) A (aly, 2)q(y, 2))d=

< [ at2) A aly. )= = (@) A QU )R

st bien que la condition de Doeblin n’est pas satisfaite par le noyau P.

— Si, en revanche, E est un compact de R® muni de la mesure de Lebesque \, pour la

fonction symétrique q(z,y) = ﬁ, le noyau Q) satisfait la condition de Doeblin.

Démonstration : Notons que pour m > 2, Q™(z,dy) = gn(x,y)dy ou, en utilisant la
symétrie de ¢ pour la seconde égalité,

i) = [ aloa)a(nz) s i) ) o
R(m—1

= /( | (Y, 2m-1)q(Zm—1, Zm—2) - - - (22, 21)q(21, 2)d2p—1 . . . d21 = @i (y, 7).
R m—1)d
Le noyau Q™ possedant lui aussi une densité symétrique, il suffit de montrer que
inf(w,y)eRde’i (Q(I, ) A Q(y7 ))(Rd) =0.

Supposons que Vz,y € RY (Q(z,.) A Q(y,.))(R?) > a > 0 et obtenons une contradic-
tion. D’apres 'exercice 1.3.5, on a (Q(xz,.) A Q(y,.))(R?) = [p.q(x, 2) A q(y, z)dz. Fixons
x € R?. Comme, par convergence dominée, limp; o0 f Lija—ai>myq(x, 2)dz = 0, il existe
M, €]0,+oo| tel que [ 1f._g>n,3q(, 2)dz < &. Alors

Vy € RY, /d Lioma|<myq(y, 2)dz > /d Lioma)emyq(z, 2) A q(y, 2)dz
R R

Rd Rd

e

Donc fRded Lioma|<m,q(y, 2)dzdy = oo alors que, par la symétrie de ¢ et le
théoreme de Fubini, cette intégrale est aussi égale a f]Rd L a—a|<M.} fRd q(z,y)dydz
Jra Le=ai<arydz < oo. 0

Cela a motivé I'étude de conditions plus locales qui font 'objet du paragraphe suivant.
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1.3.4 Ergodicité géométrique sous condition de dérive

Ce chapitre est inspiré de [35]. Nous allons travailler sous la condition de dérive sui-
vante :

(D1) 3V : E — Ry mesurable, 3K € R, 3y €]0,1[, Vx € E, PV (z) <AV (x)+ K

(D2) 3R > %, Jda €]0,1], Va,y t.q. V(z) +V(y) < R, P(z,.) A P(y,.)(E) > a.

Notons que la condition de Doeblin implique la condition de dérive pour le choix V = 0.

Notons également que (D2) est une conséquence de

2K
IR > = v eP(E), Ja€]0,1], VA€ &, inf Pr,A) > av(A)

z:V(z)<R

ou l'ensemble {z € F : V(x) < R} est appelé “small set” dans la littérature (attention
“petite set” désigne une notion reliée mais légerement plus faible).

La fonction V' qui porte le nom de fonction de Lyapunov tend en général vers I'infini
a l'infini lorsque £ = R? (dans Papplication & I’algorithme de Metropolis-Hastings par
marche aléatoire du paragraphe 1.3.5, V(x) = n~1/2(x) ot n est la densité cible). La
condition (D1) signifie alors qu’en moyenne le noyau P rapproche de l'origine et donc du
compact ou une condition de Doeblin locale est satisfaite d’apres (D2). L’inégalité R >
2K /(1—7) signifie que ce compact (d’autant plus grand que R 1’est) doit étre suffisamment
grand par rapport a la force de rappel en moyenne vers l'origine (d’autant plus petite que
K et v sont grands). Plus généralement la condition de Doeblin est satisfaite localement
sur I'ensemble de niveau {z : V(z) < £} tandis que si V(z) > £ alors K < (1 —7)V (z)
si bien que PV (z) < 4V (z) + K < V(x) et en moyenne V' diminue par application du
noyau P i.e. le noyau P rapproche de cet ensemble de niveau.

Définition 1.3.24. — Pour § > 0, on note |||z la norme sur l’espace vectoriel des
fonctions ¢ : E — R mesurables et telles que sup,cp IJ:’B%)(L) < oo définie par

llls = sup, e P2

— Pour B > 0, on lui associe la distance dg sur Py (E) := {p € P(E) : p(V) < oo}
définie par dg(p, o) = Supg, e ,<1 [1(@) =0 (@)[. Pour pi,0 € P(E), on pose toujours
dg(pt,0) = Supge),<1 [1(@) — o(@)] ot rien ne garantit que le supremum soit fini
lorsque V' n’est pas bornée.

— Pour f = 0, on lui associe la distance dy sur P(E) définie par do(p,o) =
SUP <1 [1(P) = ()]

Exercice 1.3.25. Montrer que pour 5 > 0, dg est une distance sur Py (E).

Notons que ||[|p est la norme du supremum sur l’espace des fonctions mesurables bornées
sur E et que, d’apres U'exercice 1.3.4, do(p, 0) = 2dry(u, o). Pour > 0, |||| s est une norme
sur 'espace plus grand lorsque sup,cp V(z) = 00

VY = {gp : F — R mesurable t.q. igg% < oo} .

Pour 0 < §' < 3, comme [lgs < lllar, dyr < d.
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En reprenant la preuve de la proposition 1.3.9, et en remarquant que

dﬁ(:um 'U/m) - sup
eile|<14+B8V

= /E(l + BV (2))|pn(x) = pm(@)|p(dx) = llpn = Pl L 118v)10)5

/E (@) (Pa () — pa() )

ou (1 + AV)u désigne la mesure de densité (1 + SV (x)) par rapport a u(dz), on vérifie
que

Proposition 1.3.26. Pour > 0, l’espace Py (E) muni de dg est complet.

Théoréme 1.3.27. On suppose que le noyau markovien P satisfait (D1) et (D2). Alors

il admet une unique probabilité invariante w. En outre, w(V') < % et

V5 >0, VueP(E), YneN, dg(uP", m) < (x(o, 8,7, K, R))"ds(p, 7). (1.9)

ot x(a, 5,7, K, R) = (1 — a+ BK) v ZERIE €]0,1] 5i 5 €]0, &[.

Remarque 1.3.28. — Ona

d 2+ BYR + 28K

@+AR) 5 R

= (YR +2K)(2+ fR) — R(2 + fyR + 26K)

=2(2K —(1—v)R) <0.
Ainsi Ry 3 8+ g(f) = (1 —a+ pK) — % est une fonction strictement
croissante telle que g(0) = —a et limg_,o. g(5) = +00. Donc 3B, > 0 tel que g(ﬁ*) =
0. Pour 8 € [0,05.], x(a, 8,7, K,R) = 2+5;fgﬁ61< > 2+5*2112f25*K =1—-a+ 4K
Pour B €6, +0[, x(a, 8,7, K,R) =1 —a+ K >1—a+ ,K. On conclut que
il’lfgzoX(O&,ﬁ,’Y,K R) ( 73*7’77K7R)'

— Si pourm > 2, P™ satisfait (D1) et (D2), en raisonnant comme dans la Proposition
1.3.14, on vérifie que P admet une unique probabilité invariante w. Si, en outre, le
noyau P lui-méme vérifie la condition (D1), alors pour ¢ € V, la définition de ||||3
entraine que

V€ E, |Pp(r)] < Plo|(z) < [lellsP(1+8V)(z) < [[¢lls(14+y8V (2)+AK), (1.10)

si bien que || Py|lg < (14+B8K)|¢|lz. On en déduit que dg(puP, o P) < (1+5K)dg(p, o)
et avec l’estimation du théoréeme pour le noyau P™ que

Yu € P(E), Vn €N, dg(uP™,7) < (1+ BE)™ (x(a, 8,7, K, R)"™™ dg(u, ).

La preuve du théoreme repose sur le résultat suivant

Lemme 1.3.29. Sous (D1) et (D2) pour toute fonction ¢ €V,

VB >0,y € B, [Po(z) = Po(y)| < x(a, 8,7, K, R)(2+ B(V(x) + V(y)))HwI(\B )
1.11

Vi, o € P(E), ds(uP,oP) < x(a, B,7, K, R)ds(p, ). (1.12)
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Démontrons ce lemme avant de revenir a la preuve du théoreme.
Démonstration : Soit ¢ € V et z,y € E. On distingue deux cas.

Si V(z) 4+ V(y) > R|, en utilisant (1.10) a la seconde inégalité, on obtient

|Po(x) = Poy)| < [Po(x)] +[Pe(y)] < (24 /v (V(2) + V() + 26K)|l¢lls.

246yr428K _ | 2(1-74BK)
T et e M v =

24 By(V(x) + V(y) + 28K
24 0y(V(2) +V(y) + 26K = ——— BV (z)+V(y))

< SR 4 BV @)+ V()

La décroissance de Ry 37 — f(r) := entraine que

2+ 8(V(z)+V(y)

On conclut donc que

2+ ByR+ 28K

5+ BR 2+ BV () +V))lels.

|Po(r) — Po(y)| <

Si V(z) +V(y) < R|, alors en utilisant (D2) a la quatrieme inégalité puis (D1) a la cin-
quieme, on obtient

|Po(x) — Po(y)

/E o(2)(Pa,d2) — P(z,.) A P(y,.)(d2))

< +

/E o(2)(P(y.dz) — P(z,.) A P(y, )(d2))
< ||so||ﬁ( [+ VNP — Pl A Pl )(02)
s [as VP - Pl A Pl .><dz>>)

< llolls (P(x, E) - P(e..) A Py, )(E) + BPV(x) + P(y, E) — P(x..) A Py, )(E) + @Pwy))

< [lells(2(1 =) + BPV () + 8PV (y)) < [lells(2(1 — a) +98(V(z) + V(y)) + 26K)
< (M —a+FE) V) 2+ B(V(z) +V)lels

Comme v = lim, 1o f(r) < f(R) = %, on a démontré (1.11).
<

Supposons maintenant ||¢||g < 1, notons x a la place de x(«, 3,7, K, R) et posons
c, = infyep(x(1+ BV (y)) — Pp(y)). Pour z € E, on a d'une part, d’apres (1.11),

Pe(x)+c, = inf (Po(z)—Po(y) +x(2+B(V(2)+V (1) —x(1+8V(2)) 2 —x(1+8V(2)),
ce qui assure que ¢, > —oo. D’autre part, d’apres la définition de c,,

Po(z) + ¢, < Po(z) + x(1+ BV (2)) — Po(x) = x(1 + BV (2)).
Ainsi ||Py + c,||s < x. On conclut que

dg(pP,oP) = sup [uP(p) —oP(p)|= sup [u(Py+c,)—o(Pp+cy)|
ellellg<1 eillells<1

< sup  |p() — o) = xds(p, o).
Y[yl s <x
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Démontrons maintenant le théoreme 1.3.27.

Démonstration : Soit 3 €0, 7[. Pour alléger les notations, nous noterons x a la place de
x(a, 8,7, K, R). Montrons que x €]0, 1[. La condition § < /K assure que 1 —a+fK < 1.
Par ailleurs, les conditions v €]0,1[, 8 > 0 et R > % assurent que SR > BvR 4 26K si

bien que % < 1. Ainsi, sous (D1) et (D2), x €]0, 1].

D’apres (D1), pour u € Py (E),
WP(V) = u(PV) < p(aV + K) = yu(V) + K (1.13)

si bien que uP € Py(E). D’apres (1.12), Papplication Py (E) > p +— puP € Py(E) est
contractante pour dg distance qui rend lespace Py (E) complet d’apres la proposition
1.3.26. D’apres le théoreme de point fixe de Picard, elle admet un unique point fixe 7
qui est 'unique élément de Py (F) invariant par P. Pour le choix p = m, (1.13) s’écrit
(V) < y7(V) + K si bien que 7(V) < £

1—v°
L'inégalité dg(uP", m) < x"dg(u, ) s’obtient en itérant (1.12) pour le choix o = 7.
Pour z € E, comme dg(0,,7) < 6,(1+ V) +7(1+ BV) <24 BV (z) + % < 00, on en
déduit que lim,,_,o, dg(P"(x,.),m) = 0.

Soit 7 une autre probabilité invariante. On a dg(7, 7) = dg(7 P, 7P) < xdg(m, ) d’apres
(1.12). On en déduit que dg(m,7) = 0 des lors que dg(m,7) < oo, condition assurée par
7 € Py(E). Sans cette condition, il faut trouver un autre argument. Comme dg > dy =
2dry, pour tout z € E, P™(x,.) converge en variation totale vers 7 et pour A € &, la
suite (P"(z, A))n>1 a valeurs dans [0, 1] converge vers m(A). Par convergence dominée, on
en déduit que 7P"(A) = [, P"(z, A)7(dx) converge vers [, m(A)7(dx) = m(A) lorsque
n — 0o. Comme par invariance de 7, 7(A) = 7P"(A), on conclut que 7 = .

U
1.3.5 Application a I’algorithme de Metropolis-Hastings
On se place dans le cas ou
— E =R% muni de sa tribu borélienne £ = B(RY),
— A(dz) = dx est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R?)),
— 7(dz) = AU _ o4 ) est une fonction mesurable de R? dans R, telle que

Jrd 1(y)dy
Jran(y)dy €0, c0l.
On note ¢(z,y) la densité du noyau de proposition par rapport a la mesure de Lebesgue.
Notons que le noyau P s’écrit alors

ma@rwmwmww@+(4u—amamwam)@mn

n(y)q(y, x)
n(x)q(z,y)’

d

avec a2, y) = Lin()q(r.y)>0) Min ( 1> + Lin(@)ae.y)=0}-
Le résultat principal de ce paragraphe, énoncé dans la proposition 1.3.35, est que si i est C*

strictement positive et telle que limy,| o % -Vinn(z) = —oo, imsup, ., ‘ﬁ—| . ;Z—Egl <0
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et ¢(z,y) = ¢ (y—x) pour une densité ¢ paire et telle que VA > 0, inf|,j<pr (x) > 0, alors
I’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire, noté MHMA dans la suite, est
géométriquement ergodique puisqu’il vérifie (D1) et (D2) pour V(z) = n~'/%(z). Notons
que, d’apres la remarque 1.3.23, pour cet algorithme, la condition de Doeblin n’est jamais
satisfaite sur R%. Comme ¢(z,y) = 9(y — x) on peut méme simplifier la preuve de ce
résultat en remarquant que pour z # y € R, pour tout z € RY, [z —y| < |z — 2| + |2 — y|

si bien que |z—z|V|z—y| > @ et (a(x, 2)v(z—z))AN(aly, ) (z—y)) < 1{‘Zix|2%}¢(z—
x) + 1{‘ny‘2@}w(z —v). Ainsi,

Pl ) AP )®) = [ (o6 =)o) Aoy -2 [ vt

ol, par convergence dominée, le membre de droite tend vers 0 lorsque |z — y| — 0.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que la condition de Doeblin soit
satisfaite lorsque le point de départ x est restreint a un compact.

Lemme 1.3.30. Si VM €]0,+o0[, q,, := infjyyy < q(x,y) > 0 et far 1= supjy<py 1(z) <

o0, alors pour tout M assez grand pour que f‘z|<M n(z)dz > 0,

V|z| < M, VA € B(RY), P(x, A) > ayvu(A),

1{y1<ayn(¥)dy

T oot 1) est une probabilité.
|z|<M

oty = %—ﬁ f|z|gM77(Z)dZ > 0 et vy (dy) ==

Remarque 1.3.31. Les hypothéses sont satisfaites si n est continue et q est strictement
positive et continue.

Démonstration : En ne tenant pas compte de la contribution liée a la possibilité que
I’algorithme partant de x reste en x si la proposition y n’est pas acceptée, on obtient que
pour || < M et A € B(R?),

nyaly,z) q(y,z)  q(@,y)
Pl )= [ 1 ( den)dy = [ Lo A n(y)dy
000\ @)ga,y) " A TP ) T ()
1 0( A Liy<anyn(y)dy > == | Lg<ann(y)dy.
/ >0 | ey AT e | Lisan (v) iy ]t (
Sous nos hypotheses, ¢ ne s’annule pas et on utilise les conventions % =00 = qéz(’gf;)
sin(x)=0. O

Il est plus difficile de vérifier (D1) et nous nous contenterons d’énoncer des conditions

obtenues par Jarner et Hansen [39] pour que (D1) soit satisfaite par V(z) = n~'/%(z)
dans le cas particulier de l'algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire ou
q(r,y) = ¥ (y — z) pour une densité de probabilité 1 paire sur R?.

Vérifions tout d’abord que pour le choix V(z) = n~Y2(z), z PVV(;”;) est borné. Ce

résultat est vrai pour un espace d’état E quelconque, des lors que la densité de proposition
est symétrique.

Lemme 1.3.32. Tout algorithme de Metropolis-Hastings avec une densité de proposition
q symétrique (Vx,y € E, q(x,y) = q(y,x)) est tel que

~1/2
Py P (z) _

5
Vi€ E g na) >0, ——t <
x g- n(x) >0, ) S
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On en déduit que si la fonction n~1/2 est localement bornée, il en va de méme pour la
fonction Pn~1/2,
Démonstration : Soit x € F t.q. n(z) > 0. Rappelons que partant de x, une proposition
y est acceptée avec probabilité a(x,y) = min(1, %) = min(1, "E g) Notons A, =
{y € E : n(y) > n(x)} I'ensemble des propositions qui sont acceptées avec probabilité 1
et R, ={y € E:n(y) < n(x)} son complémentaire. La proposition y € R, est acceptée

avec probabilité "Eyg et sinon, 1’algorithme reste au point x. Donc

Py Pw) 0P ) )
,,771/2(35) _/z 77*1/2(9:)q< 7y))\(dy)+/721 17,1/2($) n(x)Q( ,y)A(dy)

+/ () (1 _ M) q(z, y)A(dy)

o, () n(z)
1/2($) (771/2(y) +1— M) q(z,y)A\(dy) (1.14)

_ [ .
_/I nl/z(y)Q( ’y)A(dyH/Rz n'/2(z) n(x)

Sur A,, 1;2% ; 1 et sur R, E

que

v\-/

< 1. Comme sup,ep (v +1—u) =3, on en déduit

~1/2(n
ZHTQ(;)) < /A q(z, y)Mdy) +Z/wq(x,y)k(dy) < Z/Rd q(z, y)Mdy) = 7

Le résultat de Jarner et Hansen porte sur la classe suivante de lois cibles.

Définition 1.3.33. La loi 7 est dite sous-exponentielle si la fonction n est C*, strictement
positive et vérifie lim, o0 é—| -Vinn(x) = —cc.

Si 7 est sous-exponentielle, pour 8 > 0, en choisissant Mg t.q. SUP | |> 5 ﬁ.VIn n(x) <

/MZ' |y|V1nn<| |>du< —B(Jy| - Mp).

M
iyl > Mg, n(y) < 77( 5@/) All=Ms) < M5 sup p(z)e P, (1.15)
|yl 2| <Mg

—f3, on obtient que pour |y| > Mg,

In7n(y) —Inn (Mﬁy)

|y

Donc

Ainsi la densité T d"n(éz) - de 7 tend vers 0 plus vite que n'importe quelle exponentielle de
R

ly| lorsque |y| — oo, ce qui justifie la terminologie sous-exponentielle.

Exercice 1.3.34. Vérifier que si les fonctions n, et ng sont proportionnelles aux densités
de deux lois sous-exponentielles, alors les lois de densités proportionnelles aux fonctions
mne et ayny + asny ot ay,as > 0 sont sous-exponentielles.

Dans la suite, nous noterons Sy_; = {x € R? : |x| = 1} la sphere unité de R? et wy_;
la mesure de surface sur cette sphere.

Proposition 1.3.35. Soit m sous-exponentielle et telle que limsup ), % .
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(i) Tout algorithme MHMA avec la densité ¢ paire et telle que infcs, , fooo Y(r)rd-tdr >
0 vérifie

3K € Ry, 3v€]0,1[, Yz € RY, Py~ (z) < yn~ % (z) + K. (1.16)

11 out algorithme avec la densité aire et telle que €0, 400

() T lgorith MHMA la d ité Y pai lle q VM ]O, [,
infizj<ar () > 0 est géométriquement ergodique.

Exemple 1.3.36. Les hypothéses de la proposition portant sur m sont satisfaites par la loi
gaussienne Ny(u,T') dont la matrice de covariance ' € R4 est supposée définie positive.
En effet, Vinn(z) = =T (x — p) si bien que

a Vinn(z) = ~ g 2 Il < |07t —|z| inf €-T7%
7] 7] 7] A

tend wvers —oo lorsque |r| — oo. Ainsi m est sous-exponentielle. Par ailleurs,

- v Vn@) eTle g - i
lim SUP 3|00 W'IW(%)I__ —infees, TE[T=Te]- L’exercice qui suit permet de montrer que
infees, | ?r 11,5 AT@ ou \ et A désignent la plus petite et la plus grande valeurs propres

de T,

Exercice 1.3.37. On suppose que M € R>? est une matrice symétrique définie positive.
On note 0 < Ay < Ay < ... < Ay ses valeurs propres et on considére une base orthonormée
de vecteurs propres de R? associés a ces valeurs propres. Pour € € Sy_1, on note ai, ..., aq
les coordonnées de & dans cette base orthonormée.
1. Vérifier que <%>2 = (2%11—;1)2 ot (p; = a?)i<i<a est une probabilité. Que se
passe-t-il si A\g = A\ ¢
2. Soit X est une variable aléatoire a valeurs dans [A1, Ag]. Dans le cas ou A\g > A,

vérifier que si q = E[ﬁj{ll], onaq € 0,1], \y(1—q)+ g = E[X] et M} (1—q)+N2q =

E[Xx? A2 (1—q)+A2
E[X?] + E[(\gs — X)(X — \1)]. Conclure que ]EL[X% < (All((l_qq))“ddqqp.

MAaAI-2AD)  (AitAa)?

AHg(Aa—A1))2 T 4dddg

Mgl (MatAa)

EME ~ 2v/Aihg "

Remarque 1.3.38. — Sl existe M €]0,+oo] t.q. inf<ptp(x) > 0, alors
infees, , fooo Y(rO)rdtdr > 0. Ainsi Uhypothése faite sur 1y dans (ii) implique celle
faite dans (1).

— Les hypotheses que nous formulons dans la proposition et plus généralement dans
tout ce paragraphe ne dépendent pas de la constante de proportionalité entre n et la
densité de w : elles sont satisfaites par n si et seulement si elles sont satisfaites par
cn pour toute constante multiplicative ¢ €]0, 4+00].

3. Vérifier que sup,ep (

4. Conclure que supgcs, |

— Sous les hypothéses de la proposition, la condition (1.16) reste valable avec la fonc-
tion =2 remplacée par n~* ot s €]0,1] est arbitraire.

La preuve repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.39. Soit 7 telle que la fonction n est C*, telle que Vn ne s’annule pas en

dehors d’un compact et que € := —limsup,_, é‘ ;Zg) > 0. On suppose
3y €]0,4[ t.q. inf / / Liic—ej<y ¥ (rQwa—1(dC)r*dr > 0. (1.17)
€€8a—1 Jr=0J¢es,

alors Uensemble A, = {y € R* : n(y) > n(z)} est tel que liminf |, fo Y(y —x)dy > 0.
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Remarque 1.3.40. Une condition suffisante pour que (1.17) soit satz’sfaz’te est que
infees, , [ 0(rOr*tdr > 0. Notons que la fonction ¢ € Sg—1 — [ (r{)r?~dr s'in-
terpréte comme la densité de 2 71 bar rapport a wq_1 lorsque Z posséde la denszte .

Lemme 1.3.41. Pour € €]0,1] et x € R, on note
={yecR:e< ) <

Ui
Si m est sous-exponentielle, alors limsupy,_,« fc; Y(y — x)dy = 0.

Démontrons la proposition 1.3.35 avant de prouver les deux lemmes.
Démonstration : Montrons d’abord (ii) en supposant (i). Comme ¢(z,y) = ¢¥(y — x),
pour M €0, 4o0], inf|,v|y<m ¢(x,y) > inf|,j<ops ¥(2). La continuité et la stricte positivité
de 1 permettent d’appliquer le lemme 1.3.30 et d’obtenir que pour tout M > 0, il existe
une constante oy, > 0 telle que

Va,y € RY ta. [o] v |y < M, P(x,) A P(y,.) > aur.

Comme (1.15) assure que limj;| o n(z) = 0, on peut choisir M telle que supy, . () <
(14;(72)2 ou v et K sont les constantes qui apparaissent dans (1.16). Alors R :=
inf, 00 n () > % et n7Y/2(x) < R = |z| < M. Ainsi la condition de dérive (D1)
et (D2) est satisfaite pour V(x) = 7 Y2(z) et algorithme MHMA est géométriquement
ergodique.

Il nous reste a démontrer (i). Soit € > 0. D’apres (1.14) et comme [ ¥(y — x)dy =
L— [, ¥y —x)dy,

Py VPa) n'(y) ) () .,
W‘l‘/s(lm(”@v%m <>)“AE” /2<y>)w<y o

x

n'2(y) 0y ) y
+/Rm(c;>c <771/2(fﬂ) 77(:6)) 1/2 WJ )dy Azw(y )dy

3|3

Pour y € Ry, n(y) < n(x) et done 0 < 110 — % < L1ee(y) + vEliesye(y) (en utilisant
max,eo,1] V& — u = 1) tandis que pour y € A, n(y) > n(z) si bien que 0 < Ziﬁgg =

15; (y) + \/El(Cg)C(y) Ainsi

Pyt ()
——m 1< | Yy —a)de+ e Uy —x)dy — | Py —x)dy
n (7) ce (RzUAZ)N(CE)e Az

Yy —x)de ++e— | Wy —x)dy.
cs Ay

D’apres le lemme 1.3.39 et la remarque 1.3.40, liminf|, fAz Y(y — x)dy > 0. Pour le
2
choix ¢ = (% liminfly) oo [, (Y — x)dy) , le lemme 1.3.41 assure

M < oo, Y|z| > M, Pp V3 (z) < (1——11m1nf/ vy —x dy) “12(g).

|z|—o0
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Posons v = (1 — %liminfm_m wa Yy — x)dy) Pour |z| < M, d’apres le lemme 1.3.32,

B B 5
n V(@) < VP@) + (S =) sup nA(y),
4 lyl<M

P’I7_1/2([E) S

| Ot

ou le second membre est fini car 7 est continue et strictement positive. Donc (1.16) est
satisfaite pour K = (2 — ) SUP|y<m nY2(y). O

Remarque 1.3.42. Soit m sous-exponentielle et 1 paire et t.q. YM €]0,+o0],
infi,<p¥(x) > 0. La prewve qui précéde assure que lalgorithme MHMA est
géométriquement ergodique des lors que lim inf|xHoo fo Y(y — x)dy > 0.

Par ailleurs, comme P(x,{z}) = [ ( n ) ) Uy — z)dy, on a

Platal) =1+ [ wly=addy== [ Dty -y

> /R PRCECUEE / By — z)dy

Ran(C5)°
>— | Yly—z)dy —e.
cs

Awvec le lemme 1.3.41 qui s’applique comme m est sous-exponentielle, on en déduit que
lim )00 ( (v {x}) =14 [, vy —= dy) = 0. Le théoréme 5.1 p103 [67], assure que si

lim supy, o P, {2}) = 1, Zalgomthme MHMA n’est pas géométrique ergodique. Donc
lim inf}) 0 fAz Y(y — x)dy > 0 est une condition nécessaire et suffisante d’ergodicité
géométrique dans ce cadre (voir le théoréme 4.1 p349 [39]).

Démontrons maintenant le lemme 1.3.39.
Démonstration : Soit v €]0, ([ t.q. infees, , [, Jeesy . Mgz (rQ)was (dC)r—tdr >
0. Comme par convergence dominée, th_mof KfCESd ) Y(rQ)wg—1(dC)r*'dr = 0 on

peut choisir K > 0 tel que infecs, | f'r:O fCeSd_l L{jc—g) <y (rQ)wa—1 (d¢)r*tdr > 0.
Pour z € R? t.q. |z| > 0, soit W, = {z+7¢: 0 <r < Ket|(— | <7} Comme

Sy, Uy — x)dy = f o Jees, , Lic— 21z (rQ)wg—1 (dC)r 4=1dr, il suffit de montrer que
W, € A, pour |z| assez grand pour conclure.

D’apres I'hypothese sur 7

M, LYW Lty (1.18)

lyl [Vn(y)| 2

Par ailleurs, pour z € R? tel que |z| > K et y dans la boule B(z, K) fermée centrée en x
et de rayon K |,

AM >0, Vy| >

ly — x|
|2

y x| _ |l =1yl

lyl - J| |z]|y]

Soit |x| > % V(M + K). Pour y € W,, en utilisant la définition de W, et les deux

inégalités précédentes, on a donc
z—y Vn(y)
[z =yl [Vn(y)| —

o+ =
B B

x—y x

: g
[ fyl] - lyl [Va(y)l 2 2

oyl y Vi) I e S ke

[z =yl |z]
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Pour z # x t.q. n(z) = n(x), comme la fonction f(t) = n(x +t(z — x)) — n(x) s’annule en
t =0ett=1,le théoreme de Rolle assure I'existence de t €]0, 1] tel que f'(t) = 0 i.e.
(z = 2).Vn(z + t(z — x)) = 0. Ainsi y = @ + t(z — x) vérifie =7 éggz;' 0 si bien que
y ¢ W,. Comme, pour z € W,, z + t(z — x) € W, pour tout t €]0,1[, on conclut que
Vz € Wy, n(z) # n(z). L'inégalité (1.18) écrite au point z assure 'existence de € €]0, %]
tel que n((1 —e)x) > n(x). Soit y € W,. Comme (1 — &)z € W, et que W, est convexe,
le segment [(1 — €)x,y] est inclus dans W,. La fonction continue z — n(z) — n(z) ne
s’annulant pas sur ce segment, n(y) — n(x) > 0, c’est-a-dire que y € A,. O

Nous terminerons ce paragraphe par la démonstration du lemme 1.3.41

Démonstration : Soit o > 0. On veut montrer que pour |z| grand, [,. ¥(y —z)dy < a.
On commence par choisir K €]0,4o00| t.q. ﬁszw(z) < ¢ et on note zB(x, K) la boule
fermée de R? centrée en x et de rayon K. Notons que [ Ljy—o>x)¥(y —)dy < §. Ensuite
le théoréme de convergence dominée assure que [ Y (2)1{yp(z)>mydz converge vers 0 lorsque

m tend vers I'infini si bien que I'on peut choisir m, > 0 tel que [ ¢(2)1ye)>mardz < 5

[ty < / Lyeiony oy — 2)dy + / Loty aromay (Y — 2)dy

+ / Liy(y—a)<ma¥(y — )dy
C:NB(x,K)

§+ T+ maA(C; N Blx, K)). (1.19)

1l suffit donc de majorer A\(C N B(z, K)) pour |x| grand. Soit z € R? t.q. |z| > K. On
pose T, = {{ € Sy_1 : Ir € [0,4+00), ré € B(x, K)}. En passant en coordonnées polaires
puis en utilisant que pour y € B(z, K), |z| — K < |y| < |z| + K, on obtient

/\(Ci N B(% K)) = /S / 1C;mB(x,K)(Tf)7“d_ld7“wd—1(df)
/ /| Les (ré)(|x| + K)drwg, (d€)
|| —-K

Pour £ > 0, en raisonnant comme pour obtenir (1.15), on vérifie que pour tout § € Sy_1,
Vr > p > Mg, n(r€) < e PU=Pn(pg). Donc si |z| — K > Mg et £ € Ty, en notant r, =

inf{r € [[z|-K, |z|+K]: r{ € Ci}, onan(rg) < M par définition de CZ et Vr > Q—ngé‘?

n(ré) < e’ﬂ(r’zﬁ)n(fgf) < en(z) si bien que r¢ ¢ C5. Donc f 2| K Les (r§)dr < — 21n5‘ Ainsi,

2Ie o+ K (), (1.20)

Viz| > K + Mg, NC. N B(z,K)) < —

Pour majorer wy_1(7}), on remarque que pour & € T, et re € [0,+00] tel que ref €
B(z,K), |re€| € [|z] — K, |x| + K] si bien que r¢ € [|z] — K, |z| + K]. Donc pour r €
|z| — K, |z| + K], |[r —r¢] <2K et |z —r&| < |x—re&] + |(re —r)€] < K+ 2K < 3K.
Ainsi {r&: (r,€) € [|z| — K, |z| + K] x T,,} C B(x,3K) et

A(B(2,3K)) > wai(T2) / T e > 2K (] — Y (T,

|z|—K
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Avec (1.20), on conclut que

)d_l A(B(0,3K)).

1 K
Vjz| > K + Ms, MC:N B(z,K)) < ——2 (m il

K\ =K

d—1
Pour |z| > K +1, (}i}fﬁ) < (2K + 1)1, D’apres (1.19), le choix § = —3malne(2f 4

1)4IN(B(0,3K)) assure que

Viz| > K + (Mg V1), Py — x)dy < a.
Cs

1.4 Loi forte des grands nombres pour les moyennes
ergodiques

La loi des grands nombres que nous allons énoncer repose sur le théoreme ergodique
de Birkhoff (voir par exemple [16] corollary 6.23 p115) :

Théoréme 1.4.1. Soit (2, A, P) un espace de probabilité et T : Q — Q une application
mesurable qui préserve la probabilité P (VA € A, P(T1(A)) = P(A)) et qui est ergodique :
VAe A, T71(A) = A= P(A) € {0,1}. Alors, pour toute variable aléatoire Y intégrable,
P ({w: lim, o0 2 S0 YV(TH(w)) =E[Y]}) = 1 ot on pose T°(w) = w et pour k € N,
THYw) = T(TH(w)) (c’est-a-dire que T* est litérée k fois de T ).

Soit (X, )nen chaine de Markov de noyau de transition P sur (F,€&). Pour mettre en
valeur le role joué par la loi 1 de Xy, on note IP, la probabilité sur I'espace €2 sous-jacent.
Dans le cas particulier u = 6, ou x € E, on adopte la notation simplifiée P, au lieu de
Ps,. On note E,, (resp. E,) l'espérance sous P, (resp. P,).

Définition 1.4.2. Une probabilité m invariante par P (i.e. qui vérifie P = m) est dite
extrémale s’il n’existe pas deux probabilités invariantes distinctes m et my et t €]0, 1] tels
que ™ = tmy + (1 — t)mo.

Remarque 1.4.3. — Si 7w et o sont deux probabilités invariantes pour P, alors pour
tout t € [0,1], (tmr + (1 —t)o)P =tnP + (1 —t)oP = tn + (1 — t)o si bien que la
probabilité tm+ (1 —t)o est invariante. Ainsi l’ensemble des probabilités invariantes
pour P est un sous-ensemble conveze de P(E).

— Si m et o sont deux probabilités invariantes extrémales distinctes pour P, alors
T Ao(E) =1—dypy(m,0) < 1. Comme 7w et o majorent toutes deux m A o, on
obtient que t N\o = TP ANoP > (m Ao)P. Comme [’égalité P(z, E) = 1 valable pour
tout x € E entraine que t Ao (E) = (mANo)P(E), on en déduit que Ao = (mAo)P.

SiTtANo(E) >0, la probabilité W:{f&) est alors invariante par P et elle est distincte

soit de w soit de o. Dans le premier cas, comme, Tt =7 —nmANo+mNo = (1—

TAo(E)) 15;/@(%) + WAU(E)WI;\(UE) , la probabilité lf;;r;\(‘;,) est également invariante

i Braitd ot Yol Aol : ; ’ 5, -y £
par linéarité et distincte de ho(B) COT T =+ Tho(E)s CC qui contredzﬂt [ extremal?te de
7. Dans le second cas, par un raisonnement analogue, on contredit [’extrémalité de

0. Doncm ANo(E) =0 et il existe B € £ tel que m(B) =1 = o(B°), d’aprés (1.3).
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Proposition 1.4.4. Soit ® wune probabilité invariante extrémale pour P. Alors
P.((Xn)nen € A) € {0,1} pour tout ensemble A € E®N invariant par opérateur de
décalage T((x1)ren) = (Tr)r>1 au sens ou T-Y(A) = A. En outre, pour toute fonction

[+ E — R mesurable et telle que 7(|f|) < oo, Py ( > s 0 (X)) = 7T<f)> =1.

Démonstration : Soit A invariant par l'opérateur de décalage et pour n € N, Y, =
Er[14((Xk)ken)|Fn] o F,, = 0(Xo, Xi,...,X,). La martingale (Y},),en est fermée par
la variable aléatoire 14((Xy)ren) qui est mesurable par rapport a la plus petite tribu
contenant | J, .y F- Elle converge donc P, p.s. vers 14((X)ren)-

Comme

T (A) = {(zr)ren € E™ : T((wn)ren) € A} = {(zp)ren € B : (zi)r1 € A,

par invariance de A par T, 1a((@k)ren) = la((xk)r>1) et par récurrence 14((xg)ren) =
1a((zk)k>n) pour tout n € N. Ainsi Y, = E;[14((Xg)i>n)|Fn] et la propriété de Markov
assure que Y, = ¢(X,) ou la fonction ¢ : E — R mesurable est définie par p(z) =
E.[14((Xk)r>0)]- La suite (p(X,,))nen converge donc P, p.s. vers 1 4((Xy)ren) de méme que
(Zy = Sups>,, ©(Xk))nen. Comme 7 est invariante par P, sous P, (X%)r>n, a méme loi que
(X )k>0, ce qui assure que la loi de Z, et celle de ¢(X,,) ne dépendent pas de n. Ainsi, pour
tout n € N, ¢p(X,,) et Z,, ont méme loi que 14((Xg)pen). Comme P, (p(X,) < Z,)=1=
PW(ZH—H < Zn)7 cela implique que PW(QD(XH) = SUDg>y, @(Xk)) =1= PW(SupkzZn @(Xk) =
SUPg>ni1 P(Xk)). On en déduit que P p.s., la suite (¢(X,))nen est constante et égale a
14((Xi)ren). Pour B = ¢~ 1({1}), on en déduit que P, p.s.,

1p(Xo) = 15(X1) = 1a((Xk)ren),

et donc 7(B) = Pr((X,)nen € A).

Supposons que 0 < m(B) < 1. En notant 7(.|B) et 7(.|B¢) les probabilités définies sur
(E,€) par m(C|B) = ”grc(;f) et 7(C|B°) = (C(YOB)) pour tout C' € £, on a
E-llenp(X))] _ Ex[le(Xi)1
m(B) m(B)
dz
= [ el Pl ay) D)
ExE ( )

Ainsi 7(.|B) est invariante par P et, de maniere analogue, 7(.|B¢) 'est également. Comme
7(.|B) et w(.|B¢) sont distinctes (w(B|B) = 1 = m(B¢|B°)) et comme 7 = 7(B)n(.|B) +
7(B¢)m(.|B°), on contredit extrémalité de 7. Donc Py ((X,,)neny € A) = 7(B) € {0, 1}.

5(X1)] _ E-[1a(X1)15(Xo)]
m(B)

©(.[B)P(C).

©(C|B) =

Sur (EN, £%N) muni de la loi de (X,,),>0 sous P, 'opérateur de décalage T : (z,,)n>0 —
(n)n>1 est donc ergodique. Il préserve cette loi par invariance de m pour P. Le théoréeme
ergodique de Birkhoff entraine alors que pour toute fonction F' : EN — R mesurable et telle
que E-[|F((Xy)ken)|] < 00, (£ >0 VF((Xk)ksj)ns1 converge P p.s. vers Ex[F((X))ren))]
lorsque n — oo. Dans le cas partlcuher ol F((xk)keN) f(:po) avec f : E — R mesurable
et telle que 7(| f|) < o0, on en déduit que P, p.s., Z] 0 L A(X ;) converge vers 7( f) lorsque
n — oQ. 0

Exercice 1.4.5. Soit (2, A) un espace mesurable et T : Q0 — Q une application mesurable.
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1. Montrer que U'ensemble P des probabilités P sur (2, A) qui sont préservées par T
(VA€ A, P(T71(A)) =P(A)) est conveze.

2. Montrer que si P € P est extrémale i.e. ne s’écrit pas P = tPy + (1 — t)Py pour deux
éléments distincts Py et Py de P et t €]0, 1], alors T est ergodique pour P .

Nous sommes maintenant préts a énoncer la loi forte des grands nombres sous condition
de dérive.

Théoréme 1.4.6. On suppose que le noyau markovien P satisfait (D1) et (D2) et on
note ™ sa probabilité invariante dont [’existence et ['unicité sont assurées par le théoréeme
1.8.27. Alors pour toute fonction f: E — R mesurable et telle que m(|f|) < oo,

VMEP ( Zka: n—>oo7r(f)>:1‘

Remarque 1.4.7. — Comme, d’aprés le théoréme 1.3.27, w(V) < oo,

SUD,c 1‘+€/()|) < oo (i.e. f€V) estune condition suffisante pour que 7(|f]) < oc.

— Notons que si f : E — R, est mesurable et vérifie n(f) = +oo, alors ap-
pliquer le théoreme avec f AN m ou m € N entraine que pour tout x € F,
P, (lim infnﬁooizz;é f(Xg) > 7T(f/\m)) = 1. Comme, par convergence mono-
tone, lim,, oo 7(f Am) = 7(f) = o0, P, (limTHoo % Zz;é (Xy) = +oo) = 1.

Démonstration : Comme P admet m comme unique probabilité invariante, celle-ci est
extrémale. D’apres la proposition 1.4.4, pour f : E — R mesurable et telle que 7(| f|) < oo,

Py (4050 (X)) =no () = 1.

Reste & démontrer que la convergence a aussi lieu P, p.s. ou u € P(E) est quelconque.

Comme
(J:H;onzf ) - /F (Jﬂan 2 I, ) i)

il suffit de montrer qu’elle a lieu P, p.s. pour tout z € FE. Soit £ € N, comme
: k . k—1 -1 k+n—1
limy, 00 % = 1 et lim, o0 1 Z; o f(X;) =0, % 7 0 f(X;) et %Z] Z f(X;) =

nik e +k ka LX) - Zf ~o f(X;) ont mémes valeurs d’adhérence lorsque n — oo.

Avec la propriété de Markov et en posant p(y) =P, (hmn_m 1 ijo f(X;) = W(f)), on
en déduit que

e 050 =o0) . (3 55 <o)

= Pro(z) > m(p) — |w(p) — Pro(z)|
- P, (71113;0 LN ) = 7r<f>) ~ e ~1/2) = P(p —1/2)(x)

>1— sup () — Pz, )| =1 = dov(m, P(z,.)).

Pi[|<1/2
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D’apres le théoreme 1.3.27,

k k
dry(P*(z,.),7) = drv(0,P*, 7) < X?dﬁ((sx’ﬁ) < %(2 1BV (x) + 1ﬁ_K7)

tend vers 0 lorsque n — oo pour 3 €]0, [, ce qui acheve la preuve. O]

Dans le cas ou P satisfait la condition de Doeblin uniforme, la probabilité invariante
7 est explicite et I'exercice suivant explique comment obtenir la conclusion du théoreme
1.4.6 a I’aide de la loi forte des grands nombres usuelle.

Exercice 1.4.8. On suppose que P satisfait la condition de Doeblin uniforme de la
définition 1.3.10. Sous cette condition, av(dy) = g(x,y)P(x, dy) pour une densité g définie
sur E x E, mesurable et a valeurs dans [0,1]. On se donne (Uy,),>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,1] indépendante de la chaine de Markov
(Xn)n>0 de noyau P. On note 1o = 0 et pour k > 1,

7, = inf{n > 7,1 : U, < g(X,_1, X)) }.

P(z,dy)—av(dy)
l—«a :

On note Q le noyau markovien défini par Q(x,dy) =
1. Montrer que m = a ) (1 — a)"vQ™ est l'unique probabilité invariante de P.
Soit f: E — R mesurable et telle que m(|f]) < oc.

2. Pour tout x € E, montrer que pour ¢ : E — R mesurable bornée, fE o(y)(1 —
9(z,y))P(x,dy) = (1 — a) [5(y)Q(z, dy).

3. Soient 1 : N* — R el 9,03 : U, en-1n} X E" — R mesurables bornée. En
décomposant sur les valeurs de (71, To, T3), montrer que

E [¢1(71)¢2(7'2 - TlaXﬁa .. sz 1)1/)3(7'3 - T27X7'27 . ;X73—1)]

n—1

= Z a(l —a H Z (1—a)" Q/Ji(n,xl,...,xn)y(dxl)HQ(xk,dka)-

neN* i=2 neN* Bn k=1

En déduire que les variables aléatoires 3 72 LFXG) et > " F(X;) sont i.i.d.

ﬂ(f)

intégrables d’espérance commune Comment ce résultat se genemlzse-t—z’l ¢

4. En déduire que p.s., ¢ ZT’“ Lf (Xj) — oo # et B koo é
5. Pourn € N, on note k(n) = max{k € N : 7, < n}. Montrer que p.s. lim,_,o, k(n) =

+o00. Lorsque f > 0, remarquer que

1 Tﬁ(n)fl 1 n—1 1 Tﬂ(n)«klfl
Y OAX) <= fX) < > X))
Tr(n)+1 j=0 n =0 Tr(n) =0
et en déduire que p.s., hmn—)oo%z:?:_(} f(X;) = n(f). Comment généraliser ce

résultat sans supposer [ de signe constant ?
1.5 Théoreme de la limite centrale pour les moyennes
ergodiques

Pour controler 'erreur commise dans la loi forte ergodique étudiée au paragraphe
précédent, on s’intéresse maintenant au comportement asymptotique lorsque n — oo
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(o)

S’il existe une fonction F': £ — R mesurable et telle que Vx € E, P|F|(z) < oo solution
de I’équation de Poisson

de

Ve € E, F(z) — PF(x) = f(x) — n(f), (1.21)
alors, pour n > 1, on peut récrire &, = F(XO)_\I;EF(X"’I) + fMFl on MI', =

. L L (F(X,) — PF(Xj_1)). Introduisons la filtration F, = o(X,...,X;). Comme
d’apres la propriété de Markov, E[F(Xy)|Fro1] = PF(Xi_1), (M),en est une mar-
tingale locale nulle en 0. On peut alors étudier le comportement asymptotique de (&,)n>1
a l'aide du théoreme de la limite centrale pour les martingales. C’est la motivation de
I'étude qui suit de ’équation de Poisson (1.21). Notons que si F' est solution, alors pour

toute constante ¢ € R, F' + ¢ est également solution.

Proposition 1.5.1. On suppose que le noyau Markovien P satisfait (D1) et (D2). Pour
f €V, la série de terme général (P"f — 7(f))nen converge normalement dans ¥V muni de
[l F=2,en(P*f —7(f)) est solution de I’équation de Poisson (1.21) et si F désigne
une autre solution dans V, F — F = n(F — F).

min(8,1)
7 14BV (x) <

Remarque 1.5.2. — Notons que, pour tout 5 > 0, comme pour tout x € E

1 max(3,1)
1+V(z) — 148V (x)’

min(3, D[[|s < [l < max (5, 1)]][]-

La convergence normale a donc liew simultanément pour toutes les normes ||||s.
— Comme F €V, (D1) implique que Vx € E, P|F|(z) < cc.

Démonstration : Soit f € V, 3 €]0, #[ et 2 € E. Avec la définition de dg et le théoreme
1.3.27, on obtient que

[P f(x) = w(f)] < ds(P"(,.), m) [ flls < X"ds 0z, )| f |5, (1.22)
avec x €]0, 1] ne dépendant ni de n ni de x. Comme

ales) < L BV (@) (14 BV) 2 S 4 BV () < max(2+ 1 )L+ V(0),

on obtient que
1P"f = 7(f)lx SmaX(2+—1_776)X 1/ 15, (1.23)

d’ot le caractere normalement convergent de la série. Soit F' = _(P"f —x(f)). Pour
p €V, [Polli < llelllPA+ V)l < flellifll + K +Vih < (1 + K)|ell1 ot on a
utilisé (D1) pour la seconde inégalité. Ainsi 'application linéaire ¢ — Py de V muni
de ||||; dans lui-méme est continue. On en déduit que PF = Y  _P(P"f —n(f)) =

e = 7(f)) = X (P f = 7(f)), dot F = PF = P°f — n(f) = f — =(f).

Soit F une autre solution de 'équation de Poisson dans V. Alors G := F—F € V vérifie
G = PG si bien que G = P"G et G — 7(G) = P"G — n(G). L’estimation (1.23) reste
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valable pour f remplacée par G — 7(G), si bien qu’avec le premier point de la remarque
précédente, on obtient

K
|G =7 (@)l = [P"G = 7(G)[[x < max(2 + %ﬁ)x”l!G —m(G)lls
BK

§ max(2 + Ev 5))(” max(ﬁ_l, 1)HG - 71—(CTY)“l

En choisissant n assez grand pour que max(2 + ﬂ—ﬁ, B)x"max(371,1) < 1 on conclut que
|G — 7(G)||1 = 0, c'est-a-dire que G = 7(Q).

O

L’inégalité de Jensen et (D1) entrainent que

PVV(x) < /PV(z) < \AV(z)+ K < 7V V(z) + VK.
Comme\/V +\/V <\/EimpliqueV()+V()<Ret\/_>12—\‘/§<:>R>
i f)Q’ en remplacant (V, K,v) par (vVV, VK, K, \/7) dans la proposition 1.5.1, on obtient
le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.3. Supposons que le noyau markovien P satisfait (D1) et

(D2") 3R > Jda €]0,1], Yo,y t.q. V() +V(y) < R, P(z,.) N P(y,.)(E) > a.

AK
(=7

Alors pour f : E — R mesurable et telle que f> € V, F =3 _(P"f—m(f)) est solution
de U'équation de Poisson (1.21) et vérifie F* € V.

Remarque 1.5.4. — Comme ”y €l0,1[, 0 < v < /7 < 1 si bien que (1 —/7)* <
11—/ <1-7, % <7 IQ et (D2°) implique (D2).
— La convergence de la série de terme général (P" f),en est normale pour toute norme

de la forme ||g|| = sup,ep Hgff)‘(  avec g > 0.

— D’apres la prewve de la proposition 1.5.1 (voir en particulier (1.22)), pour tout
B €]0, =] et tout n € N,

P =D o BVE )]
sl 1+/V(r) ~ 11— $€E1+5\/—

ou x = x(a, B, /7, VK, \/}_2) €)0, 1[ d’aprés le théoréme 1.3.27

ax(2 + (1.24)

Exercice 1.5.5. On suppose que P satisfait la condition de Doeblin uniforme de la
définition 1.3.10 et on note Q le noyau markovien défini par Q(x,dy) = %_;‘VW.

Montrer que pour f : E — R mesurable bornée, F' =% (1 —a)"Q"f est solution de
I’équation de Poisson F — PF = f —x(f).

Théoreme 1.5.6. Soit (X,,),>0 chaine de Markov dont le noyau P satisfait (D1) et (D2’).

Alors pour toute fonction f: E — R mesurable et telle que SUp,cp 112\5(3:) < 0o et quelle

que soit la loi p € P(E) de Xy, la suite (fn = \/_(% o f(Xk) — W(f)))n>1 converge
en loi vers N1(0,0%(f)) ot o*(f) = ©(F?) — n((PF)?) avec F solution de I’équation de
Poisson (1.21) dont l'existence est assurée par le corollaire 1.5.3.
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Remarque 1.5.7. — Notons que comme F> € V et (1 +V) <1+ % (d’aprés le
théoréme 1.5.11), m(F?) < oco. Par ailleurs l'inégalité de Jensen et linvariance de

7 par P assurent que w((PF)?) < n(PF?) = n(F?) si bien que 0 < o*(f) < oo.
— Notons que F?> — (PF)? = (F — PF)(F — PF + 2PF) = (f — w(f))? +

2f = 7)) Siea(PF = 7)) avee Speysup,ep FLGZL < o0 si bien que
z)—

ZkeN supzeE ‘(f(x)_ﬂ(ﬁ)i(‘f&)( "D« oo, Ainsi la variance asymptotique admet
[’expression alternative
o*(f) = m((f = 7()*) + 2D Eel(f(Xo) = 7(/)(f(Xe) = 7(f))];
k>1

ot le premier terme du membre de droite est la variance de f(Xg) et le terme d’indice
k > 1 de la somme est la covariance entre f(Xy) et f(Xo), lorsque Xy est distribuée
susvant la probibilité invariante m.

— Par ailleurs, par l'inégalité de Jensen,
(F(Xy) = PF(X31))? < 2(F*(X) + (PF(Xj-1))?) < 2(F*(X) + PF*(X))).-

Donc, pour x € E, E, [(F(X},) — PF(X},_1))?] < 4P*F?(x) ot le membre de droite
est fini d’aprés (D1) puisque F? € V. Ainsi, sous Py, (MI),>1 est une martingale
de carré intégrable.

Notons que < M¥ >, 1= S0 E[(F(Xps1) — PF(Xi))?| Fi] = S pZa(PF2(Xy) —
(PF(X}))?) si bien que, par la loi forte des grands nombres ergodique, M >0y
converge presque stirement vers m(PF? — (PF)?) = o2(f) par invariance de m pour

P.

Démonstration Le fait que pour 1 € P(E) et ¢ : R — R continue bornée, E,[p(&,)] =
[ E p(dx) et le théoreme de convergence dominée assurent qu’il suffit de démontrer
le resultat sous P, avec x € E quelconque.

Avant de voir comment controler 'erreur introduite en approchant F' par une fonction
bornée, nous allons commencer par montrer le résultat en supposant F' bornée par m

On a & = FETEEt) o L pF o M, = Y01 (F(Xi) — PF(X 1)) et

F(XO)_\J;?X"”) converge p.s. vers 0 lorsque n — oo car |F| < m et |PF| < P|F| <m

entraine que |£(Xo) 55( -1)
F

que M\%l converge en loi vers N1 (0, 02(f)).

| < f/”l Le théoreme de Slutsky assure qu’il suffit de montrer

Pour cela, utilisons la fonction caractéristique et introduisons a} =

E, [eiﬁF(Xk)*PF(Xk*l”|f,H]. Comme |F| < m et |PF| < P|F| < m,
2

i (F(Xy,)—PF(Xi-1)) 4l u 2
v —1— —(F(X;) — PF(X_1))+—(F(X;) — PF(X,_

4m3|ul?
3nd/2
En prenant ’espérance conditionnelle du terme entre valeurs absolues et en remarquant

que EI[F(Xk) — PF(Xk_1)|Fk_1] =0et
E[(F(Xy) = PF(X-1))*|Fio1] = [PF? = (PF)*](Xj-1),
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on en déduit que

u? Am3|ul?
a2—1+%[PF2—(PF)2](Xk,1) < [ul

< San (1.25)

En particulier, il existe C' €]0, +00] telle que Vn > 1,V1 <k <n—1, |a}| > 1 — % On

. . . —n
suppose maintenant n > C' si bien que ‘m < (1 — %) .
iu g F
vn n—2
Comme &%— est F,,_s-mesurable
H n )
k=1 "k
MF, [ My,
E, |& N RS i
z n—1 n
Hk 1% i k=1 A
B - F F
n ezﬁMn72 e an 2
k=1 Ak Hk 1 O
i E
. v/n in—1 .
et, en itérant ce raisonnement, K :_1 — | = 1. Ainsi,
Hk:l k
w202 o}
2 2 — v P
iu £\fF v oF i M F € 2 a} 2
ST [ N Y P P ) [ =P £
n—=1_n - n—1
k=1 Ak k=1 0F
_ -1
c\ " 3 w’of
S(l—— E, Haﬁ—e‘ 2
n
k=1

ou le premier facteur au second membre tend vers e e lorsque n — oo. Pour montrer que

S [PF2—(PF)2)(X)_1)

le second facteur tend vers 0, on pose b = e~ 2x et on écrit

n—1

W22 n—1 n—1 o W20
[Tt = 22| <« [Tt = Tt . o simaciom oo _ -
k=1 k=1 k=1
La positivité et la convergence presque siire de %=1 x —- 3" S[PF 2 — (PF)?|(X}) vers

0% := 7(PF?—(PF)?) déduite du théoreme 1.4.6 assurent que le second terme au membre
de droite de I'inégalité tend vers 0 lorsque n — oo par convergence dominée. Montrons
que

n—1 n—1 n—1k—1 n—1

n no__ ni.n n n
[Lai =110k =2 T1eita—o0) 11 ¢
k=1 k=1 k=1 j=1 j=k+1

tend également vers 0, ce qui terminera la preuve dans le cas ou F' est bornée.
Comme 0 < PF? — (PF)?

whmA o AmBuE utm?
8n2 et avec (1.25), ’CLk — bk| < 3n3/2 8n2

2
L= [PF? — (PF)’)(Xio) = b| <
n

En outre, les définitions de a} et b} assurent que V1 < k <n —1, |a}| V [b}] < 1. On en
déduit que
H b

4m3]u|3 utm?

- 8n
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ou le second membre tend vers 0 lorsque n — oc.

Traitons maintenant le cas général ou F' n’est plus supposée bornée. Clairement %

tend p.s. vers 0 lorsque n — oo. Par ailleurs, en utilisant I'inégalité de Jensen puis (D1),
on obtient

(5

: PF(X,_ .
ce qui assure que % converge vers 0 en moyenne quadratique lorsque n — oo.

F
Le théoreme de Slutsky assure qu’il suffit de montrer que Mﬁl converge en loi vers

N1(0,0%(f)) pour conclure la démonstration. Pour cela, nous allons remplacer F' par la
fonction bornée F,, = —mV F'Am ou m € N. En introduisant la notation G,, = F' — F,,,
nous avons M} | — M = MS™ si bien qu'avec la propriété de martingale de (MS™ )1,

E,
n

< %EZ’[PFQ(Xn—l)] _ P"F?(x) < HF;Hl (1 4y ‘f‘KZ’Y >

(MF M) ”Ef d
E, || =) | =) E. — PGy (Xi-1))
vn n &
1 n—1
_ 2 kG2 (
= E, [Gm(Xk)—(PG (Xk-1) E PGy,

Ed

[y

Comme G?% < F?) la fonction G2, est dans V et, en remplagant f par G dans (1.22),
on obtient que limy_,o, P*G? (1) = 7(G?,) puis, par passage a la moyenne de Cesaro, que
lim,, 00 £ 3020 PEG2,(2) = 7(G?,). Comme G,(y) = 0 pour m > |F(y)| et G2, < F?
avec 7(F?) < oo, le théoreme de convergence dominée assure que lim,, ., 7(G?,) = 0 et

donc que
ME - P\
lim i E, || ————— =0.
A lim sup 7

Montrons d’autre part que lim,, o 0% = o*(f). Comme F? € V, F € V. La condition
(D1), I'inégalité |F,,| < |F| ainsi que la convergence de F,, vers F' assurent que pour tout
y € E, PF,,(y) converge vers PF(y) par convergence dominée lorsque m — oo. Comme
(PF,,)* < P(F,)?> < PF? et que m(PF?) = w(F?) < oo, le théoréme de convergence
dominée assure que lim,, ,o 7((PFE,)?) = 7((PF)?). De méme lim,, o 7(F2%) = 7(F?)
et donc limy, o 07, = o*(f).

Pour v € R*, comme R > x — ¢ est lipschitzienne de constante |u,

i M571 o'%u2

E, {ew v } —e 2
. ]\/1F71 . MFTl i MFTl o u? o e 2.2
<|E, [ Vi —e" v ||+ B, | Vr | —e 5|+ le B —e 2
F, Fm 2 2
MF _ M m 1\4“71 o U oL u O’%—"u,2
< |u|RL/? ("1\/_"1 + By |V | —e T | +le T2 —e 2
n
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Pour ¢ > 0 fixé, on peut choisir m. tel que |e77 2 —e "2 < £

2
F,
MY —M,"f
NG

2
F;
1 ME _MT™e
n > n!, EY? (—"1 n—l

et limsup, ., Ex/* < £ Alors il existe n! tel que pour

6|ul

5 7 < ﬁ Par ailleurs, la premiere étape de la

démonstration, af)pliquée a la fonction bornée F,,_, assure l'existence de n? t.q. Vn >

Fme 7] 2 2
Mn71 _0 msu

e v | —e 2

nZ, |E, < 5. En choisissant m = m, dans (1.26), on conclut que

e

Vn >n!vn?

. M,f;l 0%u2
E, {em Vi } —e 2

ce qui acheve la démonstration.

1.6 Comparaison des variances asymptotiques

Nous allons donner une condition suffisante due Tierney [73] permettant de comparer
les variances asymptotiques o3(f) = w(Fg) — n((PoFp)?) et o3(f) = n(F?) — n((P F1)?)
associées a deux noyaux markoviens Fy et P; dans le théoreme 1.5.6.

Proposition 1.6.1. Supposons que la probabilité w est réversible pour les deux noyaux
markoviens Py et Py et que m(g(Py — Py)g) > 0 pour toute fonction g : E — R mesurable
vérifiant w(g*) < oo. Supposons également que

3V : E — Ry mesurable, 3K € R, 3y €]0,1], Vx € E, RV vV PV (z) <~V(z)+ K,

4K
dR > ————, Ja €]0,1], Vz,y t.q. V(x)+ V(y) < R,
T 30 (@) +V(y)

(Po(,.) A Po(y, )(E)) A (Pi(,.) A Pi(y, )(E)) > a.

Alors a3 (f) < oi(f) pour toute fonction f : E — R mesurable et t.q. sup,.p @l

)|
1+4/V (x)

0.

Remarque 1.6.2. Pour g : E — R mesurable et telle que w(g*) < oo et P un noyau
markovien admettant m comme probabilité invariante, w(Plg|) = 7(|g|) < \/7(g?) ce qui
assure que Pg(x) est bien défini w(dx) p.p.. Par linégalité de Cauchy-Schwarz, celle de
Jensen qui assure que (Pg)* < Pg* puis linvariance de 7 par P,

(7(lgPg)))* < 7(g*)m((Pg)?) < m(g*)n(Pg?) = (7(g%))” < oc.

Comme |g(Py — Py)g| < |gPig| + |gPog|, on en déduit que (|g(P, — Py)g|) < oo.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que I'hypothese de la proposition
soit satisfaite.
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Lemme 1.6.3. Soient Py et P, deur noyaur markoviens admettant © comme probabilité
invariante. Si pour tout A € & et tout v € E'\ A, Py(z,A) > Pi(z,A), alors w(g(P, —
Py)g) > 0 pour toute fonction g : E — R mesurable vérifiant m(g*) < oo.

Démonstration du lemme 1.6.3 : Soit P(z,dy) = (0.(dy)+Py(x, dy)— Py (x,dy)). Pour
reFEet A&, 0,(A)+ Po(x,A) — Pi(x, A) est égal a Py(x, A) — Py(z,A) > 0sixz ¢ Aet
al—P(x,A)+PFPy(z,A) > Py(xz,A) > 0siz € A. Comme 6,(E)+ Py(z, E)— P (z,E) =1
on en déduit que P est un noyau markovien. Comme la probabilité 7 est invariante par
les noyaux d,(dy), Py et P, elle est invariante par P, ce qui implique que [, ¢*(x)7w(dz) =
3 Joxp(9°(2) + ¢*(y))m(dx) Pz, dy). Ainsi

7(g(Pig — Pog)) = / 9(2)g(y)r(da) (Py(z, dy) — Po(z, dy))

ExXE

g(x)g(y)m(dz)(6,(dy) — P(x,dy))

m\,ij\
s

Q
o
=
)
—~
QU
&

) - /E o(@)g)r(de)Pla.dy

(*(x) + ¢*(y) — 29(x)g(y))m(dx) P(z, dy)

X
&

(9(x) — g(y))?m(dx) P(z, dy) > 0.

N = N =
trj\bj\

X
S|

O

Pour un espace d’état E fini, Peskun [65] a montré que o2(f) < o?(f) lorsque 7 est
réversible par rapport aux deux noyaux Py et P; qui vérifient la condition de comparaison
en hypothese de ce lemme. Cette condition permet de vérifier 'optimalité en terme de
variance asymptotique du choix de Metropolis-Hastings pour la probabilité d’accepter la
proposition dans I’algorithme du méme nom.

Example 1.6.4. Pour [’algorithme de Metropolis-Hastings décrit au paragraphe 1.2, soit

Py(x, dy) = a(x, y)a(z, y)M(dy) + ( [ - ate. Nt z)A(dz>) 5. (dy).

a(z.y) = {a (%) st n(x)q(z,y) >0 7
1 sin(z)q(z,y) =0

pour une fonction a : Ry — [0,1] vérifiant a(0) =0 et Yu > 0, a(u) = va(l/u). On note

Py et ag le noyau et la probabilité d’acceptation obtenus pour le choix ag(u) = min(u, 1)

de Metropolis-Hastings. Pour uw > 0, comme a est a valeurs dans [0,1], a(u) < 1 et

a(u) = wa(l/u) < u si bien que a(u) < ag(u) pour tout u > 0. Ainsi a(z,y) < ag(z,y)

pour tous x,y € E et pour tout A € € t.q. x ¢ A,

Pl(ﬂﬁ,A)ZA&(x,y)Q(m,y)A(dy) S/Aao(m,y)q(x,y)k(dy)=Po(x,A)-

Comme m(dzx) = % est réversible pour Py et Py, la proposition et le lemme as-
E

surent, sous réserve que les conditions de dérive en hypothése de la proposition soient
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satisfaites, que la variance asymptotique correspondant au choix de Metropolis-Hastings
est minimale parmi tous les choix de fonction a : Ry — [0,1] vérifiant a(0) = 0 et

Vu >0, a(u) = ua(l/u).

Démontrons maintenant la proposition 1.6.1.
4 som - T |f ()]
Démonstration : Soit f : £ — R mesurable et t.q. sup,cp Yoo < 00. Comme les

variances asymptotiques pour les fonctions f et f — w(f) sont égales, nous supposerons
que 7(f) = 0 sans que cela ne soit restrictif.

Pour t € [0,1], notons P, = tP, + (1 — t)Fy. Comme P,V < BV VvV P,V et Py(x,.) A
P(y,.) > t(Pi(z,.) N Pi(y,.)) + (1 —t)(Py(z,.) A Po(y,.)), les hypotheses du théoreme
1.3.27, du corollaire 1.5.3 et du théoreme 1.5.6 sont satisfaites pour le noyau F;. La
probabilité 7 étant réversible pour Fj et P, elle I'est également pour P, et c¢’est I'unique
probabilité invariante pour ce noyau d’apres le théoreme 1.3.27. D’apres le théoreme
1.5.6, la variance asymptotique de l’estimateur ergodique de m(f) sous le noyau P; est
oi(f) = n(F?) — m((PFy)?) ot Fy = > . P/ f est solution de I’équation de Poisson

Ft - PtFt — f (127)

Une relecture attentive des preuves du théoreme 1.3.27 et de la proposition 1.5.1 montre
que (1.24) se généralise en : V3 €]0, \/LE[’ Iy €]0,1[, Vn € N, Vtq,...,t, € [0,1],

PuPo Puf@] <2+ SVE ,5> sup — @)l (1.29)

sup
wel 14+ 4/V(2) I Rval Xerl—FB\/
2+ 2K

Choisissons désormais [ = 5y et posons C = max ( = ﬁ) SUP,cp —H/lgf (m‘)/!( ) < o0.
\/ T

Nous allons vérifier que ¢t +— o2(f) est dérivable sur [0,1] de dérivée ddit?( f) =
2n(Fy(P F, — PyFy)). Comme 'hypothese appliquée a g = F; assure que cette dérivée

est positive, cela entraine que o3 (f) > o2(f).

Pour g : E' — R mesurable telle que sup, 5 % <ooetzr € E,[0,1] 5t~ Plg(x)

est un polynoéme de degré n donc une fonction C'*°. Pour identifier —P” f(x) remarquons
que pour t € [0,1] et h # 0 tel que t + h € [0, 1],

E(Pth(:U)— Zpt+h t+ tP T Z o (PL— Po) P T f(2)

converge vers LPf(z) = S PP — PP f(x) lorsque o — 0 puisque
\(PrPO)P" ()l |PP () |P0P?_1_mf(y)| n—m
SUp, e /) < SUPyep . \/— + SUpep o < 20x™™,

d’apreés (1.28). En outre, de maniere analogue, SUDe(0,1],ye B |1djrlz/f—w| 2nC'x™ ou le se-

cond membre est sommable sur n € N. Le théoréme des accroissements finis et le théoréme

de convergence dominée entrainent alors que t — Fi(z) = ZneN P} f(x) est dérivable sur
,_. ’ dFt T n m .

[0,1] de dérivée dt( ) — >nen LPM f(x ) ZneN* S PP — Py) PP f(2) avec

dFt(y) |

SUDye(0,1]ye B 1+ \/_ 20X > ens nX" (1 . Avec I'hypothese de croissance faite

|f (y) W)
+V(y)

sur f, cela implique que sup,ci 1) yer < 00. Comme (14 V') < 0o, on en déduit
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que m(SuP;epo,1) |f%§y)|) < 00. D’apres I’équation de Poisson,
F} = (RER)* = (F, = P.F)(2F, - (F, — BR)) = f2F - f),

si bien que oZ(f) = n(f(2F; — f)). Une nouvelle application du théoreme des accroisse-
ments finis et du théoréme de convergence dominée assure que t — o2(f) est dérivable

sur [0, 1] de dérivée
do? dF ar;
Ziif) — o (f_t) =2 ((Ft P F) dtt>

La réversibilité de m pour P, s’écrit w(dx)P,(x,dy) = w(dy)P;(y, dx) et implique que

w(rn) = [ R G@swrema) = [ Bo5 @same.d)

si bien que do dt(f ) = o (F (dF . PtdF ’f)) Par ailleurs, en dérivant formellement 1’équation

de Poisson (1.27), on obtient que dFt PtdFt doit étre égal a dPt +F = (P — Py)F}. Pour
le montrer rigoureusement, on ecrlt

Pt@ ZZPWHJ P, — PO Pnlmf ZZP PO Pn mf

neN* m=0 neN* el
_ZZP’" — PP f = ZZP PP =S (P = Ry PR
n>2 m=1 n>2 m=0 —
et % - H% =(P—-P)f+ ;(Pl — PP f = (P — po)n%;* proly
= (P — Ry)FE,.

On conclut que % =2n(Fy(P, — R)F,). O
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Chapitre 2

Systemes de particules en interaction

Lorsque l'on veut calculer E[f,(Xo.n)] ou Xo, = (Xo,...,X,) avec (Xg)gen chaine
de Markov a valeurs dans F issue de X, distribuée suivant la probabilité ny et f, :
E™ — R telle que P(f,(Xo.) # 0) est tres faible (événement rare), alors la précision
de I'estimateur de Monte-Carlo standard va étre mauvaise. L’échantillonnage préférentiel
consiste a effectuer un changement de probabilité de maniere a privilégier les trajectoires
de la chaine de Markov qui se dirigent vers les zones ou f,, est non nulle. A cet effet, on peut
introduire des fonctions g, : EP™ +—]0, 400[ bornées et définir une nouvelle probabilité

d@n =6 90(Xoip)
Qn par 5 = S gy o]
Exemple 2.0.1. St E =R et que fn(xon) = @(x,) avec () non nulle seulement pour
de tres grandes valeurs de x, on peut choisir g,(xo.,) = V¥ (x,) avec ¢ strictement positive
et croissante pour privilégier les trajectoires qui sont déja hautes a l’instant p ou bien
9p(Top) = Y(x, — Tp_1) pour privilégier les trajectoires qui montent entre linstant p — 1
et linstant p supposé supérieur ou égal a 1.

Alors on a
n—1

]E [fn(XOn)] ]E@n [fn XOn :| ng XOp ] 01\1 fn(l'O:n) = fn(xO:n) ng_1<x0:p)-
p=0

(2.1)
Pour implémenter ’échantillonnage préférentiel correspondant au changement de P a Q,,,
il faut a la fois étre capable de simuler (X&)o<k<n sous la probabilité Q,, et de calculer la
constante de normalisation E[J [}~ » 9p(Xo,p)]- Notons que cette constante de normalisation
est une espérance du meme type que celle de départ mais portant sur la trajectoire Xg.,_1
raccourcie d’une unité de temps, ce qui suggere d’itérer la transformation effectuée sur

Iespérance de départ. Posons et pour p € {1,...,n}, introduisons la mesure
positive 7, sur EP™! définie par

Vh, : EP*' — R mesurable bornée ,|7,(h,) = E

hy(Xo) [ | gk(XO:k)]

k=0

ainsi que la probabilité n, sur EP™ obtenue par normalisation de v, :

_ lhy) E [h (Xoop) [Tho ogk(Xo:k)]
np(hp) B 71)(1) a [Hk ogk(Xo:k)] . (22)

39
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En particulier E[f,(Xo.,)] = E [fn(X()m) Hz;é gk(XO:k)] = %(fn) et E@ [h,(Xo.n)] =
nn(hn)‘

Comme 7,(1) = Yp-1(gp—1) = Mp—1(gp-1)Yp-1(1) et 70(1) = 1, par récurrence sur p on
obtient que

pour p > 1, |3,(1) = [ [ me(gw)-

On en déduit que

E[fn(Xom)] = ’Yn(fn) = nn(fn)'Yn(l) = nn(.fn) ]j (k) (2.3)

Plus généralement, pour tout p € {1,...,n — 1},

Volhp) = mp(hp)p(1) = (R H Mk (Gr)- (2.4)

L’exercice suivant fournit un example ou remplacer un calcul d’espérance par un calcul
de produit d’espérances comme dans la formule (2.3) conduit a une réduction de variance
significative.

Exercice 2.0.2. On souhaite estimer une probabilité de la forme p = P(X € A) avec p
trés petite (X désigne par exemple le vecteur des paramétres de fonctionnement d’une
centrale nucléaire et A [’ensemble des wvaleurs de ces paramétres conduisant a la fu-
sion du ceur de la centrale). On se donne pour cela une suite (X;);>1 de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de X et on note
bn = % > i Lxieny-

1. Quel est le comportement asymptotique de p, pour n — +oo ¢ Donner la variance

de p,,.

On suppose maintenant que [’on sait simuler indépendamment des X; une suite (Y;);>1 de

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi condition-

nelle de X sachant X € B ou B contient A. En particulier P(Y; € A) = P(X € A|X € B).
On note q, = %Z?:l Lix,epy et Tp = %Z?=1 Livieay-

2. Quel est le comportement asymptotique de G, X T, pour n — +oo ¢ Calculer

Uespérance et la variance de ¢, X T,. Expliquer pourquoi, lorsque P(X € B) et

P(X € A|X € B) sont du méme ordre, 4, X 7, approche p beaucoup plus précisément

que Dy,.

3. On suppose plus généralement que p = Hlepj et que les estimateurs indépendants

(P1)1<j<k sont respectivement les moyennes empiriques de n variables aléatoires de
Bernoulli de parametre p; indépendantes.

(a) Montrer que H?ﬂﬁ% converge presque surement vers p lorsque n — oo.
k
(b) Vérifier que la variance asymptotique Vi(p1, . . ., px) = lim,_,o, nVar <11:I[J,€ 1:}")
157
qui mesure la précision de cet estimateur est donnée par Vi(pi,...,pr) =

ko 1-p; _ k1
Zj:l pj] _Zj:1p_j_k'
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(c) Montrer que + Z] ) p] > ek Zi=1 00 ot en déduire que Vi(pt*, .. p*) =
inf, o) E®EITE py=p Ve(p1,- -, Pk)-
(d) Comparer limy_ oo Vi(p'/*, ..., p"/*) a Vi(p).

: : s dQp I1520 90(Xo:p)
Le choix sous forme produit du changement de probabilité % = Mﬁ =
I1;=0 9»(Xo)

T (o) qui peut sembler étrange de prime abord, va permettre de construire dynami-
p=0 "/P\IP

quement une suite de mesures empiriques (77[1)” = ﬁ Z%Zl ) X(Z)’;;”)ogpgn qui approchent les
probabilités (1,)o<p<n dans la limite M — oo d’un grand nombre de particules. Il n’y a
pas besoin de savoir simuler (Xj)o<g<n sous Q,, pour bénéficier en partie de la réduction
de variance par échantillonnage préférentiel. En suivant (2.3), on approchera E [ f,,(Xo.n)]

par Y (fu) TT=g 12" (9p)-

Avant d’expliquer la construction des mesures empiriques 771]7‘/[ , montrons que les mesures
7, apparaissent également naturellement dans des problemes de filtrage. On considere
un signal (par exemple la position d'un aéronef dans le ciel) modélisé par une chaine de
Markov (X} )ren avec Xy distribuée suivant la probabilité 79. On n’observe pas directement
le signal mais des informations Y, = ¢(X%) + Vi (écho radar par exemple) ou ¢y :
E — RY et les bruits d’observation (V},)ren sont supposés indépendants & valeurs R? de
densités respectives (qx)ren par rapport a la mesure de Lebesgue et indépendants de la
chaine de Markov (Xj)ken. La densité conditionnelle de Yy, sachant Xo.,11 = Z,p41 e€st
1Th—o g6 (yr — @r(zy)). La formule de Bayes assure alors que

]P)(X():p—i-l c dl’o:p+1|Y0:p = yo:p) X H Qk(yk - SOk(Ik))]P’(Xo:pH € de:p+1>‘
k=0

Ainsi, pour le choix gx(zo.x) = qx(yr—¢r(xx)) pour tout k € {0, ..., p}, laloi conditionnelle
de Xo.p41 sachant Y., = yo., est n,4+1. La loi conditionnelle 7, de X, sachant Yy, = yo.p
s’obtient par la formule de la loi marginale :

E[hy(Xo:p) Hi:o 9e(Xour)] _ Yo (hpgp) _ Mo (hpgp)
Ypt1(1) Vo (9p) Mo (9p) .

ﬁp(hp) = / hp(xﬂtp)np—i-l (de:pH) =
Ep+2

La construction des probabilités (771])‘/[ )Jo<p<n se fait par récurrence sur p. La chaine de
Markov (X} )g>0 est supposée inhomogene au sens ou, pour h : £ — R mesurable bornée,
E[h(Xk)|Xo.k-1] = Prh(Xk_1) pour un noyau Markovien P, pouvant dépendre de l'instant
k. Notons que le cas ou l'espace Ej) ou X, prend ses valeurs dépend de k peut rentrer
dans le cadre introduit ici en posant £ = J, .y E.

Initialisation : On génére un échantillon (X™)i<m<ar id.d. suivant la loi 7 de Xj.
M . M
Passage de 1)/ = 55>, 5)(5;;" anl, = 5X5:+pi’{" : pour p € {0,...,n—1} ce
passage s’effectue en deux étapes :

2 . PR ’ . 1 ey
Sélection : on génere des vecteurs aléatoires (Xg:; "™)1<m<nm conditionnellement

indépendants sachant F, = o((X2")1<m<nro<k<p) et vérifiant

1 M
M Z 5Xg:;1,m _F
m=1

pm
p] an o) ngX )Oxpm. (2.5)
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Apres avoir décrit la seconde étape, nous allons revenir sur plusieurs ap-
proches permettant d’effectuer cette étape de sélection. Notons que ﬁfo‘/[ =

1 M / N . . N ,
Dm0 xpEim (égale a la loi marginale des p+ 1 premieres coordonnées sous

77%1) constitue une approximation de la mesure 1), introduite dans le probléme
de filtrage présenté plus haut.

. k, +1, -
Mutation : sachant G,1 = o (X0} )1<m<mo<k<p (X0p " )1<m<nr), on génere des

. , . 1 ol . ,
variables aléatoires (Xgil "™)1<m<m conditionnellement indépendantes et res-
pectivement distribuées suivant PPH(X]’D’“””, .). Pour tout m € {1,..., M}, on
p+lm _ (yp+lm yp+lm M _ 1 N\M
pose XO:p—H - (XO:p 7Xp+1 ) et o1 = a1 Zm:l 5Xp+1’m'

0:p+1

Intuitivement, ’étape de sélection permet de se débarrasser du poids multiplicatif indivi-
duel g,(X¢;)") affecté a chaque trajectoire entre I'instant p et I'instant p + 1 en répliquant
les trajectoires pour lesquelles ce poids est élevé et en supprimant celles pour lesquelles ce
poids est faible. L’étape de mutation consiste juste a ajouter une nouvelle position tirée
suivant le noyau markovien P,;; a chaque trajectoire issue de I'étape de sélection.

Pour l'étape de sélection, partant de M valeurs (y™)i<m<m (les trajectoires
(X0 )1<m<m) dans un espace d’états ) quelconque ('espace produit EP*') et d'une

probabilité (p™)1<m<nr ((95(X0,")/ S gp(Xg:",i))lngM), il faut étre capable de générer
des variables aléatoires indépendantes (Y™)i<,<ns & valeurs dans {y!, ... ,yM},

1 M M
Ly aym] S e, 26)

i.e pour toute fonction f : ) — R mesurable bornée, E [ﬁ Z%:l fym| =
Zn]‘le p™f(y™). Notons que, lorsque les y* sont distincts, dym = Ze]\i1 Liym_yeydye et
(2.6) est équivalent a E [Z%zl ]_{Ym:yl}i| = Mp® pour tout ¢ € {1,..., M}. Sans suppo-

ser les y¢ distincts, (2.6) est équivalent & E [fozl 1{Ym:y£}] = szj‘il Lyyi—yyp’ pour
tout £ € {1,...,M}. Il y a bien str de multiples fagons de générer de telles variables
aléatoires :

Echantillonnage multinomial : on génére les Y™ ii.d. suivant la probabilité
Zé‘ilpféyz Ve,m € {1,....M}, P(Y™ = ¢*) = Z]Nil lyyi—yyp’). Notons que
E[lfym_yey] = Zj\il Lyyi—yeyp’ pour tous m, £ € {1,..., M}.

Echantillonnage résiduel : Pour z € R, on note |z et [z] les parties entitres
inférieure et supérieure de x, c’est-a-dire les entiers relatifs vérifiant |z] < x <
lz] +1et [2] =1 < < [z]et {2z} =2 —|z] € [0,1] sa partie fractionnaire.
L’échantillonnage résiduel consiste & choisir Y™ = y* pour Zj;i |IMp'| < m <
Zﬁzl | Mp?] (on réplique donc | Mpt] fois la valeur y°) et, lorsque Zj\il | Mp'| <
M a générer les r = M — Zj\iILMp]j = Z]Nil{]\/_/p]} variables aléatoires
YZﬁ‘ilLijHP ..., Yy 1i.d. suivant m Zé\il{Mpf}éyz. Alors, si les 3 sont

distincts, pour tout ¢ € {1,..., M}, En]\f:_f Liymoyty = | Mp*] et, lorsque r > 0,
pour tout m € {M —r+1,..., M}, E[lyym_yn] = {MTI’Z}.

Echantillonnage stratifié : a partir de M variables aléatoires (U™ )<< 1.1.d. suivant
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la loi uniforme sur [0, 1] on construit

M

Y™ = sty cmevmyniexs, oy’ Pour m € {1, M},
(=1

Echantillonnage systématique : on prend les variables U™ toutes égales a une seule
variable U uniforme sur [0, 1] dans la formule précédente. Notons que si y* est distinct
de ¢/ pour j # ¢, alors cette valeur est tirée | M ijlpj +U| - |M zg:# + U]
fois.
Avec I’échantillonnage multinomial, I’échantillonnage résiduel et 1’échantillonnage stra-
tifié, les variables aléatoires Y™ sont indépendantes (pour ’échantillonnage résiduel,
on pourra remarquer qu'une variable aléatoire constante est indépendant de toute va-
riable aléatoire), alors qu’avec 1’échantillonnage systématique, on perd cette propriété
d’indépendance (sauf si pour tout m € {1,..., M}, Mp™ est entier, auquel cas les
échantillonnages résiduel, stratifié et systématique coincident). C’est pourquoi seules les
trois premieres techniques d’échantillonnage sont éligibles pour 1’étape de sélection de la
méthode particulaire décrite plus haut.

¢ .. .. 1 M I
Notons que lorsque les y° sont distincts, alors la mesure empirique 7 > ", dym s’écrit

% Zé\il fozl Liym—yry0ye. L'objectif du probleme suivant est de comparer les variances
des variables aléatoires Z%Zl Liym—yey pour les différentes techniques d’échantillonnage.

Probléme 2.0.3. On suppose les y* distincts. Pour { € {1,..., M}, la variable aléatoire
an‘il Liym—yey est respectivement notée

— Ny dans ’échantillonnage multinomial,

— Ny dans Uéchantillonnage résiduel,

— N, dans Uéchantillonnage stratifié,

— N, dans I’échantillonnage systématique.

Condition (2.6) : Remarquer que - My = <$ M 1{ym:yZ}f(yé)> et
en déduire que (2.6) est équivalente a V0 € {1,..., M}, E [Z%zl 1{ym:ye}] = Mp".
Echantillonnage multinomial :
1. Pour ¢ € {1,..., M} vérifier que E(Ny) = Mp® et calculer Var(Ny).

2. Vérifier que le vecteur (Ny,...,Ny) suit la loi multinomiale de paramétre
(M, p',....pM) :V(n,...,ny) € NM

)

M
P(Ny =na,..., Ny =na) = Lgn oy MU | -
m=1 m:

Les variables aléatoires N,, sont-elles indépendantes ?

Variance optimale : Soit N wune variable aléatoire a wvaleurs dans 7Z intégrable
d’espérance v. On note v = max(z,0) et x_ = max(—z,0) pour x € R.
1. Vérifier que E[(N — v)y] = E[(N — v)_]. Montrer que (N —v)y > (1 —
{v}) sy et (N —v)- 2 {vilinay-
2. En déduire que Var(N) = E[(N—v)i +(N—v)2] > E[(N—v){] > {v}(1—{v})
et exhiber une loi sous laquelle les deux dernieres inégalités sont des égalités.
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Echantillonnage résiduel :
3. Que se passe-t-il sir =0 ¢
On suppose désormais r > 0.
4. Pourl e {1,..., M} vérifier que B(N,) = Mp' et calculer Var(N,). En déduire

que la répartition résiduelle est optimale en termes de variance st r = 1 mais
pas st r > 2.

5. Vérifier quer < M(1—p")+{Mp'} et en déduire que Var(N;) < —]\/ﬁ]\@)}ﬁ]\fpg}

Conclure que Var(N;) < Var(N;). Quel intérét voyez-vous a ’échantillonnage
résiduel par rapport a l’échantillonnage multinomial ¢

Echantillonnage stratifié :

6. Vérifier que pour £,m € {1,..., M},

E 1{p T Apl-lemam<ply +p‘f} M/ Liptp ot <ugpt 4 +pf}du

et en déduire que E[N,| = Mp' = E[N,].
7. Pour x ety deux réels tels que v < y et j € Z, vérifier
. . 7 —1,7] si et seulement si [x] +1 <75 < |y
Jolnly — 1,5 = {0~ BT et . o
0sij<|z]ouj>[yl+1

En déduire que N, prend ses valeurs dans {|n(p1 + ...+ pe)| — [n(p1 + ... +

pe—1) |, [n(pr+. .. +p)] — 01+ +pe1) |, [n(pr+. .. +p0)] — [n(p1 + -+
pe—1)]}. Vérifier que pour X wvariable aléatoire a valeurs dans |a,b], Var(X ) <

% et en déduire que Var(N;) < 1.

8. Soit x ety deux réels. Vérifier que y > |y — x| + x| et x > |y| — [y — z].
En déduire que |y —z| < |y] — |z] <[y —x] < |y — x| + 1. Lorsque z < y,
vérifier que |z,y] NN est égal a O si |y] = |z] et comprend les |y| — |z]
éléments {|x| +1,..., |y]} sinon. En déduire que l'intervalle

IM(p1+ ...+ pe1) + U M(p1 + ... +pe) + U]

contient soit | Mpe| soit | Mpe| + 1 éléments de {1,...,M}. En déduire que
N, — | Mp;| suit une loi de Bernoulli de parameétre a préciser et conclure que
Var(N,) = {Mp}(1 — {Mp,}), ¢’est-i-dire que la répartition systématique est
optimale en termes de variance. Vérifier que ce résultat reste vrai pour Ny
lorsque M(p' + ...+ p'™1) ou M(p' +...+p") sont entiers, propriété toujours
satisfaite pour € € {1, M }.

9. Vérifier que

2
Var(IV;) = P - MZ (/ Lpig o ipttcuspi+, +p[}du>

et en déduire par linégalité de Cauchy-Schwarz que Var(N;) < Var(Ny).
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10. A Uaide de la question 7, montrer que le cardinal de
i
{m G {17...7M} . ﬁn_l 1{p1++p€—1<u§pl++p€}du: 1/M}
A

est égal soit a | Mp*| soit a | Mp*| —1. En remarquant que dans le premier cas,
sia,b € [0,1/M] avec a+b = {Mp*}/M, a®+b* > Y ot dans le second, si

TOM2
a,b € [0,1/M] avec a+ b = (1 + {Mp*})/M, a* + b* > %) o déduine
que
M m 2
Z (/n1 1{p1+---+pf1<u§p1+._,+pe}du>
m=1 M
o o (LMP +{MP'Y? /2 Mp' + ({Mp'}? —1)/2)
B M2 ; e

Conclure que Var(N;) < max ({Mpe}( _ {Mpf})’ 1—{]\24])‘}2).
vérifier que Var(Ny) = g >

Pour~M:3etp1:%,p2 —etp =
Var(Ng).

PN

12’

Exercice 2.0.4. On suppose que p := minj<,m<y P > 0 (on peut restreindre ensemble
des valeurs (Y™ )1<m<n pour s’y ramener).

1. Montrer que Mp < 1. Que vaul (ph, ..., pM) en cas d’égalité ? Que donnent alors
I’échantillonnage résiduel et [’échantillonnage stratifié ¢
2. On suppose Mp < 1, on se donne des variables aléatoires (Z™)1<m<m indépendantes

1-Mp m=1
suite (U™)1<m<m de variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1].

et telles que E [% Zf\n/lzl (5Zmi| = LM (pm— p)Sym et indépendamment une

(a) Vérifier que si pour m € {1,..., M}, Y™ = L, <upyy™ + 1w, >mpy Z™ alors

1 M M
i D bym| =D pTEym (2.7)
m=1 m=1

et les variables aléatoires (Y™ )1<m<nr sont indépendantes.

() Si (Y. . YM) = Lw<nup W' - ™) + Losmupy (27 ..., ZM), vérifier que
(2.7) reste vraie mais que les variables aléatoires (Y™ )i<m<m ne sont pas
indépendantes.

En suivant la formule (2.4), on introduit I'approximation suivante de la mesure non
normalisée v, : 1T = ni! et

pour p > 1, |2 (h,) = ) ( an Ir)- (2.8)
Notons que 77;])\4 (hy) = va((hl) si bien que la probabilité empirique 77 s’obtient par norma-

lisation de la mesure ponctuelle 7p .
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Proposition 2.0.5. On suppose que pour tout p € {0,...,n—1}, la fonction g, : Ertl
10, +00[ est mesurable et bornée. Pour toutp € {0,...,n} et toute fonction h, : EP™ — R
mesurable bornée,

E hz]?\/[(hp)} = p(hyp)-
En particulier, si f, est bornée, lestimateur nM(f,) I1,- Mgy = AM(fa)
E [f.(Xo.)] est sans biais.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur p. On a ! = n)f =

0 o .
MZ Oxom ol les variables (X5™)1<m<m sont toutes distribuées suivant 7y =

Y0, ce qui assure que E[y}(ho)] = ~o(ho). Ainsi, I'hypothése de récurrence est sa-
tisfaite au rang p = 0. Supposons-la satisfaite au rang p. Rappelons que F, =

o(Xor i<m<rmoshsp) €6 Gpri = o((Xox hemenroshep, (X6 ™)i<men). En notant
Pyiihpi1(%op) = [ hpt1(Zops1) Ppsa (2p, dpiq), on a d’apres I'étape de mutation

E[nﬁl(hpﬂ)‘gwrl Y Z Bpyihpia (Xerl ™).

Ensuite comme F,, C G,41,

Bl (hps1) 73] = BIR[p1 () 1Gp1a]| 73] = MZ il (XEE)

)

ot on a utilisé (2.5) pour la derniere égalité. Comme [[7_, 7 (gx) est F, mesurable, on
en déduit que

_ ny(gppp—&—lhp—&-l)
ny" (gp)

(2.9)

i P
E [0ty (hpsr) [ [ " (90) | = E E[Uﬁ1(hp+1)|fp]Hnﬁl(9k)]
k=0 L k=0
- p1
=E ny(gpppﬂhpﬂ) H né”(gk) =K [Vy(gpPthpH)] .
L k=0

L’hypothese de récurrence au rang p et la définition de 7, assurent alors que

E

Porihpy1(Xosp) H gk(XO:k)] :

p
nﬁl(hp-&-l) Hnl]c\/[(gk)] = W(9pLpr1hpt1) = E
k=0

k=0

Comme la propriété de Markov assure que P,y1h,41(Xop) = E [hypr1(Xops1)| Xoyp) et que
[T5_o 9x(Xox) est une fonction de X,

p
Pyirhpia(Xoy) [ [ 96(Xox)
k=0

E

=E E [hp+1(X0:p+1)|X02p] H gk(XO:k)]
k=0

p
=E | hpt1(Xop+1) Hgk(XO:k)] = Yp+1(hps1),
k=0

ce qui acheve la démonstration. 0
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Remarque 2.0.6. — Notons que mnous wvenons d’établir que ~ypi1(hpi1) =

V(o Pos1hpir). Comme Ypi1(1) = 7(g) = mp(gp) (1), avec (2.2), on en
déduit que

Ypt1(hpi1) B Yp(Gp Pps1hpi1) o No(9p P 1hpi1) (2.10)

77p+1(hp+1): 7p+1(1) o np(gp)%(l) n Up(gp)

— En regardant attentivement la preuve précédente on constate que la conclusion de la
proposition 2.0.5 reste vraie sans indépendance dans l'étape d’initialisation et sans
mdépendance conditionnelle dans les étapes de sélection et de mutation. En particu-
lier, elle reste vraie si I’étape de sélection repose sur l’échantillonnage systématique.

Théoréeme 2.0.7. On suppose que pour tout p € {0,....,n — 1}, 0 < 9, =
infy,, emr+1 Gp(Top) < Gp 1= SUPy, cprrr Gp(Top) < 00 et que les propriétés d’indépendance
et d’indépendance conditionnelle sont satisfaites a l'initialisation et lors des sélections et
des mutations. Alors pour tout p € {0,...,n} et toute fonction h, : EP™' — R mesurable
bornée (par |hy,| < 00),

sup VMEY4 [( ( ) - np(hp))ﬂ <00 (2.11)

M>1

sup vV ME!/* [(%ﬁ”(hp) - ”Yp(hp>)4] < 00. (2.12)

M>1
En outre P (impy—o0 ) (hy) = 1p(hy)) = 1 =P (limar—e0 72" (hp) = 7p(hy))-

Pour des résultats plus fins (convergence presque sire sous des hypotheses plus faibles,
théoreme de la limite centrale associé, inégalités de concentration), nous renvoyons au
livre de Del Moral [22] et au probleme 2.0.9 pour un théoreme de la limite centrale dans
le cas particulier de I’échantillonnage multinomial.

Comme E[f,(Xom)] = Tn(fn) avec fu(Zom) = folTom) H;:é 9, (o) bornée si f, est
bornée et les fonctions g, minorées par une constante positive, le théoreme implique le
corollaire suivant.

Corollaire 2.0.8. Sous les hypotheses d’indépendance et de minoration/majoration des
fonctions g, du théoréme 2.0.7, si f, : E™™ — R est bornée,

sup VIME* [(121(f2) = Elfu(Xom)])!] < o0

Cette fois, la propriété d’indépendance conditionnelle a 1’étape de sélection va jouer un
role clé dans la preuve du théoreme, si bien que celle-ci ne s’applique pas a I’échantillonnage
systématique.

Démonstration : La condition (2.11) implique que E [ZM>1(77P (hp) — np(hy

)*
doit P (35751 (m" (hp) = mp(hp))* < 00) = 1L = P(limps oo (1" (hp) — 7)) = 0). Par le
méme raisonnement, (2.12) implique que P(limp— o0 (7, (hp) — (hp))4 0) =1.
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Montrons I'estimation (2.11) par récurrence sur p. Pour p =0, on a

Bl (ho) = mo(ho)] = 55 D0 B |[Jho(XE™) — (o)

Parmi les M* espérances qui figurent dans la somme au second membre beaucoup sont
nulles : en effet des que I'un des quatre indices m; est différent des trois autres, par
indépendance des (Xg "™)1<m<m, espérance est égale a I'espérance du produit des termes
correspondant aux trois autres indices par E[(ho(Xg™) — no(ho)] = 0.

Il reste donc seulement les contributions des cas ou

— les 4 indices sont égaux soit M termes en E[(ho(Xg™") — m0(ho))*]

— 2 des indices prennent une valeur et les 2 autres une autre valeur soit 3M (M — 1)
termes en E2[(ho(X") —n0(ho))?] (3 pour le choix de Vindice my, k = 2,3 ou 4, égal
au premier indice my, M (M — 1) pour le choix de deux valeurs différentes parmi

Ainsi
1 3(M—1)
E[(n5" (ho) — 10(ho))"] = WE[(ho(Xg’l) —no(ho))*] + B
L’hypothese de récurrence est donc satisfaite au rang p = 0. Supposons la satisfaite au rang
p et déduisons la au rang p+1. Reprenons les notations de la preuve de la proposition 2.0.5.
M
Comme, d’apres (2.9), E[n)1, (hp1)|F,) = o Weloiiheit) o qrapres (2.10), Npi1(hpi1) =

13 (gp)

(Var (ho(Xg")))*.

Mp(gpPp+1hpt1)
7p(gp) ’

77;;\/[ (9pBpt1hp+1) _np(gpPerlthrl)
1" (9p) 1p(9p)

77%1(hp+1)—77p+1(hp+1) = nﬁl(hp+1)_E[77%r1(hp+l>|Fp]+

Donc

E[(nfo‘{-l(hp—i-l) - 77p+1(hp+1))4] < 8E [(77%-1@19—%1) - E[Wﬁl(hp—kl)’]:p])ﬂ

77113\4 (9p) Mp(9p)

4
L sE (n%(gpPthpH) np(gpPthpH)) , (2.13)

Pour le second terme au second membre, on utilise la décomposition suivante

ny(gpppﬂhpu) _ ﬁp(gpPerlthrl) :ny(gppp-&-lhp-&-l) - 771)(9;13Pp+1hp+1)

77117\4(911) np(gp) 77{9/[(91))
No(GpPps1hp11) (Mp(gp) — 77;]7\/[ (9p))
77;];‘4(919)771)(919)
Comme 0 < m < gi et W < |hp41|, on en déduit que
=p

8
SEE[@%(%PPH%H) - 77p(9pPp+1hp+1))4]

=P

4
E n%(gpPthpH) _ Mo (gp Lpt1hp+1)
" (9p) 1 (9p)

—a
8|hp+1|

g4

=P

+

E[(mp(gp) — m" (gp))"]-
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L’hypothese de récurrence au rang p appliquée avec h, = g,FP,+1h,41 et avec h, = g,
assure donc que

sup M’E
77119\4 (9p) Mo (9p)

M>1

4
(U%(gpppﬂhp-ﬁ-l) Wp(gpppﬂhpﬂ)) < 00 (2.14)

Pour traiter le premier terme au second membre de (2.13), on utilise les propriétés de
I’étape de mutation puis de 'étape de sélection qui assurent que les variables aléatoires
(X(I));;lrﬁm J1<m<wm sont conditionnellement indépendantes sachant F,. Comme

E [(nﬁl(hpﬂ) - E[Tlﬁl(hpﬂﬂfp]f]

M 4
1 m m
=E |E (M Z(hp—kl(Xg:Zi’l ) - E[hp-kl(Xg:;}r’l )|}—p])) ‘}_p

4

[ a (XE527") — Elhpa (XE3T™)

i=1

E

Fp)

1
=7 Z E

mi,mg,m3,ma=1

i

L’indépendance conditionnelle assure que des que I'un des quatre indices m; est distinct

des trois autres E Hle(hpﬂ(Xé’:;i’f”) — E[th(Xg:;i’Ti) Fl) ]-"p} = 0. Comme dans le

cas p = 0, on en déduit avec la bornitude de h, 1 que

4
sup ME | (344 (hyr) = Bl (hyin) )| < oo

En combinant cette inégalité, (2.14) et (2.13), on conclut que I'hypothese de récurrence
est vraie au rang p, ce qui acheve la démonstration de (2.11). Pour en déduire (2.12), on
note hy = gy pour k € {0,...,p — 1} de maniere a ce que

P P P k—1 P
)y} =TT )~ i) = 3° (H nj”(%-)) 2 ()=l ( 1T wn

k=0 \j=0 Jj=k+1

Par conséquent,

(3" (hp) = p(hp))* < (p+1)° <'_ 1" (hy) H le(hj)> (7" () — i (hae))*

<l

< (p+1)° ( |h_j|) (" () — e
=\

En prenant 'espérance dans cette inégalité, on déduit (2.12) de (2.11). O
Probleme 2.0.9. On se place dans le cadre et les notations de ce chapitre. On suppose
que pour tout p € N la fonction g, : EP™' — R est mesurable et telle que

0<g = inf g (zop) <gp:= sup gp(zo,p) < oo.
=p zo:pEEPTL zo.pEEPFL

) |
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On suppose que les positions initiales des particules (Xg’m)mzl sont i.i.d. suivant la

probabilité ng et que la sélection est effectuée par échantillonnage multinomial, résiduel
"Igj)w(gphp) et
77;;”(917)

Np(hy) = %. Pour hyy1 : EP™? — R mesurable bornée, on note P, 1h,. 1 : EPT' — R
la fonction définie par Pyiihpi1(zo,) = fpoeE hps1(Topt1) Pps1 (2, dxpyiq).
1. Que peut-on dire de IP(hmM—>00(77;]o\/[(gphp)a77]Jpw(gp)) = (np(gphp)anp@p))) ¢ En
déduire que P (limpr—o0 72 (hy) = 7 (hy)) = 1.
2. Vérifier que npi1(hp+1) = Np(Bpralpr).
3. Pour quelle fonction hy,yy : EP? — R, at-on 5 M hp(Xé’:;l’m) =
i (hpa) 7 Vérifier  qu’alors mpyi(hpe) = dp(hy) et en  déduire que
P <1imM—>oo ﬁ Z%ﬂ hp(X(I)J:;Lm) = ﬁp(hp)> =1L
4. Montrer que lorsque M — oo, pour hy : E — R mesurable bornée, /M (n} (ho) —
no(ho)) converge en loi vers N1(0,Vo(ho)) en explicitant Vo(hy).

ou stratifié. Pour h, : EP*' — R mesurable bornée, on pose f];,”(hp) =

On suppose désormais que l’étape de sélection est effectuée suivant [’échantillonnage mul-
tinomaal. L’objectif de la suite du probleme est de montrer par récurrence sur p que pour
hy : EPYY — R mesurable bornée, v/ M (nM (hy,) — n,(hy)) converge en loi lorsque M — oo
vers N1(0,V,(hy)). On suppose Uhypothése de récurrence satisfaite au rang p et on se
donne hy.q : EPT? — R mesurable bornée.

~ ~ A

5. Pour h, : EP*' — R mesurable bornée, on pose h, = npg(’;p)(hp — p(hp)).
Remarquer que n,(hy) = 0 et ﬁé”(ﬁp) - ﬁp(izp) = %n{f(ﬁp). Vérifier que

~ ~

VM (ﬁ;’”(ﬁp) — Np(hy) — 77;1)‘4(]117)) converge en probabilité vers 0 lorsque M — oo
et en déduire que \/M(ﬁ;y[(izp) — ip(hy)) converge en loi vers Ny <0,Vp(i~zp)).

6. Vérifier que pour v € R et F, = O'((Xg:’]:l)lngM’ogkgp),

E [eivm(nﬁ/{ﬂ(hp+1)_77p+1(hp+1))] =E |:€ivm("7éw(Pp+1hp+l)_ﬁp(Pp+1hp+1))

ya [eivm(ﬁﬁ1(hp+1)_ﬁ£4(Pp+1hp+1)) |~Fp:| :| .

7. On  pose ﬁprH(dxgcpH) = ﬁé‘”(dxgip)PpH(a:p,dpo). Vérifier  que
DY Pyi1(hpi1) = 03 (Ppyahpyr) et montrer que conditionnellement & F,, les

. . 1 .. . N
trajectoires (X0 1 ) 1<men sont ii.d. suivant i) Pyyy(dzo.pir).

= —
< S-puis, en notant |hpi| =

8. Vérifier que pour v € R, [e® —1—ix + %

SUDg,, . cEp+2 |hp1(Topt1)|, montrer que pour v € R,

‘E [eiﬁ(hml(}fé’;ﬂ)—ﬁy(Pp+1hp+1)) |]:p}

2

v ~ A
-1+ oM (U;W(Pp—s-lh;-s-l) - (USJ(PP+1hp+1))2)

—3
_ APyl
— 3M3/2

9. On pose Wyi1(hps1) = 0p(Bprahipiy) — (p(Pprahpi1))? et

Ly TR 2
em =M (E [elﬁ(h”“(x&’“)_”’J’W(Pp“h”“))|]:p] -1+ ;WWP+1(}LP+1))



o1

Vérifier que

—3
AoPlhpa] | %y

el € = 2 + I (Balip) = (b))

2
Ve .
+ El(nﬁ/l(PthpH))z - (np(Perlthrl))Q‘

et en déduire le comportement de la suite (enr)n>1 lorsque M — 0o.
10. Comment comparer P, i1h2 | et (Ppyihyi1)? 2 En déduire que Wiy (hpir) > 0.

11. A Uaide de la formule du binome, vérifier que pour M > w,

‘ (1 _ VW1 (1) 4 5_M)M _ (1 _ U2wp+1<hp+1))M

M |€ ’k
M
< § < pleml 1

k=1

et en déduire que E [ei”m(”%l(hp“)fﬁ;'w(P”“h”“))|]-"p] converge presque surement

| o

,UQ
‘E [eivm(mﬁl(hp+1)*np+1(hp+1))} _ G*WE [ei”m(ﬁy(Pp+1hp+1)*ﬁp(Pp+1hp+1))] ‘

|

et conclure que, lorsque M — 0o, VM (1)1 (hp1) = Nps1(hps1)) converge en loi vers
Ni (0, Vpii(hpt1)) avee

W (hpp1) .
vers e 2 lorsque M — oo. puis que

. R v2W h
e HE R A
M—o0

12. Veérifier que

/M (1M (B oM _02Wy 1 (hpy)
<EI|E [ew M (3L (hpr) = (Pp+1hp+1))|f‘p] —e 3

g R
—p) (Pp+1hp+1 - 77p(Pp+1hp+1)) .

p(P

Vp+1(hp+1) = Wp+1(hp+l)+vp (Lphpﬂ) ot Lphpiq =
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Chapitre 3

Stability and convergence of
stochastic algorithms

In this chapter, we will present the sufficient conditions given by Andrieu, Moulines
and Priouret [4] for the stability and the convergence of deterministic recursions. We
will check that these conditions ensure the convergence of the Robins-Monro stochastic
algorithm without the need of the Robbins-Sigmund lemma. These conditions will also be
used in the next chapter to study the convergence of some adaptive Monte Carlo Markov
Chain algorithms which mix a Metropolis Hasting sampling procedure with a stochastic
algorithm.

Let dy € N*, © be an open subset of R% and h : © — R%. We are interested in the
asymptotic behaviour as n — oo of a O-valued sequence (6,,),>o satisfying the induction
equation

Vn € Na 6n+1 = en + 7n+l(h(9n) + £n+l) (31)

where (7, & )n>1 is a Ry x R%-valued sequence. Notice that (3.1) alone does not imply
that (0,,)nen is O-valued.

We will use a Lyapunov function w : © — R,. For any M’ > M >0, let WM = {0 € O :
w(@) < M}y and W' ={0c0: M <w() <M},

Example 3.0.1. In the Robbins-Monro algorithm, © = R%

Qn—i—l - en + /yn—&—lYn—&-l

where (Y,), is a sequence of square integrable random variables such that for F, =
o(6o,Y1,...,Y,), E[Y,i1|Fn] = h(0,) and (y)n>1 a deterministic sequence of positive
numbers. This algorithm is aimed at computing 0, such that h(6,) = 0 when VO # 0,,
h(0).(0,—8) > 0. Typically, this condition is satisfied when h is equal to minus the gradient
of a strictly convex function minimal at 0,. The introduction of the martingale increment
Eni1 = Your1 — E[Y,i1|Fu] = Yo — h(0,) permits to rewrite the Robbins-Monro dynamics
as a special case of (3.1). In Ezample 3.0.8 below, the Lyapunov function w(f) = |0 — 6, |?
is used to prove the convergence of (0,,), to 0, under additional assumptions on h and the

sequences (Yn)n>1 and (§,)n>1-

Proposition 3.0.2. Assume that h is continuous, w is continuously differentiable and
there exist 0 < My < M, < oo such that WMt is a compact subset of R% and Vw.h is
strictly negative on W]]\\/ﬁ

53
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For all M, M’ such that My < M < M’ < My, there exists §,n > 0 such that if 6y €
WM the sequence (Yn)n>1 15 [0, 8]-valued and the sequence (&,)n>1 admits a decomposition
&n = & + & such that sup,,y (13242, Wkl + 12252 €iwan (Gk-1)[) < n, then ¥n €
N, 0, e WM c whh,

The next corollary states conditions under which the recurrence of the sequence (6,,),
i.e. return of this sequence infinitely often to a compact subset of R% implies that the
sequence stays in a larger compact subset after a finite time, a property called stability.

Corollary 3.0.3. Under the assumptions of Proposition 3.0.2, if lim, .oV, =
0, the sequence (&,)n>1 admits a decomposition &, = & + & such that
1My, 00 SUD sy (1D om, VEEE 4 1D, &2l (Ok—1)|) = 0 and there exists M €
(Mo, M) such that (0,)n>1 is infinitely often in WM, then for any M' € (M, M),
N < o0, Vn > N, 6, e WM',

Remark 3.0.4. In wview of applications to stochastic algorithms where a
martingale increment contributes to each of the & (see the above example
of the Robins-Monro algorithm), it is really important that the assump-

tion is formulated on sups, (‘Z?Zn”yjﬁ} —i—‘Zf:nfyjé]?lWMl(@j,l)) and not

SUDy>p, <Z?Zn'yj ’5}’+E?Zn’yjlwwfl(9j,1) ’5?’), even if this complicates the proof.
The introduction of 1y (0;-1) may help to check the hypothesis. Nevertheless, the
corollary states that for n large enough 6, € WM < WM and therefore Yk > n,

S i e (05-1) = D25 7562 and im0 SUDgs,, | S5, 7€ | = 0.

Proof of Corollary 3.0.3: Let M’ € (M,M;) and 6,7 > 0 denote the
constants associated with (M, M’) in Proposition 3.0.2. The vanishing limits as-
sumptions ensure the existence of ns, such that VYn > ns,, 7, € [0,] and

SUP > (12 hn Wil + 1225, &ebwan (Ox-1)]) < . The set {n > nyy : 6, € W} is in-
finite and therefore non empty. Let N denote its minimum. One concludes that 6,, € W'
for all n > N, by applying the statement in Proposition 3.0.2 to the shifted sequence

(0N+n)n€N- |

The proof of Proposition 3.0.2 relies on the following lemma and is postponed after its
proof.

Lemma 3.0.5. Assume that h is continuous, w is continuously differentiable and there
exists My € (0,00) such that WM is a compact subset of R%. Then

Ve >0, 30, >0, V0 € WM V0 € R% such that |0 — 0] < 7.,
0 € © and |w(d) —wB)| V(@) —h(0) <e. (3.2)

Moreover, for any non empty compact subset K of W such that Vw.h is strictly negative

on IC,

36, M, 2>0,V0 € K, ¥y €[0,0], V€ € R% with [£] < A,
0+ ~v(h(0) + &) € © and w( +y(h(B) + &) < w(d) — 2. (3.3)
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Last, if moreover there exists My € (0, My) such that Vw.h is strictly negative on W%g,
then

VM € (My, M), 36, A > 0,V € WM, v~ € [0, 4],
VE € RY with |€| < A, 0 +~(h(0) +&) e WM. (3.4)

Proof: Let us prove the second assertion and first check that the compactness of WMt
combined with the continuity of Vw on © imply that for fixed ¢ > 0,

In. > 0, Vh e WM WH € R% such that \é — é\ <n., 0 €O and |Vw(9~) — Vw(é)] <e.

The same reasoning applied to the continuous functions w and A in place of Vw leads to
(3.2).

Since O is open and Vw is continuous, for each 8 € © there exists 79 > 0 such that
the open ball B(6,7) is included in © and V0 € B(6, 1), |[Vw(d) — Vw(0)| < £. The
compact set WM included in © is covered by finitely many balls B(6,1,/2). Let 1. > 0
denote the minimal radius of these balls. For § € WM there exists one of these finitely
many balls such that 0 c B(0,1m9/2) and n. < ny/2. I 0 € R% is such that |0 — 0| < 7.,
then 6,6 € B(6, 1) so that § € © and

+ - =c.

IVw () — Vw(8)] < [Vw(d) — Vw(d)| + |[Vw(8) — Vw(d)| <

DO ™

Let K be a non-empty compact subset of W1 such that Vw.h is strictly negative on K.

One has supye Vw.h(f) < 0. Let e = %}W and § € K. One has ¢ < w

and

VH € R% such that |0 — 0] <., 6 € O,
_ _ _ 3 y
IVw(0)] < |[Vw(0)| + |[Vw(d) — Vw(0)| < sup |[Vw(B)|+ ¢ < 3 sup |Vw(#)|, and

Vw(8).h(0) < Vw(d).h() + |[Vw(0) — Vw(d)| zu}c) 1h(8)] < %Eu}g Vw.h(h).

Let v € [0, m] and [€] < supgex |R(0)]. Then |0 + v(h(0) + &) — 0] < n. so that,

for all t € [0,1], 0 4+ 7t(h(0) + €) € O, |Vw(l + vt(h(0) + &))| < 2 supje |Vw(6)| and
Vw(f + ~t(h(0) + €)).h(6) < 3 supgex Vw.h(8). Hence

W@+ 4(h(@) +€)) — w(@) = / Vall + 4t (h(0) + €)).(h(B) + €)dt

< 7(% sup Vw.h(6) + |£’ sup [Vw(¢ )|>

ocK e

where the right-hand side is non positive when |{| < — supyee Vw.h(0)/(3 supgex [Vw(0)])

which implies [¢] < w. If moreover || < —supgee Vw.h(0)/(6 supgex |Vw(8)|),

then

w(@ -+~ (h(8) + €)) < w(@) + %Sup Vaw.h(6)
oeK
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and the second statement holds with & = n./(2supgec |h(0)]) for e =
— supgexc Vw.h(0)/(2supper [(0)]), A = —suppex Vw.h(6)/(6 supgex [Vw(8)]) and 2z =
— supgex Vw.h(6)/4.

Let us now moreover assume that there exists My € (0, M;) such that Vw.h is strictly
negative on VVM1 Let M € (My, My). If WM is empty then the conclusion is immediate.
So we now suppose that WM is non empty and even that both W and W%} are non
empty. Let us deal with the case § € W0 using the first assertion before using the case
w(@ + y(h(f) + £)) — w(f) < 0 in the previous reasoning applied with £ = Wj! to deal
with 8 € Wif .

If § € WMo~ e [0, 1+Sup’;fv;xz \h(e)\] and €] < 1 then |0 + y(h(0) + &) — 0| < Aar—ng, SO

that 8 + ~v(h(0) + &) € © and

w(@ +~y(h(0) +€)) <w(f) + M — My < My + M — My = M,

which imply that 6 + v(h(d) + &) € WM.

The set W]]\\jol = {0 e WM w(f) > My} is compact since from any sequence in this set,
by compacity of W1 one can extract a subsequence converging to some limit in W1
and this limit belongs to Wyl by continuity of w. The case w(f+7(h(0)+£))—w(f) < 0in
the previous reasoning apphed with K = W ! ensures that the last statement holds with

—sup My, Vw.h(0) —sup ay Vw.h(6)
B oew oew
0 = 14su o [h(0)] A 2su = [h(6)] for e = 2su - [h(®)]) > A=1A 3su o [Vw(0)| *
Py Mo peewﬁl peewﬁé peewﬁé

When WMo (resp. W]J\‘fo) is empty, one may choose ¢ and A equal to the respective constants
after (resp. before) A in their previous definitions.

Proof of Proposition 3.0.2: Let M, M’ be such that My < M < M" < M;. We define
inductively another sequence (6, )nen by 0o = 6 and for all n € N, 0,1 = 0, + v, 1h(6,).
One easily checks by induction on n that

VneN, b, =0, =Y wé. (3.5)
k=1

Let 7. (resp. 6,\) be the positive constants given by the first (resp. third) assertion in
Lemma 3.0.5 and 7 = far—ar A7y Let us suppose that the sequence (7,)n>1 takes values
in [0,0] and that max,>1 (I3 ,_; W&l + D op_i &ilwn (Gr-1)|) < 7. Let us check by
induction on n that for all n € N, for all k € {0,...,n}, 6, € W™ and 6, € WM'. The
induction hypothesis holds for n = 0 since 8, = 6, € WM c WM', Assumlng that that
it holds for n, it is enough to check that 6,.; € WM and 0,,.; € WM to conclude the
proof. Since

> ke = waklwm (Or-1) Zm&ﬁwaklwm (0r—1).
k=1

by (3.5), [0, — 0,] < >k L r] + |Zk 17k§k1WM1(9k 1)] < n < ) and by the first
statement in Lemma 3.0.5, |h(6,) —h(0,)] < A. Since 0,1 = 0, +7n+1h(9 )—|—7n+1(h(9 )—

h(6,)), the third statement in this lemma ensures that 6,,,.; € W™ . Moreover Zk . L veEn =
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i R+ 2 R Ly (B—1) so that, by (3.5), |6t — Guri| < fiar—ar. By the first
statement in Lemma 3.0.5, w(0,41) < w(9n+1) + M — M < M’ so that 0,., € WM. 1

Let us now introduce

L=1{0€0:Vuwh() =0}

Theorem 3.0.6. Assume that h is continuous, w is continuously differentiable and
there exist 0 < My < M; < oo such that £ N W]\Ajol 0, WM is a compact sub-
set of R% and Vw.h is non-positive on WM . Assume moreover that D ons1 Yo = 09,
lim, 0o Yo = 0 and that the sequence (&,)n>1 admits a decomposition &, = 51 + 52

such that lim, . Supys, (‘ijn %-f; ‘Zj:n ijj Lyyag (9]-_1)D = 0. If the image D
of LAWM by w has an empty interior and there exists M € (My, My) such that for
n large enough 0, € W™ then w(6,) converges to some limit in D as n — oo and
llmn_>oo infeecmwlwl |0n - 9| = 0.

Remark 3.0.7. — The assumptions L N W]]\\j; = 0 and that YVw.h is non-positive
on WMt imply that this function is negative on W]]\\jol Hence the assumptions are
stronger than those of Corollary 3.0.3 so that if for some M' € (Mo, M), (0n)n is
infinitely often in WM', then for any M € (M', M,), 0,, € WM for n large enough.

— If LOOWMi s finite then D is also finite and has an empty interior.

— When LOWM s a singleton {6,}, then the conclusion is that lim, ., 0, = 0, and
the proof is much simpler. Let § € WM be such that w(0) = infycypan, w(6). The set
WM s not empty since it contains 0, for n large. Hence w(f) < M < M,. Since ©
is open and w continuous, for € > 0 small enough, {6 € R% : |0 — 9| < ¢} Cc WM
and therefore Vw(8) = 0, by the first order optimality condition. Since Vw.h(0) < 0
for 0 e WM\ {0,}, 8 = 0,. Hence for 0 € WM\ {0}, w(f) > w(b,) and fore >0,
by compactness of {6 € WM+ |0 — 0,| > e}, infpepyan.jg_g, 5. w(0) > w(b,) so that
it is enough to check that w(6,) tends to w(f,) as n — oo to conclude that 0, tends
to 6,.

For e € (0, M, —w(6,)), WY (6,)+= 15 a compact subset of WM on which Vw.h is
3

w
strictly negative. By the second assertion in Lemma 3.0.5,

36,7, 2 >0, V0 € Wi Jrer VY E€0,0], VE € R with [£] < \,
0 +v(h(0)+ &) € © and w(@ +y(h(0) + &) <w(d) — zy.  (3.6)
The assumptions ensure the existence of n. € N such that for n > n.,
— 0, e WM,

— 2. %‘+1§j+1‘ = )Z?:ng Vir1€jr T 2 jmn, Vi+1&i 1 lwan (93')‘ < A - A
Nes3 where 1) is introduced in the first statement of Lemma 5.0.5,
ﬁ5/3 ]
SUp, ), M) |h(0)]1"

— and Yp41 € 10,0 A
Let 0, = 0, and

forn > n., 0, =0, Z Vj+18j41 = On. + Z Yj+1h(05).

J=ne J=ne

By the first assertion in Lemma 3.0.5,
Vn >n., 0, €0, |h(0,)—h(0,)] <\ and |w(d,) —w(0,)| < (My—M)Ae/3, (3.7)
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which implies w(0,) < w(6,) + My — M so that 0, € WM. Moreover,
Vn > n, 6_7L+1 = e_n + 7n+1h(‘9n)

so that, by the first assertion in Lemma 3.0.5 and since |Yn41h(0,)] < 73,
wW(Ony1) < w(B,) + s If 0, € Wi‘)d(é*)Jr%’ writing 1 = O + Y1 (h(0,) + €)
where & = h(0,) — h(0,) is such that || < X and using (3.6), one obtains that
wW(Opi1) < w(B,) — 2yn11. Hence

_ _ €
Vn > ne, w(lni1) < w(f,) + 1{w(§n)<w(9*)+§}§ - 1{w(én)zw(9*)+§}2%+1- (3.8)

Hence if w(0) > w(b,) + 5 for ne <k <mn, then w(lp1) < w(0n.) — 2> 0, Vs
so that with Zkz% Vet1 = 00, we deduce that n. = inf{n > n. : w(f,) < w(b,) +
5} < 00. By an easy inductive reasoning using (3.8), we obtain that for n > f,
w(0,) < w(b,) + 3. With (3.7), we conclude that for n > n., w(f,) < w(f,) +¢.

Proof: Since Vw.h is continuous, £LN WM is compact and its image D by the continuous
function w is also compact. For n > 0, let D, = {u € R,3v € D : |u —v| < n}.
The set D,, is an open subset of R and therefore an at most countable union of disjoint
open intervals. If w € D, then there exists v € D such that v € (v —1n,v + 1) and
(v—mn,v+mn) C D, so that the length of each open interval in the union is at least 2.
Last, since sup,ep, [u| < sup,ep [w| + n with sup,ep [v] < 0o by compacity of D, D, is
bounded and D, is a finite union of intervals.

Let n > 0. The set w™(D,2) is open by continuity of w and £ = W N (R% \
w™(D,2)) is compact and such that Vw.h is strictly negative on K. By the second
assertion in Lemma 3.0.5,

36, ), 2> 0,V0 € K, ¥y € [0,0], V¢ € R% with |¢] < ),
0+~(h(0)+ &) € © and w(d +y(h(0) + €)) < w(B) — 27. (3.9)

The assumptions ensure the existence of ng € N such that for n > ng, 6, € WM, ~,,, €
[0,6], 1227 7j+15j+1‘ = ’Z?:n;c Vi+1&j 1 T 2 imne V15 Iwan (07) | < e —ar Ay ja iy
Yvhere 7). is introduced in the first statement of Lemma 3.0.5. Let én,c = 0, and for n > ng,
0, =0, — Z}:ilc vj+1&+1- By the first assertion in Lemma 3.0.5, for all

Vn > ng, 0, € © and |w(f,) — w(b,)| < (M; — M) An/4, (3.10)

which implies w(f,) < w(#,) + My — M so that 6, € WM and |h(0,) — h(6,)] < A
Moreover,

Vn > ng, Oyt = On + Yogr1h(0n) = On + Y1 (h(0,) + (R(0,) — h(60,))). (3.11)

If there exists n; > nx such that for all n > ny, w(f,) ¢ D, /2, then for n > ny, 0, €K
so that, combining an inductive reasoning, (3.9) and (3.11), we get that for n > ny,

w(0,) < w(bh,) — 235, 117 Since Y. 1,7 = 0o, this contradicts the positivity of
the Lyapunov function w. Hence (w(6,)), is infinitely often in D, .

One has D, ), = :”:/f(ak,bk) for ko € N* and —oo = by < a1 < by <az <by <...<
k,p < br, , < @k, ,41 = +00. Let k;/Q € {1,...,ky/2} be such that (w(6,)), is infinitely
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often in (ak*  bey ,)- We now check that w(f,) is in (ak;/z, by, + 1) for n large enough.
Let 0 <e < (ak*/ 11— b /Q)A(ak —bk _1)/\g and n; > ng be such that for all n > ny,
Ynt+1 SUPgeyyrn |R(O)] < 7e. Comblmng the first assertion in Lemma 3.0.5, (3.9) and (3.11),
we get that

¥n = g, w(li) < 00) — 2 Lc(0a) + elp, , (w(0,).

Let ny > n; be such that w(f,,) € (ak;/2

checks that for all n > ny, w(f,) < bk* + ¢ by induction and considering the two cases

,bk;/Q). Since ¢ < Qe 41— bk;m’ one easily

w(f,) < bk;/2 and w(f,) € [bk:l/2 /2+1) C K. In the same way, since € < gz, — bk;/Q_l,

if w(0,,) < ag: . for some ns > no, then for all n > ns, w(f,) < ag: . which contradicts
the fact that (w(f,)), is infinitely often in (ak* by ,)- Hence for all n > ny, w(f,) €

(ak ,bk* + %)

n/2 n/2

Since D,/ C D, where D, is a finite union of disjoint intervals, (ak bk* ) is included
in one of these intervals that we denote (ak; bk;) For u € (ak;/Q bk:z/2) there exists v € D
such that |[v —u| < n/2 and if v/ € R is such that |u' — u| < 1/2, then |v — u/| <
v —u| + |u — u/| <7 so that v’ € D,. Hence (ak* —n/2, bz, + n/2) C (ak;, bg:). With
(3.10), we deduce that for n > ny, w(f,) € (ax;, bk,*,)

Therefore any limit point of the sequence (w(6,)), belongs to the interval (1, o (ak: , by )
which is included in ﬂn>0 D,,. For u € ﬂn>0 D,, for each n € N*, there exists v,, € D such
that |u — v,| < 1/n. By compacity of D, a subsequence of (v,), converges to some
Uso € D so that u = v,. Hence ﬂn>0 D,, C D. Since D has an empty interior, the interval
N,>0(axs, bi; ) is a singleton {v*} and the sequence w(6,), converges to v* as n — oo.

Let for > 0, [C AWM ], p = {0 € WM =30 € LAWM - |4 — 6] < 5/2}. We now
suppose that 7 is small enough enough so that, by the first statement in Lemma 3.0.5,
V6 € R% such that 39 € W™ with |§ — 6| < /2, 0 € ©. Then [LNWM], 1, = {0 € R%
30 € LOWM g — 0] < n/2} is an open subset of R% and K, = WM\ [£ N WM,
is compact as a closed subset of the compact W™i. Reasoning like in the beginning of
the proof and using the convergence of w(#,) to v*, one obtains the existence of z > 0,
n1 > ng, such that if for n > ng, , 0, =0, — Z?’ an Vj+1&41, then 6, € WM for all
n > ng, and

_ n=
Vn > On) — w(0)| V [w(f,) — v <
n>ny, (w,) —w,)| Vv |w(d,) —v*| 16 supgeyyn, [1(0)

%IS

and w(0,41) < w(b,) — 2yn41lic, (0,) + 51[£ﬁwM1}n(§n).

For n > ny, let 7(n) = inf{k > n: 6, € [LN W], »}. Since for n < k < 7(n), w(by) <
w(f,) — sz;lL Yi+1 and Do 541 = oo, the positivity of w implies that 7(n) < oco.
Moreover,

(n)—1
Z Yi+1 < % (w<0_n) - w(éfr(n)))
< 2 (Jw(bn) — w(0n)| + [w(b,) — v*] + [v* = W(Ormy)| + [W(Or(n) — W(Or(m))])
Ui
<

4 supgey |R(9)|
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Therefore, for n > nq,

7(n) 7(n)— 7(n)
77 n_n
(0 — 0] = Z Vi+1(h(0;) + 1) <es;1v§41‘h )| Z Yis1 + Z WG| <3t = 5
j=n j=n j=n+1
Since 0,y € [LN WMl]n/g, we conclude that for n > ny, infyc qppn |0 — 0, < 1.
[ |

Example 3.0.8. Let us turn back to the Robbins-Monro example :

6n+1 = en + 7n+1Yn+1

where (Y,), is a sequence of square integrable random variables such that for F, =
(6o, Y1,...,Yy), E[Y,i1|Fn] = h(0,) and (yn)n>1 a deterministic sequence of positive
numbers. Let &,11 = Y1 — h(6,) = Y1 — E[Yaa1|F] so that 0,01 = 0, + s (h(0,) +
&nt1). We assume that

— h:R% — R is continuous and such that h(6,) = 0, h(0).(0, — 0) > 0 for all 0 # 6,

|n(6)>
and Ky, 3= SUDgcrds 1175, |2 < 00,

— Zn>1 Yo = 00 and Zn>1 Yo < 00,

— Vn € N, E[|&1]?|Fn) < s2(0,) for some function s : R% — R such that k, =
0
SUPgero ﬁ < 00,
— E[|0g — 6,|*] < oo, hypothesis satisfied when 0y is deterministic.

The square integrability of (0y — 60,) and the one of Y41 for all k € N ensures that for
alln e N, 6, — 6, = 6y — 60, + ZZ;S Vi+1Yrr1 1S square integrable. Let us check that
S, E[[6, — 0,7] < o0

|01 — 0*|2 =0 — Ox + Vo1 (R(6n) + €n+1)|2
+ 2’771-0—1 (9 9 + ’Vn—i-lh( )) gn—&-l + ’7n+1|£n+1|
§|9n - 9*|2 + '7n+1|h( n)|2 + 2'7n+1<9 — 0.+ ’Yn+1h( )) §nv1 + '7n+1|§n+1|
using that h(0,).(0,—0,,) > 0 for the inequality. Since 0,,— 0, +v,11h(0,,) is F,-measurable

and E[&, 11| Fn] = 0, the expectation of the second term in the right-hand side vanishes so
that setting k = Ky, + ks, we obtain

E(|0n+1 — 0.%] < E[|6n — 0.0%] + 72 B[ 2(0,)* + 5°(0n)]
< E[|0, — 0.%] + w7z (1 +E[|6, — 0.%])
=(1+ /i’yle)EH@n - 9*‘2] + ’Wgﬂ-

Iterating this inequality, we deduce that for n € N,

n n n

(|6, — 0.*] <E[|60 — 0. [T(L + 532) + )7 [] (1 +57)

=1 k=1 I=k+1

( HQO O+ | + HZ’Y ) iz In(a7) = <E[|00 — 9*|2] + KZ7£> €HZZZ1WQ’

E>1 k>1
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with the right-hand side finite and not depending on n. The process (my = 25:1 Y& ) ken
(convention mo = 0) is a Fr-martingale. Since for k > 1,

’mk| Z’Y?E ’@

IIMw

k
< HSZWJZ (1+E[|6;-1 — 6.]%]) < &, <1+Sup]E 10,21 — 0.]? >Z”Y]a

Jj=1

this martingale is bounded in L? and therefore a.s. convergent. Since for k > n > 1,
k k
)Zj:n V5 >i=niSi| = 0.

We set © = R% w(d) = |0 — 0, so that Vw(0) = 2(0 — 0,) and L := {§ € R% :
Vw.h(0) = 0} = {6,}. For all My € N*\ {1}, WM is compact and Vw.h negative on
wal. Since, by the Fatou Lemma, E[liminf, . |0, — 04]?] < liminf, o E[|0, — 0,]*] <
sup,en E[|0, — 04]?] < o0, one has P(liminf, o |0, — 04]* < 00) = 1 and therefore a.s.

= |mg — my_1|, a.s. lim, o max>,

there exists an integer My > 2 such that 0, is mﬁmtely often in Wt cmd by Corollary
3.0.3 (yn tends to 0 as n — 00 since Y51 V4 < 00), O, remains in W " for n large

enough. Since for all integers My > 2, LOWM = {0,} and the image of this set by w is
equal to {0}, Theorem 3.0.6 implies that a.s., 0,, converges to 0, as n — oo.
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Chapitre 4

Adaptive Metropolis Hastings
algorithms

4.1 the Self-Healing Umbrella Sampling algorithm

4.1.1 Framework

Let 7(dz) = n(x)A(dx) where n: E — R, is a probability density with respect to the
reference measure A : [, n(z)A(dz) = 1. We consider

— a partition (EZ'>1SZ'S_’[ of the state space E into measurable subsets,

— I:E—{1,. I}deﬁnedby[( ) ZflﬂE( )

— 0, = (0.(i))1<i<z with 0 (1) = fE . We suppose that for each

ie{l,.... I}, 0,(i) >

— 0= {9— 0(1),...,0(Z )) €]0, 1 s.t. 2;0(@') =1}
The metastability is the fact that regions with high probability under 7 are separated by
regions with very low probability so that moving from one region with high probability
to another will be very difficult for a Metropolis-Hastings algorithm targeting 7. In the
above framework, the metastability can be characterized by the fact that the probability
measure 0, on {1,...,Z} is very far from uniformity.

For 6 € ©, let my(dx) = ng(w))\(dx) where

ﬂ _ 1 @)
Zg i1 92 Zg 9([($))

QZE

and the normahzatlon constant Zy is such that my is a probability measure i.e. 1 =

T 0.0 T 0.6
Z%, i 9( so that Zyp = i, 9((1.)).

Exercice 4.1.1. Find 8 € © such that Ty = .

We have Zy, = Z, so that my, (F;) = Ze X 21—8 = % The subsets F; in the partition
are equiprobable under 7y . Targeting the measure my, will drastically reduce the metas-
tability. To overcome the fact that 6, is unknown, adaptive algorithms construct a couple
(Xn,0,) at time n with 6, an estimator of #, computed as a function of the past values
(Xo, 0o, X1,01,...,X,) and sample X,,1 given (Xy, 0y, X1,01, ..., X,,0,) according to a

Metropolis-Hastings kernel targeting m, .

63
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Nevertheless, when sampling X ~ m,, to compute [, f(x)7(dx) for some function
f : E — R measurable and nonnegative or integrable Wlth respect to m, one needs to
perform importance sampling according to the formula

/E f@)rtda) =B | fOT Y 1 (X)Q*(i)] .

Since P(X € E;) = %, the variance of the importance sampling factor

Var

IZlEi(X)H (1) :IZ@E@)—(Z&@)) =1293(i)—

may be large if 0, is far from uniformity (which is the case in presence of metastability).
In order to reduce this variance, it is sensible to mitigate the strength of the biasing by
introducing some parameter a € [0, 1] and setting 7§ (dz) = n§(x)A(dx) where

w1 @) 1 n()
§(z) = Z_g; 6 lg,(z) = 78 X 6o (1(2)) (4.1)

and Z¢ = Y7 2l o6 that zZs =37

=1 9“(
X ~ 7y,
/E f(2)(dz)

Since P(X € E;) = HU - eifa(i), we have

., 0:7%(i). We have 1) = 7 and 7 = m. For

~E /()23 1 <X>ez<z'>] .

Zg*ég(z) Zg*
7 7 o1 (i) 7 2 7
Var | 75> 1p(X)0L(0)| = (Z5)7 D 02(0) x == — (Z 9*<z'>> =725, 0, () — 1
i—1 i=1 04 i=1 i=1
z z
= 0170 Y0 — 1.
=1 =1

The next lemma shows that this variance is a non-decreasing function of the strength
parameter a of the biasing.

Lemma 4.1.2. The function [0,1] > a — f(a) = ZZZ L0 )le L0:7() is non-
decreasing.

Proof:

B In(f( am(ZeHa >+8ln<291 “ )
S (O ()03 (1) 3y In(u(D)03(0)

= — =g(1+a)—g(1—a)

Y () Y ()
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T
where for b € R, g(b) = = 121;(9,;&)))9%) satisfies

ST n?(6.,(0)62() (Ziu n(6, (i <'>>eb<z’>>2
S 60) S 60)

The right-hand side is non-negative as it can be interpreted as a variance (or by

Cauchy-Schwarz inequality, (21.1:1 ln(@(i))@f(i))z < T In%(0,(:)0° (1) S5, 0°(d)).
Hence 9, In(f(a)) > 0. [

g'(b) =

Hence the smaller a, the smaller is the variance due to the importance sampling fac-
tor whereas the larger a the weaker is the metastability of mj . Therefore some tradeoff
between these opposite effects should be found.

4.1.2 the SHUS{ algorithm with parameters a € [0,1] and «o €

(1/2,1]

Algorithm 1 (SHUS2). For a (possibly random) initial condition (8, Xo) in (R*)T x E,
the SHUSG algorithm consists in iterating the following three steps over n > 0 : given
(0n, Xn) € (RY)E X E,

— Normalize én

z
O, = g—z € O where S,, == Zén(z), (4.2)
— Sample X,41 according to the distribution Py (X,,-),

— Update, for alli e {1,...,T},

B (i) = 0, (i) + ga(”sn)s 6 (i) L, (Xos1)- (4.3)

Here v > 0 is some constant and

for s> 0, gu(s) sifa=1
rs , Jals) = o

g (In(1 4 )™ if a € (1/2,1)
In the updating step 9~n+1(I(Xn+1))~> én(I(XnHl)) whi e 0, (i) = én(z) = 0 for
i # I(X,11). Hence S,y = ZJI 1O (g) > : 1Hn(j) = S, and, after normali-
> 0,

zation, O,41(1) < 6,(i) for ¢ # I(X,41) and 6, (_( Xnt1)) (I(X,41)). Moreover

T _0.(5) T 0.05) ) = 0. ()
L= Ty < =1 g And stnee m (B = Gy e
| . 0, (i 0, (i .
for i # 1(Xya), 75, (Ey) = S/ N TR0

Da z 0. (5) Dals T 0.

en(z) Zj:l ég+1(j) en(l) Zj:l 02 (5)

Wgyl+1 (E](Xn+1)> = 1 - Z Wgn+1 (El> < 1 - Z ﬂ-gn (EZ) = ﬂ-gn<EI(Xn+1))
i#1(Xnt1) i#1(Xnt1)

The weight of the just visited stratum in the target probability measure 75 — at the
next Metropolis-Hastings step gets smaller. In contrast, the weights of the non visited
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strata increase so that they get more easily visited in the future. This way, the algorithm
struggles with the metastability.

The function Jo Will determine the asymptotic behaviour of the step of the algorithm.

Since S, =4 (Zg setting v,11 = the udating step also writes

0
9a(Sn)’

%1@MMXHO>=@MM1+%H%1@hﬂXmO%

i (i) = éu@+%&0

When updating is performed according to this formula with (7,,),>1 a sequence of positive
steps given in advance and the two other steps unchanged, the algorithm is called Wang-
Landau.

Algorithm 2 (WL,). For a (possibly random) sequence (Yn)n>1 and initial conditions
(60, Xo) in (R%)F x E, the WL, algorithm consists in iterating the following three steps
over n >0 : given (0,, X,,) € (R%)* x E,

— Compute the normalizing constant S,, and the probability measure 6,, on{1,...,Z} :
I ~ ~
=> 0.(1),  On= S—" € 0. (4.4)
i=1 "

— Sample X,,11 according to the distribution Py (X,,-).
— Compute, for alli e {1,...7},

i1 (1) = (i) (1 4+ 11 027 ()1, (Xs1)) (4.5)

Since Sp+1 = Sp(1+7410%(1(X41))), the stochastic approximation procedure corres-
ponding to the updating and normalization steps writes
Oni1 (i) _ 6a(8) 1+ ynsabn (D)1, (Xns)

Ont1(2) = = X = 0,01
+1( ) Sn+1 Sn 1+ ’Yn+1(9%([(Xn+1)) ( )

1+ 901051 (1) 1, (X1

1+ Yni105(1(Xns1))
(4.6)

Typically, to ensure convergence to 6, of the sequence (6, ), generated by this proce-
dure, one needs that Y . v, = +oc and > ., 72 < oo (see Chapter 3). The Wang-
Landau algorithm is adaptive in the sense that 6, is learned during the computation
trough Metropolis-Hastings steps targeting the probability measure corresponding to the
current value 6,. The SHUS, algorithm is doubly adaptive in the sense that the se-
quence of steps m is computed automatically so that 0 < liminf,, nam and

limsup,, , , ., n% ;=g < 400 (which, since a € (1/2,1], ensures > ., -—&~ = 400 and
anl (ﬁ) < +OO)
4.1.3 Intuition about the choice of g,
We have
Spi1 = Sp 4+ ——8,0°(I(X,11)), forn € N. (4.7)

ga(Sn)

In the limit n — oo, we expect that 0, converges to 6, and the law of X, to 7y so that
P(X,11 € E;) converges to

m(E;) _ f1(i) S
h Za — a
Zi6:0) 28 where Zg ZG* (1)

* i=1

m, (Ei) =
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One expects in turn that E[0%(1(X,11))] goes to
T

(i 1 1
02052 N 70,(0) = ——.
Z Ze 1 Zg,

* =

So one may expect that (S,)n,en asymptotically behaves like (s(n)),en where s(t) solves
the Ordinary Differential Equation

ds(t) _ ys(t)
dt Z§ ga(s(t))
if & =1, then go(s) = s so that W = 2 (1) = 5(0) + 2+ and 7, = &~ should be
Ox n

dt Zg

equivalent to 9* as n — 0o.

if o € (1/2,1), we introduce a new approximation by replacing g, (s) by (In(s))™= in the

ODE :
dIn(s(t)) vy - d = v
_ T = 1 l-—a h - 1 I—a R —
a7 )T so that o ((n(s(0) ™) =
-«
We deduce that as t — oo, In(s(t)) ~ ((17323) and v, = s
7Tz, as n — 0o *

4.1.4 Intuition on the convergence when a =1

Let us suppose that 6, converges to some limit ., and check that 6., should then be

equal to 0,. We then expect that lim, e + >0 15, (X)) = 75 (E;) = % Since

O (1) = bo( +729k1 ) (Xk)

we deduce that % (Z) converges to v0% (i) x Zae*e(i) 5= 7292(2') as n — 00. As a consequence,
0o 0 %)

P T, N G/ 20u) o D _

2o — o 2 converges to Zézoo Yo 0.(4) = Z; and 0, (i) = ~g- o o 7 X 5

0,(7). This intuitive reasonning is not easy to genéoralize when o €]1/2,1].

4.2 Convergence of the SHUS{ algorithm

4.2.1 General assumptions

We study the convergence of the algorithm under the following assumption on the
target probability measure n(z)A(dz) and on the strata (£;)icqi,.. 1) :

A1 The density n of the target distribution is such that supyn < oo and the strata

.....

It is assumed that the Markov transition kernels {Pj, 6 € O} satisfy :
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A2 For any 0 € ©, Fj is a Metropolis-Hastings transition kernel with proposal kernel
q(z,y) d\(y) where q(z,y) is symmetric and satisfies inf g2 ¢ > 0, and with invariant
distribution 7§ dA = 7, where 7§ is given by (4.1).

The assumption inf g2 ¢ > 0 is particularly useful for the proof of recurrence property : we
recall that the algorithm is recurrent if with probability one, the sequence (6,,),>0 enters
infinitely often a compact subset of ©, see (4.15) below.

4.2.2 Convergence results

Our main result is the following convergence result.

Theorem 4.2.1. Let v >0, a € [0,1) and o € (3,1]. Assume A1, A2. Then the SHUS:

algorithm starting from any (R%)* x E-valued random initial condition (6, Xo) converges
in the following sense :

(i) lim, o 0, = 0, P-a.s.
(ii) For any bounded measurable function f : E — R,

lim E [£( /f (dz) andP(leEZka /f )):1

(i1i) For any bounded measurable function f: E — R,

z
lin B (Z e;_‘;u)) (DI = [ fla)n(da)
1 7,=nl .
P ( Jlim = (Z 9,1_;‘@')) 0f (I(Xy)) f(Xi) = / f(sc)w(daz)) =1
k=1 \i=1 E
Note that Z(( 7= 250" (I(x)) with Zg§ = ST eag) In practice, since 6, is unknown,

Zg is unkwown but may be approximated by Y -, 6'%(i) when 6 is close to 6,. This
approximation is used in statement (iii).

According to [25], for the choice a = 1, the same convergence result holds under A1, A2
and if the target density 7 is bounded from below : infz 1 > 0. This additional assumption
on 7 is needed in to prove the recurrence property : limsup,,_, . minj<;<z ,(¢) > 0.

The key property for the proof of convergence of the sequence (6,),>0 to 6, is to
rewrite the updating rule of the weight sequence (6,,),>¢ as in (4.9) below. This allows us
to consider it as a stochastic approximation algorithm with (i) a random stepsize sequence
(Yn+1 = 557 )nen and (ii) Markovian inputs X1 with a distribution conditional to the
past, depending on the current estimate 6,, of 6,. According to (4.6), we have

1+ Y10 ()1p, (Xnia)

0, 0,

ol =6 (1 (X)

With the identify 12 =1+ b — ¢ + <2 valid for (b, c) € R x R*, we deduce that
9n+1( )

=14 Yng1 (05 () 1p, (Xng1) — O (1(Xps1)))

On(I(Xnt1)) (Oa(I(Xns1)) — 057" (1) 1g, (Xns1))
L+ Y4102 (1(Xny1)) .

en(z)

+ %21+1
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Hence

Ont1(8) =0,(2) + Ynr1 (05 () 15, (Xng1) — 00 ()05 (1(Xpt1)))
o On(I(Xnt1)) (0(3)05 (1(Xnt1)) — 05 ()1, (X))
e L+ Y105 (1(Xns1)) '

Let us introduce the function H : E x © — R’ with i-th component
Hi(z,0) := 0°(i) 1g, () — 0(i) 0°(I(x)) = 0°(I(x)) (1g, () — 0(2)). (4.8)
We do not indicate explicitly the dependence of H on a for the ease of notation. Setting

Qn(i) — ]‘Ei (Xn-H)
L+ Y105 (1(Xp41))

An+1(i) = 7n+1‘972La(](Xn+1))

we rewrite the evolution as

gn—‘rl - 9n + ’Yn—ﬁ-lH(Xn—‘rla en) + /Yn+1An+1~ (49)

: 029 (I(X,, :
Since 0 < 1+7:+59%(1(§(121)) <land —1g,(Xps1) < 0,(0)—1g, (Xni1) < 0,(7), the Euclidean

norm of A,,; € RT with coordinates A,,(i), 1 <i < Z satisfies

T

T
|Ant1] < Yngr Z —15,(Xn41))? < Yapa 2(92( )+ 1 (Xni1)) < i1 V2.

=1 =1

(4.10)

Let us compute the expectation of the function H; under the probability measure 7j :

/erwe(da:)—ﬁa( i)l (E;) — (i Zea

T . .
AT 00 80)— 60)
7z (9” 0200 eao)) Zi
Hence the function h : © — R’ with coordinates h;, 1 < i < Z writes

0,—0
zg

h(0) = (4.11)

The function A is called the mean-field function of the algorithm. The recursion (4.9) is a
noisy version of the dynamics driven by this mean field function :

Oni1 = On + Y1 (R(0n) + &ngr1) where &,y = H(X11,0,) — h(0,) + Apia. (4.12)

The proof of convergence of (6,,),>0 relies on the results in Chapter 3 with the Lyapunov
function w(h) = .-, 6,(i) In(6,(i)/6(i)). Notice that as soon as > men Vogq < 00, then
(4.10) ensures that lim,, o Sup;>, | Zf:n v;7A;] = 0. To deal with the other contribution

H(X,41,0,) — h(0,) in &,41, we introduce the solution H, (for notational simplicity we
do not explicit the dependence of Hy on the parameter a which is fixed) of the Poisson
equation

~

Hy(x) — PyHy(x) = H(x,0) — h(0), z € E
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permits to introduce a martingale increment by rewriting

H(Xn11,0,) — h(0,) = Hen(XnH) - P;nﬁgn(XnH)
= Hgn (Xnt1) — Pgnﬁgn (X»), martingale increment since X,,1 ~ Py (X, .)
+ P;nﬁen (X,) — Pélnﬂﬁonﬂ(XnH), telescopic
+ P Hy, .\ (Xns1) — P Hp, (Xn41), small if 0 — Py Hy(z) smooth.

After multiplication by the stepsize v,1, the telescopic property is lost :

n—1

> (Péiﬁak (Xk) — P&Hﬁakﬂ(){kﬂ)) =71 P§ Hy,(Xo) — ¥ P5. Ho, (X,
k=0
n—1
+ Z(%ﬂ — ) Py, Ho, (X5
k=1

but the sum will be small if v, does not move too quickly with k. Notice that

1 1 1 .
ﬁ—m:k—a(l—(ﬂrl/k) )

Nk1+a as k — oo

Theorem 4.2.1 is a consequence of Proposition 4.2.2 and Proposition 4.2.4 stated be-
low. Proposition 4.2.2 shows that convergence holds as soon as the algorithm is recur-
rent and the stepsize sequence (7,),>1 a.s. satisfies the usual conditions Y 72 < oo
and ) ., 7, = oo for the convergence of stochastic approximation algorithms. Proposi-
tion 4.2.4 ensures that those two conditions are actually satisfied in our setting. The proof
of Proposition 4.2.4 is based in particular on some sufficient conditions on the sequence
(Vn)n>1 for the recurrence of the algorithm, stated in Proposition 4.2.3.

Proposition 4.2.2. Let a € [0,1). Assume we are given a density n and a family of
kernels Py satisfying A1 and A2. Assume that we are given sequences (én,Xn)nzo and
(Yn)n>1 generated by the WL, algorithm (see Algorithm 2). In particular, for all n > 0,
conditionally on

Foi=o (éo,Xo,Xl, . ,Xn> , (4.13)

X1 is generated according to the distribution Py (X, -).
If, moreover,

— the stepsize sequence (7,)n>1 is predictable with respect to the filtration (Fy,)n>o (i-e.
for allm > 1, v, is F,_1-measurable) and such that

P <(%)n21 s non-increasing, Z% =00 and Z%% < oo) =1, (4.14)

n>1 n>1

— the algorithm 1is recurrent, in the following sense :

P (lim sup min 6,,(i) > 0) =1, (4.15)

oo 1<I<T

then the conclusions (i)-(ii)-(iii) of Theorem 4.2.1 hold.
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Some sufficient conditions on (7,)n,>1 to ensure the recurrence of the WL, algorithm
are given in the following proposition.

Proposition 4.2.3. Let a € [0,1). Assume we are given a density n and a family of
kernels Py satisfying A1 and A2. Assume that we are given sequences (0, X,)n>0 and
(Vn)n>1 satisfying the recurrence relation (4.5) of the WL, algorithm.

If the sequence (Yn)n>1 is non-increasing, bounded from above by a deterministic se-
quence converging to 0 as n — oo and such that

7, 1= sup QLI +00, (4.16)
n>1 Tn4+I—1

then the algorithm is recurrent, in the sense of (4.15).

Notice that Propositions 4.2.2 and 4.2.3 give some sufficient conditions on (7,),>1 for
the convergence of the WL, algorithm.
Proposition 4.2.4. Let v > 0, a € [0,1) and o € (3,1]. Assume A1, A2. Then the
sequences (én,Xn) and (fynﬂ = L) generated by the SHUSY algorithm star-

n>0 ga(Sn) n>0 a

ting from any (R%)* x E-valued random initial condition (6y, Xo) are such that (4.14)
and (4.15) hold.

A useful corollary of the previous results gives the effective behavior of the stepsize
sequence (Yn+1)n>0 in the longtime limit n — 400, confirming the intuition given in
Section 4.1.3.

Corollary 4.2.5. Let v >0, a € [0,1) and a € (3,1]. Assume A1, A2.

Then, the stepsize sequence <%+1 = ﬁ) generated by the SHUS, algorithm star-
a\Pn TLZO

ting from any (R*)* x E-valued random initial condition (6, Xo) has the following asymp-
totic behavior :

. o 1/04 _ a _ y = 1 Zde - 1’
P (nh_g)lo (n%y,) " =Cq Z9*> =1 with C,:= { (1—-a) ~ /=1 it g e (1/2,1).

where, we recall Z§ = ST 0e(h),

4.3 Proof of Proposition 4.2.2

To prove Proposition 4.2.2, we are first going to establish several preliminary results.

Proposition 4.3.1. Under A1 and A2, there exists & € (0,1) such that for all 6 € O,
for all x € E and for all measurable set A C E, it holds :

Py (z, A) > ang(A). (4.17)
Hence the uniform Doeblin condition holds. By theorem 1.3.11, we deduce that
Corollary 4.3.2. Under Al and A2,

da € (0,1), VYn > 0, supsupdrv((Fy)"(x,-),mg) < (1 —a&)". (4.18)
0cO zckE
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Proof of Proposition 4.3.1. By definition of the Metropolis-Hastings kernel and since q is
symmetric by A2,

a i (y) infr.pq infpypq
Pj(x, A Z/qx,y (1/\ >d/\y2 /n“y/\dy— g (A).
o) > [ o) (10 B8 ) ax) > TEEL [ i)y - HEE ()

Again by A2, infgyg g > 0. On the other hand, for z € F,

() N (g @)/07() oy A@)/07) Supp 1)
15(0) = 2 M OS 5 e < 2 DG GG S M 00

where the right-hand side is finite by Al. Hence the conclusion holds with

min;<;<z 9*(i) infp.pq
Supgn .

a =
[]

The proof is now organized as follows. We first state three lemmas which quantify the
dependence on 6 of the invariant measure 7y, the transition kernel Pj, and the solution
to a Poisson equation associated with Pg'. We then give the proof of Proposition 4.2.2.
Lemma 4.3.3. For all 6;,0, € O,

T

drv(mg, m4,) < (T—1) >

i=1

05 ()

BO1E

Notice that the result of course also holds with the symmetrized right-hand side

03 (i) _ 0@
01 (4) 05(0)])

Proof: The proof is adapted from [24, Lemma 4.6]. By definition of n§, for ¢ € {1, 2},

T

(Z — 1) min (Z 1

=1

s

2o

i=1

RS SN OJL (0NN GO
) ;Z%[exa‘)/@zm . H)

where 25 1. () is probability density with respect to A. Hence,

04 (%)
. 0.(0)/03) 0.(6)/93()
drv(mg,, Tp,) < T =z
e (75,15 0 1SS 0 050 S 0m(0) 1050
ST 0.08.0) 6 0)50)] - /08RG
=T ST emem YLe0ms0

We denote by N(6;,60;) the numerator in the right-hand side of the previous inequality.
Then,

T

N oy 1050 6(5) — 03(0) B5.(5)|
N0 =3 2 0-000) T gsar0) 550
s ooy |G —650) || § | 67(i) — 03(i)
<22 0000:0) eamemes(g)‘*;;9*(”9*@ R ST ALT
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For the denominator, we use the lower bound

Ve L. Th  Semem) S0 s HO60) L000)

p — 01() 05(5) ~ 07(5) 05(4)
Therefore,
- 516) a< J)l ~ 1655) — 650)]
dTV 791,71'92 SZZ S(I_1>Z ! ga .2 )
=1 it =1 1)
which gives the claimed result. | |

Lemma 4.3.4. Assume that q is symmetric. Then for all 61,05 € © and x € E

dTV(Peal(x, -),P(,“Q(x, ) <2 max

(4.19)

Proof: The proof is adapted from [24, Lemma 4.7]. As P§' is a Metropolis kernel, for any
bounded measurable function f,

1P () — P f(a)] = ] [ a6 (@0, (2.0) = (.90 (70) = 1) dx<y>\

< 2sup|f| sup|ag, — ag,|
E 52

where ag(z,y) = 1 A (n§(y)/ng(x)) since ¢ is symmetric. For notational simpli-
city, we do not indicate explicitly the dependence of ay, on a. Since, by Proposi-
tion 1.3.3, dpv(Fj (z,-), P (x,) = SUD ) pl<1 |Pg. f(z) — Pg. f(z)|, one deduces that
drv(Pj (z,-), P (x,-)) < supge |ag, — a,|. Let us introduce the unnormalized density

z
n(z) |
Vo e E,
z 779 ; 9a<Z
which is such that Vz € E,ni(x) = (Z3)"'n4(x) where Z§ = ZJI 1 ZZE]; Notice that
Vae,y € B, ag(z,y) =1A i (Y)
g (x)

We now show that

i (4.20)

ve1702 € @7 V%y € E7 |O[91(Iay) —0492($,y>| < 2Sllp ‘1 -
E 0o

which yields the result (4.19) since

>=a
Moy | _
7,

sup |1 —

E

The proof (4.20) is performed by distingishing between four cases.



74 CHAPITRE 4. ADAPTIVE METROPOLIS HASTINGS ALGORITHMS

o If 75 (x) < g (y) and 7g,(x) < 75,(y), then ag(z,y) = 1 = ag(z,y) and
|, (2, y) — ag, (z,y)| = 0.

o If 7§ (x) < 7, (y) and 7§, (y) < 75, (x), then

L) | W) e - @) | ) ) ~ i)
oled) eI G S e T e e W
) @) 5, () T, (0) ) — 7,0
A C) 7791(9) g, (@) g, (y)
<2sup|l — 7791
E 7792

o If 75, (y) < 75, (x) and ﬁgQ(y) < 7, (x), then
6, (y) 15, () L W) 6, (Y)
g, () ﬁz‘z(w) e (z) g ()
g (y) |iig, (x) — 7ig, ()] N |75, () — 715, ()|
g, () g, () g, (@ )

‘7791 (z) — 7792 | ‘7701 7752(9)}
7 ¢ R T (%
7791
7792

|a91 (J}, y) — G, (l’, y)| =

<2sup|l —

E

o Assume 75, (y) < 7ig. (¢) and 73, (x) < 7, (). T 7, (x) < 78, (y), it holds that

0o, (,) — any(e )] =1 — B8 o TR )y T
Mo, () Urs (y) E Mo,
Otherwise, we have 75, (z) < 7§ (y) < 7, (v) and we write

‘0491(.1',3/)—0692(37,3/)’ =1- +

g, (y) 7, x; (77@1( x) %‘2(3/))

(
g, () g, (@) \ng,(x) g, ()

= ( Zl(x) 1) +‘1—f'31_(y)‘

g, () 75, (y)

e (- 20)

7791
7792

This shows that (4.20) holds, and thus concludes the proof. [

<2sup|l —

E

Lemma 4.3.5. Assume Al and A2. Then, suppee SUp,cp |H(7,0)| < 2 where H is
defined by (4.8). In addition, for any 0 € ©, there exists a unique function Hy solving the
Poisson equation

Hy— Pplly = H(.0) = h(9), 7 (Hs) =0, (4.21)
where, we recall, h(8) = w§(H(-,0)) is defined by (4.11). Moreover, H, is uniformly boun-
ded :

~ AV A
sup ‘H@(Z’)‘ < —\~/_
0€O,zcE (0%
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Notice that for notational simplicity, we do not indicate explicitly the dependence of H 9
on a.

Proof: For all (z,0) € E x O, since H;(z,0) = 0°(I(z)))(1g, (z) — (7)),

H(x,0)]> =Y (Hy(z,0))* < 0*(I(x)) Y (1p,(z) + 0(i)?)

i=1 i=1

T
<14 0() =2, (4.22)
i=1
so that sup,eg SUp,cp |H (7, 0)| < V2. Set

o) = 3 ( [ (00 o) 100,0) - 1) ).

n>0

By Proposition 1.3.3 and Corollary 4.3.2 and since |H;(z,0)| < 1,

[yt . - hz-(e)\ <2 sup dev((PY) (). 5)

0cO,xeFE
<2(1-a)n

sup
0cO,xeE

Therefore

is well defined and

sup sup ﬁg(x)‘ < sup supz (P H(-,0)(x) — mg(H(-,0))| < @ : (4.23)

Q
0cO z€F 0cO z€F >0

It is easily seen that this function satisfies (4.21) (see the proof of Proposition 1.5.1).

Lemma 4.3.6. Assume Al and A2. There exists a finite constant C' such that, for any

91,92 € @,
S 05(7))
Hy — H, — 2
o {2 ew'))D

+Pﬁﬂﬁ—%y@

}§C<‘91—92

Proof: By the definition (4.8) of H,

sup |H(z,01) — Hy(z,02)| < max_ [07(j) — 05(7)] + [61(7) — 62(2)].

z€eE je{1,...7}
Therefore, there exists a finite constant C’ such that for any 6;,6, € O,

CL

zel 1

T
sup |H(x,0) — H(x,0y)] < C"{Z ; ‘+|91 |} ) (4.24)
1
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Since h(0) = 19*—9“ where, 37 90;((;))) > S°F 6,(i) = 1, one has
i=199(1))

|01 — 6, 1 1

|h(60h) — h(0:)| < — RORAE 02| | =7 0.0)  ~ZI 0.
i=1 99 (i) 2ic 0% (3) i 03 (%)

I 0. () ,

|65 03 (4) 05 (1)

<=+ = Y = <1

- *(]) z 0*(]) a

p 03 (j) i=1 > i1 95(j) 03 (1)

| 63(i)
< |61—92|+Z'82—@—1‘.
i=1 171

Hence, with the Poisson equation Hy — Pgﬁg = H(-,0) — h(0), it is enough to prove the
estimation of Py Hg, — Py, Hy, to conclude.

Denoting (by a slight abuse of notation) Hy(z) and Fp in place of H(z,6) and P§ to
lighten notations and following [26, Lemma 4.2], one writes

P91ﬁ91 - P92]E\[92 = (Peri - PHT;)H& + POZ(H& - H92> - 7T32<H91 - H92) + ﬂ-gg(Hﬁ) - ng(H%)'

Using the invariance of mj by P, for the second equality and denoting by (Pe’“1 — 7))
the kernel P} (z,dy) — 7§ (dy), one gets

n—1

(P01 PH H91 ZPQ P91 P92)Pn " 1];[91
k=0
n—1
=D (Po = m5)(Poy = Poy) Py, " Hoy + 3 (i By (Hoy) — 5, Py (Ho))
k=0

= Z(Pélfl - 7T31>(P91 - P92)P6n;k71H91 + ﬂ-g1 (H91) - ng (PHZHGH)'
Also remarking that (Fy, — Py, )mg, (Hy,) = 74, (Hy,) — 74, (Hp,) = 0, one deduces that
n—1
Pgi <H91 - ﬂ-gl (Hel)) P@ (H92 7T92 H92 Z P91 7T91 P91 - P92) (Pez_k_lHﬁ - ﬂ-gz(Hf%))
k=
+ POQ(H91 - H92) - 7‘-92<H91 - H92> + WgQ(Hel) - ng(PQT;Hﬁ)‘
(4.25)

By Proposition 1.3.3, (4.19), (4.18) and Lemma 4.3.5,
sup (P, — 76,)(Poy — Po,) (Pgy *~" Ho, — 4, (Ho,)) |

< 8sug drv(Py (z,.), 75,) sug dov (P, (z,.), Py, (x,.)) Sug dTV(PQ”Q_k_l(x ), mg,) sup |Hy, (z)]
TE TE ze zelE

03(i
<16v2 sup |1- j@ (1-a) .
ie{l,...I} 05 (1)

In the same way, by Proposition 1.3.3, (4.18) and (4.24),
s%p |P9”2(Hg1 — Hy,) — mg, (Hp, — H92)| < 2sug drv(Py(x,.), mg,) sug |H(01,2) — H(6, )|
e HAS

<2(1-a)"c’ {|91 — 6+ |1~ Z?Zii‘}

i=1




4.3. PROOF OF PROPOSITION 4.2.2 7

Last, remarking that, by invariance of w§, by Fj, n§ (He,) — 7§ (P Hy,) = (7§, —
g )( Py, Hp, — 7§, (Hp,)) and using (4.18) and Lemmas 4.3.3 and 4.3.5, one gets

|4, (Ho,) — 74, (Pg. Hp, )| < 4drv (7§, m5,) sup drv(Py(z,.), 7)) sup |Hy, ()|
)
0%())

Plugging these three estimations into (4.25), we obtain the existence of a finite constant

C not depending on 61,05 € O such that
o
01(i))

<4NV2AT —1)(1 — d)”i

i=1

T
Sup | Py (Hg, — 7o,(Hy,)) — Py, (Ho, — 74, (Hg,))| < Cn(1—a)"~" {\91 — 0]+
=1

One concludes by summation over n > 1 since y_ -, n(l —a&)"! -2,

=

Let us introduce the Lyapunov function w : (0, +00)Z — R defined by :

When 6 € O, w(0) is the relative entropy of the probability measure 6, with respect to
the probability measure 6 on {1,...,Z}.

Lemma 4.3.7. We have
V0 € ©, wd) >0 and w(@) =0<0=10,
Vo € ©, h.Vw(#) <0,

where h(0) = Zf*_fim is defined in (4.11).
i=1 93

Proof: Applying Jensen’s inequality with the strictly convex function x In(x) (with deri-
vative In(z) + 1 and second order derivative 1/x), we get

wl0) =2 s () o2 (Z %f“”) tn (Z %<(¢i>)9(i)> =0
0, (%)

with equality iff 0] does not depend on i € {1,...,Z} i.e., in view of the normalization

condition 37, 6,(i) = 1 = 31, 6(i), 0 = 6,. On the other hand, dyiyw(0) = % so
that

=1

We conclude by remarking that, by Cauchy-Schwarz inequality,




78 CHAPITRE 4. ADAPTIVE METROPOLIS HASTINGS ALGORITHMS

We are now in position to prove Proposition 4.2.2, by considering successively the three
items in Theorem 4.2.1.

(i) The proof of the first item consists in verifying the sufficient conditions given in
Theorem 3.0.6 in the chapter 3 dedicated to the stability and convergence of stochastic
recursions. Let us rewrite (4.12)

Ont1 = On + Yni1(R(0,) + &npr) with &0 = H( X410, 6,) — R(60,) + Apgr

By Lemma 4.3.7, Vw.h is non-positive on © and £ := {0 € © : Vw.h(0) = 0} = {0,}.

In order to apply the results in Chapter 3, we modify the parametrization by introdu-
cing the open subset © = {0 € (0,1)7" : lezll 0(i) < 1} (notice that since for 6 € O,
ZZ 0(i) = 1, 0 is contained in an hyperplane of RZ and therefore not an open sub-
set of R*) and setting for 6 € ©, 6_ = (0(1),...,0(Z — 1)) € © and for § € RT,
0+ = (6(1),...,9(1 —1),1 -5 11 0(i)). Notice that for § € ©, §, € ©. We also set
h(0) = h(0) and @ () = w(h,). The function h is continuous on © and @ is C' on O.

A~

Since for 6 € © and i € {1,...,7 — 1}, gy (0) = ag(i)w(é+) — ag(z)w(é+), we have

Z 09 h(8) = 2 (0.00) ~ 00 (B) — ShyoBi) 3 (6.06) — )

where we used that 377 (6,(i) — (1)) = 1— 377 0(i) — (

~

for the second equality. Hence Vw.h is non-positive on
0} ={6,_}.
One has

@ -
Q..
o
I
~—
D> .
m N—
o
<
I3
= |
G
Il

Vo € ©,w(d) > Zé’*(i)ln(e*(i)) — min 0,(7) In( min 6(7))

1<i<T 1<i<T

and min 0(7) > ¢z i O RO )

R S n(f,
HeIlce m1n1<l<_’[9+( ) > ennn1<l<19*()21 10*( i)l (9 f@ c WM1 = {6 c @ w(@) S

My} for My > 0. Since § € [0,1)7~! with the latter a compact subset of RZ-* , from any
sequence in WM, one may extract a subsequence which converges to some hmlt Oy €
[0, 1171, Moreover by contmulty of [0,1%7! > 0 ming<;<z 0+( ), minj<;<7 000+( ) >
X1 OO0 (0) =M1 g6 that §,, € ©. By continuity of w on ©, we deduce that W(0s) < M,
so that s € WM, Therefore WM is compact.

Let us check that we can find a decomposition &, = &! + &2 such that for any compact
subset K of O,

Z ’Yn+15n+1

P—a.s. hm sup
>k

¢
Z Tn1&ni116,_ex > = 0. (4.26)
n=k
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A.s., by the recurrence property (4.15) and since V8 € ©, w(f) < S°r, 6,(i) In(6,(:)) —
In(miny<;<7 04 (7)), there exists an integer M; > 2 such that (6,_) is infinitely often in

W and, by Corollary 3.0.3 applied with My = 1, (7, tends to 0 as n — oo since
My
2@1 72 < ), 0, remains in Wt for n large enough. Since for all integers M; > 2,

LNWM = {0, } and the image of this set by 0 is equal to {0}, Theorem 3.0.6 implies
that a.s., as n — 0o, 6,_ converges to 6,_ and therefore #,, converges to 0,.

Let us now check (4.26). By (4.10),

Z Vg1 Mg | <

P (Vk sup
>k

=~ \/5 Z%%“) =1

n>k

converges to 0 a.s. as k — oo.

so that (4.14) imply that sup,., Zf;:k Y1 Ani1

Using the Poisson equation (4.21), we write
H(Xn—i-h 071) - h(en) = ﬁGn (Xn+1) - Pélnﬁﬁn (Xn—i-l) =&Eni1 + Rgz—?—l + R£L+17

with
Entr = Hy, (Xos1) = Py, Hy, (X,)
R’fl-‘y)-l = PenHen (Xn> - P;n+1H9n+l (Xn+1) Y
B2 = B Hoy(Xoa) = B o, (Xoia)

Recall that v, is F,,-measurable. Let us first check that the martingale (M}),>1 defined

by M, := 22:1 Yn&n converges a.s. as k — oo, which will imply that a.s.

L

Z Yrt1Ens1

Let us first prove the result assuming that v, is square integrable, which implies that
The latter inequality holds since (&,,),>0 is bounded by 2supycg sup,cp |ﬁ9(l‘)| and, by

(4.14), (Yn)n>1 is bounded by ;. Moreover, v, is F,-measurable and the conditional
distribution of X, given 7, is Fg (X, "), so that

lim sup =0. (4.27)

ko o>k

M, is also square integrable. Indeed, for all £ > 1, |Mj| < 2k7; supgee SUD,cp

E(7n+15n+1 ‘ Fn) = TYn+1 |:E (f[On(XnJrl)

Fa) = Py Ho, (X,)| = 0.
In conclusion, (My)r>1 is a square integrable Fi-martingale. Since

ZE n+1 n)2| -Fn} = 273+1E(53+1|Fn)

is smaller than C'Y_ ., 72 which is a.s. finite by (4.14), (Mj)k>1 converges a.s. by the
martingale convergence theorem. Now, if v; is not square integrable, one can apply the
above argument upon replacing v; by 73 A I' where I' € N is a constant. This shows
that (4.27) holds almost surely on the event {v; < I'}, and thus on the event Up? {7, < I'}.
Since the set U {71 < T'} = {71 < oo} is of probability one, (4.27) holds almost surely.
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We now consider the term Rﬁfjl

l
=S R =D e (P Hoe (X)) = P o, (X))

n=k n=k
/+1
= > WPy He,( Z%HPQLHQ (X.)
n=k+1 n=~k

L

= 1P, Hop,(Xe)) + D (9 — Y1) P Ho, (Xn) — i1 Py, Ho (Xi)
n=k+1

By the monotonicity of the sequence (7, ), and since, by (4.23), [/-\[9 is uniformly bounded
in (6, x), we deduce the existence of a finite constant C' such that

14

> Al

n=~k

¢
<C <W+1 + Z (Y = Ynt1) + ’Yk-i—l) = 2Cvk11

n=k+1
Since, by (4.14), a.s. 7421 — 0 as k — oo, we deduce that the same is true for

¢ 1
SUDg> Zn:k 7n+1RfL+)1 ’

We now consider the term Rﬁl. By Lemma 4.3.5, there exists a constant C' such that

for any 6,60, € ©
). (4.28)

For any compact subset K of ©, we have 1nf9€,C ming <;<7 0, (i) > 0. Moreover fora € (0,1)
and ¢, € (0,1) either ¢’ < % and |1 — (tt/) | <1< §|t’ —tlort > 5 and

#\ #)e — ga £\
‘1—-(?) :Jil———l<<f3(—> it —t| = ? [t —t|.

ta e\ 2
We deduce that there exists a constant C' such that for any n > 0,
O (@)
0:(1)

Moreover, by (4.9), (4.10) and the boundedness of H there exists a finite constant C' such
that with probability one, for any n > 0,

05 ()

"G

(ZA a/\
sup’lﬁlﬁhl——}§2ﬁb2
E

SCO&—%

A

D

=1

1—

lo, exc < C |0ps1 — 0n] . (4.29)

|9n+1 - 9n| < CYq1 - (4'30)
Therefore, combining (4.28)—(4.29)—(4.30), there exists a finite constant C' such that

Vk, <C =1.
( S@gg Z 7n+1)

n>k
By (4.14), sup,s,, ‘Zfl:k 7n+1R51242119n76;c‘ tends to zero a.s. as k — oo. Therefore (4.26)

holds for & = A, + &, + RY and £ = %), This concludes the proof of the a.s. conver-
gence : lim, ., 6, = 0,.

E 7n+1Rn+1 On—€K
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(ii) Let f: E — R be measurable and bounded and n > k. We have

E[f(Xa)] — 76, (f) =Elf(Xa) = (B, _ )" f (X)) + E[(P5_ )" f(Xak) — 75, (f)]
+Efmg, ()] —m,(f).

The first difference in the right-hand side rewrites

k-1

E[F(X,)] — E[(PE (X = S EIPE ) F(Xom) — (P ) (X))
S SCER (P ) Keir) — (P ) (X))

using that for ¢ < k — 1, since 6,,_;, is F,,_s_1-measurable, E[(Pean_k)Zf(Xn_g)lfn_g_l] =

Pgnfzfl(P;nfk)‘f(Xn_g_l) for the second equality. Since supy ](P(,“nfk)zﬂ < supg |f], we
have |P9an,[,1 (Pg;L,k)Ef(Xn_Z_l) - (Péln,k>£+1f(Xn_€_1)| S 2S.uIDEV |f|dTV(P9an,[,17 P;n,k) by
Proposition 1.3.3 and using Lemma 4.3.4, we deduce that
k-1
B[ (X)) = E{(P, )M (X0))| < 25p |1 Y E [dav (B, , . F, )]
=0
011 (D)

1 —
1<i<T

k-1
< QS%p\f]ZE {1/\2 max
(=0

01 (D) ] '

Next, by (4.18), [(Fj,_ )" f (Xy)=m, _ (f)] < 2supg |f|supsee sup,ep drv((Ff)" (@, +), ) <
2supg | f|(1 — @&)*. Last, by Lemma 4.3.3,

T

02 (i
75, (f) = m6.(H)] < 25up | fldry(nf,_, . 75,) < 25up ] (1 rz-npyp- Y ) .
P E i=1 n—k(z
(4.31)
Hence
1 . .
2supg | f| ELf(Xn)] =75, (/) < (1 = @)
E—1 , 7 .
01 (4) 64 (i)
+E Z:01/\22?5(1 1- 0 ‘+1/\(Z—1); 1— G ] ,

The a.s. convergence of (6,,), to 0, ensures with Lebesgue theorem that the expectation
in the right-hand side tends to 0 as n — oco. Hence limsup,,_,., [E[f(X,)] — 75 (f)| <
2supg | f|(1 — @)k. By letting & — oo, we conclude that E[f(X,,)] tends to mp, (f) as
n — 0o.

Since, by (4.31), the a.s. convergence of 6, to 6, as n — oo, the Cesaro mean
LY e mg (f) as. converges to mg (f), to prove the a.s. convergence of 1 >7" | f(Xj)
to 7, (f) it is enough to check the a.s. convergence of 1370 (f(Xy) — m§ _ (f)) to
0. By a reasoning similar (but easier since f does not depend on 6) to the proof of
Lemma 4.3.5, we obtain that Fy = Y ((P§)"f —m5(f)) solves the Poisson equation

Fy — Pgly = f —7g(f), m5(Fy) = 0 and satisfies suppeg e [Fo(z)| < 25%“3”'. Moreover,
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reasoning like in the proof of Lemma 4.3.6 (using Lemma 4.3.3 to estimate 7§ (f)—7g,(f)),
we obtain

05 (1
3C < 00, V01,0, € ©, sup|Fy, (x) — Fy, ()] < C Y |1 3@ (4.32)
ek i=1 91 (Z)
We have
I .
— Z (X) =75, (f)) =~ > (Fo (Xy) = Py, Fy,_,(Xx))
k=1
a 1 - a a
= ﬁ Z(F%%l(Xk) - PBk,1F9k71 (Xk—l)) + ﬁ Z(PG;C,lF@kfl(Xk—l) - P9k71F9k71(Xk))
k=1
Since E[Fp,_, (Xi)|Fe1] = Pj_ Fp_ (Xg—1), the difference my, = F,_ (X}) —
Pj  Fp,_,(Xk-1) is a martingale increment. The finiteness of supyce ,cp |[Fo(7)| ensures

that Y ,-, = E [m}] < oo so that Y, % a.s. converges as n — 0o. Since

n n k k—1 n—1 4
%ka:%2k<2@—2@>fi —ZkZ——%Z(ﬁJrl y
k=1 k=1 = = k=1 j=1 =1 =
L

> oSy

=1 j=1

where, by Cesaro’s lemma, the two terms in the right-hand side have the same limit as
n — 00 %Zzzl my, a.s. converges to 0. On the other hand,

PQOFGO (XO) Pean_ngnfl (Xn)

n

1, .,
5 Z(POk_1F9k71(Xk—1) - P9 Fek 1(Xk))

k=1
1

(P&Fek (Xk) - Peak_lF%A(Xk’))'

1

3
I

S|

_|_

b
Il

By the finiteness of supycg ,ep [Fo(2)|, the first term in the right-hand side a.s. converges
to 0 as n — o0o. Moreover, by (4.32) and (4.19)

|P9(11F91($) - ngFf%(xN < |P511F91(.l’> - PealF92(x)| + |P0(11F92(I) _PélQFGZ(I)

With the a.s. convergence of ,, to 6,, we deduce that the second term in the right-hand
side also a.s. converges to 0 and conclude that = > | f(X}) a.s. converges to m§, (f).

(#i) Let f: E — R be measurable and bounded. We have

(Z 63:;@')) (Z ez_1<j>f<xn>1Ej<Xn>>] - [ sl

=K Z(G,‘i1<j>29;§(¢)—ez<j)29ia(z')) f(Xn)lEj(Xn)]
+E ng(j)Zei_a(i>f(Xn)1Ej(Xn)] —/Ef(ZE)T((de‘) (4.33)

0!
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The a.s. convergence of 6,, to 6, as n — oo and the boundedness of f ensure that

Z( Z@ ) 6 >Zei“<z>) F(Xa) L, (X,)

j=1

converges a.s. to 0. With the inequality

sup max 6°(j 291 ¢ (4.34)

peo 1<i<ZI

and the boundedness of f, we deduce by Lebesgue theorem that the first term in the
right-hand side of (4.33) converges to 0 as n — oo. Moreover, the function £ >

x (ZZ 01-a(; )> ST 00(5) flx )1g,(z) is measurable and bounded and such that

=1 "% ]1*

[ o8 09( )Z] L09) fo)lg, (2)mg (dx) = [, f( so that the difference bet-
ween the second and the third terms also converges to O by (11). Hence

(ZG il ) (ZG >1E1<Xn>>] ~ [ 1) mtan)

=1

Iim E

n—o0

Again by (ii), a.s

[ Sy SURT Zea P01, (%) = [ f(@)wlda)

k=1 i=1

Since the Cesaro mean
T 7
—ZZ (ez 1(7) D G210 — 620 >Zei“<z'>) F(X0) 1k, (X5)
k=1 j=1 i=1 i=1
converges a.s. to 0 as n — oo, we deduce that

g&nz<ze,§g ) (Ze FX, )@) JRCL

=1

4.4 Proof of Proposition 4.2.3 : recurrence of the al-
gorithm

In all this section, we consider that the sequence is generated by the WL, algorithm 2.
The aim of this section is to give some sufficient conditions on (7,), -, such that P-a.s.,
the sequence (6,_),>o visits a.s. infinitely often a compact subset of ©. For n > 0, we set

g, := min 6,(1).

-n 1<i<ZT

The objective is thus to verify that a.s. the sequence (6,,),>¢ takes infinitely often values
in a compact subset of (0,1). We will show this property along a sequence of well chosen
stopping times (7% )x>o defined inductively as follows.
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Let R > 1. We set Ty = 0 and for k € N, Tp,; = oo if Ty = oo. Otherwise when
Ty < o0, let for m € N, 01, 1z ((1)m) < 07 4mz((2)m) < ... < Op,4mz((Z)m) denote the
increasing reordering of (07, +mz(7))1<i<z and

i = max{i < T : 05 4 mz((0)m) < Ry 4z}

We then introduce an event corresponding to visiting successively the strata of small
weights with indices (), for i € {1,...,4,,}, in decreasing order :

Am = {XTk—i-mI-i-l € E(im)m7XTk+mI+2 < E(im,l)m, e 7XTk+mI+im € E(l)m}- (435)

The next stopping T4 is then defined by
Tii1(w) = Ty(w) +Z x inf{m > 1:w € A,,_1} with convention inf () = +oo.

Note that T, > kZ by definition. Let us first show some additional properties on this
sequence of stopping times.

Lemma 4.4.1. Assume Al and A2. Then, P(Vk € N, T, < +o00) =1 and
Ip e (0,1), Vk,m € N, P (Tjy — Ty > mI|Fr) < (1 — p)™. (4.36)

In addition,
P(3C, < +o0, VE €N, T, < Cik) = 1. (4.37)

Proof: The first two statements are a consequence of
dp € (0,1), Vk,m € N with T}, < oo, P(An|Fr,+mz) > p- (4.38)

The main ingredient in the proof of this inequality is the following one :

Vo e B, Vie{l,... I}, Pg(x,Ei):/E oz, )(1/\%))\(0@
y)

)
2 (19) [, (1 50 gy ) 1

(1
> (o) [ (22 SR,
B2 ") Jp, \supgn  0°(i) supg 1
—09(2')( ")) ) (4.39)
’ 6°(i) '
where ¢ = SupEzg > 0 by Al and A2. Now, by (4.9), for j € {1,...,i,, — 1}, it holds on
the event {XTk+mI+1 - E(lm)m7 Ce 7XTk+mI+] - E(Zm+1_j)m}’

ng—l—mI—i-j((im + 1— ])m)
01 +mz+i((im — J)m)

p . 1 — ), _
== I((Z .])])) ) (1+7Tk+mI+J9Tk+mI+J 1<( +1_]) )) .

0734 mz ((im —
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Both factors on the right-hand side are larger than 1 (the first one by definition of the
ordered indices (7)), so that, by (4.39) and the monotonicity of p,

PélTk+TVLI+j (XTk+mI+j7 E(im_j)WL) Z CQ*<<Zm - ])m) Z CQ* 9
where 0, = minj<;<70,(7). Note that this implies in particular that cf, < 1. Using
successively the strong Markov property of the chain (X, 6,),>0, a backward induction

on n, the definition of 4,,, together with (4.39), we have

P(Am |"TTk+mI)

> (CQ*)im_l P;TkerI(XTkJFmI’ Eﬁm)m)
0%k+mZ(I(XTk+mI))
) Q%k_,_mz((im)m)

7 9wt . 7 (07, 1mz((im)m)/R)* -0 \F p-o
SV T (70 W L (0 I B G

> (c0,)™ el

The proof is therefore concluded by setting

p=(c,) R

This concludes the proof of (4.38) and thus of the first two statements of Lemma 4.4.1.
The third statement can be deduced from the second one by a coupling argument. Let
us deduce from (4.36) that it is possible to couple a sequence (T} )0 With the same
law as (T} )k>0 with a sequence (7j)x>1 of independent geometric random variables with
parameter p in such a way that

a.s. ,Vk € N, Tk+1 — Tk S ITk+1. (440)

Let (Ug)k>1 be a sequence of random variables i.i.d. according to the uniform law on
(0,1). The cag pseudo-inverse (0,1) > v — F~'(u) = inf{zx € R : F(z) > u} of the
cumulative distribution function F(z) = 1g;50y (1 — (1 — p)!*J) of the geometric law with

HES:;))} and by the inverse sampling technique, the

parameter p is given by F~!(u) =
In(1-Uyg)
In(1—p)

random variables 7, = [ | are i.i.d. according to this geometric law. Now, define

.....

(To, . .. ,Tk))
for k£ > 0. Since the random vector (Ty,...,T)) is Fr,-measurable, for any « > 0,

Fity,. (@) 2 Firy,..io([2]) = 1 = E[P(Tyys = Ty > |2)T| F)
>1—(1-p)l=F(z).

(T, ... ,Tk)}

where we used (4.36) for the second inequality. Hence for all & > 1 and v € (0,1),
F(To .... Tk)(u) = mf{:v eR: F(To ..... Tk)(ﬂf) > U} < Ffl(u).
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The sequence (T )0 defined inductively by Ty = 0 and

VkEN, T =T+IFgz 5 (U,

satisfies the required properties : it has the same law as (T%)r>o by the inverse sampling
technique and

Tior — Ty =IF Tk)<Uk+1) < IF N (Uy) = Im.

As a consequence,

~ k
: T, T ) T. T ) 1 1
P(limsup— < — | =P | limsup— < — | > P | limsup — n<—-]=1,
<1Hoopk_p) ( pk_p)_ ( pk;j_p>

k—o0 k—o0

the last equality being a consequence of the strong law of large numbers. This concludes
the proof of (4.37). i

We are now in position to state the main result of this section.

Lemma 4.4.2. Let a € [0,1). Assume A1, A2 and that the sequence (Vn)n>1 S non-
increasing, bounded from above by a deterministic sequence converging to 0 as n — oo
and such that 77, < oo, where, we recall (see (4.16))

_ Tn
Tz, = Sup .
n>1 Yn+I—1

Then
P <lim supty, 7> O) =1.

k—o0

Since limy_,o T, = oo and by Lemma 4.4.1, Vk > 0, T}, < oo almost surely, Proposi-
tion 4.2.3 is an immediate consequence of Lemma 4.4.2.

Proof: The argument follows the proof of the second statement in [24, Proposition 4.1].
For k > 1, we set Y}, := 0, 7. As a preliminary result, let us first prove that there exists
ke N\ {0} and y € (0,1) such that

Vi >k, Y, <y= E(n(Ye1)|Fr,) > In(Yy). (4.41)
Let us recall (4.9) :

1+ YL, (Xoe1)05 1 (4)
L4 Y0203 (1(X11))

One deduces that, on the one hand, for any index i € {1,...,Z} such that 6r,_z(i) >
ROz, 7, one has

Vie{l,....T}, Yn €N, 0,,1(i) = 0,(i)

Ti41—1L 1 X —
I10-2() 2 br-2(l) : > br, 2(i) (—)
. k j=T!II+1 147,00, (1(X;) — 1+ 97,741

1 Thp1—Ty
>R(—M 0. . 4.42
- <1+7Tk—2+1> St (4.42)
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where we used the monotonicity of the sequence (v,),>1 for the second inequality. On
the other hand, by definition of T}, any stratum with index i € {1,...,Z} such that
O1,-z(i) < ROp, 7 is visited at least once between the times T}, —Z + 1 and T} so that,
using that 6,,(7) decreases for n between T}, —Z and this visit, as well as the monotonicities
of t = t* ! and n+— vy,

1 Ti41—Thk
011 -2(i) = O1,—2(i) (1 + 5, (RO7;, 7)) <m>
o

) 1 Tyr1— Tk
> (14 7 (RO, 1) _ Or 7. 4.43
> (w0 (o) e G
Combining (4.42) and (4.43), one deduces that
) 1 Ti1-Ty
Yii1 > 1 Yie)®™ _— Yi.
e 2 (RA (1 +9m (R))) (Hﬁm) ’

Taking the logarithm and remarking that the second statement in Lemma 4.4.1 implies
that E(Tyy1 — Ty|Fr,) < %, one obtains that

E(In(Yir1)[Fr,) — In(Ye) > (In(R) Aln (1455, (RY2)")) — %m (L+7zy7m,) -

Since T}, > kZ and the sequence (7,)n>1 is bounded from above by a deterministic sequence
ya
converging to 0 one can choose k € N\ {0} such that Vk > k, v, <7 = % so that
el
In(R)— % In(1+7z,7r,) > 0. Last, since lim; o+ t*~! = 400, one may choose § € (0,1/R)

such that ) -
inf t*1 > = {exp ( 7TI’W) — 1} ,
te(0,Ry) Y p

so that for all (y,7) € (0,7) x (0,7%),

Ir A
L7 > — ln(l + 77177’7)7
p p

where, for the first inequality, we used the fact that for a € (0, 1), for all z > 0, In(14+ax) >
aln(l 4+ z) (by concavity of the logarithm) and for the third that # > In(1 + z). This
concludes the proof of (4.41).

In (1+v(Ry)"™") > %m (1+3(Ry)*™) >

Now, to prove that a.s. limsup,_,., 07, 7 > 0, let us introduce the stopping times
(0m)m>0 and (T )m>1 such that og = 0, and for m > 1 (with the convention inf ) = oo),

T = inf{k > 0,1 : Y < g}, om = inf{k > 7, : Yy >y},

where 7 has been introduced in (4.41). On the event {Y) > ¥ infinitely often}, one has
limsup;,_,. Yx > ¥ > 0. Notice that the complementary of the previous event writes
{Y} > 7 infinitely often}® = {3Im > 1, 7, < 00 = 0,,,}. To prove the result on this event,
let us consider, for any fixed m > 1 and ¢ > 1, the process (Zy)g>kve defined by

Vk>kVL Z) = —In(Yine, ) Lr, <0

where k£ has been introduced in (4.41). The process (Zg)i>gve is a non-negative Fr, -
supermartingale by (4.41) and thus converges a.s. to a finite limit as & — co. Hence, for
any fixed m > 1, on {7, < o0} = Ups1{7m < ¢}, the process (— In(Yinos,,))r>1 converges
a.s. to a finite limit V},,. As a consequence, on {3m > 1: 7, < 00 = 0,,,}, (Y )k>1 converges
a.s. to > o Lin, coomonye” ™ which is positive on the event {Im > 1: 7, < 00 = 0y}
In conclusion, almost surely, limsup,,_,., Y% > 0. This concludes the proof. | |
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4.5 Proof of Proposition 4.2.4

We have checked in the previous section that the WL, algorithm (which encompasses
the SHUSY algorithm, see Section 4.1.2) is recurrent under mild conditions on the stepsize
sequence (7Vy),>;- In this section, we verify that for any o € (%, 1], these conditions
are satisfied for the stepsize sequence generated by the SHUS¢ algorithm, as well as
the usual conditions (4.14) of summability on the sequence (7,),~,. This is the content
of Proposition 4.5.1 below. Proposition 4.2.4 is then deduced from Propositions 4.2.3

and 4.5.1 by conditioning w.r.t. Fy.

Proposition 4.5.1. Assume A1 and A2. Let a € [0,1) and a € (3,1]. The random step-

size sequence (Vp11 = m)nzo generated by the SHUSY algorithm started from a deter-

manistic initial condition (50, Xo) € (R%)E x E is decreasing, bounded from above by some
deterministic sequence converging to 0 as n — 0o and such that P (inf,>1 n%y, > 0) = 1.
Moreover, Tz, = sup,> % < oo with the explicit upper bounds :

T if@e(%,l),
7-1 e
fZ,yS 1+(—)’71 3
hl(l—FSo)m
— ifa=1,
-1
<14 2221
So

Finally, P (supn21 ny, < +oo) =1.

The property inf,>; n®y, > 0 implies that ) ., v, = oo, while sup, 5, n%y, < +o0
implies that Y ., 72 < oo (see the assumptions (4.14) required on the stepsize sequence
to prove convergence).

Let us also mention that, when a = 1, the proof we give below implies that
P(inf,, >0 miny<;<7 0,(7) > 0) = 1 (using Equations (4.46) and (4.52) below), i.e. that
the SHUS] algorithm is stable. This gives another way to prove the stability of the me-
thod in this specific setting, without following the two-step argument that we used for
a general «, namely first proving the recurrence of the algorithm (see Propositions 4.2.3
and 4.2.4), and then using Theorem 3.0.6 (see the proof of Proposition 4.2.2).

Proof: We decompose the proof in several steps.

Deterministic upper bound on (7v,),>1. By (4.7), (S5)n>0 is increasing so that (v,)n>1
is decreasing since g, is increasing. Using (4.7) again, we have

B T pa—t 7] _ 1001 (Xnt1))
Snt1 = 5%-+>ga(5%)9n (L (Xn4+1))0n(I(Xni1)) = S (1-+> 9a(Sn) )

and since by (4.3), for all i € {1,...,Z}, (8,(i))n>0 is non-decreasing and infye( 1yt~ =
1 = supy¢(g,1y 1, it holds

Y minlgigz 90(7,)

ga(sh)

S, + < Spi1 < S (1 + 1 ) . (4.44)

ga(sh)
Hence S,+1 > ¥(S,), where

Y min1 <i<T é() (’L)
9o ()

Ve >0, ¢(z) =a+
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Let (s,,)n>0 be defined inductively by s, = Sy and s, ; = 9(s,,) for alln > 0. This sequence
is increasing and goes to co when n — 0o as z — yminy<;<z 0y(i)/ga () is locally bounded
away from 0 on (0,400). Moreover 9 is a convex function which is decreasing on (0, z)
and increasing on (x,,4+00) for some z, € (0,+00). The minimum of the function ¢ is
therefore attained at x,. Since

Yy minléz‘gz ég (Z)

9o ()

it follows that min(S,,s, ) > z, for any n > 1, and one easily checks by induction on n
that S, > s, for all n > 1. Hence the sequence (v, = #)nzl is bounded from above
by a deterministic sequence converging to 0 as n — co.

S1 2 81 =1%(S0) = ¢(zy) = zy + > 2y,

Lower bound on (v,)n>0. When « € (3,1), to prove the lower bound on (n®y,),>1, we
remark that for all n € N, using that S,, < 5,1 implies that Hf"“ < Sg“ for the first
inequality, and the inequality In(1+ z) < z and the upper bound in (4.44) For the second
one,

1+ S04 Sp1
= — ) <
In(1+4 Sp41) =In(1+S,) +1n ( 1S, > <In(1+4S,)+In < S, )

v

<In(1+S,)+ Wt 55

(4.45)

Therefore, denoting for simplicity I, = (In(1 4+ S, )) ™= and using the monotonicity of the

sequence (I,,),>0 and the convexity of z — (1+x)T-= s on R, for the second inequality, we
get

1

L1 < 1, (”zl) -
lo v e
<l |14+ — 1+ — —1 )
ln lO

This implies by induction on n that

_1
zngzo+nzo<(1+l1) —1)
0

Raising this inequality to the power —a ensures that P (inf,,>; n%y, > 0) = 1.

When « = 1, since g1(s) = s, the upper bound in (4.44) writes S,,1 < S, + 7 so that,
by induction on n,
Sy < Sp + ny. (4.46)

Therefore
a1 = TS 2 __n
i S, So+ny 14+nm

Upper bounds on 77,. Let us now derive the upper bounds on 7z,. When o = 1, by
(4.46), Spiz-1 < S, +v(Z — 1), which yields
Yn+1 Spt+z-1

CSwza A=) | A@-1)
Yn+T Sn Sn SO
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When a € (3,1), by (4.44), the inequality In(1 + #) < = on R, and the monotonicity of
(Sn)n>0, we have for any 0 < ¢ < n,

Y Sh, gl
In(145,41) <In(1+S5,) +In{1+ — | <In(1+S5,)+ ———=
( +) ( ) ( (l—i—Sn)ln(l—i—Sn)la) ( ) In(1+ Sp)T-=
Y

! 1Il(1—|—S())E

Therefore,

In(1 _)Te -1 ™=
Tn+1 _ n( + Sn+I i <1+ 7( )1 .
Yn+I In(1+.5,)7= In(1 + Sp) ==

Upper bounds on (v,),>1 : the case o € (%, 1). To deal with the last assertion, we
are going to derive lower bounds on

0

= min 6,(4).

no1<<T

By (4.3), for all n > 0 and for all i € {1,...,Z},

i1 (3) = 0a3) (14 Y1 027(3) 1, (X)) - (4.47)

We use the sequence (T} )ren introduced in Section 4.4 for R > 1. Since inf¢ (g 1) tol =1,
we deduce that for all k > 0 and for all i € {1,...,Z},

Tkt1

5Tk+1(i) > éTkaI(i) H (1+vn1lp (X0)).

n=Tpy1—I1+1

Now, if 7 is the index of a stratum with large weight, namely 9~Tk+1,1(i) > RéTk+1_I, one
simply uses the lower bound :

9~Tk+1 (1) = RéTk_H—I' (4.48)

If 7 is the index of a stratum with small weight, namely éTk -z(1) < RQNTHPI, by definition
of the sequence (7} )en, this stratum is visited at least once between Ty —Z and Ty,
and thus, using the monotonicity of the sequence (7,),>1, we get

O, (1) > (L +v5,,) O 1 (4.49)
By combining (4.48) and (4.49), one thus obtains
O, > (RA (L +m0)) Ony 1
Since T, < Tj+1 — Z, by the monotonicity of the sequence (én)nZ()) one concludes that

VEEN, 05 > (RA(1+91.,)) 0r, > (L+ cyp,, ), (4.50)

for c = 1 A ((R—1)/7)). Hence, using the concavity of the logarithm for the second
inequality then (4.37) and the fact that, by the first step of the proof, P(inf, n*y, > 0) =1
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In(1+v)

for the third one, one gets that for the positive random variable ¢ = ¢ ors

and k£ > 1,

infnz 1 n""yn

k k
_ _ - In(1
Infp, >y +c> In(l+97,) > Inb, + cwzm
j=1 j=1
k ~
21né0+52]_a zlnéo‘i_ﬁ((k‘_'_l)l_a—l)
j=1

With the monotonicity of (6,,), and (4.37), one deduces that a.s., for all n € N,

~ - ¢ nl=e ~ ¢ (n+1)te—1
0, 207, ., = boexp (E (@_Q) ZQoeXp(l_a< cI=a _1))'
Since
SnJrl 2 Sn + 7n+1Qn (451)
setting ¢y = éo (inf,>1 n*y,) exp (—%) and ¢; = W one gets

Co 1—a
VneN, S,.q>8, +—— et
= (n+ 1)~

1

Since z + x~%4% " is increasing for z > (ﬁ) 17&, one deduces that for all n >

C1
. o \T=
ny = <Cl(1—06)> )

n —« C —« et
Sp > Sy, +/ cox_o‘ecl“ﬁ‘j1 dr = S,, + -0 (ecm1 — e >
n Cl(l - Oé)

1

so that limsup,, .. (n + 1)*!In(1 +S,) > ¢; > 0. This concludes the proof since (n +
1) !n(1+S,) > 0 for all n > 0.

Upper bounds on (7,),>1 : the case a = 1. The objective is to show that a.s.
SUP,,>1 MY, < 00. Since S, = ZZ_ZZI 0,(7) > 0, it is sufficient to prove that

P <12f1 n'g, > 0) = 1. (4.52)

Writing én(i)%ﬂﬁﬁ*l(i) = 70,(1)*S;® in (4.47) and using the monotonicity of the
sequences (0,,(7))n>0 and (Sy)n>0, one deduces that (4.49) and (4.50) may respectively be
replaced by :

— For all £ € N, if 7 is the index of a stratum with small weight, namely éTk+1_d(i) <
RéTk+1—I7

07,1 (i) = Op,,—2(i) + 705, _7(0)S57 - (4.53)

— By combining (4.48) and (4.53), one thus obtains

éTkH > <RéTk) A (éTk + VQ;“ksiil—l) (4.54)
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Therefore k +— Q~Tk grows at least geometrically with ratio R as long as the decreasing

~ a—1
sequence <1 +y (QTk> S;:LH_1> is larger than I? and there exists a random variable
k>1
K € N\ {0} such that a.s.

Vk > K, O, > 0y, +07,55"

Tk+1_1

Since by (4.46) and (4.37), there exists a positive random variable C' such that a.s.
VE, 7Sz _1 = Ck™* we deduce that as.,

~1—a ~l—a ~a— l-a
0 > K’ Q;kJrl Z QlTk (1 * CQTk 1]{;*“> .

With the monotonicity of (6, ),>o and the inequality (1+z)'* > 1+ (1 — a)(1 + zo) "z
valid for 0 < z < z(, we deduce that a.s.

~1—a

Vk > K, O, 2 0"+ (1-a) (1+ cég‘l)‘“ Cke.

Ede _ kl-o—K1-0
Kz — 1—a )

we deduce that P(infy>; k%~ 19 ‘> 0) = 1. Since the inequality Vn, T}, /c,] < n deduced
from (4.37) and the monotomclty of (8,)n>0 imply that 6, > GTL Je.,» we conclude that

J?
P (mfnzl n=19, > O) =1.

Summing this inequality and remarklng that for k > K, Zk L >

4.6 Proof of Corollary 4.2.5

Case a = 1. By (4.7), for n € N,

Sn SO Y “
on 20 L TNT e (X
= OO

Therefore, to conclude the proof it is enough to check that a.s.,

gggonZGk (1(Xk)) (iﬁ‘“(i)) : (4.55)

j=1
This follows from the decomposition
A 1 n 1 n a
(Z ei“(j)) w20 = ( 0 ) 0 (1(X0)
j=1 j=1

k=1
A

T Z (Z"l “ Z‘) >‘9k 1 (X))
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where the first term in the right-hand side almost surely converges to 1 by item (iii) in
Theorem 4.2.1 (choosing f = 1). The absolute value of the second term in the right-hand
side is bounded from above by

PIDMCRORLERY

which almost surely goes to zero thanks to item (i) in Theorem 4.2.1 and Cesaro Lemma.

Case o € (1,1). We remark that (4.7) implies that
2

YO (1(Xyi1)) (1)
In(1+S,.,)=In(1+S,) + —+ R
( +1) ( ) (ln(l —}—Sn))m +1

where, setting h(z) = In(1 + z) —
R(l) _ ( VS0, ( ( n+1)) ) . 702(1<Xn+1))
n (1+S5)(n(1+S,))™=/ (1+5,)(In(l+S,))T=

From now on, C' denotes a positive random variable which may change from line to line.
Since 0 > h(z) > —z%/2 for all z > 0 and

(In(1 4 2))T=

su < +OOJ
z>%) 1+«
it follows that 2
¥n >0, [RY),| < c(ln(1+S,)) ™=

for some deterministic constant ¢ € (0, +00). Writing

Y09 (I(Xps1)) R\), )““

(In(1 +Sn+1)) = (In(1+ 5, ))1 o X <1+ (ln(1+5n))ﬁ In(1+S,)

and remarking that z — = (1 + :v)ﬁ —1— 7%= is locally bounded on R, one deduces

that

101 (Xn 1))

1l -«

(In(1 4 Sps1)) ™5 = (In(1+ S,)) ™= + + R,

()

21 < d(In(1+S,)) T4 for some constant ¢ € (0, +00) depending

where, for alln > 0,

on Sp. One has

%(111(1%%))11 <1ﬂ(1+50> T ZR 1_a ZQ

1 — 0 — o
Since v,41 = 0 T maes , the last statement in Proposition 4.5.1 ensures the

existence of a positive random variable C' such that Vn > 0, |Rn Jrl| < Cn™%, so that by
Cesaro lemma, the second term in the right-hand side almost surely converge to zero as
n — 00. So does the first term. Using (4.55), one thus obtains, almost surely,

7 -1
: 1 ﬁ _ Y l—a/;
nh_}rgo - (In(1+4 5,))== = - ( E o, (z))

i=1

which concludes the proof.
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FIGURE 4.1 — Level sets of the potential V' considered for the simulations. The minima
are located at the positions x+ ~ (£1.05, —0.04), which defines two metastable states,
one on the left in the vicinity of x_, and one on the right in the vicinity of x.

4.7 Numerical illustration

The results stated in Section 4.2 precisely describe the asymptotic behavior of the
SHUS{ algorithm but do not give much information about the efficiency of the adaptive
algorithm compared to the original non adaptive one. The aim of this section is to explore
on a specific numerical example the interest of using the SHUSS algorithm in terms of
computational efficiency.

The state space is F' = [—R, R] x R. The density of the target measure reads
Vr = (21,22) € E, n(x) = Z ' pr (1) BV (@1m2)

for some positive inverse temperature 5 and Z = f 5 e AV @Ene2) do dey, with

V(z1,z2) = 3exp (-ﬁ — <g;2 — %)2) — 3exp (-ﬁ — (xz — §>2) (4.56)

1\

—5exp (—(z1 — 1) —23) —5exp (—(z1 +1)* — 23) 4 0.2z7 + 0.2 (x2 - §> :

A plot of the level sets of the potential V' is presented in Figure 4.1. The global minima
of the potential are located at the points z_ ~ (—1.05, —0.04) and x, ~ (+1.05,—0.04).
This induces two metastable states, located in the vicinities of each of the global minima.

.....

for ¢ = 1,...,7 + 1. In the following, we set R = 1.2 and Z = 24. The initial weight
vector is 6y = (1/Z,...,1/Z) and the initial configuration is X, = (—1,0). For all 6,
the kernel Pj is defined by a Metropolis-Hastings step with target density 7y and a two-
dimensional Gaussian proposal distribution ¢(z,y) = 277% exp(—|z — y|*/0?). We choose
in the following 02 = 0.01 (so that 0 = 2R/Z) and we use the Mersenne-Twister random
number generator as implemented in the GSL library.

The Metropolis-Hastings dynamics without adaptation (namely with the Gaussian pro-
posal distribution and target n at each iteration) is metastable : it takes a long time (which
becomes exponentially large in the limit 5 — 0o0) to go from the stratum containing z_
to the stratum containing z .
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The SHUS? algorithm is applied with a € [0, 1]. Moreover, we choose in all numerical
simulations the parameter v (which appears in the recurrence relation (4.3)) as a function
of a as follows :

lifa=1,

o) = o 4.57
@) {(1—a)1a ifae(1/2,1). (4.57)
This is to avoid the degeneracy of the constant C,(7y) which appears in the asymptotic
behavior of the stepsize sequence (see Corollary 4.2.5) when o« — 1. Indeed, when v does
not depend on «, lim,,; Co(y) = 0. With the choice (4.57), Co(7(a)) no longer depends
on « :

Va € (1/2,1), Ca(v(a)) = Ci(v(1)) = 1.

4.7.1 Asymptotic behavior of the stepsize sequence

With the choice (4.57) of the parameter ~, it is expected from Corollary 4.2.5 that, in
the large n limit and for « € (1/2,1),

n

Y ~ (@)a with g(a) = Z¢ = Zil&(i)l‘“,

while, for o = 1,

gla
n

This is checked numerically on Figures 4.2 for various values of a. The reference values
0, (i) are obtained by a two-dimensional quadrature. The numerical results are in excellent
agreement with the theoretical findings, and allow to go even beyond the theoretical
predictions since the scaling of the steps also hold for values of a < 1/2. Note however
that the convergence is slower for smaller values of @ and «. In particular, although not
apparent on the scale of the plots, the values of n%/ ¢ are very slowly increasing for a = 0.2
and o = 0.4.

4.7.2 Exit times

In order to show the interest of using the SHUS? algorithm to get out of metastable
states, we now study the exit time from the left metastable state in the small temperature
regime 5 — oo. More precisely, starting from the initial condition X, = (—1,0) close to
the global minimum x_, we consider the time it takes to the system to go to the vicinity
of the global minimum =z .

This section is organized as follows. In Section 4.7.2, exit times from metastable states
for the SHUS? algorithm are studied using a toy model with only three states. Following re-
sults in [23], this gives heuristic scalings for the exit times in the small temperature regime
on the two-dimensional model presented above. We then compare in Section 4.7.2 these
expected asymptotic behaviors with those numerically observed on the two-dimensional
potential.
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241 T
91 F\ a=1
2408 0 0~ a=1 1 L/
a=0.8 ]
24.06 9 a=06 i
24.04
3 2 89°¢t
c c
T 2402 z
8.8
24 =04
23.98 87 | 1
23.96 a=0.8
‘ ‘ ‘ ‘ 8.6 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0e+00  2.0e+07  4.0e+07  6.0e+07  8.0e+07  1.0e+08 0.0e+00 2.0e+07 4.0e+07 6.0e+07 8.0e+07 1.0e+08
Iteration index Iteration index
1.6

1.55

2 1.5
£
c
1.45
39 14
38 L L L L L L L L
0.0e+00 2.0e+07 4.0e+07 6.0e+07 8.0e+07 1.0e+08 0.0e+00 2.0e+07 4.0e+07 6.0e+07 8.0e+07 1.0e+08
Iteration index Iteration index

FIGURE 4.2 — Behavior of the effective time step as a function of the iteration index,
at 0 = 4 and averaged over 5000 realizations. Each plot represents n’y}/ “ as a function
of the iteration index n for a different value of a, the various curves representing the
results obtained for a € {0.4,0.6,0.8,1}. Note that, in all cases, the convergence is faster
for larger values of «. The horizontal line represents the limiting value g(a) (namely
g(1) =24, g(0.8) =9.07, g(0.6) = 4.49 and g(0.2) = 1.58).
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Heuristic on a toy model

Following [23], one can derive a scaling of the time needed to leave a metastable state
on a toy model with only three states.

Let us recall the model we consider in [23]. The toy model consists of three states and
three strata, so that F = {1,2,3} and E; = {i} for ¢ € {1,2,3}. The target probability is
defined, for a small positive parameter ¢ € (0,1), by

3

H1D) = 0({3)) = 5 and n({2}) = 5

Notice that in this setting, for all i € {1,2,3}, n({i}) = 0.(7). The unbiased dynamics is
a Metropolis-Hastings algorithm with target 1 and proposal matrix @ € R3*3 defined by

2/3 1/3 0
Q=11/3 1/3 1/3 |,
0 1/3 2/3

so that jumps are only allowed between neighboring states. Since the state 2 has small
probability, there are two metastable states for this dynamics : state 1 and state 3. One
can check that the number of iterations n™(g) needed by the unbiased dynamics to go
from state 1 to state 3 is of order

(4.58)

6
mia(e) = - (4.59)
in the limit ¢ — 0 (see [23, Proposition 3.1] for precise statements). One important
feature of adaptive dynamics is that this exit time is drastically reduced (compare (4.59)

and (4.61)-(4.62) below).

Let us now consider the SHUSS algorithm applied to this toy model. Set 6o = (%, %, %)
and Xy = 1. The main output of the paper [23] is that the number of iterations needed
to go from 1 to 3 using the adaptive algorithm can be estimated in the limit ¢ — 0 by
considering the minimum number of iterations required to reach the metastable state 2.
This is what we estimate in the following, using some formal derivations, which could be
made rigorous using the same techniques as in [23]. For the sake of conciseness, we do not
give here rigorous proofs of these results. We will however check the consistency of these

results with what is observed numerically in the next section.

As long as (X, )n>0 stays in state 1, 6, (2) = 65(2) = 3, 0,(3) = 6o(3) = 5 and 0,(1) = u,

where (uy,)n>0 is a sequence satisfying, in view of (4.3) :

Uy + 2 3y, “
Ups] = Uy + 3 , 4.60
i Vga (un + 2) (3un—|—2> (4.60)
with initial condition ug = % Let us denote by
n - un _|_ §

the associated normalized vector in ©. Since Py(1,2) = 3 (i::—((zl)) A 1) 1 (E;G((Ql)) A 1)
follows that P? (1,2) = 3 (€(3u,)* A 1). Thus, the probability of staying in state 1 from
iteration O up to iteration n + 1 is

[T - Pre,2) —exp<Zln(1—— (3ug)* Al)))

k=0
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For ¢ small, expanding the logarithm, this probability is of order 1/2 when ) ;_, u{ is of
order 1/e.

The case a = 1. When a = 1, in view of (4.60),

< 3y, )a
Up+1 = Up + 7Y .

3u, + 2
When n is large u, becomes large and u,+; ~ u, + v so that u, ~ <yn and then
Doroup ~ = = n*ae. The probability to reach state 2 for the first tlme after at least

n + 1 iterations attains 1/2 when this sum becomes of order 1/¢ i.e. when n is of order

T (1 4 a)lw%ae_l%a. We thus obtain that the number of iterations ni_ 4 needed to go
from 1 to 3 in the case o = 1 satisfies, in the limit ¢ — 0,

nl_y(e) = Ol e T, (4.61)

where O}, :=~ 7+ (1 + a)l%a is a constant.

The case a € (5,1). When « € (3, 1), in view of (4.60),

Up +2/3 ( 3u,, )a

Inta (1 + u, 4+ 2/3) \ 3un +2

When n is large, u,, becomes large and

Fy
Upg1l 2 Uy |1+ —5—— ],
i < lnla(un))

_r
InTs (u,)
dy

By comparison with the ordinary differential equation %¥(t) = v(y(t)) 7= with solution

y(t) = (y(0)V/1=) + Lt)l_a one obtains u,, ~ exp [(ﬂfn)l_a} . We now want to estimate

«
> h_o g Since for ¢ = a (5 Ol)l_a,

T a,cxl— x
eyi=e g _ L€ o« / ol ey g
ﬂ‘f YTl dt-a) )y ! v

ING vy ~ (1aa) e " as & — +oo. Hence S p_ uf ~ "(e—) The probability to

reach state 2 for the first time after at least n + 1 iterations attains 1/2 when this sum
becomes of order 1/¢ i.e. when n is of order 1’7“ (—lnf)l/(l*a). We thus obtain that the

number of iterations n{_, ; needed to go from 1 to 3 in the case a € (1/2,1) satisfies, in
the limit ¢ — 0,

Up+1 = Up + v

so that
In (tye1) >~ 1n(u,) +

ny ,s(e) = C7 3 |ln5|1/ (=), (4.62)

where C¢' 4 := kTaal/(o‘_l).

By comparing the transition time from 1 to 3 on the unbiased Metropolis-Hastings
dynamics (see (4.59)), and for the SHUS? algorithm (see (4.61) and (4.62)), the interest
of using the adaptively biased dynamics is obvious : the exit times are much smaller for
SHUS. Moreover, one can see that it is interesting to consider o < 1 in order to reduce
the exit time compared to oo = 1.
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Numerical results on exit times

Average exit times for the two-dimensional model described at the beginning of Sec-
tion 4.7 are obtained by performing independent realizations of the following procedure,
for given values of a, , 5 : initialize the system in the state Xy = (—1,0), and run the dy-
namics until the first time index A such that the first component of X, is larger than 1.
We perform K independent realizations of this process. The corresponding empirical ave-
rage first exit time is denoted by ¢3. Since we work with a fixed maximal computational
time (of about a week or two on our computing machines with our implementation of the
code), K turns out to be of the order of a few hundreds for the largest exit times, while
K = 10° in the easiest cases corresponding to the shortest exit times. In our numerical
results, we checked that K is always sufficiently large so that the relative error on ¢3 is
less than a few percents in the worst cases.

The first task is to identify the equivalent of the parameter ¢ in the toy model from
Section 4.7.2. In the large [ regime, using Laplace’s method, the ratio between the pro-
bability of the stratum in the transition region (around the vertical axis (0,y) for y € R)
and the metastable states is of order C exp(—3d,) for some positive constants C' and d.
In view of (4.58), this suggests the following formal equivalence between ¢ and f :

£(B) = Ce P, (4.63)
We next replace € by the right-hand side of the above equality in the scalings found at

the end of Section 4.7.2.
When a = 1, it is expected from (4.63) and (4.61) that, in the regime § — oo,

th o~ CePit (4.64)

for some constant C. When « € (1/2,1), it is expected from (4.63) and (4.62) that, in the

regime [ — oo,
1
In(t3) ~ N In S. (4.65)

—

We check in the sequel the scalings (4.64)-(4.65) by varying the parameters of the dynamics
in several ways : (i) fix « (as well as p for « = 1) and vary a; (ii) fix @« = 1 and a, and
vary p; (iii) fix @ = 1 and vary a = 1 — p, which corresponds to the well-tempered
metadynamics.

Dependence on a. The dependence of the exit times on «a is studied in Figure 4.3 for
o =1, and in Figure 4.4 for o € (3, 1).

For o = 1, we perform, for each value of a a least-square fit of In t% in terms of
to obtain the scaling tj ~ e’ In view of (4.64), we next compare r(a) with & /(1 +
a). Numerically, we estimate dy ~ 2.4, in accordance with the value found in [23]. The
numerical results on Figure 4.3 are therefore in excellent agreement with the scaling
expected from the toy model.

For o € (3,1), we perform a fit of In(t%) in terms of In 5 to obtain the scaling In(t§) ~
s(a,a)InB. In view of (4.65), we expect s(o,a) to be independent of a and close to
1/(1—a). The slopes s(«, a) obtained in the numerical experiments displayed on Figure 4.4
for two values of o (namely o« = 0.6 and o = 0.8) are reported in Table 4.1. They are
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’ H a=02 a=04 a=06 a=08 a=1 \ expected ‘
a=0.6 2.72 2.38 2.27 2.33 2.44 2.5
a=0.8 11.8 9.69 9.00 6.80 4.87 5

TABLE 4.1 — Numerically estimated slopes s(a, a) of the exit times t§ ~ B5(@a) for various
values of a (see Figure 4.4). The expected values are s(a) = 1/(1—a), namely s(0.6) = 2.5
and s(0.8) = 5.

close to the expected values for a = 0.6, as well as for a = 0.8 when a is close to 1.
The discrepancies observed for @ = 0.8 and small values of @ may be due to the fact it
is difficult to reach the asymptotic regime 8 — oo in this setting. It might be that the
slopes of the curves would decrease for much larger values of .
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