Méthodes de Monte-Carlo

Examen du mardi 30 janvier 2024 8h30-11h30

1 Fonction de la moyenne empirique

Soit (X;);>1 une suite de variable aléatoires réelles indépendantes et indentiquement distribuées de
carré intégrable. Pour n € N* on note X, = %Z?:l X, la moyenne empirique des n premieres
variables. On veut calculer p(E[X]) o ¢ : R — R.

1. Quelle régularité minimale sur la fonction ¢ assure que ¢(X,,) converge presque siirement vers
©(E[X4]) lorsque n — oo?

2. Lorsque ¢ est dérivable en E[X:], quel est le comportement asymptotique de
Vv (p(X,) — ¢(E[X1])) lorsque n — co?

3. Calculer E[()_(n)2] — (E[X1])%
4. On suppose que @ est convexe.

(a) Pourquoi a-t-on p(E[X]) < E[p(X,,)] pour n € N*?
(b) Vérifier que pour n > 2, X,, =+ %" L Z%ﬁl X; et en déduire que
7#

Elp(Xn)] < E[p(X,-1)].

5. Lorsque la fonction ¢ est C?, montrer que
E[p(X,)] = ¢(E[X1]) + /O E [¢" (E[Xi] + a(X, — E[X1])) (X, — E[X1])*] (1 - a)da

et en déduire que E[p(X,)] — @(E[X1]) < 5= sup,ep ¢ (z) Var(X;).

2 Version antithétique d’un estimateur stratifié

On veut calculer f[o o f (u)du pour une fonction f : [0,1]? — R continument différentiable. Soit
k € N*. Pour un multi-indice j = (ji,- -+, ja) € {1, -+ ,k}%, on note x; = (Qjék_l, ngk_l, e ,2]‘21—,;1) et
on se donne des variables aléatoires (Uj)jeqi,... xye 1..d. suivant la loi uniforme sur [, 37]%. On pose

n = k% et on note

Xn_ Z Fla; +U;) et Y, = Z fa 05 + f( —%

Je{l K} J€{1 K}

1. Quelle sont les lois de z; + Uj et x; — U; pour j € {1,--- ,k}4? En déduire que X, et Y,, sont
des estimateurs sans biais de f[o g f (u)du

2. Vérifier que pour j € {1,--- ,k}?, Var(f(z; + U;)) < E[(f(x;+ U;) — f(x;))?] et que | f(z; +
Us) — f(x5)] < sup,epo e |Vf(u)|‘2/—]§ En déduire que Var(X,,) < sup,e e |V f (u)]|?—4
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3. On suppose maintenant que f est C%. Vérifier que pour y € [3¢, 5],
S5 +y) ; f(z; —y) — fla;) = 5/ y* (V2 f (x5 + ay) + V2 f(z; — ay)) y(1 — a)da
0

et en déduire que f(ijrUj);f(xj_Uj) — fz5)] < s sup e |2°V2f(w)z| puis que Var(Y,,) <

z€R%:|z|=1
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3 Schéma d’Euler semi-discrétisé

Soit T €]0, +oo[ un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (£2,.4,P) muni d’une filtration
(Ft)t>0, on considere un F-mouvement brownien W; = (th, e ,Wtd) a valeurs R%. On se donne
un coefficient de diffusion o : [0, 7] x R" — R"*? et un coefficient de dérive b : [0,T] x R® — R". On
suppose que

Ve e R, |o(t,x)| + |b(t,z)| < K(1+ |x|)

Lip) dK > 0, Vt € |0, T},
(Lip) 0.} {vx,yE]R”, o(t,x) — a(t,y)| + [b(t,z) = b(t,y)| < K|z —y]

Pour une condition initiale déterministe xq € R"™, on s’intéresse a ’équation différentielle stochastique
t t

Xi =g —I—/ o(s, Xs)dW; —I—/ b(s, Xs)ds, t € [0,T]. (1)
0 0

Soit N € N*, (ty = & )o<k<n et 7, = [ ] % l'instant de cette grille uniforme qui précede ¢ € [0, 7.
1. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (Xt)te[O,T} avec N pas pour cette EDS.

2. Quelle est sa vitesse de convergence forte lorsque les coefficients o et b vérifient également

do, K >0, Vo € R", V(s,t) € [0,T], |o(t,x) —o(s,x)|+ |b(t,x) —b(s,x)| < K(1+ |z])(t—s)°.

On suppose maintenant que et que 'on sait calculer les intégrales des coefficients b et o™
par rapport a leur variable temporelle.

3. Montrer que pour z € R" et 0 < s < t < T, il existe une matrice 0(s,t,z) € R" " telle que
00*(s,t,2) = 7= f: oo*(r,z)dr.

On considere le schéma défini par : Xg = z¢ et

. - - bt .
th+1 = th + 0(tk,tk+1,th)(Wtk+l — Wtk> +/ b(S,th)dS, ]{7 (- {0, “e ,N _ 1}
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4. Pour k € {0,--- ;N — 1}, donner la loi conditionnelle de th+1 sachant (X, X;,, -, Xy, ).

5. En déduire D'égalité des lois des vecteurs (X, Xy, -, Xy ) et (Xpy, Xiy, -+, Xpyy ) 01

t t
X, =z +/ o(s, X, )dW, +/ b(s, X,.)ds, t € [0,T].
0 0



6. Soit p > 1. Montrer que

2UE | sup | X, — X, %

u€(0,t]

t
<o [ B [lols, %) — ols, X ] ds
0

t
e / E [|b(s, X)) — b(s, XS)|2”] ds
0

en précisant l'origine de la constante C' < 4o00.

7. Justifier que

lo(s, X)) —o(s, X,) | +|b(s, X..) — b(s, X,) [P < 2% K> ( sup | X, — X, + | X, — Xﬁp) .

u€l0,s]

8. Conclure que
Cay

3Cy, < 00, YN € N*, E o

sup ’Xu - Xu|2p
u€[0,T]

<

et en déduire le comportement pour N — co de N7 sup,¢jo 1 |Xu — X, | lorsque v < %

9. Lorsque f : R®™ — R est lipschitzienne, montrer I'existence d'une constante C'y < +oo telle que

YN € N, [BLf(Xr)] - ELf(Xn)| < 5.



