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Chapitre 1

Algorithme de Metropolis Hastings

et

1.1

convergence de chaines de Markov

noyau markovien et chaine de Markov

On munit l'espace d’états E' d'une tribu &.

Définition 1.1.1. — On appelle noyau markovien sur (E,E), une application P : E X

E — [0,1] telle que
— Ve e E,E3 A P(x,A) est une probabilité,
— VYA€&, E>xw— P(x,A) est mesurable.

On appelle chaine de Markov de noyau de transition P, un processus (X,)nen @
valeurs dans E adapté a la filtration (F,)n>o0 tel que

Vn €N, VA € &, P(X,1 € A|F,) = P(X,, A).

On adoptera les notations suivantes :

Si (X

n)nen est une chaine de Markov de noyau de transition P avec X de loi de probabilité

P(FE) désigne I'ensemble des probabilités sur (E,E),

pour ¢ : E — R mesurable positive ou telle que Vz € E, [, ](p )| P(x, dy) < +o0,
on note Py la fonction de E dans R U {400} définie par Po(z) = [, ¢(y)P(x,dy),
pour p dans 'espace P(FE) des probabilités sur (E,E), on note wP la probabilité
sur (E, &) définie par VA € €, uP(A) = [, P(x, A)u(dzx),

la probabilité m € P(FE) est dite invariante par P si 7P = m,

pour 4 une mesure positive sur (E ,€) et ¢ : E — R mesurable positive ou telle que
[ le(z)|p(dz) < oo, on note pu(p) = [, p(x)pu(de

pour P et ) deux noyaux markoviens sur (F, ), on note PQ le noyau markovien
sur (E,&) défini par Vo € E, VA € £, PQ(z,A) = [,Q( P(z,dy) et par
(P")nen la suite de noyaux définis par PO(ZL' A) = 1,4( ) (i.e. Po(x dy) = 0,(dy)) et

la relation de récurrence P" := PP"~! = P" 1P pour n > 1. Notons que P! = P.

1, alors pour tout n € N, la loi de X,, est uP".

Exercice 1.1.2. Montrer cette propriété (on pourra commencer par remarquer que pour
¢ : E — R mesurable bornée et k € N, E[p(Xy11)|Fr] = Pp(Xk)).

1



2CHAPITRE 1. ALGORITHME DE METROPOLIS HASTINGS ET CONVERGENCE DE CHAINE

1.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

Cet algorithme est utilisé lorsque, sur 'espace d’états E, on veut simuler suivant la
probabilité 7 de la forme 7w (dz) = f%)ﬂ ol
E

— )\ est une mesure positive de référence sur (E, &),
— 1 est une fonction mesurable de £ dans R, telle que [, n(z)A(dx) €]0, o0l.

Il va permettre de construire une chaine de Markov de probabilité invariante 7 sans
nécessairement connaitre la constante de normalisation m de la densité n. Parmi
E
ses tres nombreuses applications, on peut notamment citer :
— dans le cas ol A est la mesure de Lebesgue sur £ = R, la simulation en physique
statistique de la probabilité de Boltzmann-Gibbs de densité proportionnelle a n(z) =
LrV(x)

e *BT ol kp désigne la constante de Boltzmann, T la température et V : R — R

est la fonction potentiel,

— dans le cas ou E est 'espace des valeurs possibles d’un parametre 6 en statistique
bayésienne, la simulation suivant la loi a posteriori de ce parametre sachant que
'on a observé Y =y : si on note py|o(y|f) la densité de I'observation Y lorsque le
parametre vaut 0 et pg(f) la densité a priori de © par rapport a A, la formule de
Bayes assure que sa densité a posteriori est

PY\@(?JW)P@( )
prY\G) y[9)pe (¥ ))\(dﬁ)'

p@|Y<9‘y)

Notons que dans ces deux exemples, le calcul de la constante de normalisation est difficile.

Soit ¢ : E x E — R, une fonction mesurable telle que Vo € E, [, q(z,y)\(dy) = 1
(Q(x,dy) = q(x,y)\(dy) est alors un noyau markovien) et on sait simuler suivant la
probabilité ¢(z,y)A(dy). On pose

min (1, n(w)a(s, x)> si n(x)q(z,y) >0
alz.y) = n(z)q(z,y) . .
) {1si77( Ja(z,y) =0 .

Partant d’une variable aléatoire X, a valeurs dans E, le principe de l'algorithme de
Metropolis-Hastings est de construire (X, ),en par la récurrence suivante :

— sachant (Xj,...,X,), on génére une proposition Y,,; suivant la probabilité
q(Xn, y)A(dy) et indépendamment une variable aléatoire U, uniforme sur [0, 1],

— on pose Xpi1 = Yol i<a(Xe Vs T Xol{u,1i>a(X,, i)}, € est-a-dire que la
proposition est acceptée avec probabilité a(X,, Y, +1) et la position X,, est conservée
sinon.

Ainsi pour f: EF — R mesurable bornée,

E[f(Xn+1)| X0, X1, .o, Xin)
e E[E[f(Yn+1)1{Un+l<a(Xn yn+1)} + f(Xn)l{Un+1>a(Xn,Yn+1)}|X07 Xl, e ,Xn, Yn+1|X0, Xl, . e ,Xn]
Yn+1) (Xna Yn+1) + f( )(1 - a(Xm Yn+1))‘X0> Xla s 7Xn]

/ F )X )a(Xn )M (dy) + F(X) /E (1 — (X, 9))a(Xo )N (dy)
_ /E F(5) P(X,0, dy)
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ou

P@dw=a®wmwwﬂww+3@ﬁwwﬂmwR@%iéﬂ—M%dM@&MM@

(1.2)
Ainsi (X,,)nen est une chaine de Markov de noyau de transition P. Pour y # x,

n(x)q(x,y) min <1, ng;qu z;> si n(z)g(z,y) >0
n(x)q(z,y) x 1 sin(z)q(z,y) =0

= min(n(z)q(z, y),1(y)a(y, v))-

est une fonction symétrique de (x,y) i.e. n(z)q(z,y)a(z,y) = n(y)q(y, z)a(y, ). Cela
entraine que

n(w)q(z,y)a(r,y) = { ;

n(@)A(dz)a(x, y)q(z, y)Mdy) = n(y)Mdy)a(y, )q(y, ) A(dx).

Comme clairement, n(z)A(dx)R(x)d,(dy) = n(y)A(dy)R(y)o,(dxr), on en déduit que
m(dx)P(x,dy) = 7(dy)P(y,dz). On dit que la probabilité = est réversible pour le noyau
P. Comme P(y, E) = 1, par intégration en = sur E, cela implique que 7P = 7 : la pro-
babilité 7 est invariante par le noyau P. Notons que dans le cas particulier ot £ = R?
et q(z,y) = ¥ (y — x) pour une densité de probabilité paire ¢ par rapport a la mesure de

|=I2
Lebesgue A (exemple : ¥(2) = e 22 /(2m0?)¥?2), alors le rapport % se simplifie en

Lz). Comme les variables aléatoires Y,,;; — X,, sont alors i.i.d. suivant la densité ¢, on
parle d’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire.

Remarque 1.2.1. — Notons que la réversibilité de m pour le noyau P est préservée

pour
a(r.y) = { (22 5 y(a)q,) > 0
1 sin(z)q(z,y) =0

ot la fonction a : Ry — [0,1] vérifie a(0) = 0 et Yu > 0, a(u) = wa(l/u) si
bien que a(u) < min(l,u). Le choiz a(u) = min(1,u) fait dans lalgorithme de
Metropolis-Hastings maximise la probabilité d’accepter les propositions. Il est pri-
vilégi€ en pratique pour ses meilleures propriétés asymptotiques (voir le paragraphe

1§Xk) — pour K € N*.

— Notons enfin que le choixz de la valeur de a(z,y) lorsque q(z,y) = 0 ne change rien
au noyau P. En revanche, choisir a(x,y) = 1 lorsque n(x) = 0 et q(x,y) > 0 permet
de maximiser la probabilité de bouger de l’état x.

)

1.6) mais d’autres sont possibles comme a(u) =

Exercice 1.2.2. On suppose que 7 est invariante pour le noyau P. Sotent f,g: E — R
mesurables et telles que 7(f? + ¢g*) < oo.
1. Montrer que (Pf)? < Pf? et en déduire a l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
que T(|gPf]) < oc.
2. Lorsque m est réversible pour P, montrer que w(gPf) = n(fPg).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons donner des conditions sur le noyau de transition
P d’une chaine de Markov (X,,)nen & valeurs dans E assurant que

— la chaine admet une unique probabilité invariante 7 et, lorsque n — oo, la loi de
X, converge a vitesse géométrique vers m dans une norme bien choisie,
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— pour toute fonction f : E — R mesurable et telle que 7(|f]) < oo, les moyennes
ergodiques = > f(X},) convergent p.s. vers (f),

— le comportement asymptotique de I’erreur dans la loi des grands nombres ergodique
précédente est régi par un théoreme de la limite centrale.

1.3 Ergodicité d’une chaine de Markov a espace
d’état général

Soit P un noyau markovien sur (F,€). Nous allons nous intéresser a des conditions
assurant que pour toute probabilité u € P(E), uP™ converge lorsque n — 0o vers m ou
m € P(FE) est invariante c’est-a-dire vérifie 7P = m. Pour cela, nous commencons par
introduire une distance permettant de quantifier cette convergence.

1.3.1 distance en variation totale

Définition 1.3.1. On appelle distance en wvariation totale sur P(E) la distance
dry (1, 0) := sup aee [1(A) — o(A)].

Pour obtenir une expression alternative de cette distance, nous introduisons, la
décomposition de Jordan-Hahn de la mesure signée p—o : p—o = =& ou £t et £ sont
deux mesures positives sur (F, &) telles qu'il existe B € & vérifiant £~ (B) = £1(B°) = 0.

Exercice 1.3.2. Montrer [’existence et ['unicité de la décomposition de Jordan-Hahn
lorsque lespace d’états E est fini ou dénombrable et £ l'ensemble des parties de E (tribu
discreéte).

Proposition 1.3.3. La mesure u A\ o sur (E,E) définie par VA € €, puNo(A) =a(AN
B) + (AN B°) est la plus grande mesure positive majorée a la fois par p et par o. En
outre,

drv(p,0) =1—puNo(E)= sup |u(e)—oa(p)l,
wilp|<1/2

ou le supremum porte sur l’ensemble des fonctions mesurables ¢ : E — R telles que
sup,ep |p(z)| < 1/2.

Attention, généralement, en dehors des cas A C Bet A C B¢, uAo(A) # p(A) ANa(A).
Exercice 1.3.4. Montrer que pour tout v > 0, dry(u,0) = % SUDy: o<y [1(P) — ()]

Exercice 1.3.5. On suppose que pu(dzx) = f(x )/\(dz) o(dr) = ( )/\(dm) avec f,g: E —
R, deux fonctions mesurables telles que fE f(x fE = 1.

1. Calculer (A) — o(A) pour A € & et en deduzre que

dry (1, 0 / max(f(z) — g(x), 0)A(dx) / max(g(x) — £(x),0)A(dx)

~ 5 | 19te) - f@)lAtda),
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2. Vérifier que £ (dx) = 1{s()2g(n (f(2) — g(2))A(dx) et £ (dx) = Lig()> @) (9(x) —
f(@)A(dz) est la décomposition de Jordan-Hahn de 1 — o et préciser les ensembles

B et BC.
3. Veérifier que p A o(dx) = (f(z) A g(z))\(dx).

Pour p et o quelconques, le théoreme de Radon-Nikodym assure que p et o admettent
des densités par rapport a A = u+o et 'exercice précédent permet d’en déduire ’existence
de la décomposition de Jordan-Hahn.

Démonstration : Pour A € &, comme, y(ANB) —c(ANDB) ={(ANB) > 0 et
c(ANB®) —u(ANB) =& (ANBY) >0, puANo(A) <min(u(A),o(A)).

o
Par ailleurs, si 7 est une mesure positive telle que VC € &, n(C) S ( (C),0(C)),
pour A € &, n(A) =n(ANB)+n(ANnB°) < U(AHB)+M(AOBC) =uNo(A).

Notons que comme 0 = u(E) —o(E) =E(H(ENB)—¢ (EN Bc) er( ) — & (B9),
EY(B) =& (B°). Pour A € &, comme u(A) —o(A)=¢T(ANB)—¢ (AN B,
—¢(B) < u(A) —o(A) < £7(B),

ou la premiere inégalité est une égalité pour A = B¢ et la seconde pour A = B. On en
déduit que

drv(1,0) = €4 (B) = u(B) — o(B) = (1 — w(B) — o(B) = 1 — (u(E N BY) + o(E (1 B)
=1—puNno(FE). (1.3)

Pour ¢ : E — R mesurable telle que sup,cpp(z)] < 1/2, £(p) (resp. £ (¢)) est
maximum (resp. minimum) pour ¢ égale a 1/2 sur B (resp. a —1/2 sur B¢) et ne dépend
pas des valeurs prises par ¢ sur B¢ (resp. B). Ainsi,

ple) —o(p) =€ () =€ (p) <ET(1p—1/2) — & (1 — 1/2)
=pu(lp —1/2) —o(1p —1/2) = u(B) — o(B) = drv(p, 0).

Par symétrie, o(p) — u(p) < o(B¢) — u(B°) = drv(p, o), ce qui acheve la démonstration.
UJ

Remarque 1.3.6. Pour A € &,
H(A) = p Ao (A) = u(A) = (0(AN B) + u(AN BY)) = (AN B) — 0(AN B) = &, (A)
st bien que & = p—pu Ao, ce qui entraine é- =0 —pu+&. =0 —uNo.

Lemme 1.3.7. Pour tous p,0 € P(E), on a dry(p,0) = infy vy~ P(X # Y) ot
Uinfimum porte sur tous les couples de variables aléatoires (X,Y) avec X de loi pu et Y
de loi o.

Démonstration : Pour X ~ p et Y ~ o définies sur le méme espace de probabilité et
Ae& ona

WA —o(A)=P(X €A X =Y)+P(X €A X £AY)-PY €A, X=Y)-PY € A, X £Y)
—P(XEAXAY)-PY €A X#Y)
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si bien que —P(X £Y) < —P(Y € A, X #Y) < u(A) —0(A) <P(X € A, X £Y) <
P(X # Y). On en déduit que P(X # Y) > supyee |(A) — 0(A)| = drv(p, o). Lorsque
drv(p, o) = 1, I'inégalité est une égalité pour tout couple (X,Y) avec X ~ pet Y ~ o.
Lorsque drv(p, o) = 0, c’est une égalité pour Y = X ~ pu. Nous allons maintenant exhiber
un couple pour lequel c’est une égalité lorsque 0 < dpy(p,0) < lie. 0 < puAco(F) <1
Soit U ~ U[0,1] et (Z,X,Y) un triplet indépendant avec Z ~ F/%’ X ~ % et
Y ~ gHAo (on peut par exemple prendre Z, XetY indépendantes). On pose

T—jiro(E)
(X,Y) = Lw<pnaen(Z, Z) + Lisunaen (X, Y).
Alors pour f : E — R mesurable bornée, par indépendance de U et (Z,X) on a
E[f(X)] = E[Lw<urom)y [(2)] + E[Lirspnomy £(X)]
=P(U < uAo(E)E[f(2)] + P(U > u A a(E))E[f(X)]

= notB) [ FEAA (o oey [ f@)ﬂ(ﬁ;iggfﬂ

pAo(E)
- /E f(x)(dz)

si bien que X ~ pu. Un calcul analogue de E[f(Y)] assure que Y ~ o. Par ailleurs,
PX#£Y)<PU>pNo(E)=1—puNo(E)=drv(p,o). O

Exercice 1.3.8. Soit A€ & t.q. u(A) =1.
1. Comment comparer u(A°N B) et 0(A°N B) ¢ En déduire que 0(AN B) = o(B).
2. Montrer que (AN B°) = pu(B°) et conclure que p AN o(A) =1 —drpy(u, o).

Proposition 1.3.9. L’espace P(E) muni de la distance en variation totale est complet.

Démonstration : Soit (j,)en une suite de Cauchy. Pour tout n € N, p,, est absolument
continue par rapport a la probabilité p = s&%r et admet donc une densité p, : E —
R, par rapport a pu :

VA€ E () = [ Lawpa(oulds).

E

Comme le supremum & la seconde ligne est atteint pour ¢(x) = 3signe(p,(2) — pm(2)),

/E (@) (P () — pa() )

dry(fn, fhm) = SUP
©ilp|<1/2

1 1
=/ 3 1Pa(@) = pm(@)|pldz) = SlIpn = Pl L)
E

la suite (pp)nen est de Cauchy dans L'(u) qui est complet. Elle converge donc vers pa.
Comme fi(dx) p.p. pa(r) > 0, p(dz) p.p. max(—peo(z),0) < |pa(¥) — poo(@)]. Ainsi
[ max(—peo(x),0)u(dx) < [ [pn(2) — poo(@)|p(da), puis par passage & la limite n — oo,
fE. max(—poo(x),O)u.(dx) = 0 i.e. p(dz) p.p. poo(x) > 0. Par ailleurs, le passage a la li-
mite n — oo dans I'inégalité | [ poo(z)pu(dx) — [, pu(@)p(dz)| < [ |[Pn(®) — Poo(@)|p(dz)
assure que [, poo()p(dz) = 1. Ainsi ps, est une densité de probabilité par rapport & f.
Notons fio la probabilité qui admet cette densité. Comme précédemment dry (pn, fioo) =
1lPn — Pocll L2y, Ol le second membre tend vers 0 lorsque n — oo. O
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1.3.2 Conditions de Doeblin et ergodicité uniforme

Définition 1.3.10. On dit que le noyau markovien P satisfail

— la condition de Doeblin si
Ja €]0,1], Yo,y € E, P(z,.) A P(y,.)(E) > a.
— la condition de Doeblin uniforme si

v e P(E), Ja €]0,1], VA€ &, infE P(xz,A) > av(A).
Te

La condition de Doeblin uniforme est plus forte que la condition de Doeblin en ce que
pour tous =,y € E, la mesure P(z,.) A P(y,.) domine la méme mesure ar de masse totale
a.

Théoreme 1.3.11. Sous la condition de Doeblin, le noyau markovien P admet une unique
probabilité invariante w et

Vu e P(E), Vn e N, dpy(pP",m) < (1 — a)"dpy(u, ).

Remarque 1.3.12. Comme sup,cp|¢(z)] < 1/2 implique que Yx € E, |Pp(z)| <
[ leW)|P(z, dy) < 1/2, on a toujours

drv(pP,oP) = sup |u(Pp)—oa(Pp)| < sup |u(¥)—o()| =drv(p0), (1.4)
oip|<1/2 YPryp|<1/2

meme sans la condition de Doeblin.

La preuve du théoreme repose sur le résultat suivant

Lemme 1.3.13. Sous la condition de Doeblin, Yz,y € E, |Pp(x) — Pp(y)| < 2(1 —
a)sup.cp ()] et

V,U,O' € P(E), dTv([LP, UP) S (1 — Oé)dTv(,u,O'). (15)

Nous allons en déduire le théoreme avant de démontrer le lemme.
Démonstration : D’apres (1.5), 'application P(E) > u+— uP € P(FE) est contractante
pour dry distance qui rend l'espace P(E) complet d’apres la proposition 1.3.9. D’apres
le théoreme de point fixe de Picard, elle admet un unique point fixe 7 qui est 'unique
probabilité invariante par P. Enfin, en itérant l'inégalité (1.5), on obtient

Vu,o0 € P(E), Vn € N, dry(uP",0P") < (1 —a)"dry(u, o)

et I'inégalité énoncée dans le théoreme en découle pour le choix o = 7. 0
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Démonstration : Pour ¢ : E — R une fonction mesurable bornée et x,y € F, on a
Pota) = Pt = | [ e(IP(wdo) — [ oIPlo ) A Pl
E E
+ [ p@)P ) AP ) — [ ePl.dz)
E E

< | [ #P.d2) = Pl 4 P @)+ | [ o)Pl.d2) = Pla,) A Pl (d2)

< [ 10@Pa,d2) = Pl A Pl @) + [ 1o (Pld2) = Pla,) A Py, o)

< suplola)l ([ (Plo.ds) = Ploc A Pl @) + [ (PUna2) = o) PG ) 02))
< 2(1 — a) sup [p(2)],

zeE

ou on a utilisé la positivité des mesures P(z,.)—P(z, )AP(y,.) et P(y,.)—P(z,.)AP(y,.)
pour la seconde inégalité et la condition de Doeblin pour la quatrieme inégalité. En posant
co = (1 —a)sup,cp|p(2)| — sup,ep Pe(y), on en déduit que pour = € E,

Pp(z) +c, = (1 — a)sup |o(2)| + inf (Pp(z) — Pp(y)) = —(1 — a)sup |p(2)];

zeE zeE

D’autre part,

Po(z) + ¢, < Po(z) + (1 —a) Sup lp(2)] = Po(z) = (1 - a) Sup lp(2)],

si bien que
sup |[Po(x) + ¢,| < (1 — a)sup |p(z)]-
zeE zeE

Ainsi

drv(pP,oP) = sup |uP(p) —oP(p)|= sup |u(Py)—o(Py)

@ilp|<1/2 @ilp|<1/2

= sup |w(Pe+c,)—o(Py+cy,)
eilp|<1/2

< sup (u(¥) — o) = (1 - a)drv(p,0),
Yiy|<(1-a)/2

ou on a utilisé u(c,) = ¢, = o(c,) pour la troisieme égalité et le résultat de I'exercice
1.3.4 pour la derniere. O

Proposition 1.3.14. La condition de Doeblin pour une itérée P™ de P est
équivalente a [’ergodicité wuniforme, a savoir lexistence de w € P(E) telle que
limy, 00 SUP,c g drv (P (2, .), ) = 0.

Démonstration : Si P est uniformément ergodique, choisir m assez grand pour que
SUp,ep drv(P™(z,.), ™) < 45% assure par inégalité triangulaire que

Ve,y € £, 1 —a > dpy(P"(x,.),P™(y,.)) =1—P™(z,.) N P"(y, . )(E).
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Réciproquement, s’il existe m > 1 t.q. le noyau P™ satisfait la condition de Doeblin,
alors le théoreme 1.3.11 entraine que P™ admet une unique probabilité invariante 7.
Comme 7P = 7wP™P = wPP™, la probabilité 7P est invariante pour P". Par uni-
cité, P = 7w et m est invariante pour P. C’est la seule probabilité invariante pour
P puisque toute probabilité invariante pour P l'est pour P™. En combinant 1’égalité
uP" = ppPr-lmlmpm. .. pm oot P™ apparait | 2] fois, I'estimation du théoreme appliqué
au noyau P™ et (1.4), on obtient que

Vn €N, dpy(uP", 7) = dpy(pP", 7P") < (1 — o)™ dypy (u, 7).

Puisque la distance en variation totale est majorée par 1 et que, si d, désigne la masse de
Dirac en z € E, §,P"* = P"(x,.), on conclut que lim,,_,o sup,cp drv(P"(z,.),7) =0. O

1.3.3 Algorithme de recuit simulé

Cet algorithme a pour objectif de minimiser une fonction V' : E — R mesurable.
Pour 8 > 0, on note Zg = [, e V@ \(dx) ot A est une mesure positive de référence sur
(E,E). Dans le cas d'une probabilité de Boltzmann-Gibbs, § = kBLT, c’est-a-dire que [
est l'inverse de la température au facteur multiplicatif pres 1/kp avec kp la constante
de Boltzmann. On note également v, = inf{v € R : A\({z : V(2) < v}) > 0} I'essentiel
infimum de V' pour la mesure A et on suppose que v, > —oo. On suppose enfin que

B::{ﬁ20225<00}75@.

Comme Zz = e v Iz e~ AV(@)=v) \(dx) ot I'intégrale est une fonction décroissante de
B, B est un intervalle de la forme [3,+o0o[ ou |3, +oo[ avec 8 € [0, +oc[. Pour tout
B € B, mg(dx) = —Be —AV(=)\(dx) est une probabilité sur (E,£). Notons que pour 3 > 0,

Zg < e P \(E) si bien que lorsque A(E) < oo, alors B = [0, +00|. Le lemme suivant
assure que lorsque f — oo (i.e. la température tend vers 0), mz se concentre sur les
minimas de V.

Lemme 1.3.15. Pour tout € > 0, limg oo g ({z € E: V(x) > v, +¢}) = 0.

Démonstration : On remarque que

1 .
mg(dr) = —e PV@=2I\(dz) ot Z5 = / e PV@=vIN(dx). (1.6)
Zﬁ E

Donc
fE 1{V x)>v*+€}6 =BV (z)~vx )\(dib)
[ e PV @I \(dx)
fE 1{V Y>ve+e}€ —AV(@) U*))‘(dx)
-5 A{z: V() v, +¢/2))

fE ]'{V(CE)Z’U*-‘FE}e 2 (V(J))_U*)A(daj)
Mz V(z) <ve+e/2})

ms({zr € E:V(z) > v, +¢}) =
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ou M{z : V(z) < vy +¢/2}) > 0 par définition de v, et, pour la derniere inégalité,
on a utilisé que V(x) — v, > € est équivalent a V(z) — v, > 5 + m Lorsque

g > 2(@ + 1), e~ BV (@)—v) > 1{V(x)zv*+g}e_§(v(’f)_”*) avec le membre de droite
qui tend vers 0 lorsque f — oo. Le théoreme de convergence dominée assure que
limg_ oo [5 1{V(x)2v*+g}e’§(V(z)’”*))\(d:t) =0, ce qui conclut la démonstration. O

Le lemme suivant controle la dépendance en le parametre 8 de la mesure de Gibbs g
lorsque 'essentiel supremum v = sup{v € R: A({z € E : V(x) > v}) > 0} de V pour la
mesure \ est fini. Notons que comme Zz > e PP A\(E), si ¥ < oo, alors le fait que Zg < oo
pour 3 > 3 entraine que A\(£) < oo si bien que B = [0, +o0].

Lemme 1.3.16. On suppose que v < oo. Pour tous B,B >0, ona

drv(mg, mg) < (0 — v)|B— Bl

Démonstration : Pour fixer les idées, on suppose que 5 > /3 ce qui entraine que / 5 < Zg.
D’apres l'exercice 1.3.5 et (1.6),

G*B(V(I)*v*) e BV (z)—vs)

Z; Zs

1 1 e BV(@)=vi) _ o=B(V(z)=v)
) i

BV (@)-v) (T 2 -
Zg

A(dr)

2dTV(7T/3u 7T/3) = /
Z

E
_/E 5 Zs

< (L _ 1 ) / BV @0\ () 1 L / (e—mvu)—m) _6—B<V<x>—v*>)A(d$)
- ZB Zﬁ E Zﬁ E

A(dz)

Comme 1 —e™¥ < gy pour y > 0, on obtient que

Zy— 2= /E (1 — e~ =A@y =8V @)=0) ) ()

~ A

< (-5 [E V(@) — v)e V@ \(d) < (5 - B)( — v.)Zs.

7
Cette inégalité se récrit 1 — Z_ﬂ < (B — B)(v —v,), ce qui permet de conclure. O
8

On suppose que la densité de proposition ¢ par rapport a la mesure de référence A de

I'algorithme de Metropolis-Hastings est symétrique : |Vz,y € F, q(z,y) = q(y, x) | Pour

la probabilité cible 75, on a a(z,y) = min(1,e PVO-V@)) = =BVE-VET (on, par
rapport & (1.1), le remplacement de 1 par e~ VW=V pour g(z,y) = 0 et V(y) > V(z)
est sans conséquence d’apres le second point dans la remarque 1.2.1). Notons Q(z, dy) =
q(z,y)A(dy) le noyau de proposition et pour tout 5 > 0

Py(x,dy) = e VOV g(, y)A(dy) + Ry(w)d, (dy)

ot Ry(x) = / (1= e BVOVE Y A (d2).
E

On a Py = @ et pour tout 8 € B, Ps est le noyau de Metropolis-Hastings associé a mga.
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Proposition 1.3.17. On suppose que v < oo (si bien que B = [0,400]) et qu’il existe
m € N* tel que Q™ satisfait la condition de Doeblin pour la constante o > 0. Alors

K 1= sup {v ; / Liv (y)—v (@) +>ora(z, y) M dx) AN (dy) > O} <0 — v,
ExE

et pour toute constante h €)0,-1[ et toute probabilité g sur E la suite p, =

poPs Ps, ... Ps, ot (B, = hln(n ’;n21 vérifie lim, oo dov(fin, m5,) = 0 si bien que
limy, o0 tn({x € E : V(2) > v, +€}) = 0 pour tout € > 0.

Exercice 1.3.18. En remarquant que poure >0, (V(y)—=V(x))T > v—v,+e = V(y) >
v+ 5 ouV(r) <v, — 5, vérifier que k < U — v,.

Remarque 1.3.19. Si on note (X,,), une chaine de Markov inhomogéne a valeurs dans
E telle que Xo ~ pg et

¥n €N, P(Xpi1 € Al(Xo, ... X)) = Ps,, (Xn, A)

alors p, est la lot de X,. Sous les hypothéses de la proposition, pour h 6]0,#[,

lim, . P(V(X,) > v, +¢€) = 0 pour tout ¢ > 0, c’est-a-dire que la suite (V (X)),
converge en probabilité vers v,.

Notons que yu(dy) = poPo(dy) = woQ(dy) = [ _pa(z,y)po(dz)A(dy), si bien
que pp possede la densité fi(y) = fer q(z,y)po(dzr) par rapport a la mesure de
référence \. Supposons que pour n € N* pu, possede la densité f, par rapport a

_ —V(z)F
A alors iy (dy) = [ope VOV gy, (da)M(dy) + Rs,. () fa ()M dy) =

Farr(A(dy) pour fui(y) = [,cpe VOV g2,y (dx) + Ry, (y) fuly). Alnsi,
nous avons montré par récurrence que pour tout n € N*, u,, possede une densité f,, par rap-

port & la mesure de référence \. Soit A = {z € E: [, 1yv(y)-v()+>npa(z, y)A(dy) = 0}.
Par définition de r, A\(A°) = 0. Modifions désormais la définition de Ps en

Py(w, dy) = e VOV g )\ (dy) + / (1 — e PRV g (2, 2)M\(d2)0a(dy).
E

Pour tout x € A, la probabilité Ps(x,.) est inchangée. Comme A(A¢) = 0, pour tous 5 > 0
et 1 € P(E) qui possede une densité par rapport a A, la valeur de uPg n’est pas affectée
par cette modification. Ainsi par récurrence sur n € N*, 'égalité u,, = p1 P, . .. Ps,, reste
vraie malgré la modification. Comme Pg, = F est inchangée, on a p; = poPp, si bien
que I'égalité pi,, = poPs, P, ... Ps, reste également vraie. Comme 73 possede une densité
par rapport a A, la modification ne change rien a la valeur de m3P;3 si bien que 73 reste
invariante par Ps. L’'intérét de la modification est d’assurer le résultat suivant.

Lemme 1.3.20. Si pour m € N*, Q™ satisfait la condition de Doeblin pour la constante
a €]0,1], alors pour B, ..., 0w >0, Ps Ps, ... Pg, satisfait la condition de Doeblin pour
la constante ce™" 2n=1Pn

m

Démonstration du lemme 1.3.20 : La définition modifiée de Ps entraine que pour
B > 0, Ps > e P"Q au sens ot pour tout x € E, la mesure e P*Q(x,dy) est
majorée par la probabilité Ps(x,dy). En itérant, on en déduit que Ps Ps,...Ps, >
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e 2n=11Q™ si bien que pour tous x,y € E, Ps Ps, ... Ps, (v,.) A Ps, Ps, ... Ps, (y,.) >
e Xn=1 P (Q™(2,.) A Q™ (y,.)). O

Démonstration de la proposition 1.3.17 : La majoration de x découle de I'exercice
1.3.18. Comme g, tend vers +oo avec n, pour € > 0 et A, = {z € E: V(z) > v, +
e}, le lemme 1.3.16 entraine que lim, o 73,(A:) = 0. Comme |75, (A:) — pn(Ac)| <
drv(mg,, pn), il suffit de montrer que drv(ms,, u,) tend vers 0 lorsque n — oo pour
conclure que p,(A.) aussi.

Pour n,k € N*, comme par invariance de w3 par Pg,
NS {17 s k}v (ﬂ-ﬁn+5_ﬂ-6n+2—l)Pﬁn+l s Pﬁm-k = Wﬂn+lpﬁn+l+1 st Pﬁm-k _ﬂ—ﬁn-‘-z—lpﬁn-‘-z st Pﬂm-kv

k
on a g, = 2y (Toue = Tse ) Fboye - Popn + 76, Py - Pa . Comme gy =
UnPp, 1 . Pg, ., avec la définition de drv, on en déduit que

k

dTV (W/Bn+k’ lun"rk) S Z dTV (T(-BnJré P5n+€ ttt PB’rH»k ? Trﬁn#»lflpﬁn#»i ce Pﬂn+k¢)
(=1
+ dTV(ﬂ-ﬁn Pﬁn«l»l ctt PBn+k7 /’LnPﬁn+1 R Pﬂn+k)
k

< Z drv (ﬂ—ﬁnH? 71-ﬂnjLeq) + dry (Nna Wﬁn) (1‘7>
/=1
k
<(@—v)h > (In(n+ L) —In(n+ £ = 1)) + dry (i, 7,)
/=1

- n+k
:(U —_ ’U*)hln (T) + dTV(/JLTL? ﬂ-ﬂn)

ou on a utilisé (1.4) pour la seconde inégalité puis le lemme 1.3.16 pour la troisieme.
On pose By = 0 si bien que l'inégalité reste vraie pour n = 0 avec In (”TJ"“) rem-
placé par In(k) au second membre. Pour n = ¢m avec { € N et k € {1,...,m — 1},

cela implique que drv (g, ., , femsr) < (0 — v)hIn (eﬁg)"v;l) + drv(7g,,, , ftem). Comme

Im+m—1

limy_,o In ( o ) = 0, il suffit donc de montrer que drv(7g,,, , ftem) tend vers 0 lorsque
¢ — oo pour conclure. Pour k = m on peut améliorer I'inégalité (1.7) en remarquant que
d’apres les lemmes 1.3.20 et 1.3.13,

(1 — ae == st )dyy (g, i)

(1 —ae™ ™) dpy (75, fin)

drv (78, Py - Porns Py - Paoyn) <
<

si bien que

n-—+m

nvi ) + (1 — ae” ™) dpy (fin, 75, )

T U
En posant pour ¢ € N, z; = dpy(ms,,,, ftem), Qer1 = ae” ™ Perm = (0 + 1)m) ™" et

beyr = (0 — v )hin (((i::))v“;) on en déduit que

Zep1 < (1 — 1) ze + begr.
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et comme pour ¢ > 1, byyy = (0 — ve)hln (1 + %)v

Pour £ — oo, on a ayq ~ a(mf)=msh

beyr ~ (0 —wv)h/l. St mrh < 1, alors ), a0 = o0 et si mrh < 1, alors Z‘Z—i

é(@ — v ) hm™rmsh=1 i hien que limy_, o 2—‘; = 0. Avec le lemme suivant on conclut que
sih < # alors zp = drv (tem, mg,,,) tend vers 0 lorsque ¢ — oo et donc dry (pn, g, ) tend

également vers 0 lorsque n — oo.

U

Lemma 1.3.21. Soit (2¢)een une suite de Ry vérifiant
Vil e N, 241 S (1 — Oég+1)Zg + b@+1. (18)
avec (ou)e>1 suite de ]0,1[ telle que Y7, 00 = 00 et (by)es1 suite de Ry telle que

limy_sa Z_‘; =0. Alors limy_,oo 20 = 0.

Démonstration : Posons Ag = 1etpour? > 1, A, = H£:1 ﬁ Notons que (Ay)pen est
une suite croissante. Comme — In(A4y) = Zi:l In(l —ay) < — Zizl ag et Y sy g = 00,
Ay tend vers +oo avec £. En multipliant (1.8) par Ay, et en utilisant que Apyq(1—ayy1) =
Ay, on obtient que Api12p01 < Apzp + Api1bpyq. Par récurrence, on en déduit que

L
Ang S A()ZO + Z Akbk
k=1

Comme Ay =1 et ap A = A — Ag_1, on obtient que

l
20 1 bk
VieN, z, < — + — A — A1) —.
'y Ae;( k kl)ak

Avec la croissance de la suite (Ag)gen on en déduit que pour ¢, € N*,

Lo
1 by, by,
V> Ly, 20 < — | 20+ g Ap — Ap_1)— | + max —.
=0 Z_Ag(o k1< b k 1>Oék) k>ly Qi
Comme le second terme est arbitrairement petit pour ¢y assez grand tandis qu’a ¢ fixé le
premier terme tend vers 0 lorsque ¢ — oo, on conclut que limy_,, 2z, = 0. O

En pratique, on travaille avec un nombre fini NV d’itérations de I’algorithme et on utilise
des suites (5,)1<n<n qui croissent beaucoup plus vite que la suite hln(n) (typiquement
des puissances positives de n).

Notons que 'hypothese que @) satisfait la condition de Doeblin est assez restrictive sur
le couple (E, \).

Lemme 1.3.22. On suppose que E = R? muni de la mesure de Lebesque . Soit
Q(x,dz) = q(z,2)dz pour ¢ : R? x RY — R, mesurable, symétrique et telle que
Jra @z, 2)dz = 1 pour tout x € R Alors sup,,cn- inf ;) craxra (Q™ (x, J)AQ™ (v, .)) (RY) =
0 i.e. aucune itérée Q™ de @) ne satisfait la condition de Doeblin.
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Remarque 1.3.23. — Notons que sous les hypotheses du lemme, pour tout B > 0, Pg
ne satisfait pas non plus la condition de Doeblin, méme si, comme B # () et v < 0o
impliquent \(E) < 0o, ce n'est pas restrictif en vue de la proposition 1.3.17. En effet,
pour x # vy, Pg(x,.) et Ps(y,.) admettent respectivement les densités Rg(x)1 =z +
1Rd\{z,y}(z)eiﬁ(‘/(z)iv(x)ﬁQ('x?Z) et Rﬁ(y>1{z=y} + 1Rd\{x,y}(z)eiﬁ(‘/(z)iv(y))_‘—Q(y)Z)
par rapport a la mesure de référence \(dz) + 0,(dz) + 0,(dz). Et, d’aprés lezer-
cice 1.3.5,

(Pa(,.) A Ps(y, ))RY) = Ad(e_ﬁ(v(z)‘v(w’)+Q($, D) A (e VEVO g (y, 2))dz

< [ ot Al = = (@) A QU DR,

— Toujours sous les hypotheses du lemme, pour le noyau P de [’algorithme de
Metropolis-Hastings sur R? défini par (1.2), un raisonnement analogue entraine que

pour y # ,

(P(w,‘)/\P(y,-))(Rd)z/ (a(z, 2)q(x, 2)) A (aly, 2)q(y, 2))d=

< [ at2) A aly. )= = (@) A QU )R

st bien que la condition de Doeblin n’est pas satisfaite par le noyau P.

— Si, en revanche, E est un compact de R® muni de la mesure de Lebesque \, pour la

fonction symétrique q(z,y) = ﬁ, le noyau Q) satisfait la condition de Doeblin.

Démonstration : Notons que pour m > 2, Q™(z,dy) = gn(x,y)dy ou, en utilisant la
symétrie de ¢ pour la seconde égalité,

i) = [ aloa)a(nz) s i) ) o
R(m—1

= /( | (Y, 2m-1)q(Zm—1, Zm—2) - - - (22, 21)q(21, 2)d2p—1 . . . d21 = @i (y, 7).
R m—1)d
Le noyau Q™ possedant lui aussi une densité symétrique, il suffit de montrer que
inf(w,y)eRde’i (Q(I, ) A Q(y7 ))(Rd) =0.

Supposons que Vz,y € RY (Q(z,.) A Q(y,.))(R?) > a > 0 et obtenons une contradic-
tion. D’apres 'exercice 1.3.5, on a (Q(xz,.) A Q(y,.))(R?) = [p.q(x, 2) A q(y, z)dz. Fixons
x € R?. Comme, par convergence dominée, limp; o0 f Lija—ai>myq(x, 2)dz = 0, il existe
M, €]0,+oo| tel que [ 1f._g>n,3q(, 2)dz < &. Alors

Vy € RY, /d Lioma|<myq(y, 2)dz > /d Lioma)emyq(z, 2) A q(y, 2)dz
R R

Rd Rd

e

Donc fRded Lioma|<m,q(y, 2)dzdy = oo alors que, par la symétrie de ¢ et le
théoreme de Fubini, cette intégrale est aussi égale a f]Rd L a—a|<M.} fRd q(z,y)dydz
Jra Le=ai<arydz < oo. 0

Cela a motivé I'étude de conditions plus locales qui font 'objet du paragraphe suivant.
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1.3.4 Ergodicité géométrique sous condition de dérive

Ce chapitre est inspiré de [35]. Nous allons travailler sous la condition de dérive sui-
vante :

(D1) 3V : E — Ry mesurable, 3K € R, 3y €]0,1[, Vx € E, PV (z) <AV (x)+ K

(D2) 3R > %, Jda €]0,1], Va,y t.q. V(z) +V(y) < R, P(z,.) A P(y,.)(E) > a.

Notons que la condition de Doeblin implique la condition de dérive pour le choix V = 0.

Notons également que (D2) est une conséquence de

2K
IR > = v eP(E), Ja€]0,1], VA€ &, inf Pr,A) > av(A)

z:V(z)<R

ou l'ensemble {z € F : V(x) < R} est appelé “small set” dans la littérature (attention
“petite set” désigne une notion reliée mais légerement plus faible).

La fonction V' qui porte le nom de fonction de Lyapunov tend en général vers I'infini
a l'infini lorsque £ = R? (dans Papplication & I’algorithme de Metropolis-Hastings par
marche aléatoire du paragraphe 1.3.5, V(x) = n~1/2(x) ot n est la densité cible). La
condition (D1) signifie alors qu’en moyenne le noyau P rapproche de l'origine et donc du
compact ou une condition de Doeblin locale est satisfaite d’apres (D2). L’inégalité R >
2K /(1—7) signifie que ce compact (d’autant plus grand que R 1’est) doit étre suffisamment
grand par rapport a la force de rappel en moyenne vers l'origine (d’autant plus petite que
K et v sont grands). Plus généralement la condition de Doeblin est satisfaite localement
sur I'ensemble de niveau {z : V(z) < £} tandis que si V(z) > £ alors K < (1 —7)V (z)
si bien que PV (z) < 4V (z) + K < V(x) et en moyenne V' diminue par application du
noyau P i.e. le noyau P rapproche de cet ensemble de niveau.

Définition 1.3.24. — Pour § > 0, on note |||z la norme sur l’espace vectoriel des
fonctions ¢ : E — R mesurables et telles que sup,cp IJ:’B%)(L) < oo définie par

llls = sup, e P2

— Pour B > 0, on lui associe la distance dg sur Py (E) := {p € P(E) : p(V) < oo}
définie par dg(p, o) = Supg, e ,<1 [1(@) =0 (@)[. Pour pi,0 € P(E), on pose toujours
dg(pt,0) = Supge),<1 [1(@) — o(@)] ot rien ne garantit que le supremum soit fini
lorsque V' n’est pas bornée.

— Pour f = 0, on lui associe la distance dy sur P(E) définie par do(p,o) =
SUP <1 [1(P) = ()]

Exercice 1.3.25. Montrer que pour 5 > 0, dg est une distance sur Py (E).

Notons que ||[|p est la norme du supremum sur l’espace des fonctions mesurables bornées
sur E et que, d’apres U'exercice 1.3.4, do(p, 0) = 2dry(u, o). Pour > 0, |||| s est une norme
sur 'espace plus grand lorsque sup,cp V(z) = 00

VY = {gp : F — R mesurable t.q. igg% < oo} .

Pour 0 < §' < 3, comme [lgs < lllar, dyr < d.
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En reprenant la preuve de la proposition 1.3.9, et en remarquant que

dﬁ(:um 'U/m) - sup
eile|<14+B8V

= /E(l + BV (2))|pn(x) = pm(@)|p(dx) = llpn = Pl L 118v)10)5

/E (@) (Pa () — pa() )

ou (1 + AV)u désigne la mesure de densité (1 + SV (x)) par rapport a u(dz), on vérifie
que

Proposition 1.3.26. Pour > 0, l’espace Py (E) muni de dg est complet.

Théoréme 1.3.27. On suppose que le noyau markovien P satisfait (D1) et (D2). Alors

il admet une unique probabilité invariante w. En outre, w(V') < % et

V5 >0, VueP(E), YneN, dg(uP", m) < (x(o, 8,7, K, R))"ds(p, 7). (1.9)

ot x(a, 5,7, K, R) = (1 — a+ BK) v ZERIE €]0,1] 5i 5 €]0, &[.

Remarque 1.3.28. — Ona

d 2+ BYR + 28K

@+AR) 5 R

= (YR +2K)(2+ fR) — R(2 + fyR + 26K)

=2(2K —(1—v)R) <0.
Ainsi Ry 3 8+ g(f) = (1 —a+ pK) — % est une fonction strictement
croissante telle que g(0) = —a et limg_,o. g(5) = +00. Donc 3B, > 0 tel que g(ﬁ*) =
0. Pour 8 € [0,05.], x(a, 8,7, K,R) = 2+5;fgﬁ61< > 2+5*2112f25*K =1—-a+ 4K
Pour B €6, +0[, x(a, 8,7, K,R) =1 —a+ K >1—a+ ,K. On conclut que
il’lfgzoX(O&,ﬁ,’Y,K R) ( 73*7’77K7R)'

— Si pourm > 2, P™ satisfait (D1) et (D2), en raisonnant comme dans la Proposition
1.3.14, on vérifie que P admet une unique probabilité invariante w. Si, en outre, le
noyau P lui-méme vérifie la condition (D1), alors pour ¢ € V, la définition de ||||3
entraine que

V€ E, |Pp(r)] < Plo|(z) < [lellsP(1+8V)(z) < [[¢lls(14+y8V (2)+AK), (1.10)

si bien que || Py|lg < (14+B8K)|¢|lz. On en déduit que dg(puP, o P) < (1+5K)dg(p, o)
et avec l’estimation du théoréeme pour le noyau P™ que

Yu € P(E), Vn €N, dg(uP™,7) < (1+ BE)™ (x(a, 8,7, K, R)"™™ dg(u, ).

La preuve du théoreme repose sur le résultat suivant

Lemme 1.3.29. Sous (D1) et (D2) pour toute fonction ¢ €V,

VB >0,y € B, [Po(z) = Po(y)| < x(a, 8,7, K, R)(2+ B(V(x) + V(y)))HwI(\B )
1.11

Vi, o € P(E), ds(uP,oP) < x(a, B,7, K, R)ds(p, ). (1.12)
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Démontrons ce lemme avant de revenir a la preuve du théoreme.
Démonstration : Soit ¢ € V et z,y € E. On distingue deux cas.

Si V(z) 4+ V(y) > R|, en utilisant (1.10) a la seconde inégalité, on obtient

|Po(x) = Poy)| < [Po(x)] +[Pe(y)] < (24 /v (V(2) + V() + 26K)|l¢lls.

246yr428K _ | 2(1-74BK)
T et e M v =

24 By(V(x) + V(y) + 28K
24 0y(V(2) +V(y) + 26K = ——— BV (z)+V(y))

< SR 4 BV @)+ V()

La décroissance de Ry 37 — f(r) := entraine que

2+ 8(V(z)+V(y)

On conclut donc que

2+ ByR+ 28K

5+ BR 2+ BV () +V))lels.

|Po(r) — Po(y)| <

Si V(z) +V(y) < R|, alors en utilisant (D2) a la quatrieme inégalité puis (D1) a la cin-
quieme, on obtient

|Po(x) — Po(y)

/E o(2)(Pa,d2) — P(z,.) A P(y,.)(d2))

< +

/E o(2)(P(y.dz) — P(z,.) A P(y, )(d2))
< ||so||ﬁ( [+ VNP — Pl A Pl )(02)
s [as VP - Pl A Pl .><dz>>)

< llolls (P(x, E) - P(e..) A Py, )(E) + BPV(x) + P(y, E) — P(x..) A Py, )(E) + @Pwy))

< [lells(2(1 =) + BPV () + 8PV (y)) < [lells(2(1 — a) +98(V(z) + V(y)) + 26K)
< (M —a+FE) V) 2+ B(V(z) +V)lels

Comme v = lim, 1o f(r) < f(R) = %, on a démontré (1.11).
<

Supposons maintenant ||¢||g < 1, notons x a la place de x(«, 3,7, K, R) et posons
c, = infyep(x(1+ BV (y)) — Pp(y)). Pour z € E, on a d'une part, d’apres (1.11),

Pe(x)+c, = inf (Po(z)—Po(y) +x(2+B(V(2)+V (1) —x(1+8V(2)) 2 —x(1+8V(2)),
ce qui assure que ¢, > —oo. D’autre part, d’apres la définition de c,,

Po(z) + ¢, < Po(z) + x(1+ BV (2)) — Po(x) = x(1 + BV (2)).
Ainsi ||Py + c,||s < x. On conclut que

dg(pP,oP) = sup [uP(p) —oP(p)|= sup [u(Py+c,)—o(Pp+cy)|
ellellg<1 eillells<1

< sup  |p() — o) = xds(p, o).
Y[yl s <x
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OJ

Démontrons maintenant le théoreme 1.3.27.

Démonstration : Soit 3 €0, 7[. Pour alléger les notations, nous noterons x a la place de
x(a, 8,7, K, R). Montrons que x €]0, 1[. La condition § < /K assure que 1 —a+fK < 1.
Par ailleurs, les conditions v €]0,1[, 8 > 0 et R > % assurent que SR > BvR 4 26K si

bien que % < 1. Ainsi, sous (D1) et (D2), x €]0, 1].

D’apres (D1), pour u € Py (E),
WP(V) = u(PV) < p(aV + K) = yu(V) + K (1.13)

si bien que uP € Py(E). D’apres (1.12), Papplication Py (E) > p +— puP € Py(E) est
contractante pour dg distance qui rend lespace Py (E) complet d’apres la proposition
1.3.26. D’apres le théoreme de point fixe de Picard, elle admet un unique point fixe 7
qui est 'unique élément de Py (F) invariant par P. Pour le choix p = m, (1.13) s’écrit
(V) < y7(V) + K si bien que 7(V) < £

1—v°
L'inégalité dg(uP", m) < x"dg(u, ) s’obtient en itérant (1.12) pour le choix o = 7.
Pour z € E, comme dg(0,,7) < 6,(1+ V) +7(1+ BV) <24 BV (z) + % < 00, on en
déduit que lim,,_,o, dg(P"(x,.),m) = 0.

Soit 7 une autre probabilité invariante. On a dg(7, 7) = dg(7 P, 7P) < xdg(m, ) d’apres
(1.12). On en déduit que dg(m,7) = 0 des lors que dg(m,7) < oo, condition assurée par
7 € Py(E). Sans cette condition, il faut trouver un autre argument. Comme dg > dy =
2dry, pour tout z € E, P™(x,.) converge en variation totale vers 7 et pour A € &, la
suite (P"(z, A))n>1 a valeurs dans [0, 1] converge vers m(A). Par convergence dominée, on
en déduit que 7P"(A) = [, P"(z, A)7(dx) converge vers [, m(A)7(dx) = m(A) lorsque
n — 0o. Comme par invariance de 7, 7(A) = 7P"(A), on conclut que 7 = .

U
1.3.5 Application a I’algorithme de Metropolis-Hastings
On se place dans le cas ou
— E =R% muni de sa tribu borélienne £ = B(RY),
— A(dz) = dx est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R?)),
— 7(dz) = AU _ o4 ) est une fonction mesurable de R? dans R, telle que

Jrd 1(y)dy
Jran(y)dy €0, c0l.
On note ¢(z,y) la densité du noyau de proposition par rapport a la mesure de Lebesgue.
Notons que le noyau P s’écrit alors

ma@rwmwmww@+(4u—amamwam)@mn

n(y)q(y, x)
n(x)q(z,y)’

d

avec a2, y) = Lin()q(r.y)>0) Min ( 1> + Lin(@)ae.y)=0}-
Le résultat principal de ce paragraphe, énoncé dans la proposition 1.3.35, est que si i est C*

strictement positive et telle que limy,| o % -Vinn(z) = —oo, imsup, ., ‘ﬁ—| . ;Z—Egl <0
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et ¢(z,y) = ¢ (y—x) pour une densité ¢ paire et telle que VA > 0, inf|,j<pr (x) > 0, alors
I’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire, noté MHMA dans la suite, est
géométriquement ergodique puisqu’il vérifie (D1) et (D2) pour V(z) = n~'/%(z). Notons
que, d’apres la remarque 1.3.23, pour cet algorithme, la condition de Doeblin n’est jamais
satisfaite sur R%. Comme ¢(z,y) = 9(y — x) on peut méme simplifier la preuve de ce
résultat en remarquant que pour z # y € R, pour tout z € RY, [z —y| < |z — 2| + |2 — y|

si bien que |z—z|V|z—y| > @ et (a(x, 2)v(z—z))AN(aly, ) (z—y)) < 1{‘Zix|2%}¢(z—
x) + 1{‘ny‘2@}w(z —v). Ainsi,

Pl ) AP )®) = [ (o6 =)o) Aoy -2 [ vt

ol, par convergence dominée, le membre de droite tend vers 0 lorsque |z — y| — 0.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que la condition de Doeblin soit
satisfaite lorsque le point de départ x est restreint a un compact.

Lemme 1.3.30. Si VM €]0,+o0[, q,, := infjyyy < q(x,y) > 0 et far 1= supjy<py 1(z) <

o0, alors pour tout M assez grand pour que f‘z|<M n(z)dz > 0,

V|z| < M, VA € B(RY), P(x, A) > ayvu(A),

1{y1<ayn(¥)dy

T oot 1) est une probabilité.
|z|<M

oty = %—ﬁ f|z|gM77(Z)dZ > 0 et vy (dy) ==

Remarque 1.3.31. Les hypothéses sont satisfaites si n est continue et q est strictement
positive et continue.

Démonstration : En ne tenant pas compte de la contribution liée a la possibilité que
I’algorithme partant de x reste en x si la proposition y n’est pas acceptée, on obtient que
pour || < M et A € B(R?),

nyaly,z) q(y,z)  q(@,y)
Pl )= [ 1 ( den)dy = [ Lo A n(y)dy
000\ @)ga,y) " A TP ) T ()
1 0( A Liy<anyn(y)dy > == | Lg<ann(y)dy.
/ >0 | ey AT e | Lisan (v) iy ]t (
Sous nos hypotheses, ¢ ne s’annule pas et on utilise les conventions % =00 = qéz(’gf;)
sin(x)=0. O

Il est plus difficile de vérifier (D1) et nous nous contenterons d’énoncer des conditions

obtenues par Jarner et Hansen [39] pour que (D1) soit satisfaite par V(z) = n~'/%(z)
dans le cas particulier de l'algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire ou
q(r,y) = ¥ (y — z) pour une densité de probabilité 1 paire sur R?.

Vérifions tout d’abord que pour le choix V(z) = n~Y2(z), z PVV(;”;) est borné. Ce

résultat est vrai pour un espace d’état E quelconque, des lors que la densité de proposition
est symétrique.

Lemme 1.3.32. Tout algorithme de Metropolis-Hastings avec une densité de proposition
q symétrique (Vx,y € E, q(x,y) = q(y,x)) est tel que

~1/2
Py P (z) _

5
Vi€ E g na) >0, ——t <
x g- n(x) >0, ) S
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On en déduit que si la fonction n~1/2 est localement bornée, il en va de méme pour la
fonction Pn~1/2,
Démonstration : Soit x € F t.q. n(z) > 0. Rappelons que partant de x, une proposition
y est acceptée avec probabilité a(x,y) = min(1, %) = min(1, "E g) Notons A, =
{y € E : n(y) > n(x)} I'ensemble des propositions qui sont acceptées avec probabilité 1
et R, ={y € E:n(y) < n(x)} son complémentaire. La proposition y € R, est acceptée

avec probabilité "Eyg et sinon, 1’algorithme reste au point x. Donc

Py Pw) 0P ) )
,,771/2(35) _/z 77*1/2(9:)q< 7y))\(dy)+/721 17,1/2($) n(x)Q( ,y)A(dy)

+/ () (1 _ M) q(z, y)A(dy)

o, () n(z)
1/2($) (771/2(y) +1— M) q(z,y)A\(dy) (1.14)

_ [ .
_/I nl/z(y)Q( ’y)A(dyH/Rz n'/2(z) n(x)

Sur A,, 1;2% ; 1 et sur R, E

que

v\-/

< 1. Comme sup,ep (v +1—u) =3, on en déduit

~1/2(n
ZHTQ(;)) < /A q(z, y)Mdy) +Z/wq(x,y)k(dy) < Z/Rd q(z, y)Mdy) = 7

Le résultat de Jarner et Hansen porte sur la classe suivante de lois cibles.

Définition 1.3.33. La loi 7 est dite sous-exponentielle si la fonction n est C*, strictement
positive et vérifie lim, o0 é—| -Vinn(x) = —cc.

Si 7 est sous-exponentielle, pour 8 > 0, en choisissant Mg t.q. SUP | |> 5 ﬁ.VIn n(x) <

/MZ' |y|V1nn<| |>du< —B(Jy| - Mp).

M
iyl > Mg, n(y) < 77( 5@/) All=Ms) < M5 sup p(z)e P, (1.15)
|yl 2| <Mg

—f3, on obtient que pour |y| > Mg,

In7n(y) —Inn (Mﬁy)

|y

Donc

Ainsi la densité T d"n(éz) - de 7 tend vers 0 plus vite que n'importe quelle exponentielle de
R

ly| lorsque |y| — oo, ce qui justifie la terminologie sous-exponentielle.

Exercice 1.3.34. Vérifier que si les fonctions n, et ng sont proportionnelles aux densités
de deux lois sous-exponentielles, alors les lois de densités proportionnelles aux fonctions
mne et ayny + asny ot ay,as > 0 sont sous-exponentielles.

Dans la suite, nous noterons Sy_; = {x € R? : |x| = 1} la sphere unité de R? et wy_;
la mesure de surface sur cette sphere.

Proposition 1.3.35. Soit m sous-exponentielle et telle que limsup ), % .
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(i) Tout algorithme MHMA avec la densité ¢ paire et telle que infcs, , fooo Y(r)rd-tdr >
0 vérifie

3K € Ry, 3v€]0,1[, Yz € RY, Py~ (z) < yn~ % (z) + K. (1.16)

11 out algorithme avec la densité aire et telle que €0, 400

() T lgorith MHMA la d ité Y pai lle q VM ]O, [,
infizj<ar () > 0 est géométriquement ergodique.

Exemple 1.3.36. Les hypothéses de la proposition portant sur m sont satisfaites par la loi
gaussienne Ny(u,T') dont la matrice de covariance ' € R4 est supposée définie positive.
En effet, Vinn(z) = =T (x — p) si bien que

a Vinn(z) = ~ g 2 Il < |07t —|z| inf €-T7%
7] 7] 7] A

tend wvers —oo lorsque |r| — oo. Ainsi m est sous-exponentielle. Par ailleurs,

- v Vn@) eTle g - i
lim SUP 3|00 W'IW(%)I__ —infees, TE[T=Te]- L’exercice qui suit permet de montrer que
infees, | ?r 11,5 AT@ ou \ et A désignent la plus petite et la plus grande valeurs propres

de T,

Exercice 1.3.37. On suppose que M € R>? est une matrice symétrique définie positive.
On note 0 < Ay < Ay < ... < Ay ses valeurs propres et on considére une base orthonormée
de vecteurs propres de R? associés a ces valeurs propres. Pour € € Sy_1, on note ai, ..., aq
les coordonnées de & dans cette base orthonormée.
1. Vérifier que <%>2 = (2%11—;1)2 ot (p; = a?)i<i<a est une probabilité. Que se
passe-t-il si A\g = A\ ¢
2. Soit X est une variable aléatoire a valeurs dans [A1, Ag]. Dans le cas ou A\g > A,

vérifier que si q = E[ﬁj{ll], onaq € 0,1], \y(1—q)+ g = E[X] et M} (1—q)+N2q =

E[Xx? A2 (1—q)+A2
E[X?] + E[(\gs — X)(X — \1)]. Conclure que ]EL[X% < (All((l_qq))“ddqqp.

MAaAI-2AD)  (AitAa)?

AHg(Aa—A1))2 T 4dddg

Mgl (MatAa)

EME ~ 2v/Aihg "

Remarque 1.3.38. — Sl existe M €]0,+oo] t.q. inf<ptp(x) > 0, alors
infees, , fooo Y(rO)rdtdr > 0. Ainsi Uhypothése faite sur 1y dans (ii) implique celle
faite dans (1).

— Les hypotheses que nous formulons dans la proposition et plus généralement dans
tout ce paragraphe ne dépendent pas de la constante de proportionalité entre n et la
densité de w : elles sont satisfaites par n si et seulement si elles sont satisfaites par
cn pour toute constante multiplicative ¢ €]0, 4+00].

3. Vérifier que sup,ep (

4. Conclure que supgcs, |

— Sous les hypothéses de la proposition, la condition (1.16) reste valable avec la fonc-
tion =2 remplacée par n~* ot s €]0,1] est arbitraire.

La preuve repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.39. Soit 7 telle que la fonction n est C*, telle que Vn ne s’annule pas en

dehors d’un compact et que € := —limsup,_, é‘ ;Zg) > 0. On suppose
3y €]0,4[ t.q. inf / / Liic—ej<y ¥ (rQwa—1(dC)r*dr > 0. (1.17)
€€8a—1 Jr=0J¢es,

alors Uensemble A, = {y € R* : n(y) > n(z)} est tel que liminf |, fo Y(y —x)dy > 0.
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Remarque 1.3.40. Une condition suffisante pour que (1.17) soit satz’sfaz’te est que
infees, , [ 0(rOr*tdr > 0. Notons que la fonction ¢ € Sg—1 — [ (r{)r?~dr s'in-
terpréte comme la densité de 2 71 bar rapport a wq_1 lorsque Z posséde la denszte .

Lemme 1.3.41. Pour € €]0,1] et x € R, on note
={yecR:e< ) <

Ui
Si m est sous-exponentielle, alors limsupy,_,« fc; Y(y — x)dy = 0.

Démontrons la proposition 1.3.35 avant de prouver les deux lemmes.
Démonstration : Montrons d’abord (ii) en supposant (i). Comme ¢(z,y) = ¢¥(y — x),
pour M €0, 4o0], inf|,v|y<m ¢(x,y) > inf|,j<ops ¥(2). La continuité et la stricte positivité
de 1 permettent d’appliquer le lemme 1.3.30 et d’obtenir que pour tout M > 0, il existe
une constante oy, > 0 telle que

Va,y € RY ta. [o] v |y < M, P(x,) A P(y,.) > aur.

Comme (1.15) assure que limj;| o n(z) = 0, on peut choisir M telle que supy, . () <
(14;(72)2 ou v et K sont les constantes qui apparaissent dans (1.16). Alors R :=
inf, 00 n () > % et n7Y/2(x) < R = |z| < M. Ainsi la condition de dérive (D1)
et (D2) est satisfaite pour V(x) = 7 Y2(z) et algorithme MHMA est géométriquement
ergodique.

Il nous reste a démontrer (i). Soit € > 0. D’apres (1.14) et comme [ ¥(y — x)dy =
L— [, ¥y —x)dy,

Py VPa) n'(y) ) () .,
W‘l‘/s(lm(”@v%m <>)“AE” /2<y>)w<y o

x

n'2(y) 0y ) y
+/Rm(c;>c <771/2(fﬂ) 77(:6)) 1/2 WJ )dy Azw(y )dy

3|3

Pour y € Ry, n(y) < n(x) et done 0 < 110 — % < L1ee(y) + vEliesye(y) (en utilisant
max,eo,1] V& — u = 1) tandis que pour y € A, n(y) > n(z) si bien que 0 < Ziﬁgg =

15; (y) + \/El(Cg)C(y) Ainsi

Pyt ()
——m 1< | Yy —a)de+ e Uy —x)dy — | Py —x)dy
n (7) ce (RzUAZ)N(CE)e Az

Yy —x)de ++e— | Wy —x)dy.
cs Ay

D’apres le lemme 1.3.39 et la remarque 1.3.40, liminf|, fAz Y(y — x)dy > 0. Pour le
2
choix ¢ = (% liminfly) oo [, (Y — x)dy) , le lemme 1.3.41 assure

M < oo, Y|z| > M, Pp V3 (z) < (1——11m1nf/ vy —x dy) “12(g).

|z|—o0



1.3. ERGODICITE D’'UNE CHAINE DE MARKOV A ESPACE D'’ETAT GENERAL23

Posons v = (1 — %liminfm_m wa Yy — x)dy) Pour |z| < M, d’apres le lemme 1.3.32,

B B 5
n V(@) < VP@) + (S =) sup nA(y),
4 lyl<M

P’I7_1/2([E) S

| Ot

ou le second membre est fini car 7 est continue et strictement positive. Donc (1.16) est
satisfaite pour K = (2 — ) SUP|y<m nY2(y). O

Remarque 1.3.42. Soit m sous-exponentielle et 1 paire et t.q. YM €]0,+o0],
infi,<p¥(x) > 0. La prewve qui précéde assure que lalgorithme MHMA est
géométriquement ergodique des lors que lim inf|xHoo fo Y(y — x)dy > 0.

Par ailleurs, comme P(x,{z}) = [ ( n ) ) Uy — z)dy, on a

Platal) =1+ [ wly=addy== [ Dty -y

> /R PRCECUEE / By — z)dy

Ran(C5)°
>— | Yly—z)dy —e.
cs

Awvec le lemme 1.3.41 qui s’applique comme m est sous-exponentielle, on en déduit que
lim )00 ( (v {x}) =14 [, vy —= dy) = 0. Le théoréme 5.1 p103 [67], assure que si

lim supy, o P, {2}) = 1, Zalgomthme MHMA n’est pas géométrique ergodique. Donc
lim inf}) 0 fAz Y(y — x)dy > 0 est une condition nécessaire et suffisante d’ergodicité
géométrique dans ce cadre (voir le théoréme 4.1 p349 [39]).

Démontrons maintenant le lemme 1.3.39.
Démonstration : Soit v €]0, ([ t.q. infees, , [, Jeesy . Mgz (rQ)was (dC)r—tdr >
0. Comme par convergence dominée, th_mof KfCESd ) Y(rQ)wg—1(dC)r*'dr = 0 on

peut choisir K > 0 tel que infecs, | f'r:O fCeSd_l L{jc—g) <y (rQ)wa—1 (d¢)r*tdr > 0.
Pour z € R? t.q. |z| > 0, soit W, = {z+7¢: 0 <r < Ket|(— | <7} Comme

Sy, Uy — x)dy = f o Jees, , Lic— 21z (rQ)wg—1 (dC)r 4=1dr, il suffit de montrer que
W, € A, pour |z| assez grand pour conclure.

D’apres I'hypothese sur 7

M, LYW Lty (1.18)

lyl [Vn(y)| 2

Par ailleurs, pour z € R? tel que |z| > K et y dans la boule B(z, K) fermée centrée en x
et de rayon K |,

AM >0, Vy| >

ly — x|
|2

y x| _ |l =1yl

lyl - J| |z]|y]

Soit |x| > % V(M + K). Pour y € W,, en utilisant la définition de W, et les deux

inégalités précédentes, on a donc
z—y Vn(y)
[z =yl [Vn(y)| —

o+ =
B B

x—y x

: g
[ fyl] - lyl [Va(y)l 2 2

oyl y Vi) I e S ke

[z =yl |z]
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Pour z # x t.q. n(z) = n(x), comme la fonction f(t) = n(x +t(z — x)) — n(x) s’annule en
t =0ett=1,le théoreme de Rolle assure I'existence de t €]0, 1] tel que f'(t) = 0 i.e.
(z = 2).Vn(z + t(z — x)) = 0. Ainsi y = @ + t(z — x) vérifie =7 éggz;' 0 si bien que
y ¢ W,. Comme, pour z € W,, z + t(z — x) € W, pour tout t €]0,1[, on conclut que
Vz € Wy, n(z) # n(z). L'inégalité (1.18) écrite au point z assure 'existence de € €]0, %]
tel que n((1 —e)x) > n(x). Soit y € W,. Comme (1 — &)z € W, et que W, est convexe,
le segment [(1 — €)x,y] est inclus dans W,. La fonction continue z — n(z) — n(z) ne
s’annulant pas sur ce segment, n(y) — n(x) > 0, c’est-a-dire que y € A,. O

Nous terminerons ce paragraphe par la démonstration du lemme 1.3.41

Démonstration : Soit o > 0. On veut montrer que pour |z| grand, [,. ¥(y —z)dy < a.
On commence par choisir K €]0,4o00| t.q. ﬁszw(z) < ¢ et on note zB(x, K) la boule
fermée de R? centrée en x et de rayon K. Notons que [ Ljy—o>x)¥(y —)dy < §. Ensuite
le théoréme de convergence dominée assure que [ Y (2)1{yp(z)>mydz converge vers 0 lorsque

m tend vers I'infini si bien que I'on peut choisir m, > 0 tel que [ ¢(2)1ye)>mardz < 5

[ty < / Lyeiony oy — 2)dy + / Loty aromay (Y — 2)dy

+ / Liy(y—a)<ma¥(y — )dy
C:NB(x,K)

§+ T+ maA(C; N Blx, K)). (1.19)

1l suffit donc de majorer A\(C N B(z, K)) pour |x| grand. Soit z € R? t.q. |z| > K. On
pose T, = {{ € Sy_1 : Ir € [0,4+00), ré € B(x, K)}. En passant en coordonnées polaires
puis en utilisant que pour y € B(z, K), |z| — K < |y| < |z| + K, on obtient

/\(Ci N B(% K)) = /S / 1C;mB(x,K)(Tf)7“d_ld7“wd—1(df)
/ /| Les (ré)(|x| + K)drwg, (d€)
|| —-K

Pour £ > 0, en raisonnant comme pour obtenir (1.15), on vérifie que pour tout § € Sy_1,
Vr > p > Mg, n(r€) < e PU=Pn(pg). Donc si |z| — K > Mg et £ € Ty, en notant r, =

inf{r € [[z|-K, |z|+K]: r{ € Ci}, onan(rg) < M par définition de CZ et Vr > Q—ngé‘?

n(ré) < e’ﬂ(r’zﬁ)n(fgf) < en(z) si bien que r¢ ¢ C5. Donc f 2| K Les (r§)dr < — 21n5‘ Ainsi,

2Ie o+ K (), (1.20)

Viz| > K + Mg, NC. N B(z,K)) < —

Pour majorer wy_1(7}), on remarque que pour & € T, et re € [0,+00] tel que ref €
B(z,K), |re€| € [|z] — K, |x| + K] si bien que r¢ € [|z] — K, |z| + K]. Donc pour r €
|z| — K, |z| + K], |[r —r¢] <2K et |z —r&| < |x—re&] + |(re —r)€] < K+ 2K < 3K.
Ainsi {r&: (r,€) € [|z| — K, |z| + K] x T,,} C B(x,3K) et

A(B(2,3K)) > wai(T2) / T e > 2K (] — Y (T,

|z|—K
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Avec (1.20), on conclut que

)d_l A(B(0,3K)).

1 K
Vjz| > K + Ms, MC:N B(z,K)) < ——2 (m il

K\ =K

d—1
Pour |z| > K +1, (}i}fﬁ) < (2K + 1)1, D’apres (1.19), le choix § = —3malne(2f 4

1)4IN(B(0,3K)) assure que

Viz| > K + (Mg V1), Py — x)dy < a.
Cs

1.4 Loi forte des grands nombres pour les moyennes
ergodiques

La loi des grands nombres que nous allons énoncer repose sur le théoreme ergodique
de Birkhoff (voir par exemple [16] corollary 6.23 p115) :

Théoréme 1.4.1. Soit (2, A, P) un espace de probabilité et T : Q — Q une application
mesurable qui préserve la probabilité P (VA € A, P(T1(A)) = P(A)) et qui est ergodique :
VAe A, T71(A) = A= P(A) € {0,1}. Alors, pour toute variable aléatoire Y intégrable,
P ({w: lim, o0 2 S0 YV(TH(w)) =E[Y]}) = 1 ot on pose T°(w) = w et pour k € N,
THYw) = T(TH(w)) (c’est-a-dire que T* est litérée k fois de T ).

Soit (X, )nen chaine de Markov de noyau de transition P sur (F,€&). Pour mettre en
valeur le role joué par la loi 1 de Xy, on note IP, la probabilité sur I'espace €2 sous-jacent.
Dans le cas particulier u = 6, ou x € E, on adopte la notation simplifiée P, au lieu de
Ps,. On note E,, (resp. E,) l'espérance sous P, (resp. P,).

Définition 1.4.2. Une probabilité m invariante par P (i.e. qui vérifie P = m) est dite
extrémale s’il n’existe pas deux probabilités invariantes distinctes m et my et t €]0, 1] tels
que ™ = tmy + (1 — t)mo.

Remarque 1.4.3. — Si 7w et o sont deux probabilités invariantes pour P, alors pour
tout t € [0,1], (tmr + (1 —t)o)P =tnP + (1 —t)oP = tn + (1 — t)o si bien que la
probabilité tm+ (1 —t)o est invariante. Ainsi l’ensemble des probabilités invariantes
pour P est un sous-ensemble conveze de P(E).

— Si m et o sont deux probabilités invariantes extrémales distinctes pour P, alors
T Ao(E) =1—dypy(m,0) < 1. Comme 7w et o majorent toutes deux m A o, on
obtient que t N\o = TP ANoP > (m Ao)P. Comme [’égalité P(z, E) = 1 valable pour
tout x € E entraine que t Ao (E) = (mANo)P(E), on en déduit que Ao = (mAo)P.

SiTtANo(E) >0, la probabilité W:{f&) est alors invariante par P et elle est distincte

soit de w soit de o. Dans le premier cas, comme, Tt =7 —nmANo+mNo = (1—

TAo(E)) 15;/@(%) + WAU(E)WI;\(UE) , la probabilité lf;;r;\(‘;,) est également invariante

i Braitd ot Yol Aol : ; ’ 5, -y £
par linéarité et distincte de ho(B) COT T =+ Tho(E)s CC qui contredzﬂt [ extremal?te de
7. Dans le second cas, par un raisonnement analogue, on contredit [’extrémalité de

0. Doncm ANo(E) =0 et il existe B € £ tel que m(B) =1 = o(B°), d’aprés (1.3).
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Proposition 1.4.4. Soit ® wune probabilité invariante extrémale pour P. Alors
P.((Xn)nen € A) € {0,1} pour tout ensemble A € E®N invariant par opérateur de
décalage T((x1)ren) = (Tr)r>1 au sens ou T-Y(A) = A. En outre, pour toute fonction

[+ E — R mesurable et telle que 7(|f|) < oo, Py ( > s 0 (X)) = 7T<f)> =1.

Démonstration : Soit A invariant par l'opérateur de décalage et pour n € N, Y, =
Er[14((Xk)ken)|Fn] o F,, = 0(Xo, Xi,...,X,). La martingale (Y},),en est fermée par
la variable aléatoire 14((Xy)ren) qui est mesurable par rapport a la plus petite tribu
contenant | J, .y F- Elle converge donc P, p.s. vers 14((X)ren)-

Comme

T (A) = {(zr)ren € E™ : T((wn)ren) € A} = {(zp)ren € B : (zi)r1 € A,

par invariance de A par T, 1a((@k)ren) = la((xk)r>1) et par récurrence 14((xg)ren) =
1a((zk)k>n) pour tout n € N. Ainsi Y, = E;[14((Xg)i>n)|Fn] et la propriété de Markov
assure que Y, = ¢(X,) ou la fonction ¢ : E — R mesurable est définie par p(z) =
E.[14((Xk)r>0)]- La suite (p(X,,))nen converge donc P, p.s. vers 1 4((Xy)ren) de méme que
(Zy = Sups>,, ©(Xk))nen. Comme 7 est invariante par P, sous P, (X%)r>n, a méme loi que
(X )k>0, ce qui assure que la loi de Z, et celle de ¢(X,,) ne dépendent pas de n. Ainsi, pour
tout n € N, ¢p(X,,) et Z,, ont méme loi que 14((Xg)pen). Comme P, (p(X,) < Z,)=1=
PW(ZH—H < Zn)7 cela implique que PW(QD(XH) = SUDg>y, @(Xk)) =1= PW(SupkzZn @(Xk) =
SUPg>ni1 P(Xk)). On en déduit que P p.s., la suite (¢(X,))nen est constante et égale a
14((Xi)ren). Pour B = ¢~ 1({1}), on en déduit que P, p.s.,

1p(Xo) = 15(X1) = 1a((Xk)ren),

et donc 7(B) = Pr((X,)nen € A).

Supposons que 0 < m(B) < 1. En notant 7(.|B) et 7(.|B¢) les probabilités définies sur
(E,€) par m(C|B) = ”grc(;f) et 7(C|B°) = (C(YOB)) pour tout C' € £, on a
E-llenp(X))] _ Ex[le(Xi)1
m(B) m(B)
dz
= [ el Pl ay) D)
ExE ( )

Ainsi 7(.|B) est invariante par P et, de maniere analogue, 7(.|B¢) 'est également. Comme
7(.|B) et w(.|B¢) sont distinctes (w(B|B) = 1 = m(B¢|B°)) et comme 7 = 7(B)n(.|B) +
7(B¢)m(.|B°), on contredit extrémalité de 7. Donc Py ((X,,)neny € A) = 7(B) € {0, 1}.

5(X1)] _ E-[1a(X1)15(Xo)]
m(B)

©(.[B)P(C).

©(C|B) =

Sur (EN, £%N) muni de la loi de (X,,),>0 sous P, 'opérateur de décalage T : (z,,)n>0 —
(n)n>1 est donc ergodique. Il préserve cette loi par invariance de m pour P. Le théoréeme
ergodique de Birkhoff entraine alors que pour toute fonction F' : EN — R mesurable et telle
que E-[|F((Xy)ken)|] < 00, (£ >0 VF((Xk)ksj)ns1 converge P p.s. vers Ex[F((X))ren))]
lorsque n — oo. Dans le cas partlcuher ol F((xk)keN) f(:po) avec f : E — R mesurable
et telle que 7(| f|) < o0, on en déduit que P, p.s., Z] 0 L A(X ;) converge vers 7( f) lorsque
n — oQ. 0

Exercice 1.4.5. Soit (2, A) un espace mesurable et T : Q0 — Q une application mesurable.
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1. Montrer que U'ensemble P des probabilités P sur (2, A) qui sont préservées par T
(VA€ A, P(T71(A)) =P(A)) est conveze.

2. Montrer que si P € P est extrémale i.e. ne s’écrit pas P = tPy + (1 — t)Py pour deux
éléments distincts Py et Py de P et t €]0, 1], alors T est ergodique pour P .

Nous sommes maintenant préts a énoncer la loi forte des grands nombres sous condition
de dérive.

Théoréme 1.4.6. On suppose que le noyau markovien P satisfait (D1) et (D2) et on
note ™ sa probabilité invariante dont [’existence et ['unicité sont assurées par le théoréeme
1.8.27. Alors pour toute fonction f: E — R mesurable et telle que m(|f|) < oo,

VMEP ( Zka: n—>oo7r(f)>:1‘

Remarque 1.4.7. — Comme, d’aprés le théoréme 1.3.27, w(V) < oo,

SUD,c 1‘+€/()|) < oo (i.e. f€V) estune condition suffisante pour que 7(|f]) < oc.

— Notons que si f : E — R, est mesurable et vérifie n(f) = +oo, alors ap-
pliquer le théoreme avec f AN m ou m € N entraine que pour tout x € F,
P, (lim infnﬁooizz;é f(Xg) > 7T(f/\m)) = 1. Comme, par convergence mono-
tone, lim,, oo 7(f Am) = 7(f) = o0, P, (limTHoo % Zz;é (Xy) = +oo) = 1.

Démonstration : Comme P admet m comme unique probabilité invariante, celle-ci est
extrémale. D’apres la proposition 1.4.4, pour f : E — R mesurable et telle que 7(| f|) < oo,

Py (4050 (X)) =no () = 1.

Reste & démontrer que la convergence a aussi lieu P, p.s. ou u € P(E) est quelconque.

Comme
(J:H;onzf ) - /F (Jﬂan 2 I, ) i)

il suffit de montrer qu’elle a lieu P, p.s. pour tout z € FE. Soit £ € N, comme
: k . k—1 -1 k+n—1
limy, 00 % = 1 et lim, o0 1 Z; o f(X;) =0, % 7 0 f(X;) et %Z] Z f(X;) =

nik e +k ka LX) - Zf ~o f(X;) ont mémes valeurs d’adhérence lorsque n — oo.

Avec la propriété de Markov et en posant p(y) =P, (hmn_m 1 ijo f(X;) = W(f)), on
en déduit que

e 050 =o0) . (3 55 <o)

= Pro(z) > m(p) — |w(p) — Pro(z)|
- P, (71113;0 LN ) = 7r<f>) ~ e ~1/2) = P(p —1/2)(x)

>1— sup () — Pz, )| =1 = dov(m, P(z,.)).

Pi[|<1/2
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D’apres le théoreme 1.3.27,

k k
dry(P*(z,.),7) = drv(0,P*, 7) < X?dﬁ((sx’ﬁ) < %(2 1BV (x) + 1ﬁ_K7)

tend vers 0 lorsque n — oo pour 3 €]0, [, ce qui acheve la preuve. O]

Dans le cas ou P satisfait la condition de Doeblin uniforme, la probabilité invariante
7 est explicite et I'exercice suivant explique comment obtenir la conclusion du théoreme
1.4.6 a I’aide de la loi forte des grands nombres usuelle.

Exercice 1.4.8. On suppose que P satisfait la condition de Doeblin uniforme de la
définition 1.3.10. Sous cette condition, av(dy) = g(x,y)P(x, dy) pour une densité g définie
sur E x E, mesurable et a valeurs dans [0,1]. On se donne (Uy,),>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,1] indépendante de la chaine de Markov
(Xn)n>0 de noyau P. On note 1o = 0 et pour k > 1,

7, = inf{n > 7,1 : U, < g(X,_1, X)) }.

P(z,dy)—av(dy)
l—«a :

On note Q le noyau markovien défini par Q(x,dy) =
1. Montrer que m = a ) (1 — a)"vQ™ est l'unique probabilité invariante de P.
Soit f: E — R mesurable et telle que m(|f]) < oc.

2. Pour tout x € E, montrer que pour ¢ : E — R mesurable bornée, fE o(y)(1 —
9(z,y))P(x,dy) = (1 — a) [5(y)Q(z, dy).

3. Soient 1 : N* — R el 9,03 : U, en-1n} X E" — R mesurables bornée. En
décomposant sur les valeurs de (71, To, T3), montrer que

E [¢1(71)¢2(7'2 - TlaXﬁa .. sz 1)1/)3(7'3 - T27X7'27 . ;X73—1)]

n—1

= Z a(l —a H Z (1—a)" Q/Ji(n,xl,...,xn)y(dxl)HQ(xk,dka)-

neN* i=2 neN* Bn k=1

En déduire que les variables aléatoires 3 72 LFXG) et > " F(X;) sont i.i.d.

ﬂ(f)

intégrables d’espérance commune Comment ce résultat se genemlzse-t—z’l ¢

4. En déduire que p.s., ¢ ZT’“ Lf (Xj) — oo # et B koo é
5. Pourn € N, on note k(n) = max{k € N : 7, < n}. Montrer que p.s. lim,_,o, k(n) =

+o00. Lorsque f > 0, remarquer que

1 Tﬁ(n)fl 1 n—1 1 Tﬂ(n)«klfl
Y OAX) <= fX) < > X))
Tr(n)+1 j=0 n =0 Tr(n) =0
et en déduire que p.s., hmn—)oo%z:?:_(} f(X;) = n(f). Comment généraliser ce

résultat sans supposer [ de signe constant ?
1.5 Théoreme de la limite centrale pour les moyennes
ergodiques

Pour controler 'erreur commise dans la loi forte ergodique étudiée au paragraphe
précédent, on s’intéresse maintenant au comportement asymptotique lorsque n — oo
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(o)

S’il existe une fonction F': £ — R mesurable et telle que Vx € E, P|F|(z) < oo solution
de I’équation de Poisson

de

Ve € E, F(z) — PF(x) = f(x) — n(f), (1.21)
alors, pour n > 1, on peut récrire &, = F(XO)_\I;EF(X"’I) + fMFl on MI', =

. L L (F(X,) — PF(Xj_1)). Introduisons la filtration F, = o(X,...,X;). Comme
d’apres la propriété de Markov, E[F(Xy)|Fro1] = PF(Xi_1), (M),en est une mar-
tingale locale nulle en 0. On peut alors étudier le comportement asymptotique de (&,)n>1
a l'aide du théoreme de la limite centrale pour les martingales. C’est la motivation de
I'étude qui suit de ’équation de Poisson (1.21). Notons que si F' est solution, alors pour

toute constante ¢ € R, F' + ¢ est également solution.

Proposition 1.5.1. On suppose que le noyau Markovien P satisfait (D1) et (D2). Pour
f €V, la série de terme général (P"f — 7(f))nen converge normalement dans ¥V muni de
[l F=2,en(P*f —7(f)) est solution de I’équation de Poisson (1.21) et si F désigne
une autre solution dans V, F — F = n(F — F).

min(8,1)
7 14BV (x) <

Remarque 1.5.2. — Notons que, pour tout 5 > 0, comme pour tout x € E

1 max(3,1)
1+V(z) — 148V (x)’

min(3, D[[|s < [l < max (5, 1)]][]-

La convergence normale a donc liew simultanément pour toutes les normes ||||s.
— Comme F €V, (D1) implique que Vx € E, P|F|(z) < cc.

Démonstration : Soit f € V, 3 €]0, #[ et 2 € E. Avec la définition de dg et le théoreme
1.3.27, on obtient que

[P f(x) = w(f)] < ds(P"(,.), m) [ flls < X"ds 0z, )| f |5, (1.22)
avec x €]0, 1] ne dépendant ni de n ni de x. Comme

ales) < L BV (@) (14 BV) 2 S 4 BV () < max(2+ 1 )L+ V(0),

on obtient que
1P"f = 7(f)lx SmaX(2+—1_776)X 1/ 15, (1.23)

d’ot le caractere normalement convergent de la série. Soit F' = _(P"f —x(f)). Pour
p €V, [Polli < llelllPA+ V)l < flellifll + K +Vih < (1 + K)|ell1 ot on a
utilisé (D1) pour la seconde inégalité. Ainsi 'application linéaire ¢ — Py de V muni
de ||||; dans lui-méme est continue. On en déduit que PF = Y  _P(P"f —n(f)) =

e = 7(f)) = X (P f = 7(f)), dot F = PF = P°f — n(f) = f — =(f).

Soit F une autre solution de 'équation de Poisson dans V. Alors G := F—F € V vérifie
G = PG si bien que G = P"G et G — 7(G) = P"G — n(G). L’estimation (1.23) reste
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valable pour f remplacée par G — 7(G), si bien qu’avec le premier point de la remarque
précédente, on obtient

K
|G =7 (@)l = [P"G = 7(G)[[x < max(2 + %ﬁ)x”l!G —m(G)lls
BK

§ max(2 + Ev 5))(” max(ﬁ_l, 1)HG - 71—(CTY)“l

En choisissant n assez grand pour que max(2 + ﬂ—ﬁ, B)x"max(371,1) < 1 on conclut que
|G — 7(G)||1 = 0, c'est-a-dire que G = 7(Q).

O

L’inégalité de Jensen et (D1) entrainent que

PVV(x) < /PV(z) < \AV(z)+ K < 7V V(z) + VK.
Comme\/V +\/V <\/EimpliqueV()+V()<Ret\/_>12—\‘/§<:>R>
i f)Q’ en remplacant (V, K,v) par (vVV, VK, K, \/7) dans la proposition 1.5.1, on obtient
le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.3. Supposons que le noyau markovien P satisfait (D1) et

(D2") 3R > Jda €]0,1], Yo,y t.q. V() +V(y) < R, P(z,.) N P(y,.)(E) > a.

AK
(=7

Alors pour f : E — R mesurable et telle que f> € V, F =3 _(P"f—m(f)) est solution
de U'équation de Poisson (1.21) et vérifie F* € V.

Remarque 1.5.4. — Comme ”y €l0,1[, 0 < v < /7 < 1 si bien que (1 —/7)* <
11—/ <1-7, % <7 IQ et (D2°) implique (D2).
— La convergence de la série de terme général (P" f),en est normale pour toute norme

de la forme ||g|| = sup,ep Hgff)‘(  avec g > 0.

— D’apres la prewve de la proposition 1.5.1 (voir en particulier (1.22)), pour tout
B €]0, =] et tout n € N,

P =D o BVE )]
sl 1+/V(r) ~ 11— $€E1+5\/—

ou x = x(a, B, /7, VK, \/}_2) €)0, 1[ d’aprés le théoréme 1.3.27

ax(2 + (1.24)

Exercice 1.5.5. On suppose que P satisfait la condition de Doeblin uniforme de la
définition 1.3.10 et on note Q le noyau markovien défini par Q(x,dy) = %_;‘VW.

Montrer que pour f : E — R mesurable bornée, F' =% (1 —a)"Q"f est solution de
I’équation de Poisson F — PF = f —x(f).

Théoreme 1.5.6. Soit (X,,),>0 chaine de Markov dont le noyau P satisfait (D1) et (D2’).

Alors pour toute fonction f: E — R mesurable et telle que SUp,cp 112\5(3:) < 0o et quelle

que soit la loi p € P(E) de Xy, la suite (fn = \/_(% o f(Xk) — W(f)))n>1 converge
en loi vers N1(0,0%(f)) ot o*(f) = ©(F?) — n((PF)?) avec F solution de I’équation de
Poisson (1.21) dont l'existence est assurée par le corollaire 1.5.3.
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Remarque 1.5.7. — Notons que comme F> € V et (1 +V) <1+ % (d’aprés le
théoréme 1.5.11), m(F?) < oco. Par ailleurs l'inégalité de Jensen et linvariance de

7 par P assurent que w((PF)?) < n(PF?) = n(F?) si bien que 0 < o*(f) < oo.
— Notons que F?> — (PF)? = (F — PF)(F — PF + 2PF) = (f — w(f))? +

2f = 7)) Siea(PF = 7)) avee Speysup,ep FLGZL < o0 si bien que
z)—

ZkeN supzeE ‘(f(x)_ﬂ(ﬁ)i(‘f&)( "D« oo, Ainsi la variance asymptotique admet
[’expression alternative
o*(f) = m((f = 7()*) + 2D Eel(f(Xo) = 7(/)(f(Xe) = 7(f))];
k>1

ot le premier terme du membre de droite est la variance de f(Xg) et le terme d’indice
k > 1 de la somme est la covariance entre f(Xy) et f(Xo), lorsque Xy est distribuée
susvant la probibilité invariante m.

— Par ailleurs, par l'inégalité de Jensen,
(F(Xy) = PF(X31))? < 2(F*(X) + (PF(Xj-1))?) < 2(F*(X) + PF*(X))).-

Donc, pour x € E, E, [(F(X},) — PF(X},_1))?] < 4P*F?(x) ot le membre de droite
est fini d’aprés (D1) puisque F? € V. Ainsi, sous Py, (MI),>1 est une martingale
de carré intégrable.

Notons que < M¥ >, 1= S0 E[(F(Xps1) — PF(Xi))?| Fi] = S pZa(PF2(Xy) —
(PF(X}))?) si bien que, par la loi forte des grands nombres ergodique, M >0y
converge presque stirement vers m(PF? — (PF)?) = o2(f) par invariance de m pour

P.

Démonstration Le fait que pour 1 € P(E) et ¢ : R — R continue bornée, E,[p(&,)] =
[ E p(dx) et le théoreme de convergence dominée assurent qu’il suffit de démontrer
le resultat sous P, avec x € E quelconque.

Avant de voir comment controler 'erreur introduite en approchant F' par une fonction
bornée, nous allons commencer par montrer le résultat en supposant F' bornée par m

On a & = FETEEt) o L pF o M, = Y01 (F(Xi) — PF(X 1)) et

F(XO)_\J;?X"”) converge p.s. vers 0 lorsque n — oo car |F| < m et |PF| < P|F| <m

entraine que |£(Xo) 55( -1)
F

que M\%l converge en loi vers N1 (0, 02(f)).

| < f/”l Le théoreme de Slutsky assure qu’il suffit de montrer

Pour cela, utilisons la fonction caractéristique et introduisons a} =

E, [eiﬁF(Xk)*PF(Xk*l”|f,H]. Comme |F| < m et |PF| < P|F| < m,
2

i (F(Xy,)—PF(Xi-1)) 4l u 2
v —1— —(F(X;) — PF(X_1))+—(F(X;) — PF(X,_

4m3|ul?
3nd/2
En prenant ’espérance conditionnelle du terme entre valeurs absolues et en remarquant

que EI[F(Xk) — PF(Xk_1)|Fk_1] =0et
E[(F(Xy) = PF(X-1))*|Fio1] = [PF? = (PF)*](Xj-1),
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on en déduit que

u? Am3|ul?
a2—1+%[PF2—(PF)2](Xk,1) < [ul

< San (1.25)

En particulier, il existe C' €]0, +00] telle que Vn > 1,V1 <k <n—1, |a}| > 1 — % On

. . . —n
suppose maintenant n > C' si bien que ‘m < (1 — %) .
iu g F
vn n—2
Comme &%— est F,,_s-mesurable
H n )
k=1 "k
MF, [ My,
E, |& N RS i
z n—1 n
Hk 1% i k=1 A
B - F F
n ezﬁMn72 e an 2
k=1 Ak Hk 1 O
i E
. v/n in—1 .
et, en itérant ce raisonnement, K :_1 — | = 1. Ainsi,
Hk:l k
w202 o}
2 2 — v P
iu £\fF v oF i M F € 2 a} 2
ST [ N Y P P ) [ =P £
n—=1_n - n—1
k=1 Ak k=1 0F
_ -1
c\ " 3 w’of
S(l—— E, Haﬁ—e‘ 2
n
k=1

ou le premier facteur au second membre tend vers e e lorsque n — oo. Pour montrer que

S [PF2—(PF)2)(X)_1)

le second facteur tend vers 0, on pose b = e~ 2x et on écrit

n—1

W22 n—1 n—1 o W20
[Tt = 22| <« [Tt = Tt . o simaciom oo _ -
k=1 k=1 k=1
La positivité et la convergence presque siire de %=1 x —- 3" S[PF 2 — (PF)?|(X}) vers

0% := 7(PF?—(PF)?) déduite du théoreme 1.4.6 assurent que le second terme au membre
de droite de I'inégalité tend vers 0 lorsque n — oo par convergence dominée. Montrons
que

n—1 n—1 n—1k—1 n—1

n no__ ni.n n n
[Lai =110k =2 T1eita—o0) 11 ¢
k=1 k=1 k=1 j=1 j=k+1

tend également vers 0, ce qui terminera la preuve dans le cas ou F' est bornée.
Comme 0 < PF? — (PF)?

whmA o AmBuE utm?
8n2 et avec (1.25), ’CLk — bk| < 3n3/2 8n2

2
L= [PF? — (PF)’)(Xio) = b| <
n

En outre, les définitions de a} et b} assurent que V1 < k <n —1, |a}| V [b}] < 1. On en
déduit que
H b

4m3]u|3 utm?

- 8n
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ou le second membre tend vers 0 lorsque n — oc.

Traitons maintenant le cas général ou F' n’est plus supposée bornée. Clairement %

tend p.s. vers 0 lorsque n — oo. Par ailleurs, en utilisant I'inégalité de Jensen puis (D1),
on obtient

(5

: PF(X,_ .
ce qui assure que % converge vers 0 en moyenne quadratique lorsque n — oo.

F
Le théoreme de Slutsky assure qu’il suffit de montrer que Mﬁl converge en loi vers

N1(0,0%(f)) pour conclure la démonstration. Pour cela, nous allons remplacer F' par la
fonction bornée F,, = —mV F'Am ou m € N. En introduisant la notation G,, = F' — F,,,
nous avons M} | — M = MS™ si bien qu'avec la propriété de martingale de (MS™ )1,

E,
n

< %EZ’[PFQ(Xn—l)] _ P"F?(x) < HF;Hl (1 4y ‘f‘KZ’Y >

(MF M) ”Ef d
E, || =) | =) E. — PGy (Xi-1))
vn n &
1 n—1
_ 2 kG2 (
= E, [Gm(Xk)—(PG (Xk-1) E PGy,

Ed

[y

Comme G?% < F?) la fonction G2, est dans V et, en remplagant f par G dans (1.22),
on obtient que limy_,o, P*G? (1) = 7(G?,) puis, par passage a la moyenne de Cesaro, que
lim,, 00 £ 3020 PEG2,(2) = 7(G?,). Comme G,(y) = 0 pour m > |F(y)| et G2, < F?
avec 7(F?) < oo, le théoreme de convergence dominée assure que lim,, ., 7(G?,) = 0 et

donc que
ME - P\
lim i E, || ————— =0.
A lim sup 7

Montrons d’autre part que lim,, o 0% = o*(f). Comme F? € V, F € V. La condition
(D1), I'inégalité |F,,| < |F| ainsi que la convergence de F,, vers F' assurent que pour tout
y € E, PF,,(y) converge vers PF(y) par convergence dominée lorsque m — oo. Comme
(PF,,)* < P(F,)?> < PF? et que m(PF?) = w(F?) < oo, le théoréme de convergence
dominée assure que lim,, ,o 7((PFE,)?) = 7((PF)?). De méme lim,, o 7(F2%) = 7(F?)
et donc limy, o 07, = o*(f).

Pour v € R*, comme R > x — ¢ est lipschitzienne de constante |u,

i M571 o'%u2

E, {ew v } —e 2
. ]\/1F71 . MFTl i MFTl o u? o e 2.2
<|E, [ Vi —e" v ||+ B, | Vr | —e 5|+ le B —e 2
F, Fm 2 2
MF _ M m 1\4“71 o U oL u O’%—"u,2
< |u|RL/? ("1\/_"1 + By |V | —e T | +le T2 —e 2
n
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Pour ¢ > 0 fixé, on peut choisir m. tel que |e77 2 —e "2 < £

2
F,
MY —M,"f
NG

2
F;
1 ME _MT™e
n > n!, EY? (—"1 n—l

et limsup, ., Ex/* < £ Alors il existe n! tel que pour

6|ul

5 7 < ﬁ Par ailleurs, la premiere étape de la

démonstration, af)pliquée a la fonction bornée F,,_, assure l'existence de n? t.q. Vn >

Fme 7] 2 2
Mn71 _0 msu

e v | —e 2

nZ, |E, < 5. En choisissant m = m, dans (1.26), on conclut que

e

Vn >n!vn?

. M,f;l 0%u2
E, {em Vi } —e 2

ce qui acheve la démonstration.

1.6 Comparaison des variances asymptotiques

Nous allons donner une condition suffisante due Tierney [73] permettant de comparer
les variances asymptotiques o3(f) = w(Fg) — n((PoFp)?) et o3(f) = n(F?) — n((P F1)?)
associées a deux noyaux markoviens Fy et P; dans le théoreme 1.5.6.

Proposition 1.6.1. Supposons que la probabilité w est réversible pour les deux noyaux
markoviens Py et Py et que m(g(Py — Py)g) > 0 pour toute fonction g : E — R mesurable
vérifiant w(g*) < oo. Supposons également que

3V : E — Ry mesurable, 3K € R, 3y €]0,1], Vx € E, RV vV PV (z) <~V(z)+ K,

4K
dR > ————, Ja €]0,1], Vz,y t.q. V(x)+ V(y) < R,
T 30 (@) +V(y)

(Po(,.) A Po(y, )(E)) A (Pi(,.) A Pi(y, )(E)) > a.

Alors a3 (f) < oi(f) pour toute fonction f : E — R mesurable et t.q. sup,.p @l

)|
1+4/V (x)

0.

Remarque 1.6.2. Pour g : E — R mesurable et telle que w(g*) < oo et P un noyau
markovien admettant m comme probabilité invariante, w(Plg|) = 7(|g|) < \/7(g?) ce qui
assure que Pg(x) est bien défini w(dx) p.p.. Par linégalité de Cauchy-Schwarz, celle de
Jensen qui assure que (Pg)* < Pg* puis linvariance de 7 par P,

(7(lgPg)))* < 7(g*)m((Pg)?) < m(g*)n(Pg?) = (7(g%))” < oc.

Comme |g(Py — Py)g| < |gPig| + |gPog|, on en déduit que (|g(P, — Py)g|) < oo.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que I'hypothese de la proposition
soit satisfaite.
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Lemme 1.6.3. Soient Py et P, deur noyaur markoviens admettant © comme probabilité
invariante. Si pour tout A € & et tout v € E'\ A, Py(z,A) > Pi(z,A), alors w(g(P, —
Py)g) > 0 pour toute fonction g : E — R mesurable vérifiant m(g*) < oo.

Démonstration du lemme 1.6.3 : Soit P(z,dy) = (0.(dy)+Py(x, dy)— Py (x,dy)). Pour
reFEet A&, 0,(A)+ Po(x,A) — Pi(x, A) est égal a Py(x, A) — Py(z,A) > 0sixz ¢ Aet
al—P(x,A)+PFPy(z,A) > Py(xz,A) > 0siz € A. Comme 6,(E)+ Py(z, E)— P (z,E) =1
on en déduit que P est un noyau markovien. Comme la probabilité 7 est invariante par
les noyaux d,(dy), Py et P, elle est invariante par P, ce qui implique que [, ¢*(x)7w(dz) =
3 Joxp(9°(2) + ¢*(y))m(dx) Pz, dy). Ainsi

7(g(Pig — Pog)) = / 9(2)g(y)r(da) (Py(z, dy) — Po(z, dy))

ExXE

g(x)g(y)m(dz)(6,(dy) — P(x,dy))

m\,ij\
s

Q
o
=
)
—~
QU
&

) - /E o(@)g)r(de)Pla.dy

(*(x) + ¢*(y) — 29(x)g(y))m(dx) P(z, dy)

X
&

(9(x) — g(y))?m(dx) P(z, dy) > 0.

N = N =
trj\bj\

X
S|

O

Pour un espace d’état E fini, Peskun [65] a montré que o2(f) < o?(f) lorsque 7 est
réversible par rapport aux deux noyaux Py et P; qui vérifient la condition de comparaison
en hypothese de ce lemme. Cette condition permet de vérifier 'optimalité en terme de
variance asymptotique du choix de Metropolis-Hastings pour la probabilité d’accepter la
proposition dans I’algorithme du méme nom.

Example 1.6.4. Pour [’algorithme de Metropolis-Hastings décrit au paragraphe 1.2, soit

Py(x, dy) = a(x, y)a(z, y)M(dy) + ( [ - ate. Nt z)A(dz>) 5. (dy).

a(z.y) = {a (%) st n(x)q(z,y) >0 7
1 sin(z)q(z,y) =0

pour une fonction a : Ry — [0,1] vérifiant a(0) =0 et Yu > 0, a(u) = va(l/u). On note

Py et ag le noyau et la probabilité d’acceptation obtenus pour le choix ag(u) = min(u, 1)

de Metropolis-Hastings. Pour uw > 0, comme a est a valeurs dans [0,1], a(u) < 1 et

a(u) = wa(l/u) < u si bien que a(u) < ag(u) pour tout u > 0. Ainsi a(z,y) < ag(z,y)

pour tous x,y € E et pour tout A € € t.q. x ¢ A,

Pl(ﬂﬁ,A)ZA&(x,y)Q(m,y)A(dy) S/Aao(m,y)q(x,y)k(dy)=Po(x,A)-

Comme m(dzx) = % est réversible pour Py et Py, la proposition et le lemme as-
E

surent, sous réserve que les conditions de dérive en hypothése de la proposition soient
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satisfaites, que la variance asymptotique correspondant au choix de Metropolis-Hastings
est minimale parmi tous les choix de fonction a : Ry — [0,1] vérifiant a(0) = 0 et

Vu >0, a(u) = ua(l/u).

Démontrons maintenant la proposition 1.6.1.
4 som - T |f ()]
Démonstration : Soit f : £ — R mesurable et t.q. sup,cp Yoo < 00. Comme les

variances asymptotiques pour les fonctions f et f — w(f) sont égales, nous supposerons
que 7(f) = 0 sans que cela ne soit restrictif.

Pour t € [0,1], notons P, = tP, + (1 — t)Fy. Comme P,V < BV VvV P,V et Py(x,.) A
P(y,.) > t(Pi(z,.) N Pi(y,.)) + (1 —t)(Py(z,.) A Po(y,.)), les hypotheses du théoreme
1.3.27, du corollaire 1.5.3 et du théoreme 1.5.6 sont satisfaites pour le noyau F;. La
probabilité 7 étant réversible pour Fj et P, elle I'est également pour P, et c¢’est I'unique
probabilité invariante pour ce noyau d’apres le théoreme 1.3.27. D’apres le théoreme
1.5.6, la variance asymptotique de l’estimateur ergodique de m(f) sous le noyau P; est
oi(f) = n(F?) — m((PFy)?) ot Fy = > . P/ f est solution de I’équation de Poisson

Ft - PtFt — f (127)

Une relecture attentive des preuves du théoreme 1.3.27 et de la proposition 1.5.1 montre
que (1.24) se généralise en : V3 €]0, \/LE[’ Iy €]0,1[, Vn € N, Vtq,...,t, € [0,1],

PuPo Puf@] <2+ SVE ,5> sup — @)l (1.29)

sup
wel 14+ 4/V(2) I Rval Xerl—FB\/
2+ 2K

Choisissons désormais [ = 5y et posons C = max ( = ﬁ) SUP,cp —H/lgf (m‘)/!( ) < o0.
\/ T

Nous allons vérifier que ¢t +— o2(f) est dérivable sur [0,1] de dérivée ddit?( f) =
2n(Fy(P F, — PyFy)). Comme 'hypothese appliquée a g = F; assure que cette dérivée

est positive, cela entraine que o3 (f) > o2(f).

Pour g : E' — R mesurable telle que sup, 5 % <ooetzr € E,[0,1] 5t~ Plg(x)

est un polynoéme de degré n donc une fonction C'*°. Pour identifier —P” f(x) remarquons
que pour t € [0,1] et h # 0 tel que t + h € [0, 1],

E(Pth(:U)— Zpt+h t+ tP T Z o (PL— Po) P T f(2)

converge vers LPf(z) = S PP — PP f(x) lorsque o — 0 puisque
\(PrPO)P" ()l |PP () |P0P?_1_mf(y)| n—m
SUp, e /) < SUPyep . \/— + SUpep o < 20x™™,

d’apreés (1.28). En outre, de maniere analogue, SUDe(0,1],ye B |1djrlz/f—w| 2nC'x™ ou le se-

cond membre est sommable sur n € N. Le théoréme des accroissements finis et le théoréme

de convergence dominée entrainent alors que t — Fi(z) = ZneN P} f(x) est dérivable sur
,_. ’ dFt T n m .

[0,1] de dérivée dt( ) — >nen LPM f(x ) ZneN* S PP — Py) PP f(2) avec

dFt(y) |

SUDye(0,1]ye B 1+ \/_ 20X > ens nX" (1 . Avec I'hypothese de croissance faite

|f (y) W)
+V(y)

sur f, cela implique que sup,ci 1) yer < 00. Comme (14 V') < 0o, on en déduit
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que m(SuP;epo,1) |f%§y)|) < 00. D’apres I’équation de Poisson,
F} = (RER)* = (F, = P.F)(2F, - (F, — BR)) = f2F - f),

si bien que oZ(f) = n(f(2F; — f)). Une nouvelle application du théoreme des accroisse-
ments finis et du théoréme de convergence dominée assure que t — o2(f) est dérivable

sur [0, 1] de dérivée
do? dF ar;
Ziif) — o (f_t) =2 ((Ft P F) dtt>

La réversibilité de m pour P, s’écrit w(dx)P,(x,dy) = w(dy)P;(y, dx) et implique que

w(rn) = [ R G@swrema) = [ Bo5 @same.d)

si bien que do dt(f ) = o (F (dF . PtdF ’f)) Par ailleurs, en dérivant formellement 1’équation

de Poisson (1.27), on obtient que dFt PtdFt doit étre égal a dPt +F = (P — Py)F}. Pour
le montrer rigoureusement, on ecrlt

Pt@ ZZPWHJ P, — PO Pnlmf ZZP PO Pn mf

neN* m=0 neN* el
_ZZP’" — PP f = ZZP PP =S (P = Ry PR
n>2 m=1 n>2 m=0 —
et % - H% =(P—-P)f+ ;(Pl — PP f = (P — po)n%;* proly
= (P — Ry)FE,.

On conclut que % =2n(Fy(P, — R)F,). O
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Chapitre 2

Systemes de particules en interaction

Lorsque l'on veut calculer E[f,(Xo.n)] ou Xo, = (Xo,...,X,) avec (Xg)gen chaine
de Markov a valeurs dans F issue de X, distribuée suivant la probabilité ny et f, :
E™ — R telle que P(f,(Xo.) # 0) est tres faible (événement rare), alors la précision
de I'estimateur de Monte-Carlo standard va étre mauvaise. L’échantillonnage préférentiel
consiste a effectuer un changement de probabilité de maniere a privilégier les trajectoires
de la chaine de Markov qui se dirigent vers les zones ou f,, est non nulle. A cet effet, on peut
introduire des fonctions g, : EP™ +—]0, 400[ bornées et définir une nouvelle probabilité

d@n =6 90(Xoip)
Qn par 5 = S gy o]
Exemple 2.0.1. St E =R et que fn(xon) = @(x,) avec () non nulle seulement pour
de tres grandes valeurs de x, on peut choisir g,(xo.,) = V¥ (x,) avec ¢ strictement positive
et croissante pour privilégier les trajectoires qui sont déja hautes a l’instant p ou bien
9p(Top) = Y(x, — Tp_1) pour privilégier les trajectoires qui montent entre linstant p — 1
et linstant p supposé supérieur ou égal a 1.

Alors on a
n—1

]E [fn(XOn)] ]E@n [fn XOn :| ng XOp ] 01\1 fn(l'O:n) = fn(xO:n) ng_1<x0:p)-
p=0

(2.1)
Pour implémenter ’échantillonnage préférentiel correspondant au changement de P a Q,,,
il faut a la fois étre capable de simuler (X&)o<k<n sous la probabilité Q,, et de calculer la
constante de normalisation E[J [}~ » 9p(Xo,p)]- Notons que cette constante de normalisation
est une espérance du meme type que celle de départ mais portant sur la trajectoire Xg.,_1
raccourcie d’une unité de temps, ce qui suggere d’itérer la transformation effectuée sur

Iespérance de départ. Posons et pour p € {1,...,n}, introduisons la mesure
positive 7, sur EP™! définie par

Vh, : EP*' — R mesurable bornée ,|7,(h,) = E

hy(Xo) [ | gk(XO:k)]

k=0

ainsi que la probabilité n, sur EP™ obtenue par normalisation de v, :

_ lhy) E [h (Xoop) [Tho ogk(Xo:k)]
np(hp) B 71)(1) a [Hk ogk(Xo:k)] . (22)

39
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En particulier E[f,(Xo.,)] = E [fn(X()m) Hz;é gk(XO:k)] = %(fn) et E@ [h,(Xo.n)] =
nn(hn)‘

Comme 7,(1) = Yp-1(gp—1) = Mp—1(gp-1)Yp-1(1) et 70(1) = 1, par récurrence sur p on
obtient que

pour p > 1, |3,(1) = [ [ me(gw)-

On en déduit que

E[fn(Xom)] = ’Yn(fn) = nn(fn)'Yn(l) = nn(.fn) ]j (k) (2.3)

Plus généralement, pour tout p € {1,...,n — 1},

Volhp) = mp(hp)p(1) = (R H Mk (Gr)- (2.4)

L’exercice suivant fournit un example ou remplacer un calcul d’espérance par un calcul
de produit d’espérances comme dans la formule (2.3) conduit a une réduction de variance
significative.

Exercice 2.0.2. On souhaite estimer une probabilité de la forme p = P(X € A) avec p
trés petite (X désigne par exemple le vecteur des paramétres de fonctionnement d’une
centrale nucléaire et A [’ensemble des wvaleurs de ces paramétres conduisant a la fu-
sion du ceur de la centrale). On se donne pour cela une suite (X;);>1 de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de X et on note
bn = % > i Lxieny-

1. Quel est le comportement asymptotique de p, pour n — +oo ¢ Donner la variance

de p,,.

On suppose maintenant que [’on sait simuler indépendamment des X; une suite (Y;);>1 de

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi condition-

nelle de X sachant X € B ou B contient A. En particulier P(Y; € A) = P(X € A|X € B).
On note q, = %Z?:l Lix,epy et Tp = %Z?=1 Livieay-

2. Quel est le comportement asymptotique de G, X T, pour n — +oo ¢ Calculer

Uespérance et la variance de ¢, X T,. Expliquer pourquoi, lorsque P(X € B) et

P(X € A|X € B) sont du méme ordre, 4, X 7, approche p beaucoup plus précisément

que Dy,.

3. On suppose plus généralement que p = Hlepj et que les estimateurs indépendants

(P1)1<j<k sont respectivement les moyennes empiriques de n variables aléatoires de
Bernoulli de parametre p; indépendantes.

(a) Montrer que H?ﬂﬁ% converge presque surement vers p lorsque n — oo.
k
(b) Vérifier que la variance asymptotique Vi(p1, . . ., px) = lim,_,o, nVar <11:I[J,€ 1:}")
157
qui mesure la précision de cet estimateur est donnée par Vi(pi,...,pr) =

ko 1-p; _ k1
Zj:l pj] _Zj:1p_j_k'
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(c) Montrer que + Z] ) p] > ek Zi=1 00 ot en déduire que Vi(pt*, .. p*) =
inf, o) E®EITE py=p Ve(p1,- -, Pk)-
(d) Comparer limy_ oo Vi(p'/*, ..., p"/*) a Vi(p).

: : s dQp I1520 90(Xo:p)
Le choix sous forme produit du changement de probabilité % = Mﬁ =
I1;=0 9»(Xo)

T (o) qui peut sembler étrange de prime abord, va permettre de construire dynami-
p=0 "/P\IP

quement une suite de mesures empiriques (77[1)” = ﬁ Z%Zl ) X(Z)’;;”)ogpgn qui approchent les
probabilités (1,)o<p<n dans la limite M — oo d’un grand nombre de particules. Il n’y a
pas besoin de savoir simuler (Xj)o<g<n sous Q,, pour bénéficier en partie de la réduction
de variance par échantillonnage préférentiel. En suivant (2.3), on approchera E [ f,,(Xo.n)]

par Y (fu) TT=g 12" (9p)-

Avant d’expliquer la construction des mesures empiriques 771]7‘/[ , montrons que les mesures
7, apparaissent également naturellement dans des problemes de filtrage. On considere
un signal (par exemple la position d'un aéronef dans le ciel) modélisé par une chaine de
Markov (X} )ren avec Xy distribuée suivant la probabilité 79. On n’observe pas directement
le signal mais des informations Y, = ¢(X%) + Vi (écho radar par exemple) ou ¢y :
E — RY et les bruits d’observation (V},)ren sont supposés indépendants & valeurs R? de
densités respectives (qx)ren par rapport a la mesure de Lebesgue et indépendants de la
chaine de Markov (Xj)ken. La densité conditionnelle de Yy, sachant Xo.,11 = Z,p41 e€st
1Th—o g6 (yr — @r(zy)). La formule de Bayes assure alors que

]P)(X():p—i-l c dl’o:p+1|Y0:p = yo:p) X H Qk(yk - SOk(Ik))]P’(Xo:pH € de:p+1>‘
k=0

Ainsi, pour le choix gx(zo.x) = qx(yr—¢r(xx)) pour tout k € {0, ..., p}, laloi conditionnelle
de Xo.p41 sachant Y., = yo., est n,4+1. La loi conditionnelle 7, de X, sachant Yy, = yo.p
s’obtient par la formule de la loi marginale :

E[hy(Xo:p) Hi:o 9e(Xour)] _ Yo (hpgp) _ Mo (hpgp)
Ypt1(1) Vo (9p) Mo (9p) .

ﬁp(hp) = / hp(xﬂtp)np—i-l (de:pH) =
Ep+2

La construction des probabilités (771])‘/[ )Jo<p<n se fait par récurrence sur p. La chaine de
Markov (X} )g>0 est supposée inhomogene au sens ou, pour h : £ — R mesurable bornée,
E[h(Xk)|Xo.k-1] = Prh(Xk_1) pour un noyau Markovien P, pouvant dépendre de l'instant
k. Notons que le cas ou l'espace Ej) ou X, prend ses valeurs dépend de k peut rentrer
dans le cadre introduit ici en posant £ = J, .y E.

Initialisation : On génére un échantillon (X™)i<m<ar id.d. suivant la loi 7 de Xj.
M . M
Passage de 1)/ = 55>, 5)(5;;" anl, = 5X5:+pi’{" : pour p € {0,...,n—1} ce
passage s’effectue en deux étapes :

2 . PR ’ . 1 ey
Sélection : on génere des vecteurs aléatoires (Xg:; "™)1<m<nm conditionnellement

indépendants sachant F, = o((X2")1<m<nro<k<p) et vérifiant

1 M
M Z 5Xg:;1,m _F
m=1

pm
p] an o) ngX )Oxpm. (2.5)
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Apres avoir décrit la seconde étape, nous allons revenir sur plusieurs ap-
proches permettant d’effectuer cette étape de sélection. Notons que ﬁfo‘/[ =

1 M / N . . N ,
Dm0 xpEim (égale a la loi marginale des p+ 1 premieres coordonnées sous

77%1) constitue une approximation de la mesure 1), introduite dans le probléme
de filtrage présenté plus haut.

. k, +1, -
Mutation : sachant G,1 = o (X0} )1<m<mo<k<p (X0p " )1<m<nr), on génere des

. , . 1 ol . ,
variables aléatoires (Xgil "™)1<m<m conditionnellement indépendantes et res-
pectivement distribuées suivant PPH(X]’D’“””, .). Pour tout m € {1,..., M}, on
p+lm _ (yp+lm yp+lm M _ 1 N\M
pose XO:p—H - (XO:p 7Xp+1 ) et o1 = a1 Zm:l 5Xp+1’m'

0:p+1

Intuitivement, ’étape de sélection permet de se débarrasser du poids multiplicatif indivi-
duel g,(X¢;)") affecté a chaque trajectoire entre I'instant p et I'instant p + 1 en répliquant
les trajectoires pour lesquelles ce poids est élevé et en supprimant celles pour lesquelles ce
poids est faible. L’étape de mutation consiste juste a ajouter une nouvelle position tirée
suivant le noyau markovien P,;; a chaque trajectoire issue de I'étape de sélection.

Pour l'étape de sélection, partant de M valeurs (y™)i<m<m (les trajectoires
(X0 )1<m<m) dans un espace d’états ) quelconque ('espace produit EP*') et d'une

probabilité (p™)1<m<nr ((95(X0,")/ S gp(Xg:",i))lngM), il faut étre capable de générer
des variables aléatoires indépendantes (Y™)i<,<ns & valeurs dans {y!, ... ,yM},

1 M M
Ly aym] S e, 26)

i.e pour toute fonction f : ) — R mesurable bornée, E [ﬁ Z%:l fym| =
Zn]‘le p™f(y™). Notons que, lorsque les y* sont distincts, dym = Ze]\i1 Liym_yeydye et
(2.6) est équivalent a E [Z%zl ]_{Ym:yl}i| = Mp® pour tout ¢ € {1,..., M}. Sans suppo-

ser les y¢ distincts, (2.6) est équivalent & E [fozl 1{Ym:y£}] = szj‘il Lyyi—yyp’ pour
tout £ € {1,...,M}. Il y a bien str de multiples fagons de générer de telles variables
aléatoires :

Echantillonnage multinomial : on génére les Y™ ii.d. suivant la probabilité
Zé‘ilpféyz Ve,m € {1,....M}, P(Y™ = ¢*) = Z]Nil lyyi—yyp’). Notons que
E[lfym_yey] = Zj\il Lyyi—yeyp’ pour tous m, £ € {1,..., M}.

Echantillonnage résiduel : Pour z € R, on note |z et [z] les parties entitres
inférieure et supérieure de x, c’est-a-dire les entiers relatifs vérifiant |z] < x <
lz] +1et [2] =1 < < [z]et {2z} =2 —|z] € [0,1] sa partie fractionnaire.
L’échantillonnage résiduel consiste & choisir Y™ = y* pour Zj;i |IMp'| < m <
Zﬁzl | Mp?] (on réplique donc | Mpt] fois la valeur y°) et, lorsque Zj\il | Mp'| <
M a générer les r = M — Zj\iILMp]j = Z]Nil{]\/_/p]} variables aléatoires
YZﬁ‘ilLijHP ..., Yy 1i.d. suivant m Zé\il{Mpf}éyz. Alors, si les 3 sont

distincts, pour tout ¢ € {1,..., M}, En]\f:_f Liymoyty = | Mp*] et, lorsque r > 0,
pour tout m € {M —r+1,..., M}, E[lyym_yn] = {MTI’Z}.

Echantillonnage stratifié : a partir de M variables aléatoires (U™ )<< 1.1.d. suivant
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la loi uniforme sur [0, 1] on construit

M

Y™ = sty cmevmyniexs, oy’ Pour m € {1, M},
(=1

Echantillonnage systématique : on prend les variables U™ toutes égales a une seule
variable U uniforme sur [0, 1] dans la formule précédente. Notons que si y* est distinct
de ¢/ pour j # ¢, alors cette valeur est tirée | M ijlpj +U| - |M zg:# + U]
fois.
Avec I’échantillonnage multinomial, I’échantillonnage résiduel et 1’échantillonnage stra-
tifié, les variables aléatoires Y™ sont indépendantes (pour ’échantillonnage résiduel,
on pourra remarquer qu'une variable aléatoire constante est indépendant de toute va-
riable aléatoire), alors qu’avec 1’échantillonnage systématique, on perd cette propriété
d’indépendance (sauf si pour tout m € {1,..., M}, Mp™ est entier, auquel cas les
échantillonnages résiduel, stratifié et systématique coincident). C’est pourquoi seules les
trois premieres techniques d’échantillonnage sont éligibles pour 1’étape de sélection de la
méthode particulaire décrite plus haut.

¢ .. .. 1 M I
Notons que lorsque les y° sont distincts, alors la mesure empirique 7 > ", dym s’écrit

% Zé\il fozl Liym—yry0ye. L'objectif du probleme suivant est de comparer les variances
des variables aléatoires Z%Zl Liym—yey pour les différentes techniques d’échantillonnage.

Probléme 2.0.3. On suppose les y* distincts. Pour { € {1,..., M}, la variable aléatoire
an‘il Liym—yey est respectivement notée

— Ny dans ’échantillonnage multinomial,

— Ny dans Uéchantillonnage résiduel,

— N, dans Uéchantillonnage stratifié,

— N, dans I’échantillonnage systématique.

Condition (2.6) : Remarquer que - My = <$ M 1{ym:yZ}f(yé)> et
en déduire que (2.6) est équivalente a V0 € {1,..., M}, E [Z%zl 1{ym:ye}] = Mp".
Echantillonnage multinomial :
1. Pour ¢ € {1,..., M} vérifier que E(Ny) = Mp® et calculer Var(Ny).

2. Vérifier que le vecteur (Ny,...,Ny) suit la loi multinomiale de paramétre
(M, p',....pM) :V(n,...,ny) € NM

)

M
P(Ny =na,..., Ny =na) = Lgn oy MU | -
m=1 m:

Les variables aléatoires N,, sont-elles indépendantes ?

Variance optimale : Soit N wune variable aléatoire a wvaleurs dans 7Z intégrable
d’espérance v. On note v = max(z,0) et x_ = max(—z,0) pour x € R.
1. Vérifier que E[(N — v)y] = E[(N — v)_]. Montrer que (N —v)y > (1 —
{v}) sy et (N —v)- 2 {vilinay-
2. En déduire que Var(N) = E[(N—v)i +(N—v)2] > E[(N—v){] > {v}(1—{v})
et exhiber une loi sous laquelle les deux dernieres inégalités sont des égalités.
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Echantillonnage résiduel :
3. Que se passe-t-il sir =0 ¢
On suppose désormais r > 0.
4. Pourl e {1,..., M} vérifier que B(N,) = Mp' et calculer Var(N,). En déduire

que la répartition résiduelle est optimale en termes de variance st r = 1 mais
pas st r > 2.

5. Vérifier quer < M(1—p")+{Mp'} et en déduire que Var(N;) < —]\/ﬁ]\@)}ﬁ]\fpg}

Conclure que Var(N;) < Var(N;). Quel intérét voyez-vous a ’échantillonnage
résiduel par rapport a l’échantillonnage multinomial ¢

Echantillonnage stratifié :

6. Vérifier que pour £,m € {1,..., M},

E 1{p T Apl-lemam<ply +p‘f} M/ Liptp ot <ugpt 4 +pf}du

et en déduire que E[N,| = Mp' = E[N,].
7. Pour x ety deux réels tels que v < y et j € Z, vérifier
. . 7 —1,7] si et seulement si [x] +1 <75 < |y
Jolnly — 1,5 = {0~ BT et . o
0sij<|z]ouj>[yl+1

En déduire que N, prend ses valeurs dans {|n(p1 + ...+ pe)| — [n(p1 + ... +

pe—1) |, [n(pr+. .. +p)] — 01+ +pe1) |, [n(pr+. .. +p0)] — [n(p1 + -+
pe—1)]}. Vérifier que pour X wvariable aléatoire a valeurs dans |a,b], Var(X ) <

% et en déduire que Var(N;) < 1.

8. Soit x ety deux réels. Vérifier que y > |y — x| + x| et x > |y| — [y — z].
En déduire que |y —z| < |y] — |z] <[y —x] < |y — x| + 1. Lorsque z < y,
vérifier que |z,y] NN est égal a O si |y] = |z] et comprend les |y| — |z]
éléments {|x| +1,..., |y]} sinon. En déduire que l'intervalle

IM(p1+ ...+ pe1) + U M(p1 + ... +pe) + U]

contient soit | Mpe| soit | Mpe| + 1 éléments de {1,...,M}. En déduire que
N, — | Mp;| suit une loi de Bernoulli de parameétre a préciser et conclure que
Var(N,) = {Mp}(1 — {Mp,}), ¢’est-i-dire que la répartition systématique est
optimale en termes de variance. Vérifier que ce résultat reste vrai pour Ny
lorsque M(p' + ...+ p'™1) ou M(p' +...+p") sont entiers, propriété toujours
satisfaite pour € € {1, M }.

9. Vérifier que

2
Var(IV;) = P - MZ (/ Lpig o ipttcuspi+, +p[}du>

et en déduire par linégalité de Cauchy-Schwarz que Var(N;) < Var(Ny).
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10. A Uaide de la question 7, montrer que le cardinal de
i
{m G {17...7M} . ﬁn_l 1{p1++p€—1<u§pl++p€}du: 1/M}
A

est égal soit a | Mp*| soit a | Mp*| —1. En remarquant que dans le premier cas,
sia,b € [0,1/M] avec a+b = {Mp*}/M, a®+b* > Y ot dans le second, si

TOM2
a,b € [0,1/M] avec a+ b = (1 + {Mp*})/M, a* + b* > %) o déduine
que
M m 2
Z (/n1 1{p1+---+pf1<u§p1+._,+pe}du>
m=1 M
o o (LMP +{MP'Y? /2 Mp' + ({Mp'}? —1)/2)
B M2 ; e

Conclure que Var(N;) < max ({Mpe}( _ {Mpf})’ 1—{]\24])‘}2).
vérifier que Var(Ny) = g >

Pour~M:3etp1:%,p2 —etp =
Var(Ng).

PN

12’

Exercice 2.0.4. On suppose que p := minj<,m<y P > 0 (on peut restreindre ensemble
des valeurs (Y™ )1<m<n pour s’y ramener).

1. Montrer que Mp < 1. Que vaul (ph, ..., pM) en cas d’égalité ? Que donnent alors
I’échantillonnage résiduel et [’échantillonnage stratifié ¢
2. On suppose Mp < 1, on se donne des variables aléatoires (Z™)1<m<m indépendantes

1-Mp m=1
suite (U™)1<m<m de variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1].

et telles que E [% Zf\n/lzl (5Zmi| = LM (pm— p)Sym et indépendamment une

(a) Vérifier que si pour m € {1,..., M}, Y™ = L, <upyy™ + 1w, >mpy Z™ alors

1 M M
i D bym| =D pTEym (2.7)
m=1 m=1

et les variables aléatoires (Y™ )1<m<nr sont indépendantes.

() Si (Y. . YM) = Lw<nup W' - ™) + Losmupy (27 ..., ZM), vérifier que
(2.7) reste vraie mais que les variables aléatoires (Y™ )i<m<m ne sont pas
indépendantes.

En suivant la formule (2.4), on introduit I'approximation suivante de la mesure non
normalisée v, : 1T = ni! et

pour p > 1, |2 (h,) = ) ( an Ir)- (2.8)
Notons que 77;])\4 (hy) = va((hl) si bien que la probabilité empirique 77 s’obtient par norma-

lisation de la mesure ponctuelle 7p .
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Proposition 2.0.5. On suppose que pour tout p € {0,...,n—1}, la fonction g, : Ertl
10, +00[ est mesurable et bornée. Pour toutp € {0,...,n} et toute fonction h, : EP™ — R
mesurable bornée,

E hz]?\/[(hp)} = p(hyp)-
En particulier, si f, est bornée, lestimateur nM(f,) I1,- Mgy = AM(fa)
E [f.(Xo.)] est sans biais.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur p. On a ! = n)f =

0 o .
MZ Oxom ol les variables (X5™)1<m<m sont toutes distribuées suivant 7y =

Y0, ce qui assure que E[y}(ho)] = ~o(ho). Ainsi, I'hypothése de récurrence est sa-
tisfaite au rang p = 0. Supposons-la satisfaite au rang p. Rappelons que F, =

o(Xor i<m<rmoshsp) €6 Gpri = o((Xox hemenroshep, (X6 ™)i<men). En notant
Pyiihpi1(%op) = [ hpt1(Zops1) Ppsa (2p, dpiq), on a d’apres I'étape de mutation

E[nﬁl(hpﬂ)‘gwrl Y Z Bpyihpia (Xerl ™).

Ensuite comme F,, C G,41,

Bl (hps1) 73] = BIR[p1 () 1Gp1a]| 73] = MZ il (XEE)

)

ot on a utilisé (2.5) pour la derniere égalité. Comme [[7_, 7 (gx) est F, mesurable, on
en déduit que

_ ny(gppp—&—lhp—&-l)
ny" (gp)

(2.9)

i P
E [0ty (hpsr) [ [ " (90) | = E E[Uﬁ1(hp+1)|fp]Hnﬁl(9k)]
k=0 L k=0
- p1
=E ny(gpppﬂhpﬂ) H né”(gk) =K [Vy(gpPthpH)] .
L k=0

L’hypothese de récurrence au rang p et la définition de 7, assurent alors que

E

Porihpy1(Xosp) H gk(XO:k)] :

p
nﬁl(hp-&-l) Hnl]c\/[(gk)] = W(9pLpr1hpt1) = E
k=0

k=0

Comme la propriété de Markov assure que P,y1h,41(Xop) = E [hypr1(Xops1)| Xoyp) et que
[T5_o 9x(Xox) est une fonction de X,

p
Pyirhpia(Xoy) [ [ 96(Xox)
k=0

E

=E E [hp+1(X0:p+1)|X02p] H gk(XO:k)]
k=0

p
=E | hpt1(Xop+1) Hgk(XO:k)] = Yp+1(hps1),
k=0

ce qui acheve la démonstration. 0
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Remarque 2.0.6. — Notons que mnous wvenons d’établir que ~ypi1(hpi1) =

V(o Pos1hpir). Comme Ypi1(1) = 7(g) = mp(gp) (1), avec (2.2), on en
déduit que

Ypt1(hpi1) B Yp(Gp Pps1hpi1) o No(9p P 1hpi1) (2.10)

77p+1(hp+1): 7p+1(1) o np(gp)%(l) n Up(gp)

— En regardant attentivement la preuve précédente on constate que la conclusion de la
proposition 2.0.5 reste vraie sans indépendance dans l'étape d’initialisation et sans
mdépendance conditionnelle dans les étapes de sélection et de mutation. En particu-
lier, elle reste vraie si I’étape de sélection repose sur l’échantillonnage systématique.

Théoréeme 2.0.7. On suppose que pour tout p € {0,....,n — 1}, 0 < 9, =
infy,, emr+1 Gp(Top) < Gp 1= SUPy, cprrr Gp(Top) < 00 et que les propriétés d’indépendance
et d’indépendance conditionnelle sont satisfaites a l'initialisation et lors des sélections et
des mutations. Alors pour tout p € {0,...,n} et toute fonction h, : EP™' — R mesurable
bornée (par |hy,| < 00),

sup VMEY4 [( ( ) - np(hp))ﬂ <00 (2.11)

M>1

sup vV ME!/* [(%ﬁ”(hp) - ”Yp(hp>)4] < 00. (2.12)

M>1
En outre P (impy—o0 ) (hy) = 1p(hy)) = 1 =P (limar—e0 72" (hp) = 7p(hy))-

Pour des résultats plus fins (convergence presque sire sous des hypotheses plus faibles,
théoreme de la limite centrale associé, inégalités de concentration), nous renvoyons au
livre de Del Moral [22] et au probleme 2.0.9 pour un théoreme de la limite centrale dans
le cas particulier de I’échantillonnage multinomial.

Comme E[f,(Xom)] = Tn(fn) avec fu(Zom) = folTom) H;:é 9, (o) bornée si f, est
bornée et les fonctions g, minorées par une constante positive, le théoreme implique le
corollaire suivant.

Corollaire 2.0.8. Sous les hypotheses d’indépendance et de minoration/majoration des
fonctions g, du théoréme 2.0.7, si f, : E™™ — R est bornée,

sup VIME* [(121(f2) = Elfu(Xom)])!] < o0

Cette fois, la propriété d’indépendance conditionnelle a 1’étape de sélection va jouer un
role clé dans la preuve du théoreme, si bien que celle-ci ne s’applique pas a I’échantillonnage
systématique.

Démonstration : La condition (2.11) implique que E [ZM>1(77P (hp) — np(hy

)*
doit P (35751 (m" (hp) = mp(hp))* < 00) = 1L = P(limps oo (1" (hp) — 7)) = 0). Par le
méme raisonnement, (2.12) implique que P(limp— o0 (7, (hp) — (hp))4 0) =1.
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Montrons I'estimation (2.11) par récurrence sur p. Pour p =0, on a

Bl (ho) = mo(ho)] = 55 D0 B |[Jho(XE™) — (o)

Parmi les M* espérances qui figurent dans la somme au second membre beaucoup sont
nulles : en effet des que I'un des quatre indices m; est différent des trois autres, par
indépendance des (Xg "™)1<m<m, espérance est égale a I'espérance du produit des termes
correspondant aux trois autres indices par E[(ho(Xg™) — no(ho)] = 0.

Il reste donc seulement les contributions des cas ou

— les 4 indices sont égaux soit M termes en E[(ho(Xg™") — m0(ho))*]

— 2 des indices prennent une valeur et les 2 autres une autre valeur soit 3M (M — 1)
termes en E2[(ho(X") —n0(ho))?] (3 pour le choix de Vindice my, k = 2,3 ou 4, égal
au premier indice my, M (M — 1) pour le choix de deux valeurs différentes parmi

Ainsi
1 3(M—1)
E[(n5" (ho) — 10(ho))"] = WE[(ho(Xg’l) —no(ho))*] + B
L’hypothese de récurrence est donc satisfaite au rang p = 0. Supposons la satisfaite au rang
p et déduisons la au rang p+1. Reprenons les notations de la preuve de la proposition 2.0.5.
M
Comme, d’apres (2.9), E[n)1, (hp1)|F,) = o Weloiiheit) o qrapres (2.10), Npi1(hpi1) =

13 (gp)

(Var (ho(Xg")))*.

Mp(gpPp+1hpt1)
7p(gp) ’

77;;\/[ (9pBpt1hp+1) _np(gpPerlthrl)
1" (9p) 1p(9p)

77%1(hp+1)—77p+1(hp+1) = nﬁl(hp+1)_E[77%r1(hp+l>|Fp]+

Donc

E[(nfo‘{-l(hp—i-l) - 77p+1(hp+1))4] < 8E [(77%-1@19—%1) - E[Wﬁl(hp—kl)’]:p])ﬂ

77113\4 (9p) Mp(9p)

4
L sE (n%(gpPthpH) np(gpPthpH)) , (2.13)

Pour le second terme au second membre, on utilise la décomposition suivante

ny(gpppﬂhpu) _ ﬁp(gpPerlthrl) :ny(gppp-&-lhp-&-l) - 771)(9;13Pp+1hp+1)

77117\4(911) np(gp) 77{9/[(91))
No(GpPps1hp11) (Mp(gp) — 77;]7\/[ (9p))
77;];‘4(919)771)(919)
Comme 0 < m < gi et W < |hp41|, on en déduit que
=p

8
SEE[@%(%PPH%H) - 77p(9pPp+1hp+1))4]

=P

4
E n%(gpPthpH) _ Mo (gp Lpt1hp+1)
" (9p) 1 (9p)

—a
8|hp+1|

g4

=P

+

E[(mp(gp) — m" (gp))"]-
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L’hypothese de récurrence au rang p appliquée avec h, = g,FP,+1h,41 et avec h, = g,
assure donc que

sup M’E
77119\4 (9p) Mo (9p)

M>1

4
(U%(gpppﬂhp-ﬁ-l) Wp(gpppﬂhpﬂ)) < 00 (2.14)

Pour traiter le premier terme au second membre de (2.13), on utilise les propriétés de
I’étape de mutation puis de 'étape de sélection qui assurent que les variables aléatoires
(X(I));;lrﬁm J1<m<wm sont conditionnellement indépendantes sachant F,. Comme

E [(nﬁl(hpﬂ) - E[Tlﬁl(hpﬂﬂfp]f]

M 4
1 m m
=E |E (M Z(hp—kl(Xg:Zi’l ) - E[hp-kl(Xg:;}r’l )|}—p])) ‘}_p

4

[ a (XE527") — Elhpa (XE3T™)

i=1

E

Fp)

1
=7 Z E

mi,mg,m3,ma=1

i

L’indépendance conditionnelle assure que des que I'un des quatre indices m; est distinct

des trois autres E Hle(hpﬂ(Xé’:;i’f”) — E[th(Xg:;i’Ti) Fl) ]-"p} = 0. Comme dans le

cas p = 0, on en déduit avec la bornitude de h, 1 que

4
sup ME | (344 (hyr) = Bl (hyin) )| < oo

En combinant cette inégalité, (2.14) et (2.13), on conclut que I'hypothese de récurrence
est vraie au rang p, ce qui acheve la démonstration de (2.11). Pour en déduire (2.12), on
note hy = gy pour k € {0,...,p — 1} de maniere a ce que

P P P k—1 P
)y} =TT )~ i) = 3° (H nj”(%-)) 2 ()=l ( 1T wn

k=0 \j=0 Jj=k+1

Par conséquent,

(3" (hp) = p(hp))* < (p+1)° <'_ 1" (hy) H le(hj)> (7" () — i (hae))*

<l

< (p+1)° ( |h_j|) (" () — e
=\

En prenant 'espérance dans cette inégalité, on déduit (2.12) de (2.11). O
Probleme 2.0.9. On se place dans le cadre et les notations de ce chapitre. On suppose
que pour tout p € N la fonction g, : EP™' — R est mesurable et telle que

0<g = inf g (zop) <gp:= sup gp(zo,p) < oo.
=p zo:pEEPTL zo.pEEPFL

) |
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On suppose que les positions initiales des particules (Xg’m)mzl sont i.i.d. suivant la

probabilité ng et que la sélection est effectuée par échantillonnage multinomial, résiduel
"Igj)w(gphp) et
77;;”(917)

Np(hy) = %. Pour hyy1 : EP™? — R mesurable bornée, on note P, 1h,. 1 : EPT' — R
la fonction définie par Pyiihpi1(zo,) = fpoeE hps1(Topt1) Pps1 (2, dxpyiq).
1. Que peut-on dire de IP(hmM—>00(77;]o\/[(gphp)a77]Jpw(gp)) = (np(gphp)anp@p))) ¢ En
déduire que P (limpr—o0 72 (hy) = 7 (hy)) = 1.
2. Vérifier que npi1(hp+1) = Np(Bpralpr).
3. Pour quelle fonction hy,yy : EP? — R, at-on 5 M hp(Xé’:;l’m) =
i (hpa) 7 Vérifier  qu’alors mpyi(hpe) = dp(hy) et en  déduire que
P <1imM—>oo ﬁ Z%ﬂ hp(X(I)J:;Lm) = ﬁp(hp)> =1L
4. Montrer que lorsque M — oo, pour hy : E — R mesurable bornée, /M (n} (ho) —
no(ho)) converge en loi vers N1(0,Vo(ho)) en explicitant Vo(hy).

ou stratifié. Pour h, : EP*' — R mesurable bornée, on pose f];,”(hp) =

On suppose désormais que l’étape de sélection est effectuée suivant [’échantillonnage mul-
tinomaal. L’objectif de la suite du probleme est de montrer par récurrence sur p que pour
hy : EPYY — R mesurable bornée, v/ M (nM (hy,) — n,(hy)) converge en loi lorsque M — oo
vers N1(0,V,(hy)). On suppose Uhypothése de récurrence satisfaite au rang p et on se
donne hy.q : EPT? — R mesurable bornée.

~ ~ A

5. Pour h, : EP*' — R mesurable bornée, on pose h, = npg(’;p)(hp — p(hp)).
Remarquer que n,(hy) = 0 et ﬁé”(ﬁp) - ﬁp(izp) = %n{f(ﬁp). Vérifier que

~ ~

VM (ﬁ;’”(ﬁp) — Np(hy) — 77;1)‘4(]117)) converge en probabilité vers 0 lorsque M — oo
et en déduire que \/M(ﬁ;y[(izp) — ip(hy)) converge en loi vers Ny <0,Vp(i~zp)).

6. Vérifier que pour v € R et F, = O'((Xg:’]:l)lngM’ogkgp),

E [eivm(nﬁ/{ﬂ(hp+1)_77p+1(hp+1))] =E |:€ivm("7éw(Pp+1hp+l)_ﬁp(Pp+1hp+1))

ya [eivm(ﬁﬁ1(hp+1)_ﬁ£4(Pp+1hp+1)) |~Fp:| :| .

7. On  pose ﬁprH(dxgcpH) = ﬁé‘”(dxgip)PpH(a:p,dpo). Vérifier  que
DY Pyi1(hpi1) = 03 (Ppyahpyr) et montrer que conditionnellement & F,, les

. . 1 .. . N
trajectoires (X0 1 ) 1<men sont ii.d. suivant i) Pyyy(dzo.pir).

= —
< S-puis, en notant |hpi| =

8. Vérifier que pour v € R, [e® —1—ix + %

SUDg,, . cEp+2 |hp1(Topt1)|, montrer que pour v € R,

‘E [eiﬁ(hml(}fé’;ﬂ)—ﬁy(Pp+1hp+1)) |]:p}

2

v ~ A
-1+ oM (U;W(Pp—s-lh;-s-l) - (USJ(PP+1hp+1))2)

—3
_ APyl
— 3M3/2

9. On pose Wyi1(hps1) = 0p(Bprahipiy) — (p(Pprahpi1))? et

Ly TR 2
em =M (E [elﬁ(h”“(x&’“)_”’J’W(Pp“h”“))|]:p] -1+ ;WWP+1(}LP+1))



o1

Vérifier que

—3
AoPlhpa] | %y

el € = 2 + I (Balip) = (b))

2
Ve .
+ El(nﬁ/l(PthpH))z - (np(Perlthrl))Q‘

et en déduire le comportement de la suite (enr)n>1 lorsque M — 0o.
10. Comment comparer P, i1h2 | et (Ppyihyi1)? 2 En déduire que Wiy (hpir) > 0.

11. A Uaide de la formule du binome, vérifier que pour M > w,

‘ (1 _ VW1 (1) 4 5_M)M _ (1 _ U2wp+1<hp+1))M

M |€ ’k
M
< § < pleml 1

k=1

et en déduire que E [ei”m(”%l(hp“)fﬁ;'w(P”“h”“))|]-"p] converge presque surement

| o

,UQ
‘E [eivm(mﬁl(hp+1)*np+1(hp+1))} _ G*WE [ei”m(ﬁy(Pp+1hp+1)*ﬁp(Pp+1hp+1))] ‘

|

et conclure que, lorsque M — 0o, VM (1)1 (hp1) = Nps1(hps1)) converge en loi vers
Ni (0, Vpii(hpt1)) avee

W (hpp1) .
vers e 2 lorsque M — oo. puis que

. R v2W h
e HE R A
M—o0

12. Veérifier que

/M (1M (B oM _02Wy 1 (hpy)
<EI|E [ew M (3L (hpr) = (Pp+1hp+1))|f‘p] —e 3

g R
—p) (Pp+1hp+1 - 77p(Pp+1hp+1)) .

p(P

Vp+1(hp+1) = Wp+1(hp+l)+vp (Lphpﬂ) ot Lphpiq =
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Chapitre 3

Discrétisation des EDS

3.1 Equations différentielles stochastiques

3.1.1 Existence et unicité, applications en finance

Soit 7" > 0 un horizon de temps (la maturité d’une option par exemple). Sur un espace
de probabilité (€2,.4,P) muni d'une filtration (F;)¢>p, on considere un F-mouvement
w}l
brownien W, = : a valeurs R? et Y une variable aléatoire F, mesurable & valeurs
Wi
R™. On se donne également des coefficients o : [0, 7] x R® — R4 et b: [0,T] x R™ — R"
mesurables et on s’intéresse a I'Equation Différentielle Stochastique

{dXt — o (t, X, )dW, + b(t, X,)dt -

Xo=Y

Définition 3.1.1. On appelle solution de I'EDS (3.1) un processus (X)) continu
Fi-adapté a valeurs R™ tel que

— p.s., fOT b(s, X,)| + |o(s, Xs)[2ds < +o0,
— ps, VEE[0,T], X, =Y + [ o(s, Xo)dW, + [ b(s, X,)ds.

Le principal résultat d’existence et d’unicité pour les EDS est I'analogue du théoreme
de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles ordinaires et s’obtient sous des hy-
potheses similaires sur les coefficients de I'équation.

Théoréme 3.1.2 (d’Itd). On suppose que

Ve € R", |o(t, x)| + |b(t, 2)| < K(1+ [z])

Lip) IK > 0, Vt € [0, T],
(Lip) [0, T] {Vx,y e R", |o(t,z) — o(t,y)| + |b(t, ) — b(t,y)| < K|z —y|

Alors 'EDS (3.1) admet une unique solution (Xy)icjo,r) (5 X; est une autre solution, alors
p.s., YVt € [0,T], X, = X]). En outre, si E(|[Y'|*) < 400, alors

E (sup |Xt|2> < C(+E(|Y[)) ou C ne dépend pas de Y. (3.2)

t<T

53
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Démonstration : La démonstration repose sur une technique de point fixe. L’espace

E = {(Xt)te[O,T] processus Fz-adapté continu a valeurs R” t.q. E (sup |Xt|2) < +oo}

t<T

muni de la norme \/IE (supy<r | X¢|?) est un espace de Banach.

e Dans le cas ou E(]Y]?) < 400 commengons par montrer que toute solution X de
(3.1) vérifie (3.2) et appartient donc a €. Pour v, = inf{t > 0: |X;| > m} (convention

inf) =T), on a
s 2 t 2
/ Ly<vmyo(r, X;) + (/ |b(r A l/m,XM,,m)|dr) ) .
0 0

En utilisant l'inégalité de Doob pour l'intégrale stochastique, l'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour U'intégrale classique, puis ’hypotheése (Lip), on en déduit que pour ¢ dans

0,71

¢
E (sup |X5/\Vm|2) <(C (]E(|Y|2) + / E (|a(7‘ A Vm,XT/\Vm)F + t|o(r A v, Xr/\,,m)|2) dr)
0

s<t
¢
<C (]E(|Y]2) +/ 1+E (sup ]XsA,,mIQ) dr)
0 s<r

ou la constante C' peut changer d’une ligne a l’autre mais ne dépend ni de ¢ dans [0, T
ni de m (on a par exemple majoré le facteur ¢ par 7). Par le Lemme de Gronwall, on en
déduit que

sup | X, |* < 3 <|Y|2 + sup

s<t s<t

E (sup yXM,,mF) < C(E(|Y*) + T)e“T.
s<T

Comme par continuité des trajectoires de X, p.s. v,,, = T pour m assez grand, on a p.s.
SUPs<7 | Xoavm | = SUDgscrpy,, | Xs| = sup,<p [ X| lorsque m — +o00. On déduit alors (3.2)
du lemme de Fatou.

On introduit ensuite ® qui a un processus X = (X;)icjo,r) de £ associe le processus
(®(X)¢)eefo,r] défini par

t t
d(X), =Y —i—/ o(s, Xs)dW, —|—/ b(s, X,)ds,
0 0

dont on vérifie facilement qu’il appartient a £ en reprenant le calcul ci-dessus mais sans la
technique de localisation. Comme nous avons vérifié que toute solution de (3.1) est dans
&, un processus X est solution de (3.1) si et seulement si ¢’est un point fixe de .

Pour X, X' € £ et t < T, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité de
Doob et enfin ’hypothese (Lip), il vient

E (sup B(X), - <I><X'>s\2) < zE(sup

s<t s<t

2

/Os(a(r, X,) —o(r, X)))dW,

+t/t|b(r X,) — (r,X;)|2dr>

/

a(r, X))+ |b(r, X,.) — b(r, Xf")|2) dr

(sup | X, — X’\2> dr

s<r
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ou la constante C' ne dépend pas de ¢ ni de X et X'. En itérant cette inégalité, on obtient
que pour k € N*, si ®* désigne la composée k-ieme de @,

T r1 Thk—1
[P*(X) — (X < Ok/o /0 /0 E <sup | X, — X;|2) dry. .. .dr,

SSTk

T 1 Tk—1 Cka
<ot [T [ e an = Smix - X
o Jo 0 k!

Donc pour k assez grand, DF est une contraction sur £. Soit X son unique point fixe. Tout
point fixe de ® est point fixe de ®* et donc égal & X. Par ailleurs,

(@ (X)) = 8F(X) = B(DF(X)) = B(X)
assure que ®(X) est point fixe de ®F et donc égal & X. On conclut donc que (3.1) admet
X comme unique solution.

e Dans le cas ot E(]Y'|?) = 400, pour m € N*, on note (X;"):cjo.17 la solution de 'EDS
issue de la condition initiale Y'1{y|<p}. On vérifie ensuite que

Xe= Y Ymorgyiem X;"

meN*

est solution de (3.1) et que toute autre solution lui est égale. O

Exemple. La plupart des modéles d’actifs financiers reposent sur des EDS.

e le processus d’Ornstein-Uhlenbeck : pour n = d =1 et ¢ € R, l'unique solution
de
dXt = th + CXtdt, XO =Y
est X; =Yed 4+ fg e“t=s) dIW/, .
e le modele de Black-Scholes : pourn=d =1 et o,r € R, ["'unique solution de

dXt = O'Xtth + TXtdt, X(] =Y

est X; = Ye"Wt*(T*%)t.
e le modele a volatilité locale (ou modele de Dupire) : pourn=d=1,r € R, et
n:[0,T] x R — R vérifiant

K >0, V(t,2) € [0,T] x R, [n(t,z)| + |z[[0:n(t, z)| < K,
I’équation différentielle stochastique
dXt = 77<t, Xt)Xtth + TXtdt, XO =Y

. . ;. t _ 1t 2
admet une unique solution. On vérifie que X, = Y eJo n(:X)dWet(rt=3 [ (s, Xs)ds)

¢ le modele a volatilité stochastique : pourn = d = 2, on peut considérer un modéle
de la forme

dX; = f(Y) X (pdW}E + /1 — p2dW?2 X,dt
{ = f(Y) Xe(pdWy + prAWE) + 1, , (X0, Y0) = (z0,90) €RL xR

dY; = n(Y,)dW; + b(Y;)dt
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ot n,b: R — R sont supposées lipschitziennes, r € R et p € [—1,1] est le coefficient
de corrélation entre le brownien W} qui dirige le processus de volatilité et celui By =
oWt + /1 — p2 W2 qui dirige [’évolution de l’actif. A cause du terme quadratique
fy)z, la fonction

o= (N )

n’est globalement lipschitzienne que si et seulement si f est constante. On ne peut
donc pas appliquer le théoreme d’Ité au couple (Xy,Y;). Néanmoins, 'équation
différentielle stochastique autonome satisfaite par (Yy)icjo,r) admet unique solu-
tion d’apres le théoreme d’Ito. On peut ensuite utiliser le caractére linéaire de
I’équation satisfaite par X;. St f est localement bornée, alors la continuité de
(Y2)iepo.r) entraine que fOT fA(Ydt < o00) = 1 et donc que l'on peut définir
pour tout t dans [0,T], & = xoefo F(Ya)dBstri=3 [ f2(Ya)ds 14 formule d’Ito assure que
d& = f(Y2)&dBy + r&dt avec &y = x si bien que le couple (§,Y:)ico.1) est solution
de ’EDS de départ. Pour l'unicité, on remarque que (; = e~ Jo FYs)dBs=rtt 5 fo f2(Ys)ds
satisfait d¢; = ((—f(Yy)dB; + (f3(Y;) — r)dt). Ainsi, par la formule d’intégration
par partie, toute solution (X¢)icjor vérifie

d(GXy) = GdXy + XdG + d(C, X),
= XiG (f(Y)dB, + rdt — f(Y,)dB, + (f*(Y;) — r)dt — f?(Y;)dt) = 0.

Le prixz d’un Call d’échéance T et de Strike K portant sur le sous-jacent X est donné
par C' = E(e‘rT(XT — K)*). Dans le cas du modéle de Black-Scholes, on dispose a
la fois d’une formule fermée pour ce prix et de la possibilité de simuler exactement

Xr = ye"WT*(’”’i (y > 0 est le cours initial du sous-jacent) pour calculer C par la
méthode de Monte Carlo. Mais deés que 'on complique un peu le modéle en supposant que
la volatilité est soit une fonction locale du temps et du sous-jacent, soit stochastique, ces
deux propriétés tres agréables disparaissent en général. Pour pouvoir calculer le priz, on
peut néanmoins discrétiser 'équation différentielle stochastique qui donne le modéle de
facon & générer X¢ qui approche Xr. La méthode de Monte Carlo consiste alors & appro-
cher C par & S"M e T(Xi — K)* o les variables X4, générées par le méme schéma
mazis pour des accroissements browniens independants sont i.1.d.. L’erreur se décompose
alors classiquement en un terme de biais plus un terme d’erreur statistique :
1 & . _
C— Y e (X - K)F=E (e "(Xr — K)T) —E (e (X7 — K)7)

+E (e (Xr - K)T Z K)*.

Le comportement du terme d’erreur statistique est bien connu et découle du théoréme de
la limite centrale : pour peu que E ([(XT — K)+]2) < +00, ce terme se comporte comme

ey W G ot G ~ N1(0,1) lorsque M est grand. Dans le prochain chapitre,
nous présenterons différentes techniques de réduction de variance permettant de diminuer
ce terme.

Dans le présent chapitre, nous allons nous attacher a analyser le terme de biais qui
dépend bien sur du schéma de discrétisation retenu pour approcher Xr.
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Remarque 3.1.3. — FEn dimension n = d = 1, ["unicité énoncée dans le théoréeme
3.1.2 reste vraie sans supposer que le coefficient de diffusion o est lipschitzien dans
la variable d’espace x mais sous [’hypothése plus faible d’existence d’une fonction
p: Ry — Ry telle que f0+ % = 400 et que

Vi€ [0,T), Yo,y € R, lo(t, ) — olt,5)* < pllz — o).
C’est ce qui assure 'unicité pour I’EDS de Coz-Ingersoll-Ross
dX; =V XedWi + (a — bXy)dt, Xo=Y >0

oun,a >0 etbeR. On peut également montrer [’existence pour cette EDS et on
en déduit facilement l'existence et ['unicité pour le modéle a volatilité stochastique
d’Heston ou le carré de la volatilité est un processus de Cox-Ingersoll-Ross :

dSt = \/VtStthl + TStdt
AV, = /Vi(pdW} + /T — p2dW2) + (a — bV})dt

— Lorsque l'on ne fize pas le mouvement Brownien mais que [’on cherche un couple
(Xt Wi)eepo,r) tel que (Wy)y est un mouvement brownien et que (Xy)y vérifie (3.1) on
définit une notion de solution plus faible que celle étudiée plus haut.

Soit par exemple (By); est un mouvement brownien a valeurs R? independant de
Y a valeurs R et b : [0,T] x RT — R? une fonction bornée et mesurable (mais
pas plus réquliére). Par le théoréme de Girsanov, sous la probabilité Q de densité

% = exp <f0T b(s,Y + Bs)dB; —%fOT Vi (s,Y + Bs)ds) le processus (W, = B; —

f(f b(s,Y + B;)ds)co,r) est un mouvement Brownien. Si on pose Xy =Y + By, on a
alors

t t
Xt:Y+Wt+/ b(s,Y+Bs)ds:Y+Wt+/ b(s, X)ds.
0 0

Ainsi le couple (X, W) est solution faible de (3.1) avec le coefficient de diffusion o
constant égal a la matrice identité d X d.

3.1.2 Propriétés des solutions

Sous I'hypotheése (Lip), il est possible de controler les moments de la solution de
I’équation
dX; = o(t, Xy)dW, + b(t, X;)dt, Xo =y € R" (3.3)

lorsque la condition initiale y est déterministe.

Lemme 3.1.4. Soit p > 1. Il existe une constante C' dépendant de p, de'T’, des coefficients
o et b mais pas de la condition initiale y telle que

sup B(1X,[7) < C(1+[y[*). (3.4)

t<T

Démonstration : La fonction f : z € R” — |z|* a pour gradient Vf(z) = 2p|x|*2x
et pour hessienne V?f(z) = 2p|z|*~*(|z|*I, + (2p — 2)zx*) ou I,, za* € R™ " désignent
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respectivement la matrice identité et la matrice (z;2;);;. On note a(t,x) = oo*(t,z) €
R™". La formule d’Ito assure

t
| X[ =y + / 29 X2 X b (s, Xo) + pl X[ [(| XL + (20 — 2)XXT)a(s, X,)] ds
0

¢
—|—/ 2p| X[ * X0 (s, X )dW,.
0

Pour pouvoir assurer que 'espérance de l'intégrale stochastique est nulle, on utilise une

procédure de localisation. Pour v, = inf{t > 0 : |X;| > m} (convention inf() = T,
E (foym/\t 2p| X |2 X .0 (s, XS)dWS> = 0, ce qui assure, en utilisant (Lip) pour la seconde

inégalité, puis |z[*72 + |z~ + |z|*? < 3(1 + |x|*?) pour la troisietme
B (Xel) = i+ B( [ 20 b X
0
X (P, + (2 = XX als, X))
S+ [ B (Kol 04 K)o P20 5 X 0)
< |y|* + C/t 1+ E (| X, 06/%) ds
0

t
< |yl + Ct+ 0/ E (|X,,.1s") ds,
0

Comme |X,, rs| < Ly, =0ty + lsoym < |y| V m, la fonction s — E[| X, 1s|?] est

localement intégrable. Le lemme de Gronwall implique alors que
Vi < T, E (| Xyne) < ([y[* + CT)e™ < (|y|* + CT)e .

Comme lorsque m — +00, v, = T p.s., X, rt = Xi p.s. et le Lemme de Fatou implique
que E (| X¢|?*) < liminf,, o E (| X,, A:/*). On en déduit que

vt < T, E (| X:*) < (Jy|* + CT)e".
O

Nous allons également controler les moments des accroissements de la solution de (3.3), en
utilisant I'inégalité de Burkholder Davis Gundy qui généralise I'inégalité de Doob (p = 1).

Lemme 3.1.5. Soit p > % Il eziste une constante C, > 0 telle que pour tout processus
(Hy)s>0 @ valeurs R™? F -adapté et tout t > 0 tel que P (f(f |H,|*ds < +oo> =1,

s 2p t D
E (Sup / H,.dW, ) < C,E ((/ ]Hr|2dr) ) (3.5)
s<t 0 0

Avec le lemme 3.1.4, nous allons en déduire la majoration suivante :

Proposition 3.1.6. Soit p > 1. Il existe une constante C finie dépendant de p, des
coefficients o et b et de T mais pas de la condition initiale y telle que

VO <s<t<T, E(|X, — X,|*?) < C(1+|y|*)(t — s)P. (3.6)
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Dans la preuve nous aurons besoin du résultat suivant : pour ¢ > 1,

K 4 K
Zak < K9t Z lag|? et ‘/ f(x)dx
k=1 k A

=1
olt f: R — R" est supposée mesurable et |A| désigne la mesure de Lebesgue du sous-
ensemble borélien A de R¢. Ces inégalités évidentes si |A| € {0, +oo} découlent sinon de
I'inégalité de Jensen qui assure :

K 4 K q
<%ZH> < gl et (g [ 1seia) < oy [ s

Démonstration : Par I'inégalité triangulaire

< |Ar! / f@lde,  (37)

_|_

t
X, - X, < /J(T,X,,)dWT

t
/ b(r, X,)dr
Avec (3.7) et (3.5), on en déduit

E ( /:a(r, X,)dW, 2p) +E ( /: b(r, X, )dr 2p>]
<C [E ((/t o (r, Xr)|2dr)p> + (t—5)*E (/t |b(r, XT)IQPdrﬂ

<C [(t—s)p_l/s E (Jo(r, X,)[*) dr + T(t — s)P™* /:E(|b(7’,Xr)|2p) dr],

E (|X; — X,[*) <2271

On conclut facilement en remarquant que d’apres (Lip), (3.7) et le Lemme 3.1.4 sur les
moments de X,

E (lo(r, X, + [b(r, X,)[) < CE((1 + |X,[)*) < C2% (1 + E(| X, ) < C(1 + [y[*").

0

3.2 Le schéma d’Euler

On subdivise l'intervalle [0,7] en N sous-intervalles de méme longueur et pour k €
{0,..., N}, on pose t; = % Le schéma d’Euler consiste a discrétiser 'EDS

dX, = o(t, X;)dW, + b(t, X,)dt, Xo =y € R"

suivant la grille (¢;)x en posant

Xo=y
{VO <kE<N-— 1, th+1 = th + O'(tk,th)(Wtk+1 — Wtk) + b(tk,th)(tk+1 — tk)
(3.8)
Pour passer d’un instant de discrétisation au suivant on fige les coefficients de diffusion
et de dérive a leur valeur au début de l'intervalle. Afin d’implémenter ce schéma, il suffit
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de savoir simuler les accroissements (W, . — W3 Jo<k<n—1 qui sont i.i.d. suivant la loi
k41 k/0<k<
aussienne N;(0, L1,) ou I,; désigne la matrice identité de dimension d. Pour effectuer les
' N
preuves de convergence, il est commode d’introduire le schéma d’Euler en temps continu
défini par

VO<k<N-—1,Vt€ [ty tr], Xi =Xy, +0(tr, Xo )Wy — Wy, ) + b(tr, Xi ) (t — tg).

Bien sir, méme si pour ¢ € [t, tyi1] et G ~ Ny(0, I4) vecteur gaussien centré indépendant
de l'accroissement Wy, — Wy, et admettant la matrice identité d x d comme matrice

. , . — t —t)(t—t A .
de covariance, le vecteur aléatoire ——%—(W,,,, — W,) + een D) x5 méme loi
k+1—tk +1 k tet1—tk
o a0 ’ L
conditionnelle sachant Wy, = — Wi, que W, — W, , il n’est pas possible de générer la

trajectoire du schéma d’Euler en temps continu en plus d’'un nombre fini d’instants.
Si pour s € [0, 7], on note 7, = L%J X % le dernier instant de discrétisation avant s, on a

dXt = U(Tta X‘rt)th + b(Tta XTt)dta XO =Y. (39)

Lorsqu’il sera important de préciser le nombre N de pas de temps utilisés pour la
discrétisation, nous utiliserons la notation X}V.

3.2.1 Vitesse forte

Comme dans le schéma, les coefficients b et o sont figés a leur valeur au début de chaque
pas de temps, pour obtenir un résultat de convergence, il faut introduire une hypothese
de régularité en temps pour ces fonctions.

Théoreme 3.2.1. On suppose que les coefficient o,b satisfont [’hypothése (Lip) (voir
théoréme 3.1.2) et que

do, K > 0, Yo € R", Y(s,t) € [0,T], |o(t,z)—oc(s,z)|+|b(t,x)—=b(s,x)| < K(1+]|z|)(t—s)°.

Alors pour f = min(a, 1/2),

. CL(1 + |y|2*
Vp>1, 3C, > 0,Yy € R", YN e N*, E (sup |X, — XN |>) < p(1+ [y)
t<T N28p

En outre siy < 8, N7 sup;<p | X; — XN| converge presque sirement vers 0 lorsque N tend
vers linfini.

_ _ 1
Remarque 3.2.2. — Ona | sup,cq | X;— X} ||l2p = (E (sup,<r | X — XY ) < 5
et on dit que la vitesse forte du schéma d’Fuler est en ﬁ. En particulier lorsque
les coefficients de I’EDS ne dépendent pas du temps ou que o > %, la vitesse forte

1
est en N

— Sous des hypothéses de régularité sur o,b : R — R, Kurtz et Protter [46] ont
montré que si (X¢)iejor) est solution de l'équation différentielle stochastique dX; =
o (X3)dW; 4+ b(Xy)dt en dimension n =d =1 avec coefficients homogénes en temps,
alors le processus (v N(X; — X))iepr) d’erreur renormalisée du schéma d’Euler
converge en loi vers (Y;)icpo,m solution de

t T t
Y, = / Yi (o' (Xs)dWs + V' (X)ds) + \/;/ oo’ (X,)dB,
0 0
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ot (By)iepom est un mouvement brownien indépendant de (Wy)icpo,r (résultat qui
se généralise en dimension supérieure). Nous renvoyons au probléme du paragraphe
3.8.5 pour une preuve de ce résultat dans le cas particulier du modele de Black-
Scholes. Notons qu’en dehors du cas ou le coefficient de diffusion o est constant, le
processus (Yy)iepo,r est non nul, ce qui signifie que la vitesse de convergence obtenue
dans le théoreme 3.2.1 est la bonne.

— D’apres le probleme 3.8.3, le résultat de convergence forte du théoréme 3.2.1 reste
vrai si le coefficient de dérive b est simplement mesurable en la variable tempo-
relle (mais on garde ’hypothése de régularité holdérienne en la variable temporelle
pour le coefficient de diffusion o) lorsque, dans la définition (3.8) du schéma d’Eu-
ler, on remplace b(tx, X|\) par b(ny, X]\) avec les variables aléatoires (1y)o<r<n-1
indépendantes de (Wy)i>o et indépendantes et respectivement distribuées suivant les
lois uniformes sur [tg, tii1].

— Lorsque pour n = d = 1 on souhaite calculer le priz E((4 fOT Xydt — K)*) d'un
Call asiatique, on peut introduire Y; = f(f Xds et vérifier qu’appliquer le schéma
d’Euler au couple (X,Y) revient a appliquer le schéma d’Euler a X et a poser
Ytiv = % Z?;S Xt]j. Comme la fonction z — (z— K)* est lipschitzienne de constante
1, on a alors

1 [T * 1 ’ 1 C
Ef (= X,dt — K ~E| (= XN K < —E|lYy - Y& < —.
(T\/O t ) N t; —T |T T|_N’8

En fait, il est bien préférable numériquement d’approcher le priz de ’option asiatique
1 XéV+X'1]y N—-1 < + . . \ PR s

par E{ (% (=51 + Zj:l Xi, ) — K ce qui revient a approcher ['intégrale

fOT Xydt par la méthode des trapezes plutot que par celle des rectangles (voir le

paragraphe 3.7).

— Dans le cas o > L. on peut montrer que les vitesses fortes du schéma d’Euler

27 -
constant par morceauz (pour t € [ty tpa[, X = X[Y) et du schéma interpolé
linéairement (pour t € [ty typ], XV = [(thr — ) X0 + (¢ — ) X[V 1/ (tea — t1))

log(N)

sont en N

Démonstration : On a pour tout u € [0, 77,
Xy — Xy = / o(s, X,) — o1, X, )dW, +/ b(s, X,) — b(1s, X5, )ds.
0 0

Donc pour t € [0,7], en utilisant (3.7) et I'inégalité de Burkolder Davis Gundy pour
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I'intégrale stochastique, on obtient comme dans la preuve de la proposition 3.1.6
2p>
2p>

t
+22p—1t2p—1/ E (|b(s, X.) — b(r., X,.)[?") ds. (3.10)
0

E (sup | Xy — )_(u|2p) < 2%7E (Sup

u<t u<t

/ o(s, X,) — o1, Xy, )dW,
0

+2%71R (sup

u<t

/ b(s, Xs) — b(1s, X7, )ds
0

t
< Ctp_l/ E (|0<37X5) - 0-<7_57X7'5)
0

2p) ds

Avec (3.7) et les hypotheses de régularité faites sur les coefficients de I'EDS, on a

2p

|O-(87 XS) - U(Tsv XT5>

A <|0<s, X,) = o(s, X, )| + |o(s, X,,) — o(re, X))

)

2p)(3 - TS)Qpa + |XTs - XTS|2P) .

+ ‘O’(Ts, XTS) - 0-(7_87 XTS)

< C (|Xs - XTs|2p + (1 + |XTS

En utilisant (3.6), (3.4) et 0 < s — 7, < L, on en déduit que

1 2p 1 2p _
2p) <C ( +]\;g| + ;2@) +E (sup | Xy — Xu|2p)) )
u<s

E (lo(s, X,) — o7, X>,)

Cette inégalité reste vraie en remplacant o par b au membre de gauche et avec (3.10), on
en déduit

E (sup|X,— X, * | <C 1+—|y|2p—i— tE sup | X, — X, |* | ds
s u u > N?(a/\%)p ] s n u .

La premiere assertion du théoreme découle alors du lemme de Gronwall. Pour rendre
I’argument qui précede rigoureux, il aurait fallu utiliser une technique de localisation,
par exemple avec les temps d’arrét v, = inf{t > 0 : |X; — X;| > m} qui sont tels que
E (supy<; [ Xunvm — Xurvn|?) < +00.

Pour v < 8,
A\ C
Y — [
E (N sup | X Xul) = N2
On choisit p > m, ce qui assure que
B 2p B 2p
E (Z (N7 sup | X, — Xu]> ) < o0 puis P (Z (N” sup | X, — Xu|> < +oo) =1
N>1 usT N>1 usl

Comme le terme général d’une série convergente tend vers 0, on conclut que
N7 sup, <7 | Xy — Xu| converge presque stirement vers 0 lorsque N tend vers l'infini. [
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3.3 Vitesse faible :

Lorsque I'on souhaite calculer E( f(X7)) pour f une fonction lipschitzienne de constante
de Lipschitz K, le théoreme 3.2.1 assure que

E(f(Xr)) — EGXI)] < E(F(Xr) — FXN) < EQF(Xr) — FXD)P)

- C
< K\JE(Xr - XP) < s (3.11)

Mais la premiere inégalité qui consiste a majorer la valeur absolue de la différence des
espérances par l'espérance de la valeur absolue de la différence est tres grossiere. En fait,
la question de savoir si E(f(XX)) est proche de E(f(Xr)) revient & se demander si la loi
de X est proche de celle de X7. On va donc s’intéresser au probléeme de la convergence
en loi du schéma d’Euler. La convergence en loi est une convergence contre des fonctions
tests comme la fonction f introduite plus haut. C’est pourquoi on parle de convergence
faible. Le résultat suivant a été démontré par Talay et Tubaro [70].

Théoreme 3.3.1. On suppose que b,o sont des fonctions C* sur [0,T] x R" avec des
dérivées de tous ordres bornées et que f : R™ — R est C* avec des dérivées a croissance
polynomiale :

8a1+...+anf

Va = (a1,...,a0) €N, 3p,C >0, Yz e R", |2 T
a= (a1, an) €N, Sp R = T

()] < C(1+ |zfP).

Alors il existe une suite (Cy);>1 de réels telle que pour tout L € N*, on a un développement
de lerreur de la forme

B - BUCE) = S+ a5+ 0 (21

Remarque 3.3.2. — En particulier cela implique que |E(f(XY)) — E(f(X7))| < ]QV

alors qu’utiliser la vilesse forte et le caractére lipschitzien de f conduit a majorer
E(f(XX) —E(f(X7))| par \/% (a = 1 dans le théoreme 3.2.1 sous les hypothéses
faites ici sur b et o).

— On peut obtenir la majoration |E(f(XY)) —E(f(X7))| < % (sans développement de
Uerreur) en supposant simplement o,b C* avec des dérivées bornées et f C* avec
des dériées a croissance polynomiales.

— Extrapolation de Romberg (Richardson) : On a

E (2f(X3") = f(X7)) — E(f(Xr))
=2 (E(f(X7") = B(f(X1))) — (B(f(X7) — B(f(X7)))

B Cy Cy 1 C; Oy 1
2y e+ () - (W w0 ()

G 1
5 +0(35)

En calculant Uespérance de la combinaison linéaire 2f(X2N) — f(XX), on fait dis-
paraitre le terme principal de Uerreur et on obtient une wvitesse faible en % No-
tons que comme f(X2) est proche de f(X¥) pour N grand, on peut penser que
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Cov (f(X2N), fF(XN)) > 0. Il est préférable en termes de variance d’utiliser les mémes ac-
croissements browniens pour générer X2 et XN plutét que d’utiliser des accroissements
indépendants pour les deux schémas. En fait, on déduit facilement du théoréeme 3.2.1 que
Var (2f (X)) — f(XN)) — Var (f(X7)) lorsque N — +oc.

Cette technique d’extrapolation de Romberg se généralise de la fagon suivante (voir [64]) :
pour tout | > 2,

Lo l-myl N re
E (Z Lﬂxaw)) - B0 = S 40 (i )

= ml(l—m)!

De méme que précédemment, pour éviter que la variance n’explose, il faut utiliser les
mémes accroissements browniens pour générer (XmN)i<,.<i. Il suffit d’itérer N fois la
procédure utilisée a cet effet sur Uintervalle de temps [0,T/N]. Plutét que de générer
est grand de générer (Wir/mn,1 < k < m,1 < m < I,pged(k,m) = 1). Par exzemple,
sil =4, on se donne Gy,...,Gg siz vecteurs gaussiens centrés réduits indépendants a
valeurs dans R? et on pose

T
we [ Lo/ La,

W% = %Gl + %Gg + 61NG3

Woar = %Gl + %C& + 6£N(G3 + G4)

War = %Gﬁ %(G2+G5)+\/6EN(G3+G4)

Wy =\ 1 (Ch +Go) + %(G2+G5)+\/6EN(G3+G4).

La preuve du théoreme utilise la régularité de la solution de I’Equation aux Dérivées
Partielles

u(t ) + 3 200y (@) 5 (8 ) + 20, bilt, @) 24 (¢, 2) = 0, (t,2) € [0, T) x R
w(T,z) = f(x), x € R"
(3.12)
ou a(t,xz) = o(t,x)o*(t,x) (Vi,j € {1,...,n}, a;(t,z) = Zld:l ou(t,x)oi(t,x)). Cette
régularité est assurée par le résultat suivant.

Proposition 3.3.3. Sous les hypothéses du théoréme, (3.12) admet une unique solution.
En outre, cette solution est C™ avec des dérivées a croissance polynomiale. Enfin, pour
(Xt)eeo,r) solution de (3.3), (u(t, Xy))ejo,r) est une Fy-martingale de carré intégrable de
valeur terminale f(Xr) et

u(0,y) = E(f(X7)). (3.13)

Démonstration : Nous ne démonterrons pas le résultat d’existence, d’unicité et de



3.3. VITESSE FAIBLE : 65

régularité pour 'EDP (3.12). Par la formule d’It6, pour ¢ € [0, 77,

t
u(t, X;) = u(0, Xo) +/ Vu(s, Xs).o(s, Xs)dWy
0

Plou 1 0*u
a. a 7, b v ;Xs d . 314
+/0<at+2; gz, T Vet | (5 Xo)ds (3:14)
D’apres (3.12), w(T,Xr) = f(Xr) et lintégrale en ds au second membre est
nulle. Comme X, = vy, u(0,Xo) = u(0,y). Enfin la régularité de o et u as-

sure que la fonction o*(s,z)V,u(s,z) est a croissance polynomiale en x. Avec
le controle des moments de la solution de I'EDS donné par le lemme 3.1.4,

on en déduit que E<fOT|U*(S,X8)VIU(S,XS)|2d$> < +o0, ce qui entraine que

<u(t,Xt) =u(0,y) + fot qu(s,Xs).a(s,XS)dWs> o est une martingale de carré
te0,T

intégrable. L’égalité des espérances des valeurs en t = 0 et en ¢ = T de cette martin-

gale entraine (3.13). O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3.3.1.

Démonstration : Nous nous plagons en dimension n = d = 1 pour simplifier et nous
allons seulement faire apparaitre les deux premiers termes du développement de l’erreur.
D’apres la condition terminale dans (3.12) et d’apres (3.13),

E(f(Xr)) = E(f(Xr)) = E(u(T, X7)) = u(0,y) = E (u(T, Xr) — u(0, X)) = > &

avec &, = E ( (tgt1, th+1) — u(t, th))
Comme sur [tg, tpi1], dX; = o(ty, X;, )dW; + b(ty, Xy, )dt, la formule d’Tto assure que

_ B let1 _ du _
Wltpas, Koy ) — (b Xy,) = / a(tk,th)a—x(t,Xt)dm

ty

bt 8u 1 82 6u _

k

En combinant la croissance polynomiale en z des fonctions o(tx,x) et %(t,x) avec le
controle des moments du schéma d’Euler déduit du lemme 3.1.4 et du théoreme 3.2.1
sur la vitesse forte, on obtient que I'espérance de I'intégrale stochastique est nulle. On en
déduit qu’en notant oy = o (t, Xy, ) et by = b(ty, X, ), on a

8u<t )+ 1J 0%*u
ot k9y2

Comme en écrivant la premiere ligne de (3.12) au point (¢, x) = (¢, Xy, ), on a vy (ty, Xy,) =
0, la formule d’Tt6 assure comme précédemment que pour ¢ € [ty, 1],

£ = / " (0e(t, X4)) dt ot vy (t, ) = (t, z) +bkg (t,z).

173

E (vi(t, Xy)) :/ E (wi(s, X)) ds, ol

173

9, 1 ,0° 0
wlt,7) = (E B AT

0*u Y , OPu b 0%u +a_,%84u+ 2 33u 82u (t.2)
77 T O g T gy T 1 gt T Ok s Thigm | (ha).
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Notons que lorsque I'on dérive la fonction v, par rapport a t ou z, on dérive les facteurs
qui s’écrivent comme dérivées partielles de u mais pas les coefficients o7 et by.

Ainsi, en remarquant que pour toute fonction ¢ intégrable, ft’““ ft s)dsdt =
P (e — s)g(s)ds, il vient &, = ti’““(tkﬂ — 5)E (wy(s, X,)) ds. La regulamte des

t
fonctions u, o et b et le controle des moments du schéma d’Euler déduit du lemme 3.1.4

et du théoreme 3.2.1 assurent que l'espérance dans l'intégrale est bornée ce qui implique
que
CT?
2N?

. 7 oL 7 . < 2
En reportant cette inégalité dans (3.15), on obtient que [E(f(X7)) — E(f(X7))] < S&-.
Soit

Pu ., Pu Pu ot du Du 0*u
= (=— 2 — b + b —— :
w(t, ) (8252 T 0w T ot0e T T ont T Vs O ax2> (t,)

La fonction wy (s, Xs) —w(s, X;) est la somme des produits (g(ty, Xz, ) — g(s, Xs)) h(s, X;)
2 3U 2 4 4u 3 2
pour (g, h) € {(1, 5, (0%, 5zm2): (20, 555), (5, 55). (020, %), (07, %)} On a

(g(tk7th) - 9(57X8>) h(S,XS) = g(tkvth) (h(sa XS) - h(tkvth))_(gh(saXS)_gh(tk’ th))’

tr4+1
1| < C’/ (tgr1 — s)ds =

ty

ol, par application de la formule d’Ito, ’espérance du second membre s’écrit

s _ oh o2 0%*h oh - dgh o2 0gh dgh _
E(g(te, Xe) | 5=+ 255 0 X)) — |+ 2 bh—— | (r,X,) ) dr.
/tk (9("” tk)(a+2ax2 ’“a)( ) (8r+20x2+k8x)(r’ >>T
Le terme dans l'espérance s'écrit comme somme des produits §(t, Xy, )h(r, X,) pour
02 52 o2 92 ..
( ) € {(97 r) (g2 7%) (gba agc) ( 17%)7(_?7%)7(_[)78‘5;}1)}‘ Ainsi

Tkt B tht1 1 I B ~
Sk - / (tk—i-l - S)E('LU(S, X8>)d3 + / 2 tk-_|_1 — 7” Z tk, th X,,-) dr
123 th i—1

si bien qu’en notant 7V = (%W %, I'instant de discrétisation juste apres t,

B/ (X)) ~ () = [ (7 — 0BG Syt + [ 5% 028 (Z (e Kot X») iz

En raison du facteur (7¥ —t)?, le second terme du second membre se comporte en O(1/N?).
La convergence de E(w(t, X;)) vers E(w(t, X;)) lorsque N — oo se démontre comme celle
de E(f(X,)) vers E(f(X;)). Comme E(w(t, X;)) est bornée uniformément en N € N* et

€ [0,7], on en déduit que [0,T] > t + E(w(t, X;)) converge dans L*([0,T]) (pour la
mesure de Lebesgue) vers [0,7] 3 t — E(w(t, X;)). D’autre part, [0,7] > ¢t — N(7N —t)
converge faiblement vers sa moyenne % On conclut que

. . T [T
lim N (E(/(%r) ~ BGO) = 5 [ Bl X))
0 0
si bien que €] = 3 fo w(t, X;))dt. Notons (jl(t) la constante qui apparalt de maniere

analogue dans le developpement de E(w(t, X;)) — E(w(t, X;)). On remarque maintenant
que

[ = ot xan = o [ wttxi [ 36 -0 - a. o
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pour écrire

(TN —t)(t — TOE(w(t, X,))dt

(7 —)’E (Z]: gz‘(Tt,Xn)}Nli(t,Xt)> dt.

i=1

On conclut que

2 ! .
/01 dt——/ OE(w(t, X, )dt+% E(E gi(t>Xt>hi(t7Xt)> dt,
0

i=1

ou le facteur fOT O E(w(t, Xy))dt se récrit E(w(T, X7)) — w(0,y).
0

En vue d’applications en finance, I'hypothese de régularité faite sur f dans le théoreme
3.3.1 n’est pas satisfaisante car les fonctions de payoff x — (x — K)" et © — (K —x)*
du Call et du Put ne sont pas des fonctions C'. Dans le cas de coefficients o(t, z) = o(x)
et b(t,x) = b(z) homogenes en temps et C a dérivées bornées, Bally et Talay [6] [7] ont
montré que l'on conserve un développement de I'erreur

E(f(X7)) — E(f(X7)) = S o ( ! ) (3.16)

N N2
pour f : R™ — R mesurable bornée des lors que o et b satisfont une condition de non
dégénérescence. L’outil utilisé, le calcul de Malliavin, dépasse le cadre de ce cours. La
condition de non-dégénerescence assure que Xp admet une densité C'°° par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R"™. Elle est impliquée par la condition d’uniforme ellipticité
suivante :

Je > 0, Vz,£ € R™, € o(x)o*(2)€ > e|¢)?.

Sous cette condition d’uniforme ellipticité, Guyon [34] a démontré que le développement
(3.16) reste vrai lorsque f est une distribution tempérée, le terme E(f(XY)) (resp.
E(f(Xr))) s’interprétant alors comme < f, py > (resp. < f,p >) ou px (resp. p) désigne
la densité de X&¥ (resp. Xr). En particulier, f peut étre choisie mesurable & croissance
polynomiale, égale a une masse de Dirac ou a une dérivée de masse de Dirac.

Pour I'EDS dX; = dW; + b(t, X;)dt avec une fonction de dérive b mesurable bornée,
la convergence faible & I'ordre 1/2 a été montrée dans [12] pour le schéma d’Euler avec
randomisation de la variable temporelle :

k+U,)T T
X(k+1)T X{CVWT + W(ng\})T — W% +b (%,X%) N,

ou les wvariables aléatoires (Ug)o<k<ny-1 sont iid. suivant la loi uni-
forme sur [0,1] et indépendantes de  (W;);>o. Plus  précisément,

SUP > \/NSUPHfHoogl ‘E(f(XT)) — E(f(X:]FV))| < oo ou le second supremum porte
sur les fonctions f : R™ — R mesurables et bornées par 1.
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Lorsque 'on s’intéresse a une option exotique dont le payoff dépend de la trajectoire
du sous-jacent pas simplement au travers de sa valeur terminale X, I’analyse de I'erreur
faible developpée dans ce paragraphe ne s’applique plus. Si F' : C([0,T],R) — R est
lispchitzienne lorsque C([0, T],R) est muni de la norme sup, on peut généraliser (3.11) en

|[E[F((Xe)iepm)] — E[F (X )teom)]] < E|F((Xo)ep) — FIUX iepon)] < %
mais il n’y aucune raison pour que cette inégalité donne la bonne vitesse de convergence.
L’analyse d’erreur faible a été généralisée pour des options exotiques particulieres dont le
payoff se met sous la forme F((Xy)cjo.r1) = f(Xr, Y1) avec Y; une fonction de (X;)o<s<t
telle que le couple ((Xy, Y;))o<t<r reste Markovien, si bien que 1'on dispose toujours d'une
équation aux dérivées partielles de pricing. Les cas Y; = fg Xsds et Y, = maxo<s<t X
correspondent respectivement aux options sur moyenne [72] et aux options barrieres [31,
32, 33] ou lookback.

La théorie du transport optimal a permis d’obtenir un résultat qui s’applique a des payoffs
lipschitziens (toujours avec C'([0, 7], R) muni de la norme sup) quelconques [3]

_ C.
Ve >0, 3C. < +oo, VN > 1,  sup |E[F((Xy)eeppr)] — E[F (X )icpom)]| < e
F:Lip(F)<1

dans le cas de I’équation différentielle stochastique dX; = o(X;)dW; 4+ b(X;)dt en dimen-
sion n = d = 1 avec les fonctions o et b respectivement C* et C® bornées ainsi que leurs
dérivées et vérifiant inf,cg o%(z) > 0.

3.4 Le schéma de Milstein

Comme la possibilité de faire des extrapolations de Romberg permet de construire a
partir du schéma d’Euler des schémas d’ordre de convergence (puissance de 1/N dans le
terme principal de l'erreur) faible arbitrairement élevé, il semble plus intéressant d’essayer
d’améliorer 1'ordre de convergence forte du schéma d’Euler plutét que 1'ordre de conver-
gence faible. Le schéma de Milstein est obtenu en rajoutant des termes au schéma d’Euler

1 1

et sa vitesse de convergence forte est en % au lieu de —~ bour le schéma d’Euler (cas

o = 1 dans les hypotheses du théoreme 3.2.1).

3.4.1 Le cas de la dimension 1

On suppose n = d = 1 et on se place dans le cas homogene en temps o(t,z) = o(x) et
b(t,x) = b(z). On souhaite discrétiser I'EDS

dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt, XO =y E R.

Sur l'intervalle de temps [tg, tx11],

t

t
Xt:th+/ U(XS)dWSJr/ b(X,)ds.

tg tk
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Comme

E ( /t:a(Xs)dWs>

2

_E (/tt 02<Xs)ds) ~ Ot — )

E (/t: b(Xs)ds)Ql < (t—t,)E (/t: bQ(Xs)ds) ~ Ot — t)?

on voit que le terme d’intégrale stochastique est dominant lorsque le pas de temps est
petit. Donc pour améliorer la convergence du schéma, il faut améliorer la discrétisation
de ce terme d’intégrale stochastique. Pour cela on remarque que

U<XS> = U(th) + 0/<th)(X8 o th) = U(th> + J/<th)a<th)(W8 o Wtk)

On en déduit que

t

/ta(Xs)dWS ~ o(Xy,) /t dWs + 0’(th)o(th)/ (W5 — Wy, ) dW

ty ty tg

1
= o(Xy, )W = Wi,) + 50'0/(th) (W =W, )? = (¢ =) -
Le schéma de Milstein repose sur ce développement :

X, = yetpour k€ {0,...,N — 1}, Vt € [tg, trs1],
Xo = Xy + (X, )(Wy = We) + 500" (X)) (We = Wi )? = (t = i) + (X, ) (t — ti)
(3.17)
Pour générer le schéma aux instants de discrétisation (th)ogkg ~, il suffit & nouveau de
générer les accroissements (W, o Wi, Jo<k<n—1 qui sont i.i.d. suivant la loi gaussienne
Ni(0, %). La vitesse forte du schéma est donnée par le résultat dont la démonstration fait
I'objet du probleme du paragraphe 3.8.6.

Théoréme 3.4.1. On suppose que les coefficients o et b sont C* a dérivées bornées. Alors

S C
Vp>1, 3C, >0, VN e N*, E (Sup | X — Xt]\"2p> < P

t<T - N7

En outre Vy < 1, N7 sup,<p | X¢ — XN| converge presque sirement vers 0 lorsque N tend
vers linfini.

Remarque 3.4.2. — Lorsque la fonction o est constante, le schéma de Milstein

coincide avec le schéma d’Euler et la vitesse forte de ce dernier est donc en %

— Pour éviter de calculer analytiquement la dérivée de o, Newton [58] a proposé le

schéma suivant qui a également une vitesse forte en % :

Xo=vy et pour k € {0,...,N — 1},

Xy = X, +0(X,,) (s — t) — o (X)W1 — B + oWy, — Wi, + Vi — )
it o1 = o (Ko, + 30(X0,) W, = Wo = Vi — 1))

Comme o), ~ U(th) + %UUI(th)(VVtkH — Wi, — Vter1 — tr), ce schéma est trés
proche du schéma de Milstein.
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3.4.2 Le cas général

On effectue la méme correction qu’en dimension 1 mais les notations sont plus lourdes.
Pour s € [tg, tri1] et (4,5) € {1,...,n} x {1,...,d}, on a

—1 8&:;
n 90 d
~ 03 (Xo) + ) 5 P (X0) D o Xe )W = W)
=1 L m=1
On introduit les notations
Oo1; o1,
o; = : et o = oL (3.18)
. 00y 00 5
U”J le e an
pour la j-ieme colonne de ¢ et pour la matrice (%) . Cela permet de récrire le
1<ii<n

développement précédent sous forme vectorielle :

d
UJ(XS) = Uj(th) + Z agj0m<th)(W;n - VVtT:)

m=1

Dans o(X)dW = Z?Zl 0;(Xs)dWY?, la j-éme colonne de o vient multiplier dW7. Donc

d d
0(X)dW; ~ o(Xy, )dWs + Z (Z 000, ( Xy, ) (W — VV{:)) dW?.

j=1 \m=1

Le schéma de Milstein s’écrit donc :

Xo=yetpour k€ {0,...,N —1}, Vt € [ty, tpi1],
X, = Koy + (K (Wi = Wa) + 2%, ogon(K) [V = WaW?  (3.19)
+b( Xy, ) (t — tg).

Pour implémenter en pratique le schéma, on rencontre le probleme suivant : pour j # m,
. . t ; . .

on ne sait pas simuler ft:“(Wsm — Wim)dW]. Le seul cas oll on sait mettre en ceuvre le

schéma est celui ou la condition de commutativité suivante est satisfaite :

Vi,me{l,....d}, 0ojo, = 00,0,
5}

ie.Vie{l,...,n}, Vo € R, Tim ()5 (x).
(9@

n (9@]- B n
e (Wom() =3

=1 =
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En effet comme pour m # j, ftt wrr—wim) de—l—ftZ (Wi—WP)dWwm = (Wrm—Wm) (Wi —

Wi ' ), sous la condition de commutativité,
1 . .
Z do;0m(X,,) / (W — Wmdw! = Zaajaj Xi)5 (W] —Wi)? = (t—ty)

j,m=1
2

d j—1
Jj=1
d

.

000 (Xo,,) (W™ = Wi (WY = W3)

1

3
I

3 00 (R OV" = W)V W)

J,m

l\DIb—

l\DI»—

d
Z 0,0 (X, ) (t — tr).

Et le schéma ne fait plus intervenir que les accroissements (W, — W4, ).
Que la condition de commutativité soit satisfaite ou non, le résultat de convergence énoncé
en dimension 1 dans le théoreme 3.4.1 reste valable.

Remarque 3.4.3. — Une condition suffisante de commutativité est que la dimension
d du mouvement brownien soit égale a 1.

— Comme la condition de commutativité fait intervenir des dérivées des coefficients de
la matrice de diffusion o, elle est également vérifiée lorsque o est constante. Dans
ce cas, les schémas d’Fuler et de Milstein coincident et la vitesse forte du schéma

c

d’Euler est en N

— Lorsque la dimension d du mouvement Brownien est égale a 2, on dispose
d’une expression pour la fonction caractéristique du triplet (W}, W2, fot Whaw? —
f(f W2dW}). Gaines et Lyons [27] ont tiré parti de celte expression pour construire
une technique de simulation du triplet. Comme

t 1 t t
/ Wlaw? = 3 <W3W3+ / wlaw? — / Wjdwj),
0 0 0

générer le triplet permet ensuite d’implémenter le schéma de Milstein.

— Parmi les développements récents concernant la discrétisation des EDS, on peut
¢galement citer la technique de simulation exacte en dimension n =d =1 proposée
récemment par Beskos Papaspiliopoulos et Roberts [13] et qui fait [’objet du probleme
du paragraphe 3.8.11.

— La méthode de Monte Carlo multipas proposée par Giles [28] et étudiée dans le
probleme du paragraphe 3.8.7 permet de tirer partie des propriétés de convergence
forte du schéma pour réduire la variance tout en controlant le biais grace a l'analyse
de 'erreur faible. Pour tirer pleinement partie de cette méthode, Giles et Szpruch
[29] ont récemment proposé un schéma tel que la différence entre le schéma sur
une grille grossiere et la demi-somme, sur la grille de pas moitié, du schéma et du
schéma dit antithétique ot les accroissements browniens d’indices tmpairs et pairs
sont échangés converge a ['ordre fort 1. Ce schéma est également étudié dans le
paragraphe 3.8.7.
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3.5 Schémas d’ordre faible élevé

On a vu que pour obtenir un schéma d’ordre fort égal a 1, il faut faire intervenir des
intégrales itérées d’ordre 2 du mouvement brownien LZ(W;” — W™)dW] que l'on ne sait

pas simuler pour m # j. A Taide de développements de Taylor stochastiques, on peut
construire des schémas d’ordre fort plus élevé (voir [42]) qui font intervenir des intégrales
itérées d’ordre supérieur que l'on sait encore moins simuler. En remplagant ces intégrales
itérées par des variables aléatoires définies sur un espace fini et qui ont mémes moments
jusqu’a un certain ordre, Kuzuoka [47] [48] a récemment introduit une nouvelle classe
de schémas d’ordre faible élevé. Cette classe de schémas et son application en finance
font 'objet d’une recherche active [51] [59] [60]. Ninomiya et Victoir [61] et Ninomiya et
Ninomiya [62] ont récemment proposé une autre approche tres intéressante : I’évolution de
leurs schémas de discrétisation sur un pas de temps s’obtient en intégrant des équations
différentielles ordinaires construites a partir des coefficients de I’EDS sur des horizons
aléatoires bien choisis (voir le probleme du paragraphe 3.8.14). Notons également les
travaux d’Alfonsi [2] et de Tanaka et Kohatsu-Higa [71] sur la composition de schémas
avec des applications respectives au modele a volatilité stochastique d’Heston et a des
modeles a sauts.

3.5.1 Deéveloppements de Taylor stochastiques

Pour effectuer ces developpements il est beaucoup plus pratique de récrire 'EDS
Xe=y+ fo s)dWs + fo s)ds en remplagant 'intégrale stochastique d’Ito par une
intégrale de Stratonovmh L’ mteret est que les regles du calcul différentiel ordinaire s’ap-
pliquent lorsque 'on considere des intégrales de Stratonovich : il n’y a plus de terme
faisant intervenir des dérivées secondes a ajouter. Nous rappelons que pour un proces-
sus unidimensionnel adapté régulier (Hy)s<7 et pour ¢t € [0, T], I'intégrale de Stratonovich
fg H,odW/ est égale & la limite en probabilité de fCV:_Ol %(HtkHAt+Htk/\t)(Wtj;+1/\t—Wi/\t)
lorsque N — +o00. Ainsi

t t
, 1 .
/HsodWsJ:/Hde5+§<H,WJ >, .
0 0

L’EDS se récrit donc
Xt—y+/00 ds+Z/ 0:(X,) 0 dW? (3.20)

onog=>b— %Z?Zl Jojo; avec la matrice do; et le vecteur o; définis dans (3.18).
Introduisons les opérateurs différentiels V; = Y"1 | 0;0,, pour 0 < j < d : pour une
fonction g : R* — R réguliere, on note V,g la fonction définie sur R"™ par V,g(x) =
S 04(2)0y,9(x). Comme les regles du calcul différentiel usuel s’appliquent pour les
integrales de Stratonovich, pour f une fonction réguliere sur R”, on a

F(Xe) = fy) + /Vof ds+Z/Vf )odW! = f +Z/Vf ) o dW?,
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olt on pose W2 = s.
En remarquant que V;f(X,) = V;f(y) + S0, Js ViV, f(X,) o dW[, on obtient

d d

ﬂXa—ﬂw+§:%ﬂw/%ﬂW+§:

=0 0 4l=0

/ ViVif(X,) 0 dW! o WV,
0<u<s<t

Par récurrence, on conclut que pour m € N*,

m d
FX)=f@)+Y D ViVio Vi Sy Wi

: ; Ji Jm+1
/ Vi oo Vina [(Xo)) 0 dWit o o dWVins
0<51<...<sm4+1<t

) o . .
M= fOSslﬁ...Sgkgt odWito...odWik.
Pour j € {1,...,d}, W/ est de l'ordre de /s tandis que W? = s. En d’autres termes,

S

pour ¢t > 0, (WO, WL ... . W% cp, a méme loi que (th, \/Zwl/t, o Wf/t)se[o,t] ce qui

S
entraine que

Wt(jl,-‘.yjk) £ t(k+Card{l<l<kz:jl:0})/2/ odW' o .. . odWk

s1/t : sk /t
0<s51<...<s;p<t

= t(k+Card{1§l§k;jl:0})/2 / Odel . dWJk
0<u; <...<up<1l ul up,
Car i o
— (k+Card{1<i<k:j) 0})/2W1(31 o)

Ainsi pour obtenir des termes du méme ordre dans le développement de Taylor précédent,
il faut compter les intégrales par rapport a W deux fois.

C’est pourquoi pour o = (j1,...,jk) € A= U;en-{0,...,d}}, on pose |a| =k et ||of| =
k4 Card{1 <1 < k:j, = 0}. On écrit enfin

FX) =f+ D Vi Vi f)We + R4t ot (3.21)

a1<[laf<m

Ry = > Vi Viflywy

a:laf<m,[|laf[>m

d
: . J1 Jm+1
+ 3 / Vi Vi f(Xa) 0 dWi o . 0 dWins,
91eesim1=0 0<s1<. . <sm+1<t

Comme le reste Rgg(t) ne comporte que des termes qui se comportent comme ¢t a une
puissance supérieure ou égale a (m + 1)/2, le résultat suivant dont la preuve se trouve
dans [42] n’est pas surprenant.

Proposition 3.5.1. Lorsque les fonctions f, b et o sont suffisamment régulieres, le reste
1 m

RK?(t) est tel que pour p > 1, E(‘RZ:?(W%)% < Ct™5 o la constante C dépend de m,

p, [, b et o mais pas de t.

3.5.2 Schémas d’ordre faible élevé

La simulation des intégrales browniennes itérées W pose probleme. Pour lever cette
difficulté et obtenir des schémas implémentables, Kusuoka [47] [48] propose de remplacer
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les intégrales itérées qui apparaissent dans le développement de Taylor stochastique (3.21)
par des variables aléatoires qui ont les mémes moments jusqu’a l'ordre m.

Définition 3.5.2. Soit m € N*. On dit qu’une famille ((*)a|<m de variables aléatoires
avec des moments de tous ordres finis préserve les moments jusqu’a ’ordre m si

k k
Vk € N* Vaq,...,ap € A t.q. ||ou]| + ...+ ||ag]| < m, E (HC“’) =E (HWIQZ) :
=1 =1
(3.22)

L’exemple suivant est tiré de [60] ou d’autres familles préservant les moments sont
également données.
Exemple 3.5.3. Soitn t.q. P(n =0) =2 et P(n = +£v3) = .
On obtient une famille qui préserve les moments jusqu’a ['ordre 5 en dimension d =1 en
posant

CO -1 Cl = C(l,l) _ 1?72 C(l,O) _ C(O,l) _ 1?7 C(l,l,l) _ 17,]3
) ’ 9!l o' G
C(LLO) — C(O,l,l) — 17 g(0,0) — %7 C(I,LI,I) — é et Ca =0 sinon.

Exercice 3.5.4. Montrer que la famille précédente préserve bien les moments jusqu’a
lordre 5.

En écrivant le développement (3.21) pour f(x) = I(z) ou I(x) = z est la fonction
identité sur R™ et en remplacant les intégrales browniennes itérées par les variables cor-
respondantes de la famille qui préserve les moments jusqu’a l'ordre m on approche la loi
de X, par celle de

Y/=y+ >ty v

1< lafl<m
Pour g : R" — R, on note Qg la fonction définie sur R par Q;g(x) = E(g(Y;*)) ou Y}*
s’obtient en remplacant y par x dans le second membre de 1’équation précédente.
On peut approcher E(f(X;)) par E(f(Y}Y)). Le résultat suivant assure qu’en itérant N

fois cette approximation, on obtient un schéma dont 'ordre de convergence faible est
(m—1)/2.

Théoreme 3.5.5. Lorsque les fonctions f, b et o sont suffisamment régulieres,

C
B(/(Xr)) - QY f)] < o

ot la constante C' dépend de m, f, b et ¢ mais pas de N.

Remarque 3.5.6. — En posant (7 = W pour 0 < j < d, (09 = s pour 1 < j <d,
COD =0 pour 0 < j #1<det (V") =0 pour1 < j,k 1 <d, on obtient une
famille qui préserve les moments jusqu’a l'ordre m = 3. Par la propriété de Markov,
cette famille est telle que Q%f(y) = E(f(XX)). On retrouve ainsi que 'ordre de

convergence faible du schéma d’Euler est 1 = (3 —1)/2.



3.5. SCHEMAS D’ORDRE FAIBLE ELEVE 75

— Bien entendu, pour approcher numériquement B(f(Xr)), il est préférable d’utiliser
une famille qui préserve les moments jusqu’a l’ordre m définie sur un espace de pro-
babilité fini de cardinal aussi petit que possible. La famille qui préserve les moments
Jusqu’a l'ordre 5 de l'ezemple 3.5.3 peut étre générée sur un espace de probabilité de
cardinal 3. Pour ce choiz, le calcul exact de Q% f(y) est possible en utilisant un arbre

N

non-recombinant avec 3" feuilles. Le cardinal de 'espace de probabilité nécessaire

pour générer une famille qui préserve les moments jusqu’a l’ordre m augmente bien

sur avec m et avec la dimension d du mouvement brownien. Si le calcul exact de

Q¥ f(y) n’est plus possible, on doit recourir a une technique d’échantillonnage partiel
N

comme la méthode de Monte-Carlo (voir [60]).

Démonstration. Pour g : R" — R, on note P,g la fonction définie sur R"™ par P,g(x) =
E(g(X})) ou X7 est la solution de 'EDS

AXF = o(XP)dW, + b(X7)dt, XE = .

On suppose désormais que g est une fonction réguliere. En remplagant y par x dans (3.21),
on obtient que la différence P,g(x) — Qug(z) vaut

Elglaet > V.. @)W+ Rys () | —g =+ D Py, v I()¢

1<]|lall<m 1< af[<m

En supposant pour simplifier que n = 1 et en effectuant un développement de Taylor
standard a l'ordre m, on obtient

Pg(e) — Quols ig B[ (5 Vi vwe + R <>)l

1< al[<m

_( 3 tlla/%/ﬁ__.x/jkf(x)ga)l}+0(t7"2“>

1<]lall<m

Le fait que le reste est un O(t"2" ) se déduit de E(| X7 —z|™) < Ct™" (voir Proposition
3.1.6 ) et de

m+1 m+1

E(| X v @] | R[] S e

1<]lall<m 1< |a[<m

D’apres la proposition 3.5.1, Rf,[:f( t) se comporte en O(t"2"). En développant les puis-
sances [-iemes a l'intérieur de I'espérance et en utilisant (3.22), on obtient pour j < m,
que tous les termes en O(t//?) disparaissent. On conclut que lorsque g est suffisamment
réguliere,

3C > 0,¥t > 0, ||Pg — Qig|oe < CtMTD/2,

Lorsque f est réguliere, les fonctions Py, _, f, k € {1,..., N} le sont aussi. On en déduit

7 (/2
IC > 0,YN € N*Vk € {1,...,N}, [Pz Py f = Qz Py flloe < C (N) .
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Comme pour h : R" — R bornée, pour tout ¢t > 0, ||Q¢h|lco < [|2]|oo, cela implique

T (m—+1)/2
5C > 09N € N Vk € {1, N}, Q5 (Pe Py, f = Q1 Py )l < C (N) .
N

On conclut en reportant cette estimation dans la décomposition suivante de l'erreur

E(f(XT)) - Q%f(y) = PTf(y) - Q%f(y) = ZQ%l (P%Pthkf - Q%Ptz\ukf) (y)

k=1
[

Pour terminer, nous allons présenter rapidement ’approximation de E(f(Xr)) qui re-
pose sur la notion de cubature proposée par Lyons et Victoir [51] et que 'on peut relier
aux familles qui préservent les moments jusqu’a ’ordre m.

Définition 3.5.7. Soit m € N* et t > 0. Des trajectoires continues w1, ...,ws G varia-
tion bornée de [0,t] dans R? et des poids positifs Ny, ..., \; de somme 1 fournissent une
formule de cubature de degré m au tempst si

Vo= (ji,-. . jx) € A tq. ||lof| <m, E(W?) ZAM” (3.23)

A J1 Jk J S i P 5
ol Wi = fOSSIS...SskSt dwiy(s1) - .- dwi(sk) avec Wi (s) désignant la j-ieme coordonnée de

wea(s) lorsque 1 < j < d et wy,(s) = s.

D’apres [51], il existe une formule de cubature de degré m au temps 1 t.q. L est plus petit
que Card{a € A : ||a|| < m}. En outre, on en déduit facilement une formule de cubature

de degré m au temps t en posant wy(s) = (tw(s/t), Viwi (s/t),. .., Viw] (s/t)).
Pour [ € {1,..., L} soit (&.,(s,y))s<t la solution de 'équation différentielle ordinaire :

d
St,l(o’ y) =Y et Vs € [07 t]? dgt,l(87 y) = Z O-j(gt,l(& y))dwg,l(s)'
=0

Lyons et Victoir proposent d’approcher E(g(X7)) par Q:g(z) = Zle Ng(&(t,z)). Le
théoreme 3.5.5 reste vrai pour cette nouvelle définition de );g. La preuve repose sur une
décomposition analogue de l'erreur mais le controle de Pyg(x) — Q:g(x) est plus facile. En
effet, le développement de Taylor (3.21) reste valable lorsque 'on remplace (X, W) par

(ft,l,wt,l) :
(gtl(s ZL‘ Z V?l o ]kg )wtl +R“T;f7fli’ ( )

aillal|<m

En multipliant cette égalité par A;, en sommant sur [, et en soustrayant ’espérance du
développement (3.21) pour la fonction g, on obtient

Qu(x)—Pg(x)= Y Vi ...Viglx (Zml Wa>+ZAzR%,;’<> E(R)2(t)).
=1

aillal|<m

La premiére somme est nulle d’apres (3.23). Les termes de restes sont en O(¢m+1)/2)
d’apres la proposition 3.5.1 et le scaling qui permet d’obtenir la formule de cubature au
temps t a partir de la formule de cubature au temps 1.
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3.6 Pont brownien pour les options barriere ou look-
back

En dimension n = d = 1, on condidere I’'EDS
dXt = U(Xt)th + b(Xt>dt, XO = Xy-

On suppose que les coefficients o et b satisfont (Lip) et que ¢ ne s’annule pas. Alors o est

de signe constant et quitte a remplacer W, par —W; on suppose que |Vz € R, o(z) > 0|
On souhaite calculer E (¢(Xr, Mr)) ot pour ¢t > 0, M, désigne soit max,cf4 X, soit
mingep, Xs. Pour fixer les idées, nous supposerons désormais que M; = maxc[ 4 Xs mais
le cas du minimum se traite par symétrie.

Exemple. Lorsque (X;); modélise le cours d’un actif financier,

— le choizx ¢(x,y) =y — x correspond a une option lookback,
— le choiz p(x,y) = f(x)ly<ry correspond a une option barriére up and out.

Une approche possible consiste a discrétiser 'EDS suivant le schéma d’Euler

Xo=vyetpour k€{0,...,N —1}, Vt € [t,tps1],
Xt = th + O'(th)<Wt — Wtk) + b(th)(t — tk)

et & poser My = maXpcp<n th- Alors on peut approcher E (¢(Xr, Mr)) par
E (¢(Xr, Mr)) (la vitesse de convergence forte de My vers My fait 'objet du probleme
du paragraphe 3.8.2). Malheureusement le maximum discrétisé converge lentement vers
sa limite, ce qui conduit a un biais important. Pour remédier a cette difficulté, nous allons
voir qu'il est possible de simuler le couple (X7, maxeo,7] X;) otl le maximum est main-
tenant pris sur ’ensemble de la trajectoire du schéma d’Euler en temps continu et non
plus seulement sur les valeurs de ce schéma aux instants de discrétisation. Cela améliore
grandement la performance.

Le résultat suivant montre que 'on peut en fait se ramener a la simulation du couple
(W3, maxsejo4,) We). Puis nous verrons comment simuler ce couple.

Proposition 3.6.1. Conditionnellement a (X0, X4y, .., X7) = (20,71, ...,7N), les va-
riables aléatoires maxycy, 1, .1 X¢, kK € {0,..., N — 1} sont indépendantes et ont respecti-
vement méme loi que xy, + o () maxyes,) Wi conditionnellement a Wy, = %

Remarque 3.6.2. On constate que le coefficient de dérive b nintervient pas dans la loi
conditionnelle de maxep, 1., ,) X¢ sachant (Xy,, Xy, ) = (Tk, Tpy1).

Démonstration : L’indépendance conditionnelle découle de I'indépendance des accrois-
sements browniens.

Intéressons nous a la loi conditionnelle de maxycy, v, ,,] X; sachant (X, , X, ) =
(g, Tr+1). On a

L _ b
max X; = X;, +0(X;,) max (Wt — Wy, + ;(th)(t - tk))

te[tk,tkﬂ] te[tk,tk+1}

(%) (tess — 1)

g

Wtk+1 - Wtk +
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Il suffit donc de montrer que pour a = g(a:k), la loi conditionnelle de
MaXie(ty s, (W — Wey, + at — t;)) sachant Wy, — Wy, + a(teyr — t) = % est
égale a la loi conditionnelle de maxyep,) Wy sachant W;, = $’j7+(;;;z 5,

La stationnarité des accroissements browniens implique que pour g : R?> — R bornée,

E [g (Wtk+1 — Wi, + a(tpsr —tr), max (W, — Wy +alt — tk))>]

te [tk tit+1]

=E {g (th + aty, max (W, + at))] )

te[0,61]

2
N , N . ey 2 _ —_a
D’apres le théoreme de Girsanov, sous Q de densité fl% = e Wu =5

(B; = Wi 4 at)i<s, est un mouvement brownien, ce qui implique que

" par rapport a P,

[ dP
{g (th + aty, trer[l()a%] (W, + oat))} _g <Wt1 + aty, trer[l(%% (W + « )) d@}

- p
=E%|g (Btl, max Bt> eO‘Wt1+2t1}

te[0,t1]

- p
=[EC g <Bt1, max Bt> eO‘Bt12t1]

te[0,61]

a2
=K lg <Vth, max Wt) eath_ﬂl} .

tel0,61]

Donc si on note p(z, y) la densité du couple (W;,, maxcjo,) We) dont I'existence est assurée
par le lemme 3.6.3 ci-dessous, on a pour toute fonction g : R> — R bornée,

E [9 (Wtk+1 - Wi, + aftpyr —t), max (W, — Wi, + ot — tk)))]

te€ [tk tet1]

=E [g <Wt17 max Wt> eO‘Wz12t1:| — / g(l-jy)p(x’y)eax—Ttldmdy'

t€[0,t1] .

On en déduit que le couple (Wtk+1 — Wy, + altpyr — te), maxeep, 1, ) (We = Wi, + ot — tk)))
2

admet pour densité p(z,y)e®® Th. Donc la densité conditionnelle de

MaXielt s, (We — Wy, +at —t)) sachant Wi, — W, + a(tpyr — t) = x est
égale a
2t1

px,y)e* = _ p(z,y)
pr(%Z)@az*%tle pr(:E, z)dz

c’est-a-dire a la densité conditionnelle de max;¢jo;,) W; sachant W, = . O

Lemme 3.6.3. Soit (W;); un mouvement brownien réel. Le couple (W, , maxcios,) Ws)

_(2111*,2)2
posséde la densité p(z,w) = 1{w>z+}ff}”%e 2. En outre,
1 siy < max(0,x)
P max W, >yWy, =2 ) =< 2ys-2 : (3.24)
te[0,t1] e 1 sinon
En  particulier, conditionnellement a W, = w, maxeps Wy a méme loi que

2 (.73 + a2 -2t ln(U)) ou U suit la loi uniforme sur [0, 1].
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Démonstration : L’égalité (3.24) est claire si y < max(0,z). Lorsque y > max(0, z),
on va utiliser le principe de réflexion pour le mouvement brownien. D’apres la propriété
de Markov forte, si 7, = inf{t > 0 : W, =y}, le processus (B;);>o défini par

B, — WtSitSTy
WL, - (W =W, =2y —Wisit >,

Yy

est un mouvement brownien. Donc lorsque y > max(z, 0),
P <max W, >y, Wy, < x) =P (max By >y, B, < x) =P(r, <t,2y —W,, <x)
te[0,t1] tel0,61]

:P(max W, >y, Wy, 22y—x) =P (W, > 2y —x)

te[ovtl]
ou on a utilisé la définition de (B;):>o pour la deuxieme égalité et I'inégalité 2y —x > y

pour la derniere. Si x > y > 0, alors en utilisant le résultat précédent, on obtient

P(max Wy >y, W, Sm) :P(max Wy >y, Wy, Sy) +P(y< Wy <x)

te[0,t1] te[0,t1]

:P(Wh Zy)+P<y<m1 Sl‘)

Enfin siy < 0, P (maxte[o,m Wy >y, Wy, < x) = P (W, <z). Comme W;, possede la

densité e 2 //2mty, on vérifie alors facilement que

x “+oo
V(z,y) € R*, P <trer[1§§] Wy >y Wy, < x) = / / p(z, w)dwdz (3.25)
) =—00 =y
2(2w—z) _w—z)?
pour p(z,w) = Lwsetyf a0 - En effet
oo 1 @vzt)-2)2 1 e_<2y2;12)2 siy >zt
/ p(z, w)dw = e = = q Ve, -
y V2mty \/217716_m sinon

Ainsi lorsque y < 0, [* fjjz p(z,w)dwdz = P(W;, < z). Lorsque y > x™,

Z=—00

[ itz = [ R [ < p 22
o w)dwdz = e . — e 1 = = — ).
z=—o00 Jw=y P —00 27Tt1 2y—x 27Tt1 ! ’

Enfin, lorsque 0 <y < x,

x —+o0 Yy —+o0 x 1 2
z,w)dwdz = / z,w)dwdz —|—/ e 2idz
Zzoo [v:y p( ) z=—o00 Jw=y p( ) y V 27Ttl

On déduit de (3.25) que le couple (W;,, maxcjos,) W;) possede la densité p(z,w).
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Donc pour y > max(z,0),

400
plr,w)dw  §,IP (max W, >y, W, <z
P(max WtZy'thzm) :fy 1-2< ) _ ( te[o,ilrj tZ Y, Wy > )
e e 1 /y/2m e 2 /y/2mt

- GIIP’ (th > 2y — I) _(y—2)?—o? _2y(y—z)

- =e 2t1 = e ty
e 2 /\/ 27Tt1

La derniere assertion du lemme repose sur la méthode d’inversion de la fonction de
répartition. Soit u €]0,1[. On cherche y > max(z,0) tel que

P (max W, < y'th :x) = u.

te[0,61]
En utilisant (3.24), cette égalité se récrit

_2y(y—2) 2y(y — x)

/
l—e 0 =ueh(l-u)=-""——ey —ay+ Il -u) =0
1

Le discriminant de I'équation du second degré est A = 2% — 2¢; In(1 — u) et la seule racine

supérieure & max(z,0) est y = 1 <x + /22 — 2t In(1 — u))
D’apres la méthode d’inversion de la fonction de répartition, si U suit la loi uniforme
sur 0,1], 3 <x + /22 =2t In(1-U )) suit la loi conditionnelle de max;cpo,) W; sachant

W, = x. On conclut en remarquant que 1 — U a méme loi que U. 0

Exercice 3.6.4. Vérifier que conditionnellement a Wy, = x, minypo,) W, a méme loi
que % (x — /2 =2t ln(U)) ou U suit la loi uniforme sur [0,1] (On pourra appliquer le

lemme 3.0.3 au mouvement brownien (—Wy)i>0).

3.6.1 Application aux options barriere

On va approcher E (f(XT)]'{maXte[O,T] Xt<L}> par E (f(XT)]'{maXte[O,T] X’t<L}>~ Nous al-
lons voir que 'on peut calculer I'espérance conditionnelle de la variable aléatoire dans la
seconde espérance sachant les valeurs (Xo, X,,..., X7) du schéma d’Euler aux instants
de discrétisation. Cela permet d’évaluer cette espérance par la méthode de Monte Carlo en

. , ; N-1 s
simulant le schéma d’Euler. Comme 1 {maxyepor %<2} = k=0 1 {maie 1y 1y ) Xe<L} d’apres

la proposition 3.6.1, on a

N-1

Koo K. X) — (%) T (1 - 0Ky X))

k=0

E (f(XT>1{maxt€[O’T] Xt<L}
ou
U(zg, vpr1) =P ( max X; > L‘(th,thH) = (q:k,a:kﬂ))

te[tk,tk+1}
o LTk+1 — Tk
Wy, = —— .
o (k)

L—xk

P(max W, >

te[o,t1] o(xy)
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D’apres (3.24),

L—xy,

1si < max
_ o(zk)
D@k Tr41) = 2y ian
e o (@p)ty sinon .

Tk4+1—Tk

o(xk)

,0) e si L < max(zy, Try1)

On conclut finalement que

XO,th,...,XT>

N-1 % X

) 2(L — X, ) (L — Xy,.,,)

— f(Xp)1 : L —exp (- x|
f(Xr) {maxo<p<n Xt <L} 1£[0 { P ( t10%(Xy,)

E (f(XT)l{maxtE[o,T] Xt<L}

(3.26)

Pour approcher E ( f (XT)l{maxte[O,T] X,< L}>, on évalue I'espérance du terme de droite par
la méthode de Monte Carlo. Il suffit pour cela de générer le schéma d’Euler aux instants de
discrétisation. Par rapport a I’approche naive évoquée au début du paragraphe qui consiste
a calculer E (f(XT)l{maxnggN X, <L} ) par la méthode de Monte Carlo, nous voyons que
nous avons introduit un facteur multiplicatif plus petit que 1 dans I’espérance pour tenir
compte du fait que le schéma d’Euler en temps continu peut dépasser la barriere alors

qu’il est en dessous de cette barriere a tous les instants de discrétisation. Cela améliore
nettement le biais.

Exercice 3.6.5. Déterminer E (1{mint€[O,T] XL} Xo, Xy - - ,XT> :

3.6.2 Application aux options lookback

Si on se donne (Up)o<k<ny—1 des variables indépendantes uniformes sur [0,1]
et indépendantes du brownien W, alors la proposition 3.6.1 et le lemme 3.6.3,
assurent que conditionnellement a (Xo, Xyy,...,X7) = (xo,...,xn), le vecteur

(maxyef, ty,1] Xi)o<k<n—1 a méme loi que le vecteur
o(x Tpy1 — T Tyl — Tp)?
T + (zr) [ Thaa kL ( k+; D 2, In(Uy)
2 o () o* () 0<k<N-1
1
= (5 (mk + Tp41 + \/(xk-&-l — Z‘k)Q — 20‘2(ZL’k)t1 hl(Uk)))
0<k<N-1
En particulier, cela implique que le vecteur (Xo, Xy, ..., X7, maxieor) X¢) a méme loi

que le vecteur

o 1 _ _ — — =
<X0, th, e ,XT, — max <th + th+1 + \/(th+1 — th)2 — QUQ(th)tl IH(Uk)>) .

2 0<k<N-1

Ainsi on sait simuler suivant la loi de (XT,maXte[(),T} X;). Cela permet d’évaluer
E(g&(XT,maXte[(),T] Xt)) par la méthode de Monte-Carlo pour approcher
E (o(X7, maxep.r X¢))
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Remarque 3.6.6. Dans le cas des options barrieres, on pourrait utiliser cette approche
avec p(x,y) = f(x)lyy<ry. Mais ’égalité en loi qui préceéde et (3.26) assurent que

E (f(XT)l{é maxo<p<N—1 (Ko + Xty 4/ (Xt =Xty )2 =202 (X )1 In(U) ) <L} KXo, Xy ’XT>

N-1 X X
_ 2(L - th)(L - th+1>
= f(XT)l{maXogngth<L} ]];J(:) |:1 — exp <_ t10'2<th) .

Donc approche proposée au paragraphe précédent qui consiste a évaluer l’espérance de
la variable aléatoire au second membre par la méthode de Monte Carlo est préférable
puisqu’elle est plus précise (réduction de variance par conditionnement) et nécessite moins
de calculs (pas besoin de générer les Uy ).

3.6.3 Le cas des options barriere sur plusieurs sous-jacents

On suppose que les n sous-jacents évoluent suivant 'EDS
dX; = o(Xy)dW, + b(X,)dt
avec (W;); un mouvement brownien a valeurs R? et que 1’on souhaite évaluer

C =E (f(X7r)lpvep,xepy) ou D ={z € R":e.(x —z) <0} pour e,z € R" t.q. e # 0.

On va approcher cette quantité a I'aide du schéma d’Euler en temps continu (Xy)sejo,1]
en calculant

Cn = E (f(X7)Lpwiepor),%.eny) -

En généralisant 'approche développée en dimension 1, on peut montrer que

CN =K (f(XT) 1__[ (1 - ¢(th7th+l>)>

k=0

ou
¢($k7xk+1) =P (Elt S [tk7t/€+1} : Xt ¢ D‘(thv th+1) = (xk’ xk+1)>

=P (Elt S [tkythrl} : G.Xt > ez

(th’thH) = (xkakarl)) :

Pour t € [tg, t;.1], conditionnellement & X; = zy, on a
e. Xy = e.xy + (0" (zp)e). (Wi — Wi) + (t — t1.)b(zy).e

On distingue alors deux cas :

— Lorsque le vecteur o*(z)e € RY est nul, t € [ty, txy1] — €.X; est une fonction affine
ce qui entraine que ¥(xy, Tp41) = L{z,.¢D OU ), ,¢D}-

— Sinon, on remarque que |ZE§Z;Z\(Wt — W,,) est un mouvement brownien uni-
dimensionnel. Comme dans la proposition 3.6.1, on en déduit que condition-
nellement a (th’th+l) = (Th, Tpy1), MAX4efpy 1y, 4] e.X; a méme loi que e.x; +
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|o* (w1 )e| maxyepo,s,) By sachant By, = —e'f:f?;k_);k)

réel. Donc

avec (By); un mouvement brownien
e.(z — xy) e (g1 — :L'k))
Tk, T —P( max B, > S g CATkL T TR
V(ok Tei) (mm lo*(zeel | o (ze)el

En utilisant (3.24), on conclut que

lsiex, >ezouexyy > ez

¢<xk7 mk}-f—l) — 72(64(zfzk):(e.(2721k+1))
e tilo* (zg)el

sinon.

On conclut que

Cy=E (f(XT)l{vogng, X, €D} Jhl {1 TP (_2(6(2 — ) _6‘(2 \; thﬂ)))}) '

11 tlo*(X,, )e

Cette formule généralise celle obtenue en dimension 1.

Remarque 3.6.7. Lorsque D est un domaine régulier de R™ et non un demi-
espace comme supposé plus haut, on peut utiliser [’approche précédente sur chaque
pas de temps en remplacant la frontiere de D par un hyperplan tangent en un
point bien choisi. Plus précisément pour zp,xry1 € D, on pourra approcher

P (3t € [thtrsr]: Xi & D‘(th, thm) = (g, Try1) | en remplacant la frontiére 0D de D

par Uhyperplan tangent a cette frontiere en la projection de xj sur D et en utilisant la
formule obtenue plus haut.

3.7 Options asiatiques dans le modele de Black-
Scholes

En dimension n = d = 1, on condidere 'EDS
dXt B O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt, Xo = Xy-

On s’intéresse a une option asiatique dont le payoff porte sur le couple (X7, % fOT Xsds) =

(Xr, TIT) ou I, = def f X, ds vérifie dI; = X;dt. Appliqué a 'EDS en dimension n = 2
satisfaite par le couple (X, I;) le schéma d’Euler s’écrit (Xo, Iy) = (0, 0) et
Vi € {0, N . 1} th+1 th + 0<tk7 th)(Wtk+1 - Wtk) + b(tk7th)(tk+l - tk)
Itk+1 - [tk + th (tk+1 - tk)

Les résultats de convergence forte et faible énoncés précédemment s apphquent pour

controler I'erreur commise en approchant (X, = T fo X,ds) par (Xr, TIT le k 0 th)

En partlcuher si les fonctlons o et b satisfont I'hypothese (Lip), la vitesse d’approximation

forte de & fo X.ds par ¥ Zk 0 th est en % ou « est I'indice de Holder donnant
min(5,a

la régularité en temps des coefficients o et b du modele.
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Dans le cas du modele de Black-Scholes
dXt = O'XthVt + TXtdt, X[) =Y > 0,

il est possible de simuler sans commettre d’erreur de discrétisation le vecteur
2 2 2

(X0, X1, Xty ., X7) = y x (1,e?Wat0=F)t coWe,+(r=5)t  coWr+(r=5)T) 1] faut

bien str tirer parti de cette possibilité comme l'indique le résultat suivant :

Proposition 3.7.1.

2p

Cp

17 1=
:7/0 Xtdt—NZth
k=0

Remarque 3.7.2. En particulier pour une fonction de payoff ¢ lipschitzienne sur R?
comme ¢(x,y) = (x —y)t (Put floating Strike) ou p(x,y) = (y — K)* (Call fived Strike)
on en déduit

N—-1
E (6_TT30 (XT, % / ! Xtdt)) ~E <6_TTg0 (XT, % > th)>
0 k=0

Démonstration : Soit k € {0,...,N —1}. Si on pose V; = X; — X;, = LZ(JXSdWS +
rXsds), Zy = tyy1 — t, la formule d’intégration par parties

C
< —.
- N

to+1 tkt1
nk+1Ztk+1 - }/;thk — S/;ﬁdZt +/ th}/;g—i— < Y, Z >tk+1 — < Y, Z >tk

tr tr
s’écrit

thet1 tht1
0—0= _/ (X; — X,,)dt +/ (trt1 — t) (o XedWy + rX,dt) +0 — 0.
175 ti

On en déduit que

1 T 1 N-1 1 N-1 i1
7 /0 Xyt — kZ:O Xip =7 kzzo /t (trrr — t)(0 X dW, + rX,dt)

(2 T r T

ou T = [%W % désigne le premier instant de discrétisation apres t (pour x € R, on note

[x] le plus petit entier plus grand que z). En procédant comme dans la preuve de la

Proposition 3.1.6, on en déduit que
2p

— Xidt — — X

T /0 Y kz% tk

T 2p T
E <c [ (@ - B < O(N) | e
0 0

o2
On conclut en remarquant que E(X?) = y2Pe? (= T 1E(e2P7We) = ¢2ep(2r+2p=1)7")t a5eure
que fOT E(X?)dt < 4oo0. O

Approcher my = % fOT X, dt par %Z]kv;(f X,, consiste a discrétiser 'intégrale par la
méthode des rectangles. D’apres les travaux de Lapeyre et Temam [50], il vaut beaucoup
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mieux discrétiser l'intégrale par la méthode des trapezes et approcher la moyenne du cours

; : N _ 1 Xo+ X1 N-1 P : : C
de lactif par mp = <T + > j=1 Xt; . L'erreur forte commise est toujours en

mais la constante au numérateur est bien plus petite. En fait, d’apres [50],

E ((mr — E (mp|(Wy, Wey, ..., Wr)))?) = O (%)

E ((E (mr|(Wiy, Wiy, ., Wr)) — m¥)2) =0 (%) ;

Comme 'espérance conditionnelle est la projection orthogonale au sens L? sur les variables
aléatoires mesurables par rapport & la tribu conditionnante, cela montre que m¥ est tres
proche de la meilleure approximation (au sens quadratique) E (mp|(Wi,, Wy, ..., Wr))
de my ne faisant intervenir que (Wy,, Wi,, ..., Wr).

Pour aller plus loin, il faut rajouter de I'information dans le schéma. Pour ¢ € [ty, tx11],
X est proche de sa discrétisation par schéma d’Euler : X, (140 (W,—W,, )+r(t—ty)). Ainsi
f;:““ X, dt est proche de X, ( +o ft’““ W, — W, )dt + 2N2) ce qui conduit & approcher
mrp par

tht1 rT

oN
T N Z th (1 + — (Wt — Wtk)dt + W)

tr

D’apres [50], 'erreur forte de ce schéma est en N§/2

Proposition 3.7.3.

~ N|2p O
vp> 1, 3C, > 0, ¥N = 1, E (|mr -y |”) < 2.
En plus des accroissements AWy, =W, ., —W,, pour k € {0,..., N — 1}, ce schéma
fait intervenir les variables j;t:“(Wt — W4, )dt. Si on pose Yy = ttk“(VVt Wi, )dt —

%AWHI il est facile de simuler le vecteur (Y, AWy, Ys, AWy, ..., Yy, AWy) d’apres

I’exercice qui suit.

Exercice 3.7.4. Montrer que les variables (Y1, AWkJrl)ke{O

T
loi gaussienne N (0, ( 126VB T ))
N

N-1} sont i.i.d. suwant la

77777
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3.8 Problémes

3.8.1 Vitesse forte du schéma d’Euler dans le cas d’un coefficient
de diffusion constant

Soit T > 0, x € R, b : R — R une fonction C}? (deux fois continuement dérivable
avec des dérivées premiere et seconde bornées) et sur un espace de probabilité (2, F,P),
(W4)eepo,r) un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a 1'équation différentielle

stochastique
Xy =
o= (3.27)

On se donne N € N* et pour 0 < k < N, on pose tp = kAt ou At = T/N. Le schéma
d’Euler & N pas de temps associé a (3.27) est défini de fagon récurrente par

X() =X
{vo <k<N-—1,Vt€ [ty tp], Xo = Xop + (Wi — W) + b(Xy, ) (t — tr).

Les 2 questions peuvent étre traitées de facon indépendante.
1. Cas général :

(a) Quel résultat du cours assure que sup;ep 7 E (|X; — Xi]) < C/N, o C ne
dépend pas de N7 On se propose d’améliorer cette majoration en prouvant
que

E ( sup |X; — )_(t\> < % (3.28)

te[0,7
(b) Pour s € [0, 7], on note 7, = [s/At] x At le dernier instant de discrétisation
avant s (pour y € R, [y] désigne la partie entiere de y). Vérifier que

t t
vt € [0,T], | X; — Xy| < sup \b’|/ | X, — X,.|ds + / b(X,) — b(X,,)ds| .
0 0

(c) Vérifier que pour 1 <k < N,

/ttk b(X,) — b(Xy, ,)ds = /t:kl(tk —7) (b(Xr)b’(XT) + %b//(XT)) dr

ty
+ / (tx — 1) U (X,)dW,.
te—1

(On pourra commencer par calculer b(Xy) — b(Xy, ).
(d) En déduire que

1

—b”(Xr)> dr

/0 b(X.) — b(X.)ds — /0 (min(t, 7, + A) — ) (b(Xr)b’(Xr)Jr ;

t
+ / (min(t, 7, + At) — r) ¥(X,)dW,,
0
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puis que

E| sup
u€(0,t]

<arl [m BECG) + 310X

/u b(Xs) - b(X’Ts)dS

dr + 2\//;1@ (V(X,))2)dr

(e) On pose z(t) =E (SUpue[o,t] | X — X.|). Montrer que

YVt e [0,T], z(t) < C (At + /Otz(s)ds) :

ou la constante C' ne dépend pas de N et conclure que l'inégalité (3.28) est
satisfaite.

2. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Vy € R, b(y) = cy ou ¢ € R*.

(a) Montrer que la solution de I’équation différentielle stochastique (3.27) est
donnée par

¢
vt €[0,T], X; = ve” —I—/ =) qw,.
0

(b) Que peut-on dire du vecteur (Xp, Wy, — Wo, Wy, — Wy, ... Wiy — Wiy )7
Pour 1 <k < N, calculer Cov (X7, Wy, — W4, _,).
(c) On note Fy la tribu engendrée par (Wy,, W, ..., W, ). Montrer que

N
1
E(Xr]Fy) = 2 + — 37 e NI 1) (W, W, ).
k=
(d) Vérifier que
1 2 e —1
E ((Xr — E(X N=—(@T -1 (1-—— —— .
(( T ( T’FN» ) 20(6 )( cAt 60At+ 1)
(e) Vérifier que pour o« — 0,
*“—1 1 2
e _ Lo + 0(042).

ale*+1) 2 24

(f) En déduire I’équivalent pour N tendant vers +o0o de I'erreur quadratique mini-
male E((X7—X7)?) commise en générant X, & I’aide d’un schéma “simple” qui
ne fait intervenir que les accroissements W;, —W,,_,, 1 <k < N. Conclure que
I'ordre de convergence du schéma d’Euler est l'ordre optimal parmi les schémas
“simples” (la constante multiplicative n’étant pas nécessairement optimale).

(g) Que peut-on dire du vecteur (Xy,, Xpp, ..., Xy,) 7
Soit 1 < k < N. Vérifier que

tr
X, =eBX,  + / et =9 W,
tk—1
et en déduire « t.q. la variable Z, = X;, — aX;, , soit indépendante de X, .
Vérifier qu'en fait Zj est indépendante du vecteur (X, ,..., Xy, ).
Quelle est la loi de Z, ?
(h) En déduire une méthode permettant de générer un vecteur (Y7,...,Yy) qui a
méme loi que (Xy,,..., Xiy)-
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3.8.2 Approximation du maximum par le schéma d’Euler

On considere 1’équation différentielle stochastique unidimensionnelle
dXt = O'(Xt) th + b(Xt) dt,

ou b et o sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (W;) est un mouvement brownien
standard unidimensionnel.

On se donne une condition initiale Xy = x déterministe. Enfin, on se fixe un horizon
en temps 7" et un nombre N € N* de pas de temps. Pour k € {0,..., N} on note t, = %T
le k-eme instant de discrétisation et Xt];’ la valeur en t; du schéma d’Euler de pas %

Le but de ce probleme est de montrer I'estimation suivante (issue de la these de P. Seu-

men Tonou) : pour tout p > 1
2p p
E < ) <C (hlg\][\])) . (3.29)

Dans I’inégalité précédente et dans tout le reste de ’énoncé on notera C' des
constantes indépendantes de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

0<t<T 0<k<N Uk

€ = max X; — max XtN,
0<t<T 0<k<N 'k

€1 = max X; — max X,
0<t<T 0<k<N

€9 = max X; — max Xt]Y.
0<k<N 0<k<N 'k

1. Montrer

v N
€9 < max (X;, — X
2_0SkSN( ti tk>7

puis
g9 > —OISI}%%(X&V - X;,).
Appliquer un résultat du cours pour en déduire
E (o) < o
2. Montrer que
1 < max ( max (X, — th)> )

T 0<k<SN—1 \ t<t<tpq1

En déduire que

t 2p t 2p

2

le1|? < C max max b(X,)ds | +C max max o(X,) dW, | .
0<ESN—1 \ {p<t<tpi1 th 0<E<N—1 \ tp<t<tpi1 th

3. En utilisant 'inégalité

0<k<N-1

t 2p C
E| max < max / b(X5s) ds) < 7
0<k<N—1 \tx<i<irsr Jy, N2v—

N-1
max |zg| < Z || (3.30)
k=0

montrer que
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4. (a) Montrer que
t 2p C
_ < -
E o Jnax (tkglgt);l /tk [0(X5) U(th,)]dWS) < S

(b) Montrer que

t 2p
IE( max ( max /U(th)dWS) )
0<ESN—1 \ £, <t<tgt1 th

4p
<C E(( max  max |Wt—Wtk]) >
0<k<N—1tp<t<tp41

(c) Vérifier que pour y > 0, P(maxo<i<y, Wi > y) = 2P(W;, > y). En déduire que
MaXo<p<y—1 Maxy, <<t ,, (Wy — Wy, ) a méme loi que /f; maxo<p<ny—1 |G| olt
les variables aléatoires (Gy)o<k<ny—1 sont i.i.d. suivant la loi normale centrée
réduite N (0,1).

(d) Soit ¢ le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour z > 0,

22
E(|Go|"1{co>2y) = P(x)e”z ou P(.) est un polynome de degré ¢ — 1. En
déduire a 'aide de (3.30) que pour o > 2,
i 4p —
J&gnmE <o<rkn<a1\)r<—1 <’Gk‘ 1{Gk|2\/a1n(N)}>) =0,

puis que pour N > 2, E (maxo<p<ny_1 |Gx|*?) < C(In(V))?*.
(e) Conclure que

t 2p P
E( max ( max /U(XS) dWS) )SC(IH(N)) .
0<k<N—1 \ty<t<tyi1 Jy, N

5. Vérifier I'estimation (3.29).
6. Comment peut-on améliorer I’approximation de maxo<i<p X; 7

3.8.3 Schéma randomisé pour un coefficient de dérive irrégulier
en temps

Soit T' > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (€2, .A,P) muni d’une
filtration (F;)¢>0, on considere un Fi-mouvement brownien W; a valeurs R<. On se donne
également des coefficients o : [0, 7] x R® — R"™4 et b : [0,T] x R® — R"™ mesurables et
qui vérifient

Ve € R", |o(t, b(t, < K(1
Lip) 3K < o0, e € o.7), 7 € B loa)l +1b(t,2)] < K (1 + Ja)

VI‘,@/ € Rna ‘O’(t,l‘) - U<t7y)| + |b(t>$) - b(tay)‘ < K’l’ - y’
On s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochastique

dXt = O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt7 te [0, T]
Xo=29 € R"
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1. Quel résultat assure l'existence d’une unique solution a cette équation ?
Soit N € N*, (ty = &L)o<p<n et 7w = [ F] L I'instant de cette grille uniforme qui précede
t € [0,T].

2. Ecrire le schéma d’Euler sur la grille (tx)o<k<n-

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

On se place désormais en dimension , on suppose (Lip) et
AK < oo, Ve e R", VO < s <t <T, |o(t,x) —o(s,2)| < K(1+ |z))vVt—s, (3.31)

mais on ne fait pas d’hypothese sur la régularité du coefficient de dérive b en la variable
temporelle t. On se donne (Uy)o<k<n—1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées sur [0, 1] indépendantes de (W,);>9. On pose n;, =ty + LUy
pour k € {0,..., N —1} et on définit le schéma d’Euler avec randomisation de la variable
temporelle dans la dérive en posant X2 = z puis pour k € {0,...,N — 1},

XN

trt1

= Xt]Z + U(tk,Xt]kv)(Wtk+1 - Wtk) + b(nkvXt]Z)(thrl — tk).

4. Quelle est la loi de la suite (ng)o<r<n—17
5. Montrer que pour k € {0,..., N — 1},

(a)

E [|XN

tr41

. T . > o T’ ¢
|2] _E []Xg|2}+NE [|a(tk,XfZ)|2 + 2X5Z-b(77k,XfZ)]+mE “b(nk,Xt]Z)ﬂ >

(b) puis que

E [|XN

tet1

KB+ 2K)T 2K\ 1 onw] K(1+2K)T 2K°T
2 N |2
|]§(H T e ol D e e

(c) et enfin que 1 +E [[f(f:ﬂﬂ < (1 + W) (1 +E [’Xt]ZPD

(d) Conclure que sup max E [])N(gﬂ < KGREHRETIT (] 4 |g50)%) — 1.
NeN* ke{0,...,N}
Pour k € {0,...,N}, on pose M} = L ?;01 b(m,f({j) - fot’“ b(s,f(ﬁf)ds (Convention :
MY =0)et GY =F, Vo(n,0<<k—1).
6. (a) Montrer que (M )efo,..,n} est une Gy -martingale de carré intégrable.
(

b) Calculer (M™), pour k € {0,...,N}.
(c) En déduire a 'aide de 'inégalité de Doob que

T T ~ N-1
B, o |M,£V\2}s4(ﬁ | Bl xpis - 3B
0 k=0

ke{0,...,N}

(2 N
/ b(s, XN)ds
tr

,,,,,

.....

(b) Montrer que pour tout N € N* et tout t € [0, 7],

E sup |Xu - Xi\/|2

u€[0,t]

< 2/0 UE[|o(s, X,) — o(7e, XV)?] + tE[Jb(s, X,) — b(s, X)) ds
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(c) Vérifier que
)’]

2]+%>.

Ello(s, X,) — o(7s, X))|?] < 4K (EHXS - X1+ (s — m)E[(1 + | X,

+ EHXTS - X'f]':]

(d) Comment majorer E[|b(s, X,) — b(s, XN)|?]?

(e) En déduire que sup ey« NE [supte[oﬂ | Xy — )A(tNP] < 00.

(f) Quel est 'ordre de convergence forte du schéma (kav)ke{07.,,,]v} ? Comment se
dégrade-t-il si on suppose seulement o holdérienne d’ordre o €]0,1/2[ en la
variable temporelle ¢ (i.e. y/t — s est remplacé par (f — s)® au membre de
droite de (3.31)) 7

(g) Pourquoi la randomisation du coefficient de diffusion ne conduit-elle pas au
méme ordre de convergence forte sous I’hypothese (Lip) ?

Toutes les majorations précédentes et donc 'ordre fort du schéma (Xt]Z )ke{o,..., Ny Testent
valables en dimension n et d quelconques lorsque |.| désigne la norme euclidienne sur R"

1/2
et R? et pour ¢ € R™?, |¢| = (ZL i <3j) :

3.8.4 Discrétisation d’une équation différentielle stochastique a
coefficients localement lipschitziens

Pour (W})se(0,71 un mouvement brownien a valeurs Réet o : R* — R et b: R* — R”,
on s’intéresse a I’EDS

dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt, t S T, X(] =Y. (332)

On suppose que les fonctions o et b sont localement lipschitziennes au sens ou pour tout
m € N* il existe une constante C,, < +oo telle que

Yo,y € R" t.q. [z <met [y] <m, |o(z) —o(y)| + |b(x) = b(y)| < Culz —yl.

On note
A
Om(7) = 0(Ppz) et by(v) = b(Ppz) ot Pnr = |z Am

(3.33)
|z
désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée a ’origine.

On pose également t, = kAt avec At = % ou NV € N* est un nombre de pas de temps.

Absence de convergence faible et dans [” dans un cas particulier

On s’intéresse & 'EDS en dimension n =d = 1
t
X, =W, — / des. (3.34)
0

On admet pour I'instant qu’elle possede une unique solution (X;):cjo,r) et que cette solution
vérifie E (Supte[oﬂ | X¢[*) < +oo.

On note (X}V)ep,r] le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose Ay = {|W,| >

%» SUPj<k<nN-—1 |Wtk+1 - Wtk| <1}
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1. Vérifier que P(Ay) > P(|W;, | > 2 P(sup,co.1 [Wil < §). En remarquant que pour

—12 o At - —z2
x>0, % - fx (1+ %)e_?ﬁ/?dy, vérifier que f: eV 2y > 2¢ 2

1422
N A
e 2T
Conclure que P(Ax) = P(sup,cpor) Wil < 3) X 7w X S5

2. Vérifier que sur I'événement Ay, si pour k& > 1, |X£Z| > 1, alors |Xt]Z+1|
XN (£1XY|—2). En C}Céclluire que pour N > I,
— 2 —
(L N R > ()™ _
3. Conclure que limy_ o E(|X7|) = +o0. En déduire limy o E(| X7 — Xp[) puis
Hmy o0 B(sup,co 77 [ X7 — X4fP) pour p > 1.

sur I'événement Ay, Vk €

4. En remarquant que la loi de XN est symétrique, montrer que pour K > 0,
E (XY — K)T) > LE(|X}|) — K et en déduire que E ((X3 — K)™) ne converge
pas vers E ((Xp — K)*) lorsque N — .

Convergence presque siire du schéma d’Euler

On suppose maintenant qu'il existe une solution a 'EDS (3.32) (voir le paragraphe
suivant pour une condition suffisante). On pose vy = 0 et pour m € N*, on note v, =
inf{t € [0,T] : | X¢| > m} avec la convention inf ) = T..

5. Bcrire le schéma d’Euler en temps continu (XN )eelo,) associé a (3.32).

6. Soit m € N* et x,y € R". Vérifier que (x — Pz, P,y — Ppx) < 0 (dans le cas ot

|z| > m, on pourra vérifier que (x — Pyx, Ppx) = m|x — Pxl).
En déduire que |P,y — P,x|*> < (y — x, Py — P,x) et conclure que les fonctions
om €t by, sont globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz C,,.

7. En déduire 'existence d'une unique solution (X{"):co,r] & 'EDS
dX]" = op(X[")dW, + by (X dt, X' = y. (3.35)

Décrire I'événement {v,, = T} a l'aide de la variable aléatoire sup;cp 7y |X:| et
vérifier que sur cet événement (X;")icp.r], (Xi)iepr] et (X" )iepor) coincident.
Que vaut P(U,, ey {vm = T'}) 7 Y-a-t-il unicité pour (3.32) 7
On note (X;"™),cp.17 le schéma d’Euler correspondant & (3.35) et v/ = min{t;, : ‘thzm‘ >
m}.
8. Pour quelles valeurs de v, la suite N7 sup,.p [X;" — X/ ’N| converge-t-elle presque
strement lorsque N — oo a m fixé?
En déduire que si vy, (w) = T, alors il existe M(w) < +o00 tel que pour N > N (w),
v m vm l,N
Vnia (@) =T et sup,cp | X, (w) — X{¥(w)] = supyep | X7 (w) = X777 ()],
9. Conclure que pour tout v < 3, N7sup,.; |X; — X}| converge p.s. vers 0 lorsque
N — oo.

Existence pour ’EDS (3.32) lorsque la dérive est rentrante

On suppose maintenant que o est globalement lipschitzienne et que la fonction de
dérive b est localement lipschitzienne et rentrante au sens ou il existe € [0, +00[ tel que

Vo € R", (z,b(x)) < B(|z| + |z[?). (3.36)
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avec (z,y) qui désigne le produit scalaire de x et y dans R"”. On note (Y;™);cp,r] 'unique
solution de 'EDS
AY;" = (V) AW, + b (V) dt, Vi = .

10. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Don-
ner un exemple de fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas
globalement lipschitzienne.

11. Pour m € N*, vérifier que la fonction b, définie dans (3.70) satisfait (3.36).
12. Calculer [Y,™|? a laide de la formule d’It6 et en déduire que

. (ig) |Y“m|4> = 4{@'4 +4PE ((/Ot Y+ !Ysm|2d5>2> +E ((/Ot Ia(Ys’”")Istf)
+ 16E (/Ot |a*(Y;m)Y8m|2ds) }

o3 ()],

ol ()] = 1<icn
1<j<d
13. En déduire que sup,, E (sup,eio 7y [V/"]*) < 400 puis P (U, cpne{mm = T}) = 1 out
T = inf{t € [0,T] : |Y;™] > m} (convention inf( = T)
Conclure a l'existence d’une unique solution (Xi)icp,m pour (3.32) et que cette
solution vérifie I (sup,co 7 |Xe]*) < 400,

C’est ’absence de controle des moments du schéma d’Euler qui peut empécher sa convergence
dans LP et sa convergence faible alors que ’'on a convergence presque stire a la vitesse N ~7 pour
tout v < 1/2. Dans [36], Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite
suivant :

b(XN)At

XY =XV o (XYW, — W) + —— e
tk+1 tr ( tk)( tk+1 tk) 1+ |b(XgZ)‘At

Lorsque la fonction o est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est a croissance
polynomiale et b vérifie la condition

Ja € (Oa +OO)7 Vl“ay € an (‘T - yvb(l‘) - b(y)) S Oé|.fE - y|2

qui implique (3.36) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge a la vitesse
forte \/% dans tous les espaces LP. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma

d’Euler semi-implicite

—b(X}N

o N
th+1 tet1

)At = XtJZ + U(XgZ)(Wthrl - Wtk)

sous les mémes hypotheses.

3.8.5 Convergence en loi de l’erreur renormalisée du schéma
d’Euler dans le modele de Black-Scholes

62
On s’intéresse & la discrétisation du modele de Black-Scholes X; = eWet(=5)t oy
(Wi)eeo,r) est un mouvement brownien réel. On se donne un horizon 7' et un nombre
N € N* de pas de discrétisation. Pour k£ € {0,..., N}, on pose également t; = % Pour

une suite réelle (xy)nyen+ et a € R, on note zy = O(N?) lorsque la suite (N ™%z ) yen
est bornée.

1. Ce résultat s’applique en particulier & PEDS (3.34).



94 CHAPITRE 3. DISCRETISATION DES EDS

1. Rappeler I’équation différentielle stochastique satisfaite par (X;):>o.

le schéma de Milstein (Xﬁ)ke{o 77777 N}-
3. Calculer E(X}) et vérifier que E(XY) = E(X7) + O(+). Commenter ce résultat.
4. On pose

XN o
AY = i (W WD | (W, W) — )

th+1
N XN
Exprimer AY & l'aide de <§_Zk> %) et en déduire que Xp — XN = Xp S0 AN,
k k+1
5. On pose
- _ _d o? o?
RY = e?Woera =Wed+ (=50 _ 4 _ (W, —Wi,) — (u — St = (Wi, = Wy)?
Vil = ()‘;(# - 1) <60(Wtk+1_Wtk)+(u_é)tl —1—o(Wy,, —W,) - Mtl)
tkt1
X _ _o?
Zliv - X : (eU(W‘kH W es I 1 - U(Wtk+1 - Wtk) - Mtl) (XtJZ o th)'
tet1
Vérifier que
RY +VY Z—‘JCV—AN—‘7—2 Wi, — Wi )* —t
kt Ve t = A (W ) 1)-
Xr 2

En déduire que
o2 N-1 N-1
VN(Xr — XN) = Xp <?9N +VND (RY + V,f)) +VNY z)
k=0 k=0

ou Sy = v NZI@N;()I[(W%H - Wtk)2 - tl]'
On se donne (Gy)g>o suite de variables gaussiennes centrées de variance 7" indépendantes
de (Wt>t20-

6. (a) Montrer que (Wr, Sy) et Wy, 2n) = \/LN SV (G, G2 — T) ont méme loi.
(b) Montrer que lorsque N — oo, (Wy, X ) converge en loi vers un couple (W, %)
dont on précisera la loi.

(¢) Conclure que %QXTSN converge en loi vers o> \/gXTGO.

VN
7. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que v N(X7 — X&) converge en
loi vers 02\/§XTGO.
Sous des hypotheses de régularité sur n,b : R — R, Kurtz et Protter [46] ont montré que si
(Xt)eeo,r) est solution de I'équation différentielle stochastique dX; = n(X¢)dW; + b(X¢)dt

et (X{¥)ieo.r) désigne son schéma d’Euler en temps continu, alors le processus (v N(X; —
XM))tepor converge en loi vers (Y;)seqo.r] solution de

D’apres les questions 9 a 11, E ‘\/NZ?L}}(XTR,]CV + X7 VN + Z]i\’)‘ = 0O(%~).

t T t
Y, / }{g(n’(Xs)dWS%—b’(Xs)ds)Jr\/; / o (X.)dB,
0 0

olt (By)iejo,r) est un mouvement brownien indépendant de (W})sc(o,17-



3.8. PROBLEMES 95

8. Dans le cas particulier du modele de Black-Scholes, calculer dX% puis d%. En déduire
Y et vérifier que la convergence établie a la question 7 est bien une conséquence du
résultat général de Kurtz et Protter.

9. (a) Calculer E(RY) et en déduire que E(RY) = O (NL)
Montrer que R} = afgl( s—1—oWs)dWs+p ft s—1)ds. Calculer E((X;—
1—0oW,)?), vérifier que ]E((X —1—0W,)?) = O(s*) pour s — 0T et en déduire

que E((R))?) = O (35)-
(b) Montrer que E (( A R,’f) > = N(N — DE((R)))? + NE((RY)?).

(c) Conclure que E ’XT\/_ SV RN‘ =O0(5)-
On pose DY = ¢ oW 3 =Wiy )+ =)t _ 1 — oWy, — Ws,) — puty.
10. (a) Calculer E(VY) et vérifier que E(VyY) = O(5z)-
(b) Rappeler I’équation différentielle stochastique satisfaite par X% et vérifier que

E <(% _ 1)4) — O(L).

En remarquant que DY = ( )(adW + uds), vérifier que E((D))*) =
O(5)- En déduire que IE((VO )2 ) O(55)-
(c¢) Conclure que E ’XT\/_ fozol vy ‘ = \/_%)
11. (a) Vérifier que E((D})?) = O(x3).
(b) A l'aide de la vitesse forte, en déduire E((ZY)?) = O(+%).
(¢) Pour 0 <[ < k < N — 1, vérifier que

Xty X
B2 2) = BXG B (D ) B (X2 - X DF () - X))
k

ti+1

Vérifier que E ( kil DN> . (e(“+‘72)t1 —1—(u+ 02)751). Remarquer que

Xi,
th+1

E ‘(XN - X)) DN(XN Xy,)

t<T

< \/E (sup(X? = X1 ) BOXE ., JE(DY
et en déduire que E(Z) Z}) = O(+:).
(d) Conclure que E((VN Y1y ZM)?) = O(%) et que

N—-1
N XV + 2

= O(

-

k=0

3.8.6 Vitesse forte du schéma de Milstein

On s’intéresse a la discrétisation de 'EDS uni-dimensionnelle

dXy = o(Xe)dW; + b(X)dt (3.37)
Xo=y

ou (W;)i>0 est un mouvement brownien réel de filtration naturelle (F;)i>o, 0,0 : R = R
sont des fonctions C? avec des dérivées premieres et secondes bornées et y € R. On se
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donne un horizon 7" et un nombre N € N* de pas de discrétisation. Pour k € {0,..., N},
on pose ¢y = 5L Pour ¢ € [0,7], on note respectivement 7, = || L et 7, = [2]L
I'instant de discrétisation juste avant ¢ et I'instant de discrétisation juste apres t.

1. Que peut-on dire de sup,¢p 1 E(X})? Et de SUPg<st<T —E[(X;:SXS)Q] ?
2. Ecrire le schéma de Milstein ()N(,f: )ke{o,..,N} associé a cette équation. Donner

.....

également son extension en temps continu (XtN )te[O,T]-

3. Vérifier que
Vu € [0,T], XN =y + / @(Xij) + oo’ (XN (W, - WTS)> dW, + / b(XN)ds.
0 0
4. En déduire que pour t € [0, 7],

E[ui?[i)t}(Xu — Xjf)?} < 3(4 /Ot]E {(U(XS) — o(XY) — oo (XYW, — WTs)ﬂ ds
+E +t/0t]E[(b(XTS) - b(f(jf))ﬂds)

(3.38)

s ([ - b<XTs>>ds)2

u€el0,T

Dans toute la suite C' €]0, +00| désigne une constante qui ne dépend pas de N et peut
changer d’une ligne a l'autre.
5. Majoration du second terme du second membre de (3.38) :
(a) Calculer db(X,) et en déduire que pour u € [0, 7]

02 b//

/0 " (X.) = b(X,.))ds = /0 Y r ) (ab’(XT)dWr+[bb’+ > }(Xr)dr)

puis que E [Supue[O’T] ( OTu(b(Xs) - b(XTs))dS) 2] < %
(b) Vérifier que

up ( / B(X,) — b(X..)

u€[0,T

2 T tht1 )
< _
ds) < ¥ o Jnax / (b(Xs) — b(X,,))"ds
T

<
=N J,

et conclure que E [supue[O’T] (fo (b(X,) — b(er))dS)Q} <5
s

6. Majoration du premier terme du second membre de (3.38) en supposant oo’ lip-
schitzienne :
(a) Calculer do(X,) par la formule d’Ito.
(b) En déduire que pour s € [0, 7],

7(X) ~ 0(X,)) = a0’ (X, )W, — W) = (00'(X,) — 00 (X,,))dW,

s 2 N
+/ bo’ + (X, )dr,

puis que Vs € [0,7], E [(O(Xs) —0(X;,) — oo (X.,)(W, — Wrs))z] < %
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(¢) Conclure que pour tout s € [0, 7],
B | (o)~ o) = a0/ ()7, - )| < € (B0, - K+ 1)

7. En supposant oo’ lipschitzienne, vérifier que

u€el0,t] u€(0,s]

vt € (0,77, E[ sup (Xu—XiV)Z} <C (/Ot]E[ sup (Xu—X§)2}ds+$>

. C .

et conclure que E[ sup (X, — Xiv)z] <42 si fOTE[supuE[Ovt](Xu — Xév)Q] dt <
u€e(0,7)

+o0o. Comment se passer de cette hypothese d’intégrabilité ?

8. On ne suppose plus que la fonction oo’ est lipschitzienne.
(a) Vérifier que pour r € [0, 7], E[(00’(X,) — 00'(X,,))?] est majoré par

2 (lo"|5E[(0(Xy) = o(X7))%] + 0" |5El0™ (X )E[(X, — X0, )?|F]])

: c
puis par 3.

(b) Pour s € [0,T], majorer E[(c0’(X,.) — oo’ (XN))2(W, — W,.)?] par

s

2 (I IE LX) = (R 4 20| B [0 (X B ((0 (Xs,) — o' (R2))7])

puis par C <IE[(XTS - XQ)Q] + %) (on pourra utiliser que Ya,b € R, ab <

a’+b> )
=)
(¢) Conclure que le controle de la vitesse forte quadratique obtenu & la question 7

reste vral.

9. Expliquer comment généraliser a toute constante p > 1 I'analyse de I'erreur forte
Efsup,cpo.r | Xu — XY [P] effectuée ci-dessus dans le cas particulier p = 1.

3.8.7 Méthode de Monte Carlo multipas et schéma de Giles et
Szpruch

On s’intéresse au calcul de E[f(Xr)] ot f : R" — R est une fonction C* lipschitzienne
avec des dérivées a croissance polynomiale et (X;)icpo,r est la solution de 'EDS

dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt
XO = 29

ot (W;)s>0 est un mouvement brownien & valeurs RY, o : R® — R™4 et b : R* — R"
sont des fonctions C* & dérivées bornées et xy € R™. On note X l'approximation de X7
obtenue par un schéma de discrétisation comportant N pas de discrétisation et dont le
temps de calcul est proportionnel a N. On suppose que les ordres de convergence
forte et de convergence faible pour la fonction f de ce schéma sont respectivement égaux
aa/2et faveca,>1:

C

C
30 < +o0, YN € ', El|Xy — XN P) < - et [E[f(Xr) — fXN)]| < 15

Méthode de Monte Carlo multipas
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1. Soit Y un estimateur de E[f(X7r)] de carré intégrable. Montrer la décomposition
biais/variance

E[(E(f(Xr)) - Y)*] = (E[f(X7) = Y])* + Var (V)

de l'erreur quadratique.
2. On suppose que Y = %Zf\il f (X%N) est la moyenne empirique de M copies
indépendantes de f(XZ¥).
(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(X7) — Y])? soit égal & €2 ol €
est un niveau de précision donné petit ?
(b) Vérifier que limy_, E[(f(X7) — f(XF))?] = 0.
En déduire que limy o, Var (f(X%)) = Var (f(Xr)). Combien de copies M
faut-il choisir pour que Var (Y) soit égale a &2 ?
(c) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision ¢ (i.e.
une erreur quadratique égale & 2¢2) est proportionnel & e~ (+1/8) ?

3. On s’intéresse maintenant a estimateur multipas proposé par Giles [28] ¥V =
Zfzo Y; m, ot les variables Y 5, sont indépendantes et

— Yo, est la moyenne empirique de My copies indépendantes de f(X7),

— pour! € {1,..., L}, Y, 5y est la moyenne empirique de M; copies indépendantes
de f(X7)— F(X3 ).

(a) Vérifier que E[Y] = E[f(X2")] et en déduire que

log,(e/C)

3C' > 0,Ve €]0,1], L > — 3

= |[E[f(X7) - Y][<e.

(b) En remarquant que pour | € N*|
(FX3) = FX3T)2 <2 ((FXF) = F(Xn)? + (F(Xr) = F(XET))?)

vérifier que sup;cy. 2°E[(f(X2) — f(X27))?] < 400. En déduire

L
- - 1
3C < +oo t.q. VL € N', ¥(M,..., M) € N, Var (V) < O~ —
_ l

On pose p; = SQM =79 pour [ € {0,..., L}.

(c) Vérifier que 31 pr < 1= Var (V) < &2,
Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel a 7 = ZlL:O M;2!

Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var (V) < &2,
nous allons minimiser 7 sous la contrainte ZIL:() m < 1.

(d) Vérifier que 7 = % (ZZLZO(MZQI(1+°‘)/2)2pl> et en déduire & laide de I'inégalité

de Cauchy-Schwarz que
2
(Z 2[ (1—a) > .

atteint ce minorant et satisfait la

w|Q1

L. CZ 2k(1 a)/2
Veérifier que (Ml W
0<i<L

contrainte.
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(e) En déduire que le temps de calcul pour atteindre la précision € est d’ordre
Uos2@)® v = 1ot & sia > 1.
4. Comparer les temps de calcul de I'estimateur monopas et de 'estimateur multipas
pour le schéma d’Euler.

Pour j € {1,...,d} et x € R", on note g;(x) € R" la j-eme colonne de la matrice o(x) et
nxn ; 9o
do; € R™™ la matrice <6—x;(x))”

5. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour
lequel § = 1). Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma
de Milstein 7

Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements browniens

Pour j,m € {1,...,d}, on définit 0, : R® — R par 0;,,(x) = M(aﬂ) et

Nim(z) = M(x). On suppose que les fonctions 6, sont lipschitziennes. On
pose
d
Xt = xg + U(l’o)Wt + b(l‘o)t + Z 9]m(x0)WtJth
jm=1
- X X j .t d . .
Xi = Xy +0(X )W = W) +b(Xy)5 + D Oim( X)W — WhHW" - wi)
jm=1

6. Vérifier que
C < +OO, Vt € [O,T], EHXt — Ty — O'(LU())Wt|2] S CtQ et ]EHXt — .Z'0|2] S Ct.

7. Montrer que

N , . - e t2(142 X 1gjmm)
B {[(6n(X2) a7 — W — [ SHEE 2=
. 2
En déduire I'existence d’une constante C' < 400 telle que pour tout ¢ € [0, 7],
d
o\t % j j m m
B|octy)5 + X (X% W - W)
Jym=
; d ‘ ‘ 2
~ by = 3 Bmlen (87~ whHwr - W | <o
7,m=1

8. Pour ¢ : R — R fonction C* telle que ¢ et Vi sont Lipschitziennes, en remarquant
'existence d’une variable aléatoire oy a valeurs dans [0, 1] t.q.

p(zoto(x0)Wi)—p(x0)—Vp(x0).0(20) Wi = (Vp(0 + 0 (20) s Wt) — Vo(0)) .0 (20) W,
montrer
3C < 400, ¥t € [0,T], E[(p(X,) — ¢(z0) — Vip(0).0 (o) W7)*] < CF*.
En déduire I'existence d’une constante C' < 400 telle que pour tout ¢ € [0, 7],
E{ (o(X

) — (o)) (W — W%) - Z 8ajam(x0)W§”(Wtj - Wg) } < O,

7,m=1

t
2
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9. En utilisant les propriétés de symétrie de 6 et n, vérifier que

d d
> 00,0m (@) WEWE = WE) = 7 Bi(wo) [WE W/ = W) + Wi W = Wp)]
2 2 2 2 2 2
7m=1 7jm=1

d
37 Mplao) [WE W = W) = W (W = W)
7,m=1

10. Que vaut WIWy + Wr(W7 — W) + Wi(Wm —Wr) + (W] — WH (W — W) ?
2 2 2 2 2 2 2 2
11. En déduire I'existence d’'une constante C' < +oo telle que Vt € [0, T,

2

d
E || X = Xo= Y iy (20) WE (W] = W = WI(W" = W) | < CF.
2 2 2 2
j,m=1
On pose
_ t d . )
Xy = w0+ 0(20)(Ws = W) + blao) 5 + > O lao) (WY — WhHW" — Wi
7,m=1
d
_ _ _ _ ¢ _ i om
=X+ o(X )Wy +b(X1)5 + -Zl O (X )WIWE
J,m=

12. Vérifier que X; a méme loi que X; et montrer sans calcul I'existence d’une constante
C < 40 telle que Vt € [0, 7],

d 2
E||X =X = D jm(zo) (W] - W?)Wg — (W — Wg)Wg‘] < Ot

Jm=1

13. Conclure que

X, + X,

2
3C < +o0, Vt € [0,T], EH)@ - } < Ot

On note maintenant (XV) le schéma défini par XY = z, et la relation de récurrence :
Vk e {0,...,N —1},

d
. . X T . . ,
= XfZ+0(XfZ)(Wtk+1—Wtk)+b(XZZH)N+ > O (XYW =W (W, =W,

7,m=1

XN

tet1

Soit (X?V) le schéma défini comme (X?V) mais en transposant chaque paire d’accroisse-
ments browniens successifs i.e. en remplacant

(”17 ”E - ”L, ”£ - ”H, ”£ - ”&; sy W @N-1)T — 4! (2N-2)T, ”LNT - W (2N—1)T)
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N N 2N 2N T aN
par (Wg — Wl, Wl, W 4T — Wg, Wg — Wg,,w 2NT — W eN-1T, W Q2N-1)T — W (2N—2)T).
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N

2
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14. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch [29]?

< —
= N2

2
+ ‘X{X — X2V

X%N + X—%N

3C < 400, VNEN*,EHX}V— ;

. . 2 C
IEHX{FV — Xz 1 <5’

15. On suppose que les dérivées d’ordre 2 de f sont bornées. Montrer que

f(fv);rf(y) _ (x—;y)’ <Cle—yP.  (339)

dC' < +o0, Vx,y € R",

A 2 v 2 2
En déduire que E {(f(X:]pV) - w> } < 5

On admet que § = 1 pour le schéma XN, Quel est l'ordre du temps de calcul
nécessaire pour atteindre la précision e a ’estimateur multipas ¥ = ZzL:o Y n, de
E[f(Xr)] ou les variables Y, 5, sont indépendantes et

— Yo, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f ()A(%),
— pour! € {1,..., L}, Y]y, est la moyenne empirique de M; copies indépendantes

ol ool .
de f(X%)JZFf(X%) _ f(X%l 1)7

3.8.8 Discrétisation d’'un modele a volatilité stochastique

On considere le modele a volatilité stochastique
dSt = TStdt + f(Yt)St(det + 4/ 1-— deBt), S() = Sp > 0 (3 4())
dY, = b(Yy)dt + o (Y,)dWy; Yo =yo ’ '

ou (Bi)i>o et (W) sont deux mouvements browniens indépendants, r € R, p € [—1, 1]
et f,b,0 : R — R sont des fonctions régulieres (c’est-a-dire bornées et dérivables autant
de fois qu’on le souhaite avec des dérivées bornées) avec o qui ne s’annule pas.

On pose X; = In(Sy), tr, = kAt avec At = % ou N € N* est un nombre de pas de temps
et T' > 0 une maturité.

1. Que représente le coefficient p?
2. Ecrire I'équation différentielle stochastique satisfaite par le couple (X, Y;)i>o.

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (Y, Y)o<p<n de pas At pour le processus
(Yi)tepo,m 7 Rappeler sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce
schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de
Milstein pour le couple (Xi, Y;)icpo,r)- Que peut-on dire de la volatilité de (S;)i>0
lorsque la fonction o est nulle ? Et lorsque f’ est nulle ? Ecrire le schéma de Milstein
de pas At pour le couple (X, Y;)sejo.r] lorsque |p| = 1.

2. Notons que lestimation (3.39) appliquée & f = o permet de controler 'erreur liée au terme d’ordre
principal des schémas i.e. le terme linéaire en ’accroissement brownien.
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5. On note | F(y) :/ i(z)dz, fonction que l'on suppose réguliere dans la suite.

Vérifier que
dX, = pdF(Y;) + /1 — 2 f(Y)dB, + h(Y;)dt,
pour une fonction h que 'on précisera.
On définit par récurrence (X;, Jo<k<ny en posant Xy = In(sq) et Vk € {0,..., N — 1},

2

_ _ tpi1 1_ tri1
S = X +p(F(Y,) - FY)+ h(}@)dsw Af/ FA(Y.)ds(Bi., =B

tr tk

6. Vérifier que les vecteurs aléatoires ( Z \/ N t’“ Yy)ds(By,,, — By,))i1<k<n et
( Ot kf (Ys)st)jgkg ~ ont méme loi Condltlonnelle Sachant (Wt)te[o,T]- En déduire que
les vecteurs (X3, Jo<k<n et (X, )o<k<n ont méme loi.
Le schéma proposé et étudié dans [41] est le suivant : XV = In(s) et pour k € {0,..., N —
1},
XN

tk+1

= XN 4 p (FOGN) = FOGY)) + hG2)AL+ /T = 2l x (By,, — By

)
(VN tht1
ot 1 = \/(@Z)(Ydf) + %}f’“)/ (Ws - Wtk>d8) vy

ty

avec Y(y) = f*(y) et ¢ = infyepp(y) = infyep f*(y) > 0. L'objectif final de cet énoncé
est de montrer que si ¢ > 0 alors

C

= (3.41)

3C >0, VN e N*, E ( max | X, — XY )
0<k<N

Dans le reste de 1’énoncé on notera C' des constantes indépendantes de N qui
peuvent varier de ligne en ligne.

7. Comment peut-on simuler le vecteur (W, — Wi, tt:“ (W5 — W4, )ds)o<k<n—17 En
quoi, pour le pricing d’options exotiques, le schéma (X't];’ o<k<n est-il aussi perfor-
mant que le schéma de Milstein ?

8. Vérifier que

v V|2 < N N \2 N \2
Org}i>§V|th X,l"<cC (T1 + max (Tp})" + max (T3,k)>

k—1 2
o0 T = ma (F(Yi) — F(F)R + ma (Atzm(m —h(fc;v») |

0<k<N 1<k<N =
t k—1
TQ{Vk:/ h(Yy)ds — At h(Yy),
0 =0
N a N 1 [l
=3 (0 =g [ w00ds ) (B~ By,
7=0 J

1<k<N

k-1 2
9. Vérifier que max (% (h(Y:,) — h(Y;N))> < max (M(Y,)—h(YY))* et en
<

déduire que E(TN)
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10. Vérifier que T3, = fot’“ (Ts—s) ((bh’ + %)(Ys)ds + Jh’(YS)dWS> ou, pour s € [0, 77,
Ts = [x;|At désigne l'instant de discrétisation juste apres s. En déduire que
E(maxlSkSN(TﬁC)Q) < %

11. (a) Que peut-on dire du processus (T4y,)1<r<n ? En utilisant I'inégalité de Doob et

le caractere lipschitzien de la racine carrée sur [, +-o0[, en déduire que

B (s (?) < SE <i<<T5>2 g @f)%)

iy _ "YN) =o' (Yy,) [t
ou Tg:ﬂ;(}/z\[)_@/}(yt])_’_o—w( ]>At0w( ])/ (WS—Wt‘j)dS

- o' (V,) /tj+1 B 1 /tj+1
et T3 = (Yy,) + A7 . (Ws = Wy, )ds A, P(Yy)ds.
1 (ti+1 2
(b) Calculer E ((E tj” (W, — Wtj)ds>
E((T})°) < %2
(c) Vérifier que 7§ = 2, ["*(s—7) ((bw + 2 (V) ds + (o0 (Ya) — alp’(Ytj))dWs>

et en déduire que E((7¥)?) < <.
12. Conclure que (3.41) est vraie.

(Wu)ugtj) et en déduire que

3.8.9 Simulation du modele de Cox-Ingersoll-Ross I

On s’intéresse a ’équation différentielle stochastique

{dXt = a(b — Xt>dt + g4/ Xt th (3 42>

Xo = x9

ou a,b, 0,9 > 0 et (W;);>0 est un mouvement brownien réel.

Pour une étude approfondie de schémas de discrétisation pour ce modele, nous renvoyons
a [1].

Soit T'> 0 et N € N*. On pose At = T'/N et pour 0 < k < N, on note t, = kT /N = kAL.

1. (a) Quel résultat assure 'existence d’une unique solution a I’équation

dY; = —2Y;dt + 2 dB,
Yo = \/Zo

ol (B¢)t>0 est un mouvement brownien standard. Que peut-on dire du proces-
sus W, = fg (L{v.>0p — liv,<0y) dB, ? Vérifier que X, = (¥;)? est solution de
I'équation (3.42) pour b = Z—z.

(b) On se donne maintenant (W},..., Wg);>0 un mouvement brownien & valeurs
R? et pour 1 <7 < d on note Y;Z la solution de

dY; = —8Yidt + % dW;
Yy = L—ip/To.
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On pose X; = 3% (¥/)%. Que peut-on dire du processus

t 1 d ' 4 t
W :/ 1 xoo0) e Y;dwg+/ Ly, _opdW1?
t ) { >}\/z; 0 {Xs=0}

En déduire que X; est solution de I’équation (3.42) pour b = %2.
On admet désormais que I’équation (3.42) posséde une unique solution (X;);>o
telle que P(Vt > 0, X; > 0) = 1.
2. Vérifier que la variable thlv obtenue par le schéma d’Euler prend des valeurs stricte-
ment négatives avec probabilité strictement positive. Quel probleme cela pose-t-il ?

3. On pose « def 20%1’ et

Vo >0, s(z) = / y e/ dy.
1
Pour k,n € N* tels que 1/n < xy < k, on pose

7% =inf{t >0, X, ¢]1/n, k[}
™ =inf{t >0, X, >k}
T, = inf{t >0, X; <1/n}.

On admet que P(7% < +00) = 1.

(b_x) /

(a) Vérifier que Vo > 0, s"(z) = —« S ().

(b) Calculer ds(X;). En déduire que E (s (X,x)) = s(zo).
(¢) On suppose que v > 1. Donner lim,, ;o s(1/n).
En déduire lim,,_, P (anf =1 /n) puis lim, o P(7, > 7). Conclure que
P(vt < 7%, X; > 0) = 1 puis que P(Vt > 0, X; > 0) = 1.
4. On se place désormais dans le cas a > 1.
(a) Calculer < VX, W >,.
(b) En remarquant que pour 0 <k < N —1, /X,

(Wtk+1 — Wtk) est égal a

k+1

(\/ th+1 Y th) (Wtk+1 - Wtk) + th (Wtk+1 - Wtk) )

donner la limite en probabilité de fCV:_Ol VXterr Wiy — Way) lorsque N —
+00.
(c¢) Conclure que

N-1 2

mo+ Y Ka(b — Xy) — %) At + a\/;,c+1 (Wi, — Wtk)}

k=0

converge vers X lorsque N — +o00.
Ce résultat suggere 'utilisation du schéma implicite suivant

onxo et pour0 < k<N —1,
thﬂ = th + (a(b - thﬂ) - 02_2) At + U\/ th+1 (Wtk+1 - Wtk)

pour I'équation (3.42). En raison du caractere implicite, il faut vérifier que
I’équation de récurrence qui précede a bien une solution.

(3.43)
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(d) Vérifier que pour z > 0 et w € R, I’équation
(1+aAt)y® —wy — ((a — 1)0*At/2+2) =0

portant sur la variable y admet une unique racine strictement positive f(z,w)
que l'exprimera.

(e) En déduire existence d’une suite de variables strictement positives (Xy, )o<r<n
vérifiant (3.43).

(f) Pour insister sur la dépendance en la condition initiale zy, on note X7° la
solution de I'équation (3.42) en T et )2%0 son approximation obtenue par le
schéma implicite (3.43). On peut démontrer que zy — X7° est croissante.
Vérifier que zo — X%O satisfait la méme propriété (Indication : on pourra
commencer par s’intéresser a la monotonie de la fonction f(z, w) en sa premiere
variable).

5. Pour A > 0, on note p(t,\) = E (e*)‘Xt) la transformée de Laplace de X; pour le
parametre A. En calculant de=**¢, vérifier que ¢ est solution de 1’équation

Oup(t,2) + Aabip(t, ) + (Aa+ Z2) Dyp(t, A) = 0, (1,4) € Ry X R,
p(0,A) = e, A e Ry
(,0(1:,0) == ]_7 t - R+.

L’obtention d’une telle équation aux dérivées partielles suggere que l'on peut
déterminer la loi de X;. C’est effectivement le cas et il est possible de simuler suivant
cette loi, ce qui constitue une alternative au schéma implicite (3.43).

3.8.10 Simulation du modele de Cox-Ingersoll-Ross 11

On s’intéresse a I'équation différentielle stochastique

{dXt — adt + o/ X, AW, (3.4

X():JIO

ot a,o,xy > 0 et (Wy)i>p est un mouvement brownien réel.

1. On pose Y; = /zg + §B; olt (B);>0 est un mouvement brownien standard. Que
peut-on dire du processus W; = fot (1{}/520} — 1{YS<0}) dB,? Vérifier que X; = (;)?
est solution de I’équation (3.44) pour a = %.

On admet désormais que pour tout a > 0, I’équation (3.44) admet une
solution (X}):>o telle que P(Vt >0, X; > 0) = 1.

2. On souhaite maintenant montrer 'unicité pour (3.44). On suppose donc que (X;);>0

et (X¢)i>0 sont deux solutions telles que P(Vt > 0, min(X;, X;) > 0) = 1.

(a) Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Calculer fll/(l]\[nl]y4 I N) du,
En déduire sans I'expliciter I'existence d’une suite de fonctions py : Ry — R,

continues avec py nulle en dehors de [1/(NY*1n N),1/In N], vérifiant

8
uln N~

1/In(N)
/ pn(u)du =1 et Yu e RY, py(u) <
0
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(b) Pour N > 2 et z € R, on pose py(z) \xl I3 pn(w)dudy. Vérifier que ¢y est
une fonction C? paire telle que
i 8
Vz € R, |¢y(x)] < min (|1‘| g 8N1/4) . (3.45)

Verifier que Vz € R, 0 < ¢y (z) < 1. Que vaut ¢\ (x) pour x > 1/In N ? En
déduire que

1
Vr €R, [z| - LN = on(z) < [z. (3.46)

Ces fonctions régulieres qui approchent la fonction valeur absolue s’appellent
fonctions de Yamada.

(¢) En remarquant que pour x,% > 0, (vz — V#)? < |z — Z|, vérifier que pour

t>0,
~ t / 40215

(d) En introduisant les temps d’arrét, 1y, = inf {s >0:
montrer que E ((,pN(Xt — Xt)) < %.
(e) Conclure que E|X; — X;| = 0.

L

0.2

Z .
On se donne 7" > 0, un entier N supérieur ou égal a 2 et pour k € {0,..., N}, on
pose t, = kT/N.

(a) Vérifier que la variable thy obtenue par le schéma d’Euler prend des valeurs
strictement négatives avec probabilité strictement positive. Quel probleme cela
pose-t-il ?

3. On souhaite désormais discrétiser en temps ’équation (3.44) dans le cas ou|a >

(b) On note (X}Y)o<r<n la discrétisation de (3.44) & I'aide du schéma de Milshtein.

(3.4
En remarquant que Xt]ZH — (a — I) % est une variable aléatoire positive,

vérifier que ce schéma est bien défini.

il

7 % le dernier instant de discrétisation avant

(¢) Veérifier que si on note 7, = [
s € [0,T], alors

t
XtN:JZ()‘i‘at—F/ ( XN+ 9 (W WTS)) dWS
0

coincide avec le schéma de Milshtein aux instant .
(d) Soit ¢t € [0,T]. Calculer E(X}) et vérifier que
4

E (XY - X)) = (a2 + %) (t — 1) + 0% (2o + am)(t — 71).

En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que

VN € N*, vt € 0,7, E|X,Y — X[| <

=
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(e) Vérifier que pour t < T,

t 0.2
(X = X0 < [ X = X2 (o—m oy /XN~ T, - m)) aw,
0 ° 2

4

t
+/ <p§’V(XS—X§V)( 21X, — XN|+ (W W) )d.
0

(f) En utilisant notamment (3.45) et (3.46), en déduire que

1+ 802t

]E|Xt—XtN|S N

t
+802N1/4/ E<|XN XN|+ (W W) )d .
0

(g) Conclure a 'existence d’une constante C' > 0 telle que

C

VN €N, vt € [0,T], E|X, - X < .

En fait, on peut par cette approche montrer que (XNt € [0,7])yen- est une
suite de Cauchy dans un espace complet bien choisi et en déduire I'existence
pour (3.44).

4. On se donne maintenant b € R* et on note

1 J—3sib<0
b- +oosib>0

(a) Vérifier que pour ¢ > 0, 7 (¢ —1) < ;& (ol par convention 1/0 est égal & +00)

(¥ -1) aw, . P
fo \/HW 0 est un mouvement brownien réel.

et montrer que (

(b) Montrer que pour t < 1/b7, Y; = 1+bt
¢ du ¢ aw,
Y=z +/ a—0bY,)——+o0o Y, ——.
¢ 0 0 ( >1+bu 0 \/1+bu

(c) Vérifier que pour t > 0, max0<k<N 13 ( PRFDIN _ ebkt/N) tend vers 0 lorsque

(eb(k+1)t/N 1) AW
U
N — +o00. En déduire que Zk 0 /) Yi(eort/v_ 1)f eHR/N 1) i, converge

en probabilité vers fo \/ %
Conclure que <Zt =Y. (ebt_1)> est solution de
b >0

dZt = (a — Z)Zt)dt -+ O'\/Z dBt
Zy = o,

équation pour laquelle on peut montrer 'unicité en procédant comme dans la
question 2.

(d) En déduire une méthode pour approcher Zg ou S > 0.
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3.8.11 Simulation exacte en loi d’une EDS en dimension 1

Ce probleme présente dans un cadre simplifié la technique de simulation exacte proposée
par Beskos Papaspiliopoulos et Roberts [13].

1. Méthode du rejet
Soit (TW*);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées a valeurs dans un espace mesurable (C,C) et f : C' — [0, M] (ou M > 0)
mesurable telle que E(f(W1)) = 1.

On se donne également (A;);>1 une suite d’événements tels que conditionnellement
fWwo)

a (W7);>1 les A; sont indépendants et de probabilités respectives 1 — a7 e qui
signifie que
: f)
I Cc N E 1a, (W), = 1— ) 4
VI C N*, (!dl A( )]z1> ile[l < i (3.47)

(a) Pourquoi a-t-on M > 17 On pose
N = Z nlAmAgm..nAn_mA%-
neN*

Pour n € N*| vérifier que

1

(Wj)j>1) = f(]\w/;") h (1 - %)

=1

E <1A10A2m.,nAn_mAg

En déduire la loi de N et vérifier que P(N = 0) = 0.

(b) On pose Y = WH. Pour ¢ : C — R, mesurable et n € N* calcu-
ler E (1{ny=nyp(Y)). En déduire que les variables aléatoires Y et N sont
indépendantes et que

(c) Si on dispose d'une suite (U;);>1 de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
uniforme sur [0, 1] indépendante de (1W*);>1, comment génére-t-on usuellement
les événements A; ?

2. Transformation de 'EDS
On se donne sur (£2, F,P) un mouvement Brownien réel (W;,¢ < T'). On note E
I’espérance sous P. On s’intéresse a I’EDS

t t
X, =2 +/ o(Xs)dWy +/ b(Xs)ds, t<T
0 0

oo :R =R} et b:R — R sont des fonctions régulieres et o € R.

(a) On pose n(z) = f;o U‘Z). Pourquoi la fonction 7 est-elle inversible ?

Vérifier que Y; = n(X}) est solution de I'EDS

t
Yt=Wt+/ Y(Ys)ds, t <T
0

pour une fonction v a préciser.
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(b) On suppose que E (exp (— fOTv(YS)dWS — %fOT vz(Ys)ds)> =1 et on note Q
la probabilité sur (£, F) définie par

dQ T 1 [T
P exp <—/0 v(Ys)dW — 5/0 72(}@)0[3) .

Que peut-on dire du processus (Y;,t < T') sous Q7
En déduire que si ¢ : C([0,T],R) — R est mesurable et positive,

E (cb(Yt,t < T)j%) _E (Wit <T)). (3.48)

(¢) Vérifier a I'aide de la formule d’Itd que si on pose G(y) = [ v(2)dz,

2 e (~atm g [ s

Soit ¢ : C([0,7],R) — R mesurable et positive. En choisissant bien ¢ dans
(3.48), conclure que

E(o(Y;,t <T)) =E (W, t <T)f(W;,t <T)),

ol pour (z,t <T) e C([0,T],R),

1 (T
f(z,t <T) =exp (G(ZT) - 5/ [y + 7’](zs)ds) . (3.49)
0
3. Simulation exacte en loi
On suppose désormais® que la fonction z € R — H(z) = exp(G(2)) est majorée par
My et que la fonction z € R — 1[y% 4+ +/](2) est & valeurs dans [m., m, + A] avec
Mg, A>0etm, cR.

(a) Vérifier que la fonction f définie par (3.49) est majorée par M =
My exp(—m,T) et que la fonction z € R — I(2) = 1[4 + ¥](z) — m, est
a valeurs dans [0, A].

(b) On se donne indépendamment de (W;,t < T') deux suites indépendantes de
variables aléatoires i.i.d. (U;);>0 et (7;)i>1 avec Uy de loi uniforme sur [0, 1] et
71 exponentielle de parametre \.
On pose Sg =0et pourn>1, S5, =71+ ...+ 7,. Montrer que pour n > 1 et
(z,t <T) € C([0,T],R),

P<Sn§T<Sn+17U1 2 l<Z/€l)a7UnZ @)

= €_>\T/ H()\ — l(Ztl—‘,—...—I—tk))dtl e dtn
D

n
T k=1

3. Les hypothéses que nous faisons ici sont restrictives dans un but de simplification. Mais cette

technique de simulation proposée par Beskos, Papaspiliopoulos et Roberts peut étre adaptée des que
2

— la fonction exp (G(z) - 227) est intégrable sur R,

— la fonction [y% + 7'](z) est minorée par m. et I'une de ses limites supérieures pour z — +00 ou
pour z — —oo est finie.
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En effectuant un changement de variables approprié dans cette intégrale, en
déduire que

AT — f (2,)ds !
P<Sn ST < Sy, U 2 l(Z;J o Up 2 Z(ZS")) =e M ( On' ) .

Vérifier que cette formule reste vraie pour n = 0.

(¢) En déduire que si v = 2@1 n1{s,<T<Sni1}>

Hzr) | o Uzs) Uzs,)) _ fet <T)
IP’(U0§ U, > LU, > ) )- i .

My A
(d) Soit A I'événement de contraire Ac =
{UO < B0 g > W)y, > W) } Calculer E(14|(Wy, t < T)).

(e) En utilisant la question 1, conclure comment simuler en loi Y, et donc Xrp.

3.8.12 Meéthode de Monte Carlo pour les options asiatiques

Sur un espace de probabilité (€2, F,IP), on se donne (W});ejo,r) un mouvement brownien
réel standard. On se place dans le modele de Black-Scholes avec taux d’intérét r sous la

2
probabilité risque-neutre ol le cours & U'instant ¢ de actif risqué est Sy = Spe?Vet(r—F)t,
L’objectif de ce probleme est de récrire le prix

pos (oo (L [ sa)

de 'option asiatique de payoff ¢ sous une forme préparant ’application de la méthode de
simulation exacte décrite dans le probleme 3.8.11.

1. On pose v =1 — é et X; = % fot e~ Wu=rudy, pour t > 0.

(a) Vérifier que X = %fOT Spe? Wr=Wr-0+vtqy,

(b) Que peut-on dire du processus (Wr — Wr_¢)ieor) ?

(¢) En déduire que P = E(e " o(X7)).

(d) Donner lim;_,o+ X; et calculer d.X;.

(e) En déduire que le processus Y; = In(X;/Sy) est solution de 'EDS

=Y

1
dY; = odW, + vdt + ert, Yy = 0. (3.50)

(f) Pour Y une autre solution de cette équation, vérifier que d(Y; — Y;)?> < 0 et en
déduire I'unicité trajectorielle pour (3.50).

2. Pour t > 0 soit Z;, = %fg sdW + 1t
(a) Pour u,t > 0, calculer E(Z;) et Cov (Z,, Z;).

(b) Pour 0 <t <ty <...<t, <T, que peut-on dire du vecteur (Z,,..., 7, )7
Comment peut on le simuler ?

(c) Vérifier que + fo sdWy, =W, — 1 fot Wds et en déduire lim,_,o+ Z;.
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(d) Montrer que Z; est solution de 'EDS
Z
dZy = odW; + ~ydt — Tdt’ Zy = 0.

Pourquoi est-ce I'unique solution de cette équation ?
3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que 'on est amené a considérer
sont bien définies.

(a) Pour un processus (Hy)iwcpo,r) adapté a la filtration de W et suffisamment
intégrable, donner % tel que sous la probabilité Q, (B, = W, — fot Hyds)i<r
est un mouvement Brownien.

(b) Préciser H; pour que Z; soit solution de 'EDS

— 7

1
47, = 0dB, + ~dt + ert, Zo = 0.

(c¢) On pose

:
l—z+%5 —¢e~

o2t

Alt,z) =

A z o2 0A\ 0A 0?2 9*A
et f(t,Z): ?‘i‘ - = =5 E—Tﬁ (t,Z).

t 2 0z
En admettant que d’apres la loi du logarithme itéré, pour tout ¢ > 0, Z;, =
1
o(t27¢) en 07, donner lim;_,o+ A(t, Z;).

(d) Calculer dA(t,Z;). En déduire que fOT H,dW, — %foT H2dt — AT, Zr) +
foT f(t, Z;)dt puis que

P=E (¢(ZT)ef0T f<t7Zt>dt) ol 1h(z) = e T p(Spe?) et T,

3.8.13 Schéma de Ninomiya Victoir [61]

Dans cette partie, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de
fois que nécessaire avec des dérivées bornées.

Soit T'> 0,y € R, b : R — R une fonction réguliere et sur un espace de probabilité
(2, F,P), (Wi)iepo,r) un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a I’'Equation
Différentielle Stochastique

XO =Y,

(3.51)

Pour (¢, z) € Ry xR, on introduit x(t, z) la solution a 'instant ¢ de I'Equation Différentielle
Ordinaire issue de 2z a 'instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de ’'EDS :

{m(O, ?) =2 (3.52)

%x(t, z) =b(z(t, 2)).

On se donne N € N* et pour 0 < k < N, on pose t; = kT/N. On s’intéresse & un schéma
de discrétisation proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans I’exemple simple qui
nous intéresse, pour passer du temps t; au temps t;,;, ce schéma consiste & intégrer*

4. Si la solution de 'EDO (3.52) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir & un schéma de
discrétisation pour cette étape. Il faut choisir ce schéma avec soin pour préserver ’ordre faible du schéma
qui en découle pour 'EDS (3.51).
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I'EDO (3.52) sur l'intervalle [t, (2k+1)T] puis a ajouter I’accroissement brownien et enfin
(2k+1)

a intégrer 'EDO (3.52) sur l'intervalle de temps | et

XO =Y,
Vke{0,...,N -1}, X}, = (5\,,2 ) ou Z,H% = x(QN,th) +Win — Wa,.
(3.53)
L’objectif de ce sujet est de vérifier que 'ordre faible de ce schéma est en <. Pour cela,
on s’intéressera au cas d'un coefficient de dérive linéaire avant de traiter le cas général.

Les 2 questions peuvent étre traitées de facon indépendante.
1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Vy € R, b(y) = cy ou ¢ € R*.
(a) Quelle est la solution xz(t, z) de 'EDO (3.52) ? Préciser le schéma (3.53) dans

ce cas particulier. Vérifier que

k
Vk € {0,...,N}, X, = ye + eiN Z e (W, — W, ).
=1

, . v _ e2T_q %
En déduire que Var (Xp) = 55— x Sh()

(b) Quelle est la loi de X7 ? En déduire que X7 a méme loi que Xp + /A5 G
ot G est une gaussienne centrée réduite indépendante de (W});cpo,) et vy une
constante que 'on précisera.

(c) En remarquant que si f: R — R est une fonction C?, alors

1
Ve,z € R, f(x+2) = f(x)+ 2f'(x) + z2/ (1—a)f"(z + az)da,
0
en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,

E(F(Xr) ~ E(F(%r))| < 2Pl TN

Conclure que l'ordre faible du schéma est en 1/N?.
(d) On note th la valeur obtenue en ?; par le schéma d’Euler avec pas de temps
L. Calculer E(X7) et Var (Xr).

(e) On suppose ¢ > 0. Vérifier que X7 a méme loi que Xr+7n ++vFn G pour des
constantes 7y et 4y a préciser. Retrouver que l'ordre faible du schéma d’Euler
est en 1/N. Comment peut-on améliorer la convergence de ce schéma ?

2. Cas général : Pour f : R — R une fonction réguliere, on introduit la solution w,
supposée réguliere, de I’Equation aux Dérivées Partielles

{g_?(t,x) + Lu(t,z) =0, (t,z) € [0,T] xR , (3.54)

wT,z) = f(z), v €R
ol L est le générateur infinitésimal de 'EDS (3.51) : Lg(z) = 39" (x) + b(z)g'(2).
(a) Vérifier que

N-1

E(f(Xr) —E(f(X7)) = ) _ & on & =E (ultirr, Xiy,,) — ulty, Xy,)) -

k=0
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(b) Vérifier que % (t x) = L(Lu)(t,z). En admettant provisoirement que

_ _ _ _ T
E(u(trrr, Xo )1 X)) =u(terr, Xo,) + Lultp, th)ﬁ
1 _ T2 1

en déduire que &, = O (%) et conclure que l'ordre faible du schéma est 1/N2.
(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R — R réguliere
_ t3 1
E(9(Xt,)) = g(y) + Lg(y)t1 + L(Lg)(y ) +0 |+ (3.56)

propriété qui se généralise facilement en (3.55).

i. Vérifier que

sMﬁwD=m@+®w@ﬁ+%LfM@W@MQMMs

et en déduire que pour t au voisinage de 0,

g(x(t,2)) = g(2) + (bg)(2)t + b(bg'y(z)f

5 +0 ()

et x(t,2) = 2+ b(2)t + bb’(z)g +0(¢%).

1
oo (L))

+ (bg') (erb(y)%1 + 00 (y )tsZ W+ 0 (J\1f3>>

+ b(bg")" | y + b( )t—1+bb’( )ﬁ+W +0O 1 ﬁ+0 1
g y y 2 y8 t1 N3 8 N3 *

iii. Vérifier que E ((bg’) <y +b(y) 4 + bb’(y)% + Wy, + 0 (5)) ) est égal a

ii. En déduire que

9(Xi,) =g (y + b(y)t—1 + b (y)

2

t

b (4) + 00 5 + 3090+ O 35 ).

iv. Vérifier que E (g <y +b(y) % + bV (y )% + Wy + 0 (35) ) est égal a un

terme en O ( ) pres a la fonction

ty t2 1 t2 1 t2 3t
"x (b= b L)+ g x (0P 4t gyl L@
g+gx<2+ 8)+29X(4+1+69 2) " 249
prise au point y (¢*) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).
v. En remarquant que

1 1 1 1 1 1
L(Lg) = 76(V'g +bg") + 5b(bg") + 7b(bg')' + 5 (bg')" + §b9(3) + 19(4),

conclure que (3.56) est vérifiée.
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Dans le cas de 'EDS générale posée en dimension n avec (W1, ... W9) un mouvement
brownien standard de dimension d :
d
dX; =) 0;(X)dWY + b(X,)dt
j=1
oubetles o; = (015,...,045)", 1 < j < dsont des fonctions régulieres de R™ dans R,
le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy)i<p<ny de variables
uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W?, ... W%). Pour passer de
I'instant ¢; a 'instant ¢5q, il consiste a
1. intégrer sur la durée ;5 I'EDO di:v [b - - Z 8%0]] ou do; =

<8aij )
902 J1<i1<n’

2. 81 Ugyy < %, intégrer successivement pour j croissant de 1 a d 'EDO %x(t) =

o;(z(t)) sur la durée aléatoire Wkar )

mais pour j décroissant de d a 1.

— W . SiUpp > %, effectuer la méme opération

3. Reprendre la premiere étape.

3.8.14 Schémas de Ninomiya-Victoir [61] et de Ninomiya-
Ninomiya [62]

Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé a la fin du probleme dans
les questions 8a et 8c.

1. Soit (X,Y) un couple qui suit la loi gaussienne N3 (< 8 ) , ( Z Z )) On suppose

a>0etonpose Z=Y — ¢
(a) Quelle est la loi de (X, Z) 7
(b) Vérifier que E(X*) = 3a?, E(X?Y?) = ab + 2¢%, E(X3Y) = 3ac et E(XY?) =
3bc.
(c) Montrer que pour [,m € N, E(X'Y™) = 0 dés lors que [ + m est impair.
Dans toute la suite, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois

que nécessaire avec des dérivées bornées et ¢ désigne une fonction réguliere de R™ dans
R.

Soit T >0,y € R", 0 : R® — R™™? ¢t b: R®" — R" deux fonctions régulieres. Sur un
espace de probabilité (€2, F,P), on se donne également (W;),c[0,7] un mouvement brownien
a valeurs R?. On s’intéresse & 'Equation Différentielle Stochastique

Xn =
o= (3.57)
dX, = o(X,)dW; + b(X,)dt.

On note L 'opérateur différentiel du second ordre défini par

n

Lo(z) = % Z ay(x)0s. xl(p )+ Z bi(x ) ou a;(z Z oij(x)oy(x

il=1

Pour j € {1,...,d}, on note également 0;(z) = (0;;(2))1<i<n € R™ la j-éme colonne de la
matrice o et 00;(z) = (04,01(x))1<1i<n € R™ ™.
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2. Ecrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. A quelle condition peut-on
I'implémenter ?

3. Pour f : R — R une fonction réguliere, on introduit la solution u, supposée
réguliere, de I’'Equation aux Dérivées Partielles

ou "
G (t.w) + Lu(t,z) = 0, (t,z) € [0,T] x R (3.58)
uw(T,z) = f(r), v € R"

On note également (X;, )o<r<n le vecteur obtenu sur la grille temporelle t), = o

par discrétisation de I'EDS (3.57) par un schéma approprié tel que Xy = y.
(a) Vérifier que

N-1

E(f(X7) —E(f(X7) = Y & ot & =E (u(ter, Xy,,) — ults, X)) -
k=0
(b) Vérifier que 22(t,x) = L?u(t,x) ott L>u = L(Lu). En déduire que
2

_ T - T 1
U(tk+1, th) + NLu(tkH, th) + WL u(tkH, th) = U(tk, th> + O (N3>

(c) Conclure que si pour tout k € {0,..., N — 1},

) _ _ T _
E(u(teyr, Xo )| Xe,) =ultirr, Xe,) + NLu(thrh Xi.)
2

T 1
+ WL u(tppr, Xy,) + O <N3> (3.59)

alors & = O (x5) et ordre faible du schéma est 1/N2.

L’objectif du probleme est de démontrer que (3.59) est vérifiée pour deux schémas proposés
récemment par Ninomiya et Victoir [61] et par Ninomiya et Ninomiya [62].

4. Pour j € {1,...,d}, on note V; l'opérateur différentiel du premier ordre défini
par Vio(z) = oj(x).Ve(z) = Y1, 04j(2)0,¢(x). Pour V et W deux opérateurs
différentiels, VW désigne l'opérateur différentiel (en général différent de WV') défini
par VIWWp(z) = V(W) (x). Pour m € N*, V™ désigne l'opérateur V... V.

. m fois
Enfin, on pose Vo = L — %ijl V7.
(a) Exprimer L? a Paide des V;, i € {0,...,d}.
(b) Montrer que pour j € {1,...,d},

Z UZ] UlJ x acl + Z (Z al”z Ul] Ul] )) angp(x)
i,l=1 i=

et en déduire que Vop(z) = 0o(z).Vo(z) ot og(x) = b(z) — %Z?Zl dojo;(z).
5. Pour n : R — R"™ une fonction réguliere on note V l'opérateur différentiel du

premier ordre défini par Vo(z) = n(z).Vo(z) et (V' (z))ier 'unique solution de
I’Equation Différentielle ordinaire

St = nly(@), 9(0) ==
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(a) Calculer %:(x)) et en déduire que Vt € R, op(eV(2)) = o) +

fot V(e (z))ds.
(b) En déduire que pour tout [ € N,

(e (x)) = Z tmvm / / /OSl Vit p(eseV (2))dsyyy . . . dsy.

m=0

Indication : écrire [’égalité de la question précédente en remplacant @ par V™

oum > 1.
Justifier la notation eV (z) et vérifier que p(e'V(x)) = Zinzotvm—!‘p(x) +
O(Jt|"*h).

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé a une fonction
réguliere de R™ dans R™. Montrer que pour s,t € R,

PEPT T i Ul RO TR

mylme!
m1,mg>0 1 2
mi1+mao<l

Indication : écrire le développement a lordre | de o(e*V (y)) en une valeur bien
choisie de y € R™.

6. Soit t > 0, Gq,...,G4 des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour
jed{l,...,d}, Z; = VtG,;.
(a) Pour m = (myg,...,mgr1) € N2 on note ||m|| = 2(mg + may1) + Z;l:l m;.

Expliquer comment obtenir 1’égalité

E [(p(eévoezlvl ... eZaVagz¥o (m))]
]l May1y,mg m11/mo
=y B WU VBV pram g 4 o),

<5 2motmati  myglmy! .. omglmgyq!
(b) Remarquer que sil existe j € {1,...,d} tel que m; est impair, alors E[G]"" X
x G = 0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d+2)-
uplets m tels que ||m| € {0,2,4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0, ...,0),
les seuls termes non nuls de cette somme correspondent aux cas suivants ot on
ne précise que les m; non nuls :
(1) mo+map1 =1,
(2) m; = 2 pour un indice ¢ € {1,...,d},
(3) m; =4 pour un indice ¢ € {1,...,d},
(4) m; = m; = 2 pour un couple d’indices i < j € {1,...,d},
(5) m; =2 pour un indice i € {1,...,d} et mg+ mgs1 = 1,
(6) mo+ may1 = 2.

(c¢) Conclure que

E [¢<€%V0621V1 . eZdVde%VO(:c))} = p(x) +tLy(x)

271 1
%(i)%ﬂi PR AGES {%ZV2+ZV2%}+%> (z) + O(t*).
=1

1<i<j<d i=1
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(d) En déduire que

E %gp(eé%ezlvl ... eZaVagsVo (x)) + %g&(eévoezdvd L eDVigsho (z))

= p(x) + tLo(x) + §L2go(3:) + O(t%).

7. Le schéma de Ninomiya et Victoir [61] nécessite de générer une suite (Ug)i<r<n
de variables uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W?, ... W49).
Pour passer de X;, a Xy, ,, il consiste a

(i) Intégrer sur la durée 5= 'EDO Ly(t) = oo(y(t)),

(i) Si Ugsr < %, intégrer successivement pourj croissant de 1 a d ’'EDO %y(t) =
oi(y(t)) sur la durée aléatoire W} —— W} . Si Uy >

k+1
opération mais pour j décroissant de d a 1.

%, effectuer la méme

(iii) Reprendre I'étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

2

E(p(Xy,)) = ¢(y) + %Mp(y) + %ng(g/) +0 (%) :

propriété qui se généralise facilement en (3.59).

8. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu'il faut intégrer (d+2) EDOs
a chaque pas de temps, ce qui peut s’avérer tres cotiteux. Ninomiya et Ninomiya
[62] ont proposé un schéma qui préserve 1'ordre de convergence faible en 1/N? mais
dans lequel il suffit d’intégrer deux EDOs a chaque pas de temps.

(a) Soit (G, Ga,)1<j<a des couples i.i.d. suivant la loi N3 <( 8 > , < CCL Z ))

A T’aide de la question 1, montrer que E(H?Zl GY;Gy7) = 0 dés que la somme
des deux coordonnées de 1'un des couples (;, m;) € N? est impaire.
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(b) Soient «, 8 € R. Expliquer comment obtenir 1’égalité

E (@(etﬁV0+\/ZZ?=l GQ‘jvjetaVO—‘r\/ZZ}i:l GV (l’)))

d 2. 2
= elz) + tVop(x) (e +B) +1 ) Vie() (IE(Gz) +B(G1,,Gag) + E(sz)>

j=1
2

d 2 ) . 2.
+t2 Z {V]-Vijcp(x) (aE(Cél’j) + (a+p) E(Gl’éGz’j) + 5E(C;2j)>
j=1

2 2
+2V2p(x) (O‘ +ap+ 62)

— ( E(G1,G24) +E(G)) | ﬁE(G%J)>
2 6
E(G G2 +E(Gy:Ga.; E(G? .
+ V2‘/0§0 < ) 2( 1,5 27]) +ﬁ ( 627J)>

E(G1 . E(G3 .Ga;) E(G?.G:.) E(G1;G3.) E(G:))
4 Ni \J 1,j~2,5 2,5 2,7
Vi) ( 21 s 6 4 6 o }
d 2 2 2 2 2
<G1 G ) E<G1 G1,;G2 ) E(Gl ‘Gz )
2 27/2 )t X »J 5] K J
+tiZ=:l{ViVj<p(z)< m + 5 + 0

i#j

E(Gl,iGZiG%,j) E(G%,iG%,j)
6 24

(G3,G1;)  E(G:,G1;Ga;) +E(G1,iG1,jG2,iG2,j)

VT (S : ;

E(G1:G2,:G3 . E(G2.G% .
( 1, 62, 27])+ ( 22,14 2,]))}+O(t3)

(c) Soit u > 1/2 et ¢ € {—1,1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1 +
u—ey/2Q2u—1) et c = —u+ gw, ( CCL g ) est bien une matrice de

. , v/ 2(2u—1) 4o
covariance. En posant également o = e¥——— et § =1 — «, vérifier que

(0 +b+2c=1=a?+ 4ac+ 2ab + 4¢* + 4bc + b?
aa+ b+ 3(a+P)c=0

aa + b+ 3a(c+b) =3/2

aa+ Bb+ 3B(c+a) = 3/2

a® + 4ac + 6ab + 4bc + b* = 3

L a? 4+ dac+ 6¢* + 4bc + b* =0

En déduire que pour ce choix

d 12
E <g0(6tﬂv0+\/izj:1 G2,V taVo-H[Z 1G1,5V; ( ))) — §D<$)+tLg0(ZL‘)+§L2@($)+O(t3)

(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya ?
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3.8.15 Estimateur parametrix du prix d’une option vanille

Ce probleme est consacré a l'estimateur parametrix introduit dans [10] du prix E[f(Xg)]
d’une option vanille de maturité S déterministe, de fonction de payoff f : R — R, C*
a dérivées a croissance polynomiale, portant sur le sous-jacent (X;):<g dont 1’évolution
temporelle est donnée par 'EDS

XO = 2o

ou (W;);>0 est un mouvement brownien standard de dimension 1, o,b : R — R sont des

fonctions C*° & dérivées bornées et inf,cg o(x) > 0. On pose |a(z) = o?(7) |

Représentation Poissonnienne d’une somme d’intégrales multiples Soit (N;):>o
un processus de Poisson de parametre A, de temps de sauts (Tj)g>1, indépendant de
(Wy)i>0 et pour tout k € N, 1y, : [0, S]¥ — R, une fonction mesurable (1y € R, est une
constante).

1. On pose Ty = 0. Que peut-on dire des variables aléatoires (7, = T} — Tg—1)k>1 7

2. Soit n € N*. Exprimer a l'aide du vecteur (7,...,7,41) la variable aléatoire
Ling=n}¥n(Th, ..., Ty). En déduire que

3. En déduire, avec la convention vy(11, ..., Ty) = 1o, que

Z@/)o-l—Z/ AU (S =y, ..., S —up)duy, . .. duy.

neN* 0<un<up—1<..<up <S

Méthode parametrix Pour s > 0 et 2 € R, on note X7 la solution a l'instant s de
I'EDS

szx%—/ U(Xjf)qu+/ b(X,)du
0 0

et )_(f_ =z + o(z)W, + b(z)s. Pour ¢ : R — R réguliere, on note également, Pyp(x) =
E[o(XZ)] et Psp(z) la solution de 'EDP

{88Ps<p(:v) = L(P,p)(z), (s,7) e Ry xR
Pyp(z) = p(z), z € R

On admet que cette solution est C'™° avec des dérivées bornées.

alx)

ou Ly(z) = 5 P (z) + b(x)y' (x).

4. Soit t > 0 et z € R. Calculer dP;,_sp(X?) par la formule d’'Itd et en déduire que
Bip(x) = Elp(X7)].

5. Vérifier que pour s > 0, X possede la densité g,(z,y) = L e_%
Calculer 9, In(gs(z,y)) et en déduire que d;Pyp(z) = [, ¢(y)0s(z,y)gs(x, y)dy ol

; 1 =z —b@)s) | b(a)(y — x — b(x)s)
bsay) = 2 2a(z)s? * a(z)s '
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6. Calculer 0,1In(gs(z,y)) et vérifier que

oo = (L5 DT o)

Expliquer sans détailler les calculs, comment en déduire que P,Li(xr) =

Je 0 (W)0s(z,y)gs(z,y)dy ot
Ou(wy) = %@”(y) W)+ YT b%)(b —a)(y)
a(y) ((y—=z—b(z)s)* 1
P (e )
7. Remarquer que pour t > u > 0, Ou(P_yPup(z)) = —(0sPy|smt—u)Pup(x) +

P,_,LP,o(z) et en déduire que

Pip(x) — Pip(x / Qt—uPup(z

ou Qs(x fR (x,y)gs(x,y)dy pour une fonction 5 que l'on exprimera a
I’aide de9 et 0.
8. Montrer que (P, — B)p fo Qi—wPup(z)du + f(f Qi—u(P, — P,)p(x)du.

9. En déduire que pour tout m € N¥,

E[f(Xs)] = Psf(wo)

m

+ Z/ QS*M Qulfug LR Qun_17unpunf(x0)dul v dun + Rm
0

n=1 Y 0<up<up_1<..<ur<S

ou
Rm = / QS—ulQul—ug . Qum 1— um< U, pum)f(xO)dul cee dum
O<um<um 1< <u1<5’

10. En admettant que lim,, .., R,, = 0, en déduire a l'aide de la question 3 que
E[f(XS)] = eAS]E [)‘_NSQT1QT2—T1 s QTNS—TN571PS—TNS f(xO)] ;

ou, par convention, Qn, Qr,—1; - - - QTNS—TNS—l PS—TNSf(%) = Ps_1,f(x0) = Psf(x)
si NS = 0.

On définit par récurrence

XO = 29
Vk € {07 ooy Ng = 1}7 XTkJrl = XTk + J(XTk)(WTk+1 - WTk) + b(XTk)(TkJrl - Tk)
Xg = Xry, +0(Xry ) (Ws = Wry ) + b( Xy (S — Tng)

ou la seconde étape n’a pas lieu lorsque Ng = 0.
11. Quelle est la loi conditionnelle de Wg — Wr, - sachant (Ny)i<s et (Wy)i<ry, ? En
déduire que
E [ f(Xs)[(Noess, (Wi, | = Ps-ry, /(X
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et sur {Ng > 1},

E [ f(X8)0ry, -1y (g, X )N (Voducs, (Wit | = Qg Py, F (K, ).

En déduire que sur {Ng > 1},

Ngs

f(XS) H eTk_Tk—l (XTk—U XTk)
k=1

E

(Nt)tSS] =Qnln-1 - QTNS—TNS,lps—TNSf(%)-
12. Conclure que

Elf(Xs)] = ¢*E

Ns
)‘_st(XS) H eTk_Tk—l (XTk—N XTk)]
k=1

avec la convention que le produit vaut 1 lorsque Ng = 0.

3.8.16 Schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings

Sur l'espace de probabilité (€2, F,P), on se donne un mouvement brownien (W;);>¢ de
dimension n et un vecteur aléatoire X a valeurs dans R™ indépendants. Ce probleme est
consacré a la simulation de ’Equation Différentielle Stochastique

t
X, = Xo+ W, — / VV(X,)ds
0

ot V : R" — R une fonction réguliere telle que [, e7>V®)dz = 1. On suppose en parti-
culier que V est C? et que VV et V2V sont lipschitziennes et bornées.

Dans la seconde partie, on montrera que si X, possede la densité e 2V® par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R”, alors pour tout ¢ > 0, X; possede également la densité
e 2V(®)  La premiere partie est consacrée a I’analyse de la convergence forte du schéma
d’Euler ou, a chaque pas, la nouvelle position est acceptée ou rejetée suivant la regle
de Metropolis-Hastings, ce qui permet d’obtenir une dynamique qui préserve la densité

invariante e=2V(®),

Schéma d’Euler On suppose que Xy = 2y ou g € R” est déterministe.
1. Ecrire le schéma d’Buler (X, )o<p<n sur la grille (¢, = EDYo<k<ny ot T €]0, +oo] est
I’horizon de simulation et N € N* le nombre de pas de temps.
2. Quelle est la vitesse forte de ce schéma pour ’'EDS considérée ?
3. Quelle est la loi de X;, ? Donner sa densité que 1'on notera z; — q(xg, z1).
4. Exprimer a l'aide de

1 1
ﬁ(l’o, lL‘l) = 2‘/(1’0) + §|ZL‘1 — X9 + VV([Eo)t1|2 — 2V(ZL’1) — §|JZO — T+ VV(Z‘l)t1|2
1 1

le taux d’acceptation a(xg,z;) de l'algorithme de Metropolis-Hastings avec noyau
de proposition de densité g(xo, 1) et densité cible e=2V().

5. Montrer que

3C < 00, VN € N*, Vzo € R", E(|X;, — z0|°) < CN /2,
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6. Remarquer que x — |VV (z)|? est Lipschitzienne, vérifier que

2V (z0) — 2V (1) + (21 — 20)"(VV (20) + VV (21))

— %/01(1 —u)(z — x0)" (VQV(:M - g(ffl — x0)) = V*V (2o + g(xl B xo))> (1 = o)du,

et en déduire que
3C < 00, VN € N*, Vg, 21 € R, |B(z0,21)| < C(|lz1 — 20| + |71 — 20|/N).
En remarquant que Vz € R, (1 — e*)" < max(—z,0) < |z|, conclure que

3C < o0, VN € N*, Vg, 71 € R™, 1 — a(xg,71) < O|zy — 20]* + |71 — 20| /N).

7. Si U est variable uniforme sur [0,1] indépendante de (W;)i>o et X, =
xol{U>a(;p07th)} + th 1{U§a(ro,Xt1)}’ montrer que

3C < 00, YN € N*, Vap € R”, E (|th - thﬁ) < ON%2,

8. Soit maintenant Ytl =yo + Wy, — VV(yo)t1 on yg € R™. On pose
f(l'o, yO) =E (’Xh - }_/t1|2) :

En décomposant sur les événements {U < a(xg, X3, )} et {U > a(zg, X;,)}, montrer
que ) ) ) ) ) )
|Xt1 - Y;fl |2 < (1 + 1{U>o¢(xo,)_(tl)})‘Xt1 - Y;fl |2 + 2|Xt1 - th ’2

et en déduire que

3C < 0, VN € N*u \V/xoayo € Rn7 f<$0790> S (1 +C/N>|LU0 - ?JO|2 + CN_5/2‘

On introduit le schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings défini par Xo = 20
et la relation de récurrence

Vk e {0,...,N — 1}, {{QW = {Qk + Wiy = Wy, = VV (X, )t

th+1 - thl{Uk+1>a(th’th+1)} + Xt’f“ 1{Uk+1ga()ztk’)~(tk+1)}

ou (Uy)1<k<n est une suite indépendante de (W;);>¢ de variables aléatoires indépendantes
et uniformes sur [0, 1]. L’intérét de I'acceptation de Metropolis-Hastings est d’assurer que
la densité e 2V (®) est invariante.

9. Montrer que pour k € {0,...,N—1} E <|)2',5,€Jrl - th+1|2> =K (f(th,th)> et en
déduire que

k—1
Vke{1,....N}, E (|th - th|2) <CN2N (14 C/NY.

J=0
Conclure que

3C <00, YN € N*,  sup E(|X;, — X, [2) <ON¥2
ke{0,...,N}
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Densité invariante de ’EDS
10. Que peut-on dire de (Z; = X, — Xo)sejo,q sous la probabilité Q de densité & =

ef()t VV(XS)'dWS_%f(f ‘VV(XS”QdS par rapport E\l ]P)?

11. Pour ¢ : R® x R™ — R mesurable bornée, vérifier que
E(p(Xo, X)) = EY (SD(XO, Xo + Z)e~ Jo VV(Xo+Z.).dZs—5 §|VV<X0+ZS>|2ds)
et en déduire que

E(p(Xo, X1)) = E ((Xo, Xo + Wy)e! X0V (XotWi+ 3 fj(aV-TVE oW ).

12. Soit (By)secp, un mouvement brownien indépendant de (W)s>o et de X,. Pour
0 <r < s <t caleuler Cov(B, — %(By — W), By — 3(By — W;)). En déduire que
(Bs = Bs — $(By —W,))sejo,g st un mouvement brownien indépendant de X tel que
By = W, puis que

E(p(Xo, X)) = E (¢(Xo, Xo + W,)e" XK=Vt Wy, (X, X + W3))

ol Yy(, y) = B (3 WAV TVt futBi B0t )
On supose désormais que X, possede la densité e=2V(®).

13. Montrer que

n V() () — 2=yl
E(p(Xo, X)) = (2nt) /2/ o(z,y)e VDV (, ) dady.
R xR

14. En remarquant que (By)scp,g @ méme loi que (B;_s — By)scpoy, vérifier que (By —
2By)sefo,g @ méme loi que (B;_s — t’TSBt)se[o,ﬂ. Conclure que ¥ (z,y) = Yi(y, x).

15. En déduire que E(p(Xo, X;)) = E(p(X;, Xo)) et conclure que X; possede la densité
€—2V(z).

3.8.17 Théoreme de Wong-Zakai

Sur l'espace de probabilité (€2, F,P), on se donne un mouvement brownien (W;);>¢ de
dimension d. Pour un horizon T €]0, +o0o[ et un nombre N € N* de pas, on considere la

grille uniforme (¢ = %)ngs ~. Pour discrétiser la solution de ’'EDS

dX, = o(X,)dW, + b(X,)dt, Xo = ¢ (3.60)

ol 29 € R, 0 : R" = R™? et b : R® — R" sont supposées lipschitziennes, on peut étre
tenté d’approcher la trajectoire brownienne par interpolation linéaire sur chaque intervalle

[tk, txr1] en posant WtN =W, + Weppr =Wty

rr— (t — tg) puis de résoudre

dXYN = o(XM)dWY +b(XN)dt, X} = . (3.61)

1. Vérifier que pour tout k € {0,...,N — 1}, (X} )tep ., satisfait une équation
différentielle ordinaire et en déduire que (3.61) admet une unique solution.

On se place d’abord en dimension n = d = 1.
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2. On suppose en outre que 0 : R — R* est C* et b =0 et on pose ¢(z) = f;; %.

(a) Vérifier que pour tout k € {0,..., N}, (X)) = W,, et en déduire que X7’ ne
dépend pas de N. On note Yr cette valeur.
(b) Dans le cas o(x) = z, calculer ¢ et vérifier que Yr # Xr. En déduire que le
procédé d’approximation ne converge pas vers la solution de (3.60).
(c) Calculer (¢ ') et (¢71)". En déduire que (Y; = ¢~ 1(W}))sepo,r] est solution de
I'EDS dY; = o(Y;)dW, + %00’(Y})dt, Yo = xo.
3. On suppose que le processus d’Itd (Y;):eo,r) est solution de I'EDS au sens de Stra-
tonovitch
dY; = o(Y:) o dW; + b(Yr)dt, Yo = x0 (3.62)
oli, pour un processus d'Itd (H)scpor et t € [0,7], on définit I'intégrale de
Stratonovitch f(f H, o dW, comme la limite en probabilité lorsque n — oo de
ch:_Ol M(Wtkﬂm — Wine). La fonction o : R — R est supposée C? avec
oo’ lipschitzienne.

(a) Quelle est la limite en probabilité de ff:_ol Hy, (Wi, iat — Wipne) 7 En déduire
que f; H,odW, = fot H,dW, + %(H, W),.

(b) En déduire la partie intégrale par rapport a diW; de la décomposition de o(Y)
comme processus d’Ito puis d{o(X), W);.

(c) Conclure que (Y3):cpo,r) est solution de 'EDS au sens d’'It6

oo’

dY; = o(Y,)dW, + (b + 7) (Y;)dt, Yo = . (3.63)

4. On suppose que o est C? avec o, 0’ et 0" bornées et que b est C'! avec b et b’ bornées.
L’objectif de cette question est de montrer que sous cette hypothese

C
« N _ o2
3C < o0, VN € N, Orsnkz%%E [1X) =Y, < N (3.64)

(a) Ecrire le schéma d’Euler (Y V)o<ken appliqué & (3.63) et préciser son erreur

forte.
(b) Vérifier que pour t € [ty, tpy1], XN = fo(XN)dt avec fi(x) = a(x)%—l—
b(x).

(¢) En déduire que pour t € [ty, try1],
XY =X+ fu(X)(t — ti) +/tt /t fefr(XNVdrds
K,
et que pour r € [tg, tyi1],
oo’ (X)) =00' (X)) + / ' fre(od") (XN du.
122
(d) Conclure que pour k € {0,...,N — 1},

XN

tet1

oo’ T
=X +o(X )Wy, — Wi,) + (b+ 5 ) (X{Z)N + R+ R,
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/

avec Ryt = 22 (XN (Wi, — Wi )? = (trer — ti)) et

B Wi, — W,
Rifi = / (ter = 7) (%@o’ + ol )(X) + b (X >> dr
tr k+1 k

n /t’“+1 (i1 — u)* (W, — Wi, )? (Wt’““ — Wi
e 2(th1 — tr)?

Lo(oo’) (XYY + b(aa’)'(XiV)) du
ter1 — Tk
(e) Que valent E |:(Wtk+l — Wtk)Q], E [(VVtk+1 — Wtk)4] et £ |:(Wtk+1 — Wtk)6:| ?

(f) Que vaut E[RﬁllR,ierll] pour j < k7 En déduire que V¢ € {0,..., N — 1},

4 2
’ C+10)T? _ |oo'|AT?
EKZR'%) } <lloo'le—nz = "5y

k=0

(g) Vérifier que pour k € {0,...,N — 1}, E {(R,ff‘l)?} est majoré par

K T 5T°
lbo” + oblloe 75 + 10V llse 377 + llo(00") o575 + N0(00)

» T°
3N
(h) En déduire 'existence d'une constante Cr < oo telle que

¢ 2
VN e N*, ¥/ €{0,...,N — 1}, E[(;(Rfjﬁl +R{jfl)) } < %
On pose e(t) = S0 E (XN = V2] Lppin () + E (XN — Y2)?] Loy et b =
b+ %
(i) Montrer que pour ¢ € {1,..., N},

-1

SOE[(0(X) = (V)2 + TR(XY) = b))+
k=0

3Cs

3T
E [(ng —th)z] <= N

- N
(j) En déduire que V¢ € [0, 7], e(t) < 22 +3(||0'||% + T)0')1%) fg e(s)ds puis que

3C 2 -
N N |2 R 3(|lo OO+T b 2 T
max B [1X) = Y¥?] < S ReMIe R TIVIRT,
(k) Conclure que (3.64) est vraie.

On se place désormais en dimension quelconque et on suppose toujours o bornée ainsi que
ses dérivées jusqu’a lordre 2 et b : R® — R™ C* bornée ainsi que ses dérivées d’ordre 1.

Pour j € {1,...,d} et x = (x1,...,2,) € R", on note oj(x) la j-éme colonne de la matrice
o(z) et Ooj(x) la matrice dont le terme d’indices 7,1 € {1,...,n} vaut (Jo;(z))y = a"%ﬁ.

5. Donner la forme It6 de 'EDS (3.62).

6. Vérifier que pour j,m € {l,....d} avec j # m, et (Hy )o<k<n—1 UnDE
suite de variables aléatoires bornées par une constante C et adaptée a la
filtration du mouvement brownien (W;);>o, pour tout ¢ € {0,...,N — 1},

) . 2 272
B | (S0, - Wiy, - win) | < euer

7. En déduire comment montrer que (3.64) reste vraie.
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3.8.18 Ordre convexe entre deux diffusions via leurs schémas
d’Euler

Ce probléme est consacré a l'approche développée dans [63] pour démontrer 1'ordre
convexe sur l'espace des trajectoires entre les solutions de deux équations différentielles
stochastiques a coefficients de dérive nuls et sous des hypotheses de convexité et de com-
paraison de leurs coefficients de diffusion.

Soit T' > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (€2, .A,P) muni d’une
filtration (F;)¢>0, on considere un Fi-mouvement brownien W; a valeurs R<. On se donne
également des coefficients o : [0, 7] x R® — R4 et b : [0,T] x R® — R" mesurables et
qui vérifient

Vo € R, |o(t,a)] + b(t,a)] < K(1+[2])

Lip) 3K < oo, Vt € [0, T],
(Lip) [0,7T] {Vx,y e R", |o(t,z) — o(t,y)| + |b(t,z) — b(t,y)| < K|z —y|

On s’intéresse & I'Equation Différentielle Stochastique

{dXt = o, X,)dW, + b(t, X,)dt, t € [0, T] (3.65)

XOZZGRn

1. Quel résultat assure l'existence d’une unique solution X = (Xy);cjo,77 & (3.65) ?

Soit N € N*| (t), = %)OS%NH et = L%J % I'instant de cette grille uniforme qui précede
t e [0,77.

2. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (X )iepo,r) de pas T/N.
On suppose désormais qu’il existe a €]0, 1] et K < oo tels que
Ve e R", VO <s<t<T, |o(t,x) —o(s,x)| + |[b(t,z) — b(s,x)| < K(1+ |z|)(t —s)°.

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

Pour xg.y € R¥*! on note Ly|[xg.nv] la fonction définie par

N N
Vt € [0,T], Ly[xon](t) = (1 - T(t — Tt)) ey + T(t — Tt)lL‘H_L%J.

](Enflvn, ];\)four kN)E {0,...,N}, on note X, = (X4, Xey,--.,Xy,) et th(\)fk =
XN XN XN,

to t19°
4. Montrer que supeio 7 |LCn[ X J(t) — Xi| < suDg o 1y p—si<ryn [ Xs — Xi| et en
déduire que E[sup,c(o 7 |Ln[Xtyx](t) — Xi|] tend vers 0 lorsque N — oo.

5. Montrer que pour To.n,%o.n € RN*L supieio 7 [En[To.n](t) — Lnfyon](t)] =
maxo<k<n |T5 — Y-
En déduire que E[sup,¢(o 7y [Ln[XF)

i) () — Xi] tend vers 0 lorsque N — oo.
6. Conclure que pour toute fonctionnelle ® : C([0,7],R™) — R lipschitzienne sur
'espace C([0,T],R™) des fonctions g continues de [0,7] dans R™ muni de la norme

SUDye(0.7] lg(t)], ]E[(I)(EN[XfXN])] tend vers E[®(X)] lorsque N — oc.
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On se place désormais en dimension et on suppose que le coefficient de dérive
b est nul, et que pour tout ¢t € [0,7], R 3 z — o(t, z) est convexe et a valeurs dans R,.

Soit @ : R¥*1 — R une fonction convexe a croissance affine. Pour k € {0,..., N —1},
et (zox,u) € RF! x R avec g = (20,1, . .., 71), on définit par récurrence descendante
Uy (zoik, ) = E[@pi1 (o, Tp + w(Wy,, — Wi))] et @p(won) = Vi(@ok, 0 (te, T1)).

7. Vérifier que pour k € {0,..., N =1}, E[®p 1 (X, X ] = (X}, ). En déduire

que ®g(z) = E [Dn(X]Y )]

8. Vérifier que pour zg;, € Rl et 0 < u < v,

Ui (2oik, v) = E[Pps1(zoum, 2 + u(Wyy,, — Wi,) + Vo2 —u2(W,,,, — Wi, 11))]
et en déduire que si @, est convexe alors
Vaor € R¥ V0 < u < v, Ui(zom, u) < iz, v).

9. Vérifier également que la convexité de &, entraine celle de W.

10. Montrer que pour tout k& € {0,..., N — 1}, & est convexe. On pourra comparer
O (azor + (1= )yor) @& a®p(xox) + (1 —a)Pr(yor) avec a € [0, 1], zox, yor € R¥!

On note YV le schéma d’Euler de pas % pour 'équation différentielle stochastique

dY; =n(t,Yy)dWs, Yo =zoun:[0,7] x R — Ry est telle que

K < oo, Vt € [0,T], Vz € R, |n(t, z)| < K(1+ [z]) et Vy € R, [n(t,z) —n(t,y)| < K|z —y],
Ja €]0,1], Vo € R, VO < s <t < T, In(t,z) —n(s,z)| < K(1+ |z[)(t —s)

Partant de by = Oy, on définit par récurrence descendante \I/k(x():k, u) =
E[®k+1($0:k, $k+u(Wtk+l _Wtk))] et (I)k(ai():k) = \I/k(l‘():k, n(tk, l‘k)) pour k € {0, Ce ,N—l}.

11. Montrer que ék_}rl < Py entraine i’k < U,.

12. On suppose que V(t,z) € [0,T] x R, 0 < n(t,r) < o(t,r). Montrer que pour tout
ke{0,...,N =1}, & < ®;. En déduire que E [On (VY )] <E [Dn(X)Y )]

13. Soit @ : C([0,T],R) — R une fonctionnelle lipschitzienne et convexe. Montrer que
zo.n — P(Ly[zo.n]) est convexe. En déduire que E[®(Y)] < E[®(X)]. Que peut-on
dire de E[®(X)] comme fonction de la condition initiale z de 'EDS (3.65) ?

14. Comment comparer E[®(Y)] a E[®(X)] lorsque Y(t,z) € [0,T] x R, n(t,x) >
o(t,z)?

3.8.19 Schéma d’Euler pour une dérive mesurable bornée

1. Soient p,q : R? — R, deux densités de probabilité sur R?. Vérifier que pour ¢ :
R? — [—1, 1] mesurable,

/R [ pla)p(z)de — /R pla)g(z)d

< /Rd p(z) — q(@)|dx

avec le majorant atteint pour le choix () = 1ip@)>q@)} — L{p()<q@)}-
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Soit T' > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (2,.4,P) muni d’une
filtration (F;)s>0, on considére un F-mouvement brownien W; & valeurs R%. On se donne
une fonction de dérive b : [0, 7] x R? — R? une condition initiale déterministe y € R et
on s’intéresse a 1’équation différentielle stochastique

t
Xe=y+ Wi+ / b(s, Xs)ds. (3.66)
0

2. Ecrire le schéma d’Euler pour cette EDS. Quelle est sa vitesse de convergence forte
lorsque la dérive b est une fonction lipschitzienne en espace et héldérienne d’exposant
1/2 en temps? Et lorsque c’est une fonction C? & dérivées bornées en espace ne
dépendant pas de la variable temporelle ?

Pour le cas ou b est une fonction mesurable bornée nous allons nous donner une suite
(U)ren de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] indépendante de
(Wy)¢s0 et considérer le schéma d’Euler avec temps randomisé initialisé par X} = y et
évoluant pour k € {0,..., N — 1} par

k+Up)T T
X“‘H)T = Xir + Woenr — W%T +b ((—i_—k) xN )
N N

N N

Nous supposerons dans un premier temps que y = 0 et la fonction de dérive b : [0, T] — R¢
ne dépend pas de la variable d’espace et satisfait B := sup,c(o 7 [b(t)] < 0o ol pour z € R?,

|z| désigne la norme euclidienne de . On note I = fo s)ds et IV = N ,ivolb (—(HJZ’“)T)
3. Vérifier que E [IN] =1
4. Vérifi ke{0,...,N-1}E ||Zb <’f+Uk>T2<BT
. Vérifier que pour k € {0,..., N —1}, Tp (L

Z i1 Var ( b <(k+]g’“) >) < BNE ol b; désigne la j-eme composante de la fonction

5. Conclure que

E [|IN—I|2] < B2T2.

N
6. Soit a > 0. Vérifier que pour x € R, | — a| < |x + a] & © > 0 et en déduire que

(z—a)? <z+a> <2 2
e 2T — =2 e 2T < 2a\/—.
/]R | | V2T / V2T — 7wl

Pour ¢t > 0 et # € R? on note Gy(z) = (27t)~%2e~ la densité au point z de la loi
gaussienne centrée de matrice de covariance égale a t f01s Iidentité en dimension d.

7. Soient maintenant vy, z € R? avec y 7é z et O € R¥? une matrice orthogonale dont
la premiere colonne est égale a e := Pour z € R, on pose w = O~ (z — X£%).

\yl

ly— 2|e|2 = (w; — ly— Z\)

Vérifier que |z — y|? = |Ow — + 3¢ 2w olt w; désigne la

i-eme coordonnée de w puis que |z — 2|? = (w; + 7= lyzly2 4 S™ w?. Conclure que

2
y Gr(z —y) — Gr(z — 2)|dr < 4/ ﬁ!y — 2|

8. Vérifier que Wy + I possede la densité Gr(x — I) et Wy + IV possede la densité
E[Gr(z — IV)].
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9. Vérifier que

2T
T

2
[E[Gr(z — IV)] = Gr(z — I)|dz < /| =E[IY = I|| < B
Rd T
Dans le cas général ou b : [0, 7] x R? — R? est mesurable bornée, nous allons maintenant
établir 'existence et 'unicité en loi pour (3.67).
10. Que peut-on dire de (8; = W, — f(f b(s,y + W)ds)cjo,r) sous la probabilité de

densité elo by+We)-dWi=3 7 [bty+Wo)l*de par rapport a P? Vérifier que (y + Wy)ieo 1]

est solution de 'équation d(y + W;) = dB, + b(t,y + W,)dt obtenue en remplagant
(Wt)te[O,T} par (6t>t6[0,T] dans (367)

11. Inversement, soit (Xi)icpo,r) une solution de I'EDS (3.67) sur l'intervalle de temps
0,7 et : C([0,T],R?) — R mesurable bornée. Que peut-on dire de (X; — y);ep0.1]

sous la probabilité Q de densité de densité Q — e Jo bBX)AWe—3 [T b(t,Xo) dt

rapport a P? En déduire que

par

E [@((y + Wt)te[o T})GIOT bty +Wo).dWi—3 [ |b(tvy+Wt)|2dt}

=EY w((Xt)tEOT])efo (tX0)- Wik [ |tht)\2dt}
puis que
r 1T )
E [(p((y + Wt)te[o,T])efo b(t,y+We).dWe—L [T |b(ty+We)| dt} B [o((X)epm)]

ce qui établit I'unicité de la loi des solutions de (3.67).

12. Pour ¢ : R — R (? bornée ainsi que ses dérivées et t €]0,7], on admet que la
fonction u(s, z2) = Lyy(s) fga Gi—s(z — x)p(x)dz + 1{—yp(2) est C* bornée ainsi
que ses dérivées et solution de I’ equat10n de la chaleur d,u(s, z) + 3 Au(s, z) = 0 sur
[0,¢] x R?. Calculer u(t, X;) — u(0,y) par la formule d’Tt6 et en déduire que

E[p(X,)] = /]R () (Gt(y _ ) +E Uot b(s, X.).VaGro(X, — x)ds]) da.

Conclure que X; admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue solution
de I’équation

p(t, ) = Gi(y — x) + /0 /Rd b(s, 2).V.Gi_s(z — x)p(s, z)dzds.

En établissant une formule analogue pour la densité p (kT x) du schéma d’Eu-
ler au kéme instant de discrétisation avec &k € {1,...,N} , on peut montrer que

SUP N >1 \/NmaXlgng fRd |PN(%a ) —P(%J”dm < 00.
3.8.20 Schéma d’Euler pour des coefficients a croissance affine
et localement Lipschitziens

Soit 7" > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (€2, .4, P) muni d'une
filtration (F)s>0, on considere un F;-mouvement brownien W, = (th, e ,Wtd) a valeurs
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R?. On se donne un coefficient de diffusion o : R* — R™ < un coefficient de dérive
b : R" — R”, une condition initiale déterministe xy € R™ et on s’intéresse a I’équation
différentielle stochastique

t t
X =x9 +/ o(Xs)dW, +/ b(X)ds, t €[0,T]. (3.67)
0 0
Soit N € N*, (ty = &l)o<p<n et 7w = [ 2] L I'instant de cette grille uniforme qui précede
t € [0,T].
1. (a) Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (Xt>te[0,T] avec N pas pour cette
EDS.

(b) Quelle est sa vitesse de convergence forte lorsque les coefficients o et b sont
lipschitziens ?

(c) Comment améliorer cette vitesse de convergence forte lorsque o et b sont plus
régulieres 7

On souhaite expliciter la dépendance de la vitesse de convergence du schéma d’Euler
dans les constantes de Lipschitz respectives K, et K, de o et b. On rappelle a cet
effet I'inégalité de Young : Vq,r > 0, Va,b > 0, a%" < Laq” + q;rbq” On note
|z| la norme euclidienne de = € R™.

(d) Dans cette question, on pourra SUpposer n = d=1.
Pour p > 1 et u € [0, T], calculer | X, — X,|? a I'aide de la formule d’Ito.

Avec l'inégalité de Burkholder Davis Gundy du lemme 3.1.5 du polycopié qui reste
valable pour p > %, on en déduit 'existence d’une constante C' < oo ne dépendant
pas de (N, 0,b) telle que pour ¢ € [0,T], si on pose I; = fot | X, — X, | 2|0(X,) —
o(X-,)|%ds,

|ds

%lds + CE [\/Tt} ,

estimation qui reste vraie pour des dimensions n et d générales.

t
E [Sup | Xy — Xu|2p] < C/ E[| X, — X [*Hb(X,) — b(X,.)
0

u<t

t
e / E[|X, — X.[*2|o(X,) — o(X,,)
0

(e) Montrer que

X, — X, 2p _
Vi< et =B = Ko — oK)

2

2C

et en déduire que

¢
E {sup | Xy — X’u|2p1 < 20/ E[| X, — X ?7b(X,) — b(X,.)|]ds
0

u<t
t
v 021 0) [ BIX. - X Ho(x,) - oK, )Pl
0
(f) Montrer que

2p

|Xs - X5|2p_1|b(X5) - b(XTS)

Ts

2p—1 -
< Kb( p2 |Xs - Xs|2p _|X
p

+ sup | X, — )_(u|2p).

u<s
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(g) En traitant de maniere analogue | X, — X,|*2|0(X,) — o(X,.)|?, déduire I'exis-
tence d’'une constante C' < oo ne dépendant pas de (N, o, b) telle que

T
E [sup 1 X, — Xu|2p} < C(Kp + K2)eCEtKaT / E[| X, — X,.|?]ds.
0

u<T

On suppose désormais que les coefficients o et b sont a croissance au plus affine et loca-
lement lipschitziens

3K < 0o, Yz € R™, |o(z)] + |b(z)| < K(1 + |z|) (3.68)
Vm e N*, 3K, m, Kpm < 00,Vz,y € R" tels que |z| V |y| < m,
0(y) — o(@)| < Komly — x| et [b(y) — b(z)| < Ky mly — 2| (3.69)

Pour m € N*, on note

Op(x) = 0(Ppnt) et by(z) = b(Pnz) oll Ppz = 1{|z>0}|x||#x (3.70)
s

désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée a 1’origine.

2. A quelle condition sur la suite (Kym)men-, le coefficient o est-il globalement lip-
schitzien ?
3. Soit m € N*.
(a) Pour z € R™, en remarquant que (P, (x),x — P,,(z)) = m|x — B,,(z)|, vérifier
que pour z € R™ tel que |z| < m, (P, (x) — z,x — Py,(z)) > 0. En déduire que

‘v’x,y € Rn: |I - y|2 2 |Pm(x) - Pm(y)|2 + |l’ - Pm(x) + Pm(y) - y|2

et conclure que oy, et b, sont lipschitziennes de constantes respectives K, , et
Ky et vérifient Vo € R™, |0, (x)] + by (2)] < K(1 + |z]).
(b) Que peut-on en déduire pour I’équation différentielle stochastique

t t
xm™ _x0+/ am(X§M>)dWs+/ by (X ™) ds, t € [0,T)?
0 0

Les preuves du lemme 3.1.4 et de la proposition 3.1.6 du polycopié n’utilisent que
la croissance affine des coefficients et pas leur caractere lipschitzien si bien que pour

p=1, SUDpmeN*,te[0,T) E [|Xt(m)|2p] < oo et

IC <00, VO<s<t<T, sup E [|X§m> - X§m>|ﬂ <Ot — s)P.

meN*

(c) Vérifier I'existence d’'une constante C' < oo ne dépendant pas de m telle que
pour t € [0,T],

E | sup [X{™|*

u€[0,t]

t
§32P—1<|x0|2P+T2P—1/ E[|by (X ™)|%)ds
0

t
+ o7t / E[|am(Xs(m))|2p]ds).
0

En déduire que sup,,cy+ E [supue[oﬂ |X1(Lm)’2p} < +o00.
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En notant (Xt(m))te[o,ﬂ le schéma d’Euler en temps continu avec N pas associé, on

peut montrer de la méme fagon que sup,, yey- E [supte[O’T](]Xt(m)] VXM <

+00.

(d) Soit 7N, = inf{t € [0,7] - |Xt(m)| Y |)_(t(m)| > m} (convention
inf() = +o0). A Taide de linégalité de Markov, montrer que Vg €]0, +oof,
limy, 00 MISUP y ey P(Tvm < T') = 0.

(e) Vérifier que lorsque Tn,, > t, (Xém))se[oyﬂ et (Xs)sepo,q coincident.

On peut montrer qu’a N fixé dans N*, (X; =" .. Xt(m)1{TN7m71§t<TN,m})te[07T] ou
Tn,o = 0 est solution de (3.67) et méme que c’est I'unique solution de cette équation.

(f) Vérifier que pour ¢t € [0,T] et p > 1,

X = X < >0 sup [ X = XUV <hcry )

meN* u€(0,T]

(g) En déduire que

E

sup |X; —Xt|2p] < Z R!/2

te [07T] meN*

sup | X(™ — Xgm)|4p] \/]P’(TN,m,l <T).

u€[0,7]

(h) Conclure que lorsque pour tout m > 2, K,,, < KvInm et K, < KlInm,
alors

. C
aC < oo, VN € N*, E [Sup|Xu — Xu|2p} < N

u<T

résultat démontré par Mao et Yuan dans [52].

3.8.21 Schéma d’Euler semi-discrétisé

Soit T' €]0,+o00[ un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (92,4, P)
muni d’une filtration (F;);>0, on considere un F-mouvement brownien W; =
(th, SRR Wtd) a valeurs R%. On se donne un coefficient de diffusion o : [0, T] x R™ —
R™? et un coefficient de dérive b : [0, T] x R® — R™. On suppose que

Ve € R, |o(t,z)| + |b(t,x)| < K(1+ |z|)

Lip) 3K > 0, Vt € |0, T,
(Lip) 0, T) {vx,yeR”, lo(t, ) = a(t,y)| + [b(t, 2) = b(t,y)| < Kl —y]

Pour une condition initiale déterministe o € R", on s’intéresse a 1’équation
différentielle stochastique

t t
X; = x +/ o(s, Xs)dWy +/ b(s, Xs)ds, t € [0,T].
0 0

Soit N € N*, (t), = H)o<ren et m = [FE] % Dinstant de cette grille uniforme qui
précede t € [0, 7.
(a) Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (Xt)teo,r) avec N pas pour cette

EDS.
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(b) Quelle est sa vitesse de convergence forte lorsque les coefficients o et b vérifient
également

do, K > 0, Vo € R", V(s,t) € [0,T], |o(t,x)—0(s,z)|+|b(t, z)—b(s,x)| < K(1+]|z|)(t—s)".

On suppose maintenant que et que l'on sait calculer les intégrales des coef-
ficients b et oo™ par rapport a leur variable temporelle.

(¢) Montrer que pour z € R" et 0 < s < ¢t < T, il existe une matrice 6(s,t,x) €
R™™ telle que 00 (s, t,z) = fst oo*(r,x)dr.

On considere le schéma défini par : Xy = x et

~ ~ ~ tet1 5
Xt = Xy +0(tn, trgr, X ) Wey o, — W) +/ b(s, Xy, )ds, k€ {0,--- ,N —1}.
Ly
(d) Pour & € {0,---,N — 1}, donner la loi conditionnelle de X,,,, sachant
(Xtontla"' 7th)' ~ ~ ~
(e) En déduire Dégalité des lois des vecteurs (X, Xp, -, Xpy) et
(Xto7Xt17"' 7XtN> ou

t t
X, =z +/ o(s, X, )dW; +/ b(s, X, )ds, t €[0,T].
0 0
(f) Soit p > 1. Montrer que

2R | sup X, — X, |*

u€[0,t]

t
<o [ B [lo(s, X, — ols, X ] ds
0

t
e / E [|b(s, X)) — b(s, Xs)|2p] ds
0

en précisant 1’origine de la constante C' < 4o00.
(g) Justifier que

u€l0,s]

) Ais ? S ) Ais ) S S Au u Ts S
oS X oS )( 2 + b S X b S X 2 22 I§2 Sl][) .X X 2 —|— .X X 2
(h) COI]CIUIG que

30y, < 00, YN € N*, E

5 C
u€(0,7)

et en déduire le comportement pour N — oo de N” sup,,¢(o.1 | X, — X,| lorsque
v < i
(i) Lorsque f : R™ — R est lipschitzienne, montrer 'existence d’une constante

Cy < +00 telle que YN € N*, [E[f(Xr)] - E[f(X7)]| < T%.

)
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Chapitre 4

Simulation de processus comportant
des sauts

La volonté de mieux rendre compte des phénomenes observés sur les marchés a motivé
I'introduction de sauts dans les modeles d’évolution d’actifs financiers. Sauf exception,
cela conduit a un marché incomplet. Les modeles considérés sont de deux types :

— équations différentielles stochastiques avec sauts, qui comportent, en plus des termes
de diffusion et de dérive usuels, un terme de sauts dirigé le plus souvent par un
processus de Poisson.

— exponentielles de processus de Lévy : le sous-jacent évolue comme l’exponentielle
d’'un Processus a Accroissements Indépendants et Stationnaires. Le cas particulier
du modele de Black-Scholes se retrouve lorsque les trajectoires de ce PAIS sont
continues.

4.1 Diffusions avec sauts

Nous nous intéresserons tout d’abord a la simulation du processus le plus simple qui
comporte des sauts : le processus de Poisson. Puis nous verrons comment simuler le modele
de Merton qui est construit a partir d’'un mouvement brownien et d’un processus de Pois-
son indépendants. Enfin, nous traiterons le cas des équations différentielles stochastiques
avec sauts.

4.1.1 Le processus de Poisson

Définition 4.1.1. On appelle processus de Poisson de parameétre A > 0, un processus
(N¢)i>o0 @ valeurs dans N et a trajectoires continues a droite t.q. pour tous temps 0 < t; <
to < ... < t,, les variables aléatoires Ny, , Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny, sont indépendantes
et distribuées suivant les lois de Poisson de paramétres respectifs At1, AN(ta —t1), ..., AN(tn —

toir).

Remarque 4.1.2. — La variable aléatoire Ny étant distribuée suivant la loi de Pois-
son de parametre 0, elle est presque sirement nulle.

— Pour 0 < s < t, comme Ny — Ny suit la loi de Poisson de paramétre \(t — s),
P(N, > N;) = 1. On en déduit que P(Vs < t € Qr, Ny > N,) = 1 puis avec la

135
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continuité a droite des trajectoires que P(Vs < t € Ry, Ny > N;) = 1. Ainsi les
trajectoires t — N; sont croissantes.

Le processus de Poisson est un PAIS (également appelé processus de Lévy) a trajectoires
discontinues. La proposition suivante décrit la structure de ses sauts.

Proposition 4.1.3. Soit (7;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées suivant la loi exponentielle de paramétre A et pour n € N¥,
T, = > 7. Alors le processus de comptage (N, = > 1 YTu<iy)izo est un processus
de Poisson de parametre \.

Inversement, si (N¢)i>o est un processus de Poisson de parameétre X et si T; = inf{t > 0 :
N; > i} pouri > 1, alors les variables aléatoires (T; —T;—1)i>1 (0t par convention Ty =0)
sont i.1.d. suivant la loi exponentielle de parametre X et pour i > 1, Ny, = i.

Démonstration : Pour la premiere assertion, nous allons nous contenter de raison-
ner avec deux temps 0 < t; < t5. Le cas d’'un nombre fini de temps s’obtient par une
généralisation aisée. Pour k.1 € Net f : R*! — R bornée, en commencant par intégrer en
Sk+i+1 pour la quatrieme égalité puis en effectuant le changement de variables de jacobien

1ry=s1,79 =51+ S9,...,7ks; = S1 + ...+ Sg; pour la cinquieme, on obtient
E(f(Th, - Do) L, =k, Moy — 80 =y) = ECF (11, - Do) Ly, =k Moy =k413)
=E (f(Tl’ ce 7TkH)1{Tk§t1<Tk+1,Tk+z§t2<Tk+l+1})
= focorttop <ty <ortotop i J (51581 82,00, 81 o Skpq)
s1t.tspp<t2
400 k+1
—ASk4i+1 k+1 7)\(81+...+8k+l) .
/ Ae dsgii1 | ANe Lis;>01ds;
to—(s14...Fsp41) =1
k+l1
= Ata \k+HL
=€ 2)\ %<sl+m+sk<t1<sl+m+sk+1 f(slu 81 + 827 ] Sl + s + Sk‘+l) H 1{sj20}d5j
Sit..Fsp41<t2 j=1
= Atg )\k—H f( )1 1 d d
=€ r,... 7rk‘+l {0§T‘1§T2§...§Tk§t1} {tl<rk+1§rk+2§-~~grk+l§t2} r... Tk‘-i—l'

(4.1)

Pour le choix f = 1, on conclut que

k k+1
]P(Ntl = k, Nt2 — Ntl = l) = €7At2)\k+l / Hd?"j / H d?”j
0<r <...<rp<ty j=1 t1<rg 1< <rp<t2 j=k+1

k l k l
_ okl (ta—t) _ " (A" e_x(m_tl)(/\(b —t))

k! l! k! [!
Pour la réciproque, rappelons que d’apres la remarque 4.1.2, P(¢ — N; croissante) = 1. In-
troduisons la suite (S,,),>1 des temps de sauts du processus (N;);>o définie par récurrence
par
Vn € N*, Sn = lnf{t > Sn,1 : Nt > Nt—} Ol\l SO =0 et Nt_ = lim NS.

s—t—

Pourt > 0,on a N, = Zn21 Vnlis,<¢y ou v, 1 2 — N* désigne la taille a priori aléatoire
du saut de l'instant S,,.
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Comme P(S; > t) = P(N; = 0) = e *, S} suit la loi exponentielle de parametre \. La
propriété de Markov forte du PAIS (IV;);> au temps d’arrét Sy assure que (Ng, 1+ —Ng, )i>0
est un processus de Poisson de parametre A\ indépendant de S;. Donc, d’apres ce qui
précede, l'instant de premier saut Sy — S; de ce processus est une variable aléatoire
exponentielle de parametre A indépendante de S;. Plus généralement les variables (S,, —
Sn—1)n>1 sont i.i.d. suivant cette loi.

Pour ¢t > 0, comme Ny = Y, Vnlig, <ty = D51 1{s, <} ol les variables aléatoires IV,
et Y. <1 1{s,.<¢ suivent toutes les deux la loi de Poisson de parametre At la premiere par
définition et la seconde d’apres la premiere assertion, Ny = > -, lis, <ty O

On en déduit les deux possibilités suivantes pour simuler le processus de Poisson a partir
d’une suite (U;);>; de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] :

-génération des temps de sauts : (—3In(U;));>1 est une suite de variables i.i.d. sui-
vant la loi exponentielle de parametre A et (3, 5, 1 " In(Uy)<t})t>0 st un pro-
cessus de Poisson de parametre A. Notons que

n+1
Z 11 U<ty = min{n € N: H U < e M}
n>1 1=1

-simulation a des instants déterministes : pour générer le processus a des temps
fixes 0 < t; <ty < ... < t,, on utilise la définition qui assure que les variables
aléatoires Ny, , N, — Ny, ..., Ny, — N;,_, sont indépendantes et distribuées suivant
les lois de Poisson de parametres respectifs Ay, A(te — t1), ..., A(t, — tp_1).

Notons que d’apres I'algorithme précédent, pour 6 > 0, mm{n eN: HnH U, <e %}
suit la loi de Poisson de parametre 6.

On peut généraliser la définition du processus de Poisson en relachant I’hypothese de
stationnarité des accroissements. Le parameétre réel est remplacé par une fonction positive
sur R, .

Déﬁnition 4.1.4. Soit A Ry — R, wune fonction mesurable telle que pour tout
t >0, At fo s)ds < +o0. On appelle processus de Poisson d’intensité A(t) un
Processus (Nt)tzo a valeurs dans N et a trajectoires continues a droite t.q. pour tous
temps 0 < t1 < to < ... < t,, les variables aléatoires Ny, Ny, — Nyyy.ooy Ny, — Ny,
sont indépendantes et distribuées suivant les lois de Poisson de paramétres respectifs

A(t), Ats) — A(t1), ooy Alt) — Altn_s).

La simulation a des instants déterministes n’est pas plus compliquée que dans le cas
homogene ou l'intensité est constante. En revanche, la simulation des temps de sauts
repose sur la proposition suivante :

Proposition 4.1.5. Soit (U;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
uniforme sur [0,1]. Si la suite (T,,),>1 est définie par

Vn > 1, T,, = inf {t >0:A(t Zln } (convention inf ) = +00),

alors (Ny = 3,1 1ir, <ty )10 est un processus de Poisson d’intensité A(t).
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Si I'intensité A(t) est constante égale & X, alors A(t) = At et T), = —5 Y1, In(U);), si
bien que l'on retrouve la premiere assertion de la proposition 4.1.3.
Démonstration : Par continuité de A, pour n > 1, si T,, < +oo alors A(T},) =
— > In(U;). Par croissance de A, on en déduit que pour ¢ > 0, 7, < ¢ implique
=y 0 In(U;) < A(t). Inversement, si —» " In(U;) < A(t), la définition de T), et la
continuité de A entrainent que 7,, < t. Ainsi {T,, <t} = {=>_"  In(U;) < A(t)}.
D’aprés la premiere assertion de la proposition 4.1.3, le processus (N! =
2@1 L{_sn  m(w)<s))s>0 est un processus de Poisson de parametre 1. Comme pour tout
t>0, N, = Zn21 Liosn mwy<amy = Nk(t), on conclut facilement. O

Dans le cas inhomogene ot1 A(t) est une fonction majorée par A < 400, on peut également
utiliser la technique de simulation de sauts fictifs qui repose sur le résultat suivant.

Proposition 4.1.6. Soit A : R — [0, A] et (T});>1 la suite des temps de sauts successifs
d’un processus de Poisson (N;);>o de paramétre N indépendant d’une suite (U;);j>1 de
variables i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,1]. Si on définit par récurrence

_ AT
Ty =0 et pourn > 1, Tn:min{Tj >T,1:U; < %},
alors (Ny = 3,51 Lim,<t})e>0 est un processus de Poisson d’intensité A(t).

On rejette chacun des temps de sauts du processus de Poisson dont le parametre A
majore 'intensité A(t) avec une probabilité égale au rapport A(.)/\ calculé au temps de
saut. Les sauts rejetés sont les sauts fictifs dont la méthode tire son nom.

Démonstration : Ona N, = ZN_t 1 AT .- Pour 0 < t1 < ty et n,m € N, en utilisant
iISTXC

I'indépendance de la suite (U;);>1 et de N pour la troisieme égalité, puis (4.1) pour la
quatrieme, on obtient

]P)(Ntl :n7Nt2_Nt1 :m): Z ]P(Nt1 :n7Nt1 :kaNtQ_Ntl :m7Nt2_Nt1 :l)

k>n,l>m
k k+1
= E P E Ly 2, =n, Ny, =k, E Ly <2 =m, Ny, = Ny, =1
. {UJ— X J— X }
k>n,l>m 7j=1 j=k+1
k41
= E / . E 1{u A(T-) =N, Nt1 k E 1 ,<>‘<Tj) =m, NtQ — Nt1 =1
k>n,l>m 0,1]k+ J=1 3= j=k+1 n

du1 RN dukH

k>n,l>m
k41

/ ( Z 1{UJ )\(r ) = > 1{t1<rk+1§._§m+l§t2}dm+1 RN drk+l. (42)

j=k+1

Comme (rq,...,7r;) — P <Zf 1 1{U ey = n) est une fonction symétrique, en notant
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Sk 'ensemble des permutations de {1,2,...,k}, on obtient

k

P 1
(2
k" Z /Rk (Z 1{U <A(v = n) 1{0§T‘g(1)S.-~§Tg(k)§t1}drl Ce di
gESy, j
th (&
Z]_{U<>\(7 — drl...drk - E]P) Zl{Uj<>\(1}j)} =N

ou les variables aléatoires (R;)i<j<; sont i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,#;] et
indépendantes des U;. La variable aléatoire Z

1>

Alry) =n 1 0<r;1<..<rp<t; dTl . di.
<)
A

Otl

A(R ). suit la loi binomiale de pa-

Jl{U<

}

rametres k et

IP)(Ul_ ) tl/ /dudr——o T)dT:A;Z).

On en déduit que la premiere intégrale au membre de droite de (4.2) est égale a

1

X! (S) At (V= A(E)) " = ———

= it n)!A(tl)n(S\tl — A(t))F

La seconde intégrale se calcule de maniere analogue et on conclut que

P(N;, = n, Ny, — Ny, =m)
_j\t2At1nAt2 —Atl m S\tl—A 121 k=n j\tg_tl —Atg +At1 l=m
. (t1)" (A(t2) ())Z( (t1)) Z(( )(l() (t1))

n!m! (k—n)! —m)!
k>n I>m
_agn AE)" o o (A(t2)=A(t1) (A(t2) — A(tl))m.
n! m)
O
4.1.2 Le modele de Merton
Le modele de Merton s’écrit
Nt

X} = e T, (4.3

J=1

ou (Wy)i>p est un mouvement brownien, (NV;);>o un processus de Poisson de parametre
A > 0 et (Yj);>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. telles que P(Y; > 0) = 1.
On suppose également (W;)i>0, (NVy)i>0 et (Y;);>1 indépendants.

Exemple 4.1.7. Pour la loi commune des Y;,

— le choizP(Y; =a) =p=1—-P(Y; =0b) o0 0 <a <1<b permet de modéliser a la
fois des sauts a la baisse {Y; = a} et des sauts a la hausse {Y; = b},
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— le choix d’une loi lognormale assure que la loi conditionnelle de X} sachant Ny = n
est lognormale.

Pour simuler le modele de Merton, on peut utiliser

— la simulation des temps de sauts : on génere les temps de sauts successifs (75,),>1 du
processus de Poisson et les variables aléatoires (Y,),>; et, de fagon indépendante,
une suite (G,,),>1 de gaussiennes centrées réduites indépendantes ; alors on simule
le processus aux temps de sauts en posant

XY=y, Ty=0et pour n > 1, X¥ =XV ¥, eV TnoatnTn=Tn),

— la simulation a des instants déterministes : d’apres (4.3), pour simuler X/, il suffit
de générer (Ny, W;) puis N, variables Yi,..., Yy, indépendantes suivant la loi qui
donne les amplitudes de sauts.

Pour ¢t > 0, on pose X/ = lim,_,,- X?. Entre deux temps de sauts T, et T,, successifs, le
processus de Merton (4.3) évolue suivant 'EDS de Black-Scholes dX} = o X/dW; + (u +
%Z)det tandis qu'en T,,, X7, = X7_Y, égalité qui se réerit X — XY = X7 (¥, —1).
On en déduit que ce processus est solution de I’équation différentiellenstochas%ique avec
sauts :

dX{ = o X}AW, + (p + 0*/2) X} dt + X[ (Yx, — 1)dN,.

Nous allons maintenant nous intéresser a la simulation d’EDS avec sauts plus générales
et dont la solution n’a pas d’expression explicite.

4.1.3 Equation différentielles stochastiques avec sauts

Pour ¢ : [0, T] x R™ — R4} 0, T]xR" - R™ ¢:[0,T]xR"xR? — R" et y € R™,
on s’intéresse a 'EDS avec sauts en dimension n

dXt = O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt + C(t, Xt—, YNt)dNt, XO =Y

ot (W;)>0 mouvement brownien a valeurs R, (N;);>o processus de Poisson de parameétre
A et (Y;);>1 suite de vecteurs i.i.d. a valeurs R sont indépendants. En conditionnant par
la partie sauts ((N;)i>o, (Y;)i>1), on vérifie facilement que si o et b satisfont 'hypothese
(Lip) du théoréme 3.1.2, alors cette EDS admet une unique solution.

Remarque 4.1.8. Ce cadre englobe le cas d’une intensité de sauts v : [0,T] x R" —
[0, \] dépendant de I’état courant mais bornée en posant Y; = (Z;,U;) et c(t,x,z,u) =
1{@@}]0(757% z) avec f: [0, T]xR" xR — R", Z; d valeurs dans R1™ et U; uniforme
sur [0, 1].

Pour discrétiser ce processus jusqu’a I’horizon 7', on peut utiliser une grille croissante
d’instants qui combine les temps déterministes ¢, = %T, k € {0,...,K} et les temps
de sauts 71, ..., TN, du processus de Poisson avant 7'. On initialise le schéma en posant
Xy = y. Puis, pour passer d’un instant de discrétisation s; & I'instant suivant s;,1,

— on commence par utiliser un schéma standard pour la partie EDS sans sauts, ce qui
donne dans le cas du schéma d’Euler,

Xslll = XSZ + U(Sl’ XSZ)(WSl-H - Wsl) + b(slv XSz)('SH-l - Sl)'
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— si 41 € {Th,..., TNy} i.€. s;41 est un temps de saut, on fait sauter le processus
discrétisé suivant

XSH—I = X5;+1 + C(Sl-‘rl) Xsf_H ) YNSH-1 )

Sinon, on pose X, , = i

Sous de bonnes hypotheses de régularité sur les coefficients de 'EDS, on peut vérifier que
I’ordre de convergence faible de ce schéma est égal a celui du schéma utilisé pour la partie
EDS sans sauts.

4.2 Processus de Lévy

Le modele de Black-Scholes s’écrit
vt >0, X! = ye” (4.4)

ou Zy = oW+ (r— %Q)t est un Processus a Accroissements Indépendants et Stationnaires
continu. On peut montrer que tous les PAIS continus a valeurs réelles sont de la forme
oWy + ut ou (W) est un mouvement brownien standard. Une généralisation naturelle
de la modélisation consiste alors a prendre pour (Z;);>o un PAIS (ou processus de Lévy)
non nécessairement continu dans (4.4).

Définition 4.2.1. On appelle PAIS ou également processus de Lévy un processus (Zt)i>o
a trajectoires continues a droite avec des limites a gauche tel que

1. Z() - 0,

2. pour tous temps 0 <ty < ... <t,, les accroissements Zy,, Z1, — Zy,, ..., 2y, — Zy,,
sont indépendants,

3. pour 0 < s <'t, l'accroissement Zy — Zs a méme lot que Z;_.

Exemple 4.2.2. Le mouvement brownien et le processus de Poisson de parameétre X sont

des processus de Lévy.

Si (Z;)i>0 est un processus de Lévy, alors comme pour n € N*|

n

7, = Z(Zk/n — Z(k—1)/n) Ol les variables (Zy/, — Z(k—1)/n)1<k<n sont ii.d., (4.5)
k=1

la variable aléatoire Z; est indéfiniment divisible au sens de la définition suivante.

Définition 4.2.3. Une variable aléatoire réelle X et sa loi sont dites indéfiniment divi-

sibles si pour tout n € N*, il existe des variables i.i.d. (X]')i1<k<n telle que X £ Do Xp
En fait, il existe une bijection entre lois indéfiniment divisibles et processus de Lévy :

Théoreme 4.2.4. Pour toute loi indéfiniment divisible, il existe un processus de Lévy
(Z4)i>0 unique en loi t.q. la variable Zy est distribuée suivant cette loi.

Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, donne la structure de la fonction
caractéristique des variables aléatoires indéfiniment divisibles qui porte le nom de formule
de Lévy-Kinchine.
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Proposition 4.2.5. Une variable aléatoire réelle X est indéfiniment divisible si et seule-
ment si il existe un unique triplet (o, u,v) avec o > 0, € R et v mesure sur la droite
réelle vérifiant v({0}) = 0 et [, (h* A 1)v(dh) < +oo appelée mesure de Lévy, tel que

2u2

2

Vu € R, E (e"*) = e o p(u) = — + dup + /(ei“h — 1 —iuhlgp<iy)v(dh).
R

o2u2 | . .
Remarque 4.2.6. Notons que e~ "2 T% = E(e™%) ou G ~ Ni(u, 0?).

Ainsi, pour tout processus de Lévy (Z;);>o, il existe un triplet (o,pu,v) tel que
E (ewzl) = ¢¥™ avec ¢ définie dans la proposition. Avec (4.5), on en déduit facile-
ment que pour n € N*, E (ewzl/") — et puis que pour tout t € Qy, E ( i“Zt) = (),
Comme la continuité a droite des trajectoires de (Z;);>0 entraine par convergence dominée
celle de t — E (¢™%), on conclut que V¢ > 0, Vu € R, E (e™%) = (), ce qui entraine
la propriété d’unicité en loi énoncée dans le théoreme 4.2.4.
On en déduit que (Z;)s>o admet la décomposition V¢ > 0, Z; = oW, + ut + Z; ot (Z4)¢>0
est un processus de Lévy de sauts purs indépendant de (W;);>o tel que Vt > 0, Vu € R,
E (e™#) = exp (t [,(e™" — 1 — iuhly<1y)v(dh)). Lorsque la mesure de Lévy v est non
nulle et bornée au sens ot A = v(R) €0, +-00], alors m = 5 est une mesure de probabilité
sur R. Le processus (Z;);>o est un processus de Poisson composé avec dérive au sens ou
il existe un processus de Poisson (/V;):>¢ de parametre A ainsi qu’une suite indépendante
(&)i>1 de variables i.i.d. suivant m tels que

Vt>0, Z, = Z@—t/ hv(dh).

[_171}

Cela découle du théoreme 4.2.4 et du résultat pour ¢t = 1 du calcul suivant :

: )" : !
E (e u(Si &t f_y dh))) — et iy hy(dh))z% (/ ezuhm(dh>)
- R

neN
— 6t fR(eiuh—l—iuhlﬂh‘Sl})u(dh) .

Dans ce cas (4.4) s’écrit

N
XY = geoWetit HYJ avec Y; = €% et i = ju — / hv(dh)
i [—1,1]
et on retrouve le modele de Merton (4.3).
Pour sortir de ce modele, il faut donc considérer le cas v(R) = 400 ol (Z;);>o possede
une infinité de sauts sur tout intervalle de temps de longueur non nulle.
Pour une étude détaillée des processus de Lévy, nous revoyons aux livres de Bertoin [11],
Sato [69] et Applebaum [5].

Exercice 4.2.7. Montrer que le triplet associé au processus de Poisson de paramétre \
esta=0,u=M\etv=N.

4.2.1 Processus gamma et variance-gamma

Rappelons tout d’abord la définition et une technique de simulation de la loi gamma.
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Définition 4.2.8. Pour a 6 > 0, on appelle loi gamma de pammetre (a,0) et on note
['(a,0) la loi de densité F—a) o 18“ "1 a0y sur la droite réelle ot T(a) = [[° x* e "dx
désigne la fonction gamma d’FEuler.

Propriétés :
1. Laloi I'(1, ) est la loi exponentielle de parametre 6.
2. Si X ~ I'(a,0) et Y ~ T'(b,0) sont indépendantes et A > 0, AX ~ F(a,%) et
X+Y ~T(a+0,0).
3. Si X ~TI'(a,0) alors

Vu € R, V'U > —Q, ]E(e(iu—'u)X> = (Q—H)L—w) . (46)

Les propriétés 1 et 2 sont a la base de la technique de simulation suivante.

Simulation d’une variable de loi I'(a,f) ol a,0 > 0 : Soit |a| la partie entiere de
a, « = a — |a| sa partie fractionnaire et Uy,..., U, des variables uniformes sur [0, 1]
indépendantes.

D’apres la propriété 2, si Y ~ I'(a, 1) (convention Y = 0si a = 0) est indépendante de
(U, ..., Ul)), la variable aléatoire 5 ( —1In (H ]>> ol H?:l = 1 suit la loi I'(a, 9).

Reste donc, pour « €]0, 1], a savoir simuler Y ~ I'(a, 1) de densité ﬁya_le‘yl{yw} <
ﬁ [ya*11{0<y§1} + e’yl{y>1}} . On peut pour cela effectuer du rejet sous la densité p(y) =

P [ay 1{0<y§1}] + 35 [el’yl{y>1}} de fonction de répartition

e

F(y) = 2t e [ya1{0<y§1} +(1+ae! - e_y))l{y>1}i -

1/«

Comme F~!(u) = (@
muler suivant la densité p. L’espérance du nombre géométrique de propositions suivant

la densité p nécessaires pour générer une variable de loi I'(«, 1) est aj;r(i). Son maximum

1{u§ﬁ} —In <M> Lius <}, on peut facilement si-

oe

pour « parcourant 'intervalle [0, 1] est d’environ 1.39.
Pour a,6 > 0, d’apres la propriété 2, la loi I'(a, 6) est indéﬁniment divisible. L’exercice
dx)

Exercice 4.2.9. On admet que le triplet (u,0%,v) de X ~ T'(a,0) est caractérisé par
[’égalité

suivant assure que son triplet caractéristique est (a 0 1{$>0}

VA E] - 00,9[, In (E[e)‘x]) = )\,u + 9 + /(6)“70 —1-— )\xl{mgl})l/(dm),
R

qui s’obtient en remplacant le parametre imaginaire pur iu de la proposition 4.2.5 par le

parametre réel A. On pose f(\) = 0+°°(e’\"” —1)e % dx pour A €] — 00, 0.

1. Que vaut f(0) ¢ Calculer f'(X\) pour \ €] — oo,@[ et en déduire que f()\) = In (5%).

2. Calculer f0+°o A S dx—x.
Donc d’apres le théoreme 4.2.4, il existe un processus de Lévy (U)o appelé processus

3. En déduire que (u,0% v) = (

gamma de parametre (a,0) tel que Uy ~ I'(a,0) et E (ei“Ut) = (IE (ei“Ul))t, ce qui assure
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que U; ~ I'(at,0) d’apres (4.6). Comme les variables aléatoires gamma sont positives,
ce processus est croissant. Cette propriété de monotonie n’étant pas satisfaisante pour
modéliser le cours d’un actif financier, Madan, Carr et Chang [54] proposent plutdt d’uti-
liser dans (4.4) Z; = U;— Dy ot (Uy)i>0 €t (Dy)i>0 sont des processus gamma indépendants
de parametres respectifs (a, 0) et (a, A). Le lemme suivant explique pourquoi le processus
(Z¢)¢>0 porte le nom de processus variance gamma.

(A—=0)a
pY t

avec (Wy)i>0 mouvement brownien standard indépendant de (Yi)i>o processus gamma de
paramétre (a,a).

Lemme 4.2.10. Le processus (Z;)i>o a méme loi que (By,)i>o ot By = \/g—i Wi +

2a _ (A=0)a
oX’ Y

Pour 0 < t; < ty et u,v € R, en utilisant I'indépendance de Y et B puis le caractere
indépendant et stationnaire des accroissements de ces processus et la positivité de ceux
de Y, il vient

A +oo  p4oo .
]E <6z(uBYtl +U(BYt2 _BYtl ))) _ / / ]E (el(uBT+U(BT+T'7BT))) ptl (T)ptg—tl (T)deT
0 0
400 2

fed u2 0'2112

:/ e(wlt— 2 )Tptl(T)dT/ e(wlt— 2 )Tpt2—t1(7n)dr
0 0

—F (eiuBYt1> E <6ivBYt2—t1) .

Donc (By,)t>0 est un PAIS et il suffit de vérifier que pour ¢t > 0, Z; et By, ont méme
loi pour conclure. Pour cela, on utilise la fonction caractéristique. Pour u € R, d’apres le
calcul qui précede puis (4.6) et la définition de (o, p),

at
. 2.2 o ot
E uBy, ) E < (fup—" )Yf> — a = .
(e™™%) e PNET I O+ (0 — Nu + u2

D’autre part, d’apres la définition de Z, I'indépendance de U et D puis (4.6),

B(e" ) = BeC1-29) = Be)B(e ) = (2 )( ) )

6 — iu A+ u

Démonstration : Posons o = et notons p; la densité de Y; pour ¢ > 0.

B O\ at
S\ Fi(0 = Nu+u)
O

Au passage, nous avons vu que Z;, — Zy, £ Lyt £ o/ Yi,—1t,G + 1Ys,—¢, ou G est une

gaussienne centrée réduite indépendante de (Y;)i>0. On peut utiliser cette remarque ou
bien la définition Z; = U; — D; du processus variance gamma pour pouvoir simuler ses
accroissements.

4.2.2 Processus Normal Inverse Gaussian

Définition 4.2.11. Soit v > 0 et 0 > 0. On appelle loi Inverse Gaussian de parametre
(v,9) et on note IG(~,9) la loi de densité

67 2 S— 2
oe 2=3/2p=3 (5 %) 0 p—3/2o~ 852

\/ﬂ {:I:>0} = \/% 1{x>0}
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sur la droite réelle.

On a l'interprétation probabiliste suivante pour cette loi.

Lemme 4.2.12. Soit (W})i>0 un mouvement brownien standard.
Alors 75 = inf{t > 0: W, +~t > 8} suit la loi IG(v,0).

Démonstration : On pose Bt W, + 715 So1t a > 0. Pour n € N*, d’apres le théoreme

_’yWTL

de Girsanov, sous P de den81te L =e " (Bt)t<n est un mouvement brownien. En

42 o -
outre, (eWBt—T )i<n €t (e(O‘JW)Bt_( e ")i<n sont des P martingales exponentielles. Comme

dP _ vBa—%

P , On a

2 ~ 2 2 ~ 2
+22O"YT5/\H) _ E (60137-5/\71—0 EQQ’YTL;/\TLe’YBn—’YQ’ﬂ> — E (e(a+7)BT(;An_(a<F2’Y) 7'5/\77,) =1.

E (eaBT6An_ &

e . . L o420y X
Lorsque n tend vers 'infini, la suite de variables aléatoires (eaBﬂSA” T“”‘) a va-
n>1

ad—

leurs dans [0, e*’] converge presque stirement vers e

dominée assure alors que
2
E (e‘a EQMT‘S) — e

Notons qu’en prenant la limite pour o — 07, on obtient par convergence monotone que
]P)(T 5 < —|—OO) = 1.

Pour A > 0, on vérifie facilement que —y + /7% + 2\ est I'unique racine positive de
I’équation du second degré \ = @ en «. Ainsi la transformée de Laplace de 75 est

E (e—/\ﬂs) — (VP28

75 Le théoreme de convergence

On conclut en remarquant que

400 +o0
/ e M IG(y,0)(z)dx = e>Te™V 72H)‘/ G(\/A2 42X, 0)(z)dx = O~V 209,
0 0

(4.7)
U

D’apres la propriété de Markov forte pour le mouvement brownien avec dérive B;, pour
9,0" > 0, la variable aléatoire 75,5 — 75 est indépendante de 75 et a méme loi que 75. Donc
si X ~ IG(v,0) et Y ~ IG(v,0") sont indépendantes, alors (X,Y) L (T, Toor — Ts) Ce
qui assure que X +Y £ Tsrer ~ IG(7y,0 + ¢). Cette propriété qui peut également se lire
sur la transformée de Laplace (4.7), assure que la loi IG(v,0) est indéfiniment divisible.
D’apres le théoreme 4.2.4, il existe un processus de Lévy (Y;):>o appelé processus Inverse
Gaussian de parametre (7,6) tel que Y ~ IG(7,d) et que E(e™**) = E(e "), ce qui
avec (4.7) assure que Y; ~ IG(7,dt). Ce processus étant croissant, Barndorff-Nielsen [9]
propose plutot d’utiliser dans (4.4) Z; = By, ou By = a+W;+put avec (W});>o mouvement
brownien indépendant de (Y;)i>0 et a, pu € R.

En reprenant la preuve du lemme 4.2.10, on vérifie que le processus (Z;):>o est alors un
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processus de Lévy tel que Z; Lo+ VY:G + 1Y ot G est une gaussienne centrée réduite
indépendante de (Y;);>0. Il suffit de savoir simuler suivant les lois IG pour pouvoir générer
les accroissements de ce processus. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.13. Soient § > 0, X ~ x*(1) = I'( de densité —2—e™"?1 1,20y et U

V2rx
uniformément répartie sur [0, 1] indépendantes.
2
Alors % ~ I1G(0,0) et lorque v > 0,

296 + X £ /470X + X2
,YQ

2’2)

siYy = ,alors Y = 1{U< }Y +1{U> ) Y, ~ IG(v,0).
Notons que si G* ~ N71(0,1), G* ~ x*(1), ce qui, avec la méthode polaire de simulation
des gaussiennes centrées réduites, permet de simuler facilement suivant la loi x?(1).
Démonstration : Dans le cas v > 0, la clé du résultat consiste a remarquer que si
2
Y ~IG(v,0), Z2 =220 ~ x3().

La fonction f(y) = ('yyytS de dérivée f'(y) = Qutdw=9) Jgcroit de 400 & 0 sur 10, %[ et

y
croit de 0 & 400 sur ]%, +oo[. Pour z > 0, I’équation z = f(y) se récrit VoI Gl YN s

,\/2
Le discriminant est A = 45“’5—4“2 et elle admet deux racines y4 = 276“21/;1 Syt 2 avec
pe > ety < 2 Enfin f(y-) = R = (g 0)y= P VE et () =
(vys + 5)y;3/2\/5. Donc pour ¢ : R — R bornée,
i 1G(v,9) 1G(v,9)
Be(2) = [ ot (-2 4 20 ) as
0
Hoo 1 1 4]
_ —z/2
= z + e “4dz.
/0 o) (vy +0 Yy +5> PLE
Comme
2v6+z + 25
TR S V(Y- +y+) +26 _ A 1
Wt e+ Yy + (Y- +y) 07 2400452 0
on conclut que E(p(2)) = 0+°O o(z)e™*/? \/di En reprenant les calculs en marche arriere,

on voit qu’il suffit de prendre la racine Y_ avec probabilité 5 +Y7 =G +Yf(;5f;()5 =T ¢t

la racine Y, avec probabilité complémentaire pour obtenir une variable aléatoire de loi
IG(v,0) a partir de X ~ x?(1).

Lorsque v — 07T,

440 1 (470 1 [4y6\° )
2: —_— —_— — —_—— [
VAYOX + X2 =X 1+X X<1+2(X> 16(X> + o(v%)

2(52
= X+ 290 — L+ o(?),
X
ce qui assure que Y_ tend p.s. vers < > 0. Donc 1 U<t} tend p.s. vers 1 et Y vers 6—

Par convergence dominée, on en dedult avec (4.7) que

YA>0, E <e—¥> im0V _ iR,

y—0t

ce qui assure que % ~ 1G(0,0). O
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2
Remarque 4.2.14. — Comme W, + v75 = J, on a @ = MT/?, €galité qui

peut donner un peu d’intuition sur la clé de la démonstration (pour tout t > 0
2
déterministe % ~ x3(1)).

— Pour ¢ : R — R bornée, en effectuant le changement de variables y =

2 .
%, on obtient

() [ ot

. 2
On retrouve bien que % ~ 1G(0,9).

(SIS

4.2.3 Processus stables symétriques

Définition 4.2.15. Une wvariable aléatoire X et sa loi sont dites stables si pour Y
mdépendante de X et de méme loi

Ya,b>0, 3¢ >0, 3d € R, aX +bY £ cX +d. (4.9)

Exemple 4.2.16. 1. Si X ~ Ni(u,0?), aX +bY ~ Ni((a + b)u, (a®> + b*)o?). Donc

aX +bY £ Va2 ¥ X + ((a4+b) — Va2 +b*)u. Ainsi c = Va?>+ 0% et d = ((a +
b) — va? + b?)u.

2. 81 X suit la loi de Cauchy de paramétre o > 0 notée C(o) de densité 0

g _
m(x2+02)

iuX) —o|ul iu(aX—l—bY)) — e—o(a—l—b)\u\ —
’

et de fonction caractéristique E(e
E(e™@+0)X) . Ainsic=a+b et d = 0.

3.8 X ~ IG(0,6), X £ inf{t > 0 : W, > 6} = 6%inf{t > 0 : LW, > 1} ~

621G(0,1), résultat que l'on déduit aussi du lemme 4.2.13. Donc aX ~ IG(0,+/ad)
et bY ~ 1G(0,vb5) puis aX +bY ~ IG(0,(v/a+ vb)5). Ainsi aX + bY £ (vVa +
Vb)2X et c= (va+ Vb2, d=0.

=e alors E(e

Définition 4.2.17. Une variable aléatoire X et sa loi sont dites symétriques si X £_X.

Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, caractérise les lois stables
symétriques au travers de leur fonction caractéristique.

Théoréme 4.2.18. Soit X une variable aléatoire stable. Il existe o €]0,2] tel que pour
tous a,b > 0, la constante ¢ dans (4.9) est donnée par ¢ = a® + b*. La constante «
s’appelle indice de stabilité de X. Enfin, si X est stable symétrique d’indice

Jo >0, Vu € R, E(e™¥) = ¢~ 1"
et on note alors X ~ SasS(o).

Remarque 4.2.19. — Les trois exemples précédents correspondent respectivement a
des lois stables d’indice 2, 1 et %
— SiX ~ SaS(1) eto >0, alors E(e'®)X) = e=1wl® " ce qui assure que 0 X ~ SaS(o).
— S525(0) = NM1(0,202) et S1S(a) = C(0).

Exemple 4.2.20. St G| et Gy sont deux gaussiennes centrées réduites indépendantes,

a 1

T (G_§ — G%) ~ S%S(O’). En effet, cette variable aléatoire est symétrique et comme, d’apres
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le lemme 4.2.13 ~ 1G(0,1), il est facile de vérifier qu’elle est stable d’indice % Enfin,

’ @

. iu-Ls
comme pour A > 0, E (e G%) = e‘m, par prolongement analytique, E (e G%) =

e’(I’Sign(“)i)\/m et E (em(clf_c’}%)> = e’2m.

Soit a €]0,2] et 0,0" > 0. Si X ~ SaS(o) et Y ~ SaS(c’) sont indépendantes, alors
E(eX4Y)) = gm0l o=l — o=@+ o X 1YV ~ SaS((0® 4+ o'*)Y*). Cela
assure que la loi Sa.S(0) est indéfiniment divisible. Avec le théoreme 4.2.4, on en déduit
I'existence d'un processus de Lévy (Z;):>o appelé processus stable symétrique d’indice
a tel que Z; ~ SaS(o) et que E(e™?t) = E(e™%1)!, D’apres le théoreme 4.2.18; cette
derniere égalité entraine que Z;, ~ Sa.S(at'/®).

Exemple 4.2.21.
1

— Lorsque a« =2 et 0 = 5 CE processus est le mouvement brownien.

— Lorsque « €)0,2], par le changement de variables x = uh

A dh A dz
iuh . a iz .
— 1 —1duhl — = — 1 — izl -
/R(6 w {\h\gl})‘maﬂ |ul /R(e Ly |§1}),$‘a+1

ot par parité de la fonction \:v|+“’ la constante fR(em—l—i:plﬂxEl})‘xﬁTﬂl est réelle.
On en déduit que le triplet associé a Z1 par la formule de Lévy Kinchine donnée
dans la proposition 4.2.5 est (0,0, ﬁ%) avec ¢ une constante de normalisation. Le

processus est discontinu et t.q.

C
|a+1

+oo
VBt > 0, E(\Zt|5)<+oo<:>/ off oy < +o0 e B <a.

Pour simuler ses accroissements, il suffit d’utiliser Z;, 4 — Z; = os'/*X ou la variable
aléatoire X ~ SaS(1) peut étre générée grace au résultat suivant.

Proposition 4.2.22. Soit © variable uniforme sur [—%, 7] et Y variable exponentielle de
parameétre 1 indépendantes. Alors

sin(a©) cos((1 — a)O) (1—a)/a
X = (cOS(@))l/O‘ < Y ) ~ SaS(l)

Plutot que de démontrer ce résultat, nous allons voir que pour des valeurs particulieres
de a, il permet de retrouver des techniques de simulation bien connues :

Cas a =1 : on retrouve que X = tan(0) ~ C(1).

. ~1/2

Casa=2: X = \S/m@?@)) (COS(;®)> = V2V2Ysin(0) £ v/2v/2Y sin(26). Comme
2Y est une variable exponentielle de parametre 1/2 indépendante de 20 qui suit la
loi uniforme sur [—m, 7], d’apres la méthode polaire, v/2Y sin(20) ~ N;7(0,1). On
retrouve ainsi que X ~ N;(0,2).

1, X — sin(©/2) « cos(©/2) sin(©)

Cas a =3 : ) % 5V co2(6) Toujours d’apres la méthode polaire,

(G1,Ga) = V2Y (5in(20), cos(20)) ~ N3(0, I,).

1/1 1 1 1 _c0os?(20) —sin*(20)  cos(40)
1\ @ ) 3y \sin?(20)  cos?(20) ) 8Y sin?(20) cos?(20) 2V sin?(40)
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Soit ¢ : R — R bornée. Comme la fonction v — % est périodique de période 27
et paire, on obtient en faisant la changement de variables 6 = 5 —,

(- (58) - Lo ()2 [ o (55)-
0

Lo (Gn) e Lo (G5)

cos(40) L sin(O)

sin?(40) ~ cos?(0)"

ce qui assure que

4.2.4 EDS dirigées par des processus de Lévy

Pour discrétiser 'EDS dX; = o(t, X, )dZ; dirigée par le processus de Lévy (Z;);>0 on
peut utiliser le schéma d’Euler qui s’écrit th+1 = o(t, th)(Ztk+1 —Zy,).
Pour simplifier on suppose ici que la dimension d du processus de Lévy et la dimension n
de la solution X sont toutes deux égales a 1. L’ordre de convergence faible du schéma reste
en % comme dans le cas sans saut des lors que le processus (Z;);>o ne comporte pas trop
de grands sauts. Pour quantifier cela, on demande que la mesure de Lévy v associée a 2
par la formule de Lévy Kinchine donnée dans la proposition 4.2.5 possede suffisamment
de moments finis [66].

Lorsqu’il n’est pas possible de simuler les accroissements Z;, ., — Z;,, on peut simuler
les grands sauts qui sont en valeur absolue plus grands qu’un seuil € et approcher la
contribution des petits sauts par un mouvement brownien avec dérive avec méme moments
d’ordre 1 et 2 [68] [38]. Enfin, [44] est consacré a la construction de schémas d’ordre de
convergence faible élevé pour des EDSs dirigées par des processus de Lévy de sauts purs
dans 'esprit de ceux introduits dans le paragraphe 3.5 dans le cas brownien.
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