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Chapitre 1

Algorithme de Metropolis Hastings
et convergence de châınes de Markov

1.1 noyau markovien et châıne de Markov

On munit l’espace d’états E d’une tribu E .

Définition 1.1.1. — On appelle noyau markovien sur (E, E), une application P : E×
E 7→ [0, 1] telle que

— ∀x ∈ E, E ∋ A 7→ P (x,A) est une probabilité,

— ∀A ∈ E, E ∋ x 7→ P (x,A) est mesurable.

— On appelle châıne de Markov de noyau de transition P , un processus (Xn)n∈N à
valeurs dans E adapté à la filtration (Fn)n≥0 tel que

∀n ∈ N, ∀A ∈ E , P(Xn+1 ∈ A|Fn) = P (Xn, A).

On adoptera les notations suivantes :

— pour φ : E → R mesurable positive ou telle que ∀x ∈ E,
∫
E
|φ(y)|P (x, dy) < +∞,

on note Pφ la fonction de E dans R ∪ {+∞} définie par Pφ(x) =
∫
E
φ(y)P (x, dy),

— pour µ dans l’espace P(E) des probabilités sur (E, E), on note µP la probabilité
sur (E, E) définie par ∀A ∈ E , µP (A) =

∫
E
P (x,A)µ(dx),

— la probabilité π ∈ P(E) est dite invariante par P si πP = π,

— pour µ une mesure positive sur (E, E) et φ : E → R mesurable positive ou telle que∫
E
|φ(x)|µ(dx) <∞, on note µ(φ) =

∫
E
φ(x)µ(dx),

— pour P et Q deux noyaux markoviens sur (E, E), on note PQ le noyau markovien
sur (E, E) défini par ∀x ∈ E, ∀A ∈ E , PQ(x,A) =

∫
E
Q(y, A)P (x, dy) et par

(P n)n∈N la suite de noyaux définis par P 0(x,A) = 1A(x) (i.e. P
0(x, dy) = δx(dy)) et

la relation de récurrence P n := PP n−1 = P n−1P pour n ≥ 1. Notons que P 1 = P .

Si (Xn)n∈N est une châıne de Markov de noyau de transition P avecX0 de loi de probabilité
µ, alors pour tout n ∈ N, la loi de Xn est µP n.

Exercice 1.1.2. Montrer cette propriété (on pourra commencer par remarquer que pour
φ : E → R mesurable bornée et k ∈ N, E[φ(Xk+1)|Fk] = Pφ(Xk)).

1
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1.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

Cet algorithme est utilisé lorsque, sur l’espace d’états E, on veut simuler suivant la
probabilité π de la forme π(dx) = η(x)λ(dx)∫

E η(y)λ(dy)
où

— λ est une mesure positive de référence sur (E, E),
— η est une fonction mesurable de E dans R+ telle que

∫
E
η(x)λ(dx) ∈]0,∞[.

Il va permettre de construire une châıne de Markov de probabilité invariante π sans
nécessairement connâıtre la constante de normalisation 1∫

E η(y)λ(dy)
de la densité η. Parmi

ses très nombreuses applications, on peut notamment citer :

— dans le cas où λ est la mesure de Lebesgue sur E = Rd, la simulation en physique
statistique de la probabilité de Boltzmann-Gibbs de densité proportionnelle à η(x) =

e
− 1
kBT

V (x)
où kB désigne la constante de Boltzmann, T la température et V : Rd → R

est la fonction potentiel,

— dans le cas où E est l’espace des valeurs possibles d’un paramètre θ en statistique
bayésienne, la simulation suivant la loi à posteriori de ce paramètre sachant que
l’on a observé Y = y : si on note pY |Θ(y|θ) la densité de l’observation Y lorsque le
paramètre vaut θ et pΘ(θ) la densité à priori de Θ par rapport à λ, la formule de
Bayes assure que sa densité à posteriori est

pΘ|Y (θ|y) =
pY |Θ(y|θ)pΘ(θ)∫

E
pY |Θ(y|ϑ)pΘ(ϑ)λ(dϑ)

.

Notons que dans ces deux exemples, le calcul de la constante de normalisation est difficile.

Soit q : E × E → R+ une fonction mesurable telle que ∀x ∈ E,
∫
E
q(x, y)λ(dy) = 1

(Q(x, dy) = q(x, y)λ(dy) est alors un noyau markovien) et on sait simuler suivant la
probabilité q(x, y)λ(dy). On pose

α(x, y) =

{
min

(
1, η(y)q(y,x)

η(x)q(x,y)

)
si η(x)q(x, y) > 0

1 si η(x)q(x, y) = 0
. (1.1)

Partant d’une variable aléatoire X0 à valeurs dans E, le principe de l’algorithme de
Metropolis-Hastings est de construire (Xn)n∈N par la récurrence suivante :

— sachant (X0, . . . , Xn), on génère une proposition Yn+1 suivant la probabilité
q(Xn, y)λ(dy) et indépendamment une variable aléatoire Un+1 uniforme sur [0, 1],

— on pose Xn+1 = Yn+11{Un+1≤α(Xn,Yn+1)} + Xn1{Un+1>α(Xn,Yn+1)}, c’est-à-dire que la
proposition est acceptée avec probabilité α(Xn, Yn+1) et la position Xn est conservée
sinon.

Ainsi pour f : E → R mesurable bornée,

E[f(Xn+1)|X0, X1, . . . , Xn]

= E[E[f(Yn+1)1{Un+1≤α(Xn,Yn+1)} + f(Xn)1{Un+1>α(Xn,Yn+1)}|X0, X1, . . . , Xn, Yn+1|X0, X1, . . . , Xn]

= E[f(Yn+1)α(Xn, Yn+1) + f(Xn)(1− α(Xn, Yn+1))|X0, X1, . . . , Xn]

=

∫
E

f(y)α(Xn, y)q(Xn, y)λ(dy) + f(Xn)

∫
E

(1− α(Xn, y))q(Xn, y)λ(dy)

=

∫
E

f(y)P (Xn, dy)
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où

P (x, dy) = α(x, y)q(x, y)λ(dy) +R(x)δx(dy) avec R(x) =

∫
E

(1− α(x, z))q(x, z)λ(dz).

(1.2)
Ainsi (Xn)n∈N est une châıne de Markov de noyau de transition P . Pour y ̸= x,

η(x)q(x, y)α(x, y) =

{
η(x)q(x, y)min

(
1, η(y)q(y,x)

η(x)q(x,y)

)
si η(x)q(x, y) > 0

η(x)q(x, y)× 1 si η(x)q(x, y) = 0

= min(η(x)q(x, y), η(y)q(y, x)).

est une fonction symétrique de (x, y) i.e. η(x)q(x, y)α(x, y) = η(y)q(y, x)α(y, x). Cela
entrâıne que

η(x)λ(dx)α(x, y)q(x, y)λ(dy) = η(y)λ(dy)α(y, x)q(y, x)λ(dx).

Comme clairement, η(x)λ(dx)R(x)δx(dy) = η(y)λ(dy)R(y)δy(dx), on en déduit que
π(dx)P (x, dy) = π(dy)P (y, dx). On dit que la probabilité π est réversible pour le noyau
P . Comme P (y, E) = 1, par intégration en x sur E, cela implique que πP = π : la pro-
babilité π est invariante par le noyau P . Notons que dans le cas particulier où E = Rd

et q(x, y) = φ(y − x) pour une densité de probabilité paire φ par rapport à la mesure de

Lebesgue λ (exemple : φ(z) = e−
|z|2

2σ2 /(2πσ2)d/2), alors le rapport η(y)q(y,x)
η(x)q(x,y)

se simplifie en
η(y)
η(x)

. Comme les variables aléatoires Yn+1 − Xn sont alors i.i.d. suivant la densité φ, on
parle d’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire.

Remarque 1.2.1. — Notons que la réversibilité de π pour le noyau P est préservée
pour

α(x, y) =

{
a
(
η(y)q(y,x)
η(x)q(x,y)

)
si η(x)q(x, y) > 0

1 si η(x)q(x, y) = 0
,

où la fonction a : R+ → [0, 1] vérifie a(0) = 0 et ∀u > 0, a(u) = ua(1/u) si
bien que a(u) ≤ min(1, u). Le choix a(u) = min(1, u) fait dans l’algorithme de
Metropolis-Hastings maximise la probabilité d’accepter les propositions. Il est pri-
vilégié en pratique pour ses meilleures propriétés asymptotiques (voir le paragraphe

1.6) mais d’autres sont possibles comme a(u) =
∑K
k=1 u

k

1+
∑K
k=1 u

k
pour K ∈ N∗.

— Notons enfin que le choix de la valeur de α(x, y) lorsque q(x, y) = 0 ne change rien
au noyau P . En revanche, choisir α(x, y) = 1 lorsque η(x) = 0 et q(x, y) > 0 permet
de maximiser la probabilité de bouger de l’état x.

Exercice 1.2.2. On suppose que π est invariante pour le noyau P . Soient f, g : E → R
mesurables et telles que π(f 2 + g2) <∞.

1. Montrer que (Pf)2 ≤ Pf 2 et en déduire à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz
que π(|gPf |) <∞.

2. Lorsque π est réversible pour P , montrer que π(gPf) = π(fPg).

Dans la suite de ce chap̂ıtre, nous allons donner des conditions sur le noyau de transition
P d’une châıne de Markov (Xn)n∈N à valeurs dans E assurant que

— la châıne admet une unique probabilité invariante π et, lorsque n → ∞, la loi de
Xn converge à vitesse géométrique vers π dans une norme bien choisie,
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— pour toute fonction f : E → R mesurable et telle que π(|f |) < ∞, les moyennes
ergodiques 1

n

∑n
k=0 f(Xk) convergent p.s. vers π(f),

— le comportement asymptotique de l’erreur dans la loi des grands nombres ergodique
précédente est régi par un théorème de la limite centrale.

1.3 Ergodicité d’une châıne de Markov à espace

d’état général

Soit P un noyau markovien sur (E, E). Nous allons nous intéresser à des conditions
assurant que pour toute probabilité µ ∈ P(E), µP n converge lorsque n → ∞ vers π où
π ∈ P(E) est invariante c’est-à-dire vérifie πP = π. Pour cela, nous commençons par
introduire une distance permettant de quantifier cette convergence.

1.3.1 distance en variation totale

Définition 1.3.1. On appelle distance en variation totale sur P(E) la distance
dTV(µ, σ) := supA∈E |µ(A)− σ(A)|.

Pour obtenir une expression alternative de cette distance, nous introduisons, la
décomposition de Jordan-Hahn de la mesure signée µ−σ : µ−σ = ξ+−ξ− où ξ+ et ξ− sont
deux mesures positives sur (E, E) telles qu’il existe B ∈ E vérifiant ξ−(B) = ξ+(Bc) = 0.

Exercice 1.3.2. Montrer l’existence et l’unicité de la décomposition de Jordan-Hahn
lorsque l’espace d’états E est fini ou dénombrable et E l’ensemble des parties de E (tribu
discrète).

Proposition 1.3.3. La mesure µ ∧ σ sur (E, E) définie par ∀A ∈ E , µ ∧ σ(A) = σ(A ∩
B) + µ(A ∩ Bc) est la plus grande mesure positive majorée à la fois par µ et par σ. En
outre,

dTV(µ, σ) = 1− µ ∧ σ(E) = sup
φ:|φ|≤1/2

|µ(φ)− σ(φ)|,

où le supremum porte sur l’ensemble des fonctions mesurables φ : E → R telles que
supx∈E |φ(x)| ≤ 1/2.

Attention, généralement, en dehors des cas A ⊂ B et A ⊂ Bc, µ∧σ(A) ̸= µ(A)∧σ(A).

Exercice 1.3.4. Montrer que pour tout γ > 0, dTV(µ, σ) =
1
2γ

supφ:|φ|≤γ |µ(φ)− σ(φ)|.

Exercice 1.3.5. On suppose que µ(dx) = f(x)λ(dx), σ(dx) = g(x)λ(dx) avec f, g : E →
R+ deux fonctions mesurables telles que

∫
E
f(x)λ(dx) =

∫
E
g(x)λ(dx) = 1.

1. Calculer µ(A)− σ(A) pour A ∈ E et en déduire que

dTV(µ, σ) =

∫
E

max(f(x)− g(x), 0)λ(dx) =

∫
E

max(g(x)− f(x), 0)λ(dx)

=
1

2

∫
E

|g(x)− f(x)|λ(dx).
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2. Vérifier que ξ+(dx) = 1{f(x)≥g(x)}(f(x)− g(x))λ(dx) et ξ−(dx) = 1{g(x)≥f(x)}(g(x)−
f(x))λ(dx) est la décomposition de Jordan-Hahn de µ− σ et préciser les ensembles
B et Bc.

3. Vérifier que µ ∧ σ(dx) = (f(x) ∧ g(x))λ(dx).

Pour µ et σ quelconques, le théorème de Radon-Nikodym assure que µ et σ admettent
des densités par rapport à λ = µ+σ et l’exercice précédent permet d’en déduire l’existence
de la décomposition de Jordan-Hahn.
Démonstration : Pour A ∈ E , comme, µ(A ∩ B) − σ(A ∩ B) = ξ+(A ∩ B) ≥ 0 et
σ(A ∩Bc)− µ(A ∩Bc) = ξ−(A ∩Bc) ≥ 0, µ ∧ σ(A) ≤ min(µ(A), σ(A)).

Par ailleurs, si η est une mesure positive telle que ∀C ∈ E , η(C) ≤ min(µ(C), σ(C)),
pour A ∈ E , η(A) = η(A ∩B) + η(A ∩Bc) ≤ σ(A ∩B) + µ(A ∩Bc) = µ ∧ σ(A).

Notons que comme 0 = µ(E) − σ(E) = ξ+(E ∩ B) − ξ−(E ∩ Bc) = ξ+(B) − ξ−(Bc),
ξ+(B) = ξ−(Bc). Pour A ∈ E , comme µ(A)− σ(A) = ξ+(A ∩B)− ξ−(A ∩Bc),

−ξ−(Bc) ≤ µ(A)− σ(A) ≤ ξ+(B),

où la première inégalité est une égalité pour A = Bc et la seconde pour A = B. On en
déduit que

dTV(µ, σ) = ξ+(B) = µ(B)− σ(B) = (1− µ(Bc))− σ(B) = 1− (µ(E ∩Bc) + σ(E ∩B))

= 1− µ ∧ σ(E). (1.3)

Pour φ : E → R mesurable telle que supx∈E |φ(x)| ≤ 1/2, ξ+(φ) (resp. ξ−(φ)) est
maximum (resp. minimum) pour φ égale à 1/2 sur B (resp. à −1/2 sur Bc) et ne dépend
pas des valeurs prises par φ sur Bc (resp. B). Ainsi,

µ(φ)− σ(φ) = ξ+(φ)− ξ−(φ) ≤ ξ+(1B − 1/2)− ξ−(1B − 1/2)

= µ(1B − 1/2)− σ(1B − 1/2) = µ(B)− σ(B) = dTV(µ, σ).

Par symétrie, σ(φ)− µ(φ) ≤ σ(Bc)− µ(Bc) = dTV(µ, σ), ce qui achève la démonstration.
□

Lemme 1.3.6. Pour tous µ, σ ∈ P(E), on a dTV(µ, σ) = infX∼µ,Y∼σ P(X ̸= Y ) où
l’infimum porte sur tous les couples de variables aléatoires (X, Y ) avec X de loi µ et Y
de loi σ.

Démonstration : Pour X ∼ µ et Y ∼ σ définies sur le même espace de probabilité et
A ∈ E , on a

µ(A)− σ(A) = P(X ∈ A,X = Y ) + P(X ∈ A,X ̸= Y )− P(Y ∈ A,X = Y )− P(Y ∈ A,X ̸= Y )

= P(X ∈ A,X ̸= Y )− P(Y ∈ A,X ̸= Y )

si bien que −P(X ̸= Y ) ≤ −P(Y ∈ A,X ̸= Y ) ≤ µ(A) − σ(A) ≤ P(X ∈ A,X ̸= Y ) ≤
P(X ̸= Y ). On en déduit que P(X ̸= Y ) ≥ supA∈E |µ(A) − σ(A)| = dTV(µ, σ). Lorsque
dTV(µ, σ) = 1, l’inégalité est une égalité pour tout couple (X, Y ) avec X ∼ µ et Y ∼ σ.
Lorsque dTV(µ, σ) = 0, c’est une égalité pour Y = X ∼ µ. Nous allons maintenant exhiber
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un couple pour lequel c’est une égalité lorsque 0 < dTV(µ, σ) < 1 i.e. 0 < µ ∧ σ(E) < 1.
Soit U ∼ U [0, 1] et (Z, X̃, Ỹ ) un triplet indépendant avec Z ∼ µ∧σ

µ∧σ(E)
, X̃ ∼ µ−µ∧σ

1−µ∧σ(E)
et

Ỹ ∼ σ−µ∧σ
1−µ∧σ(E)

(on peut par exemple prendre Z, X̃ et Ỹ indépendantes). On pose

(X, Y ) = 1{U≤µ∧σ(E)}(Z,Z) + 1{U>µ∧σ(E)}(X̃, Ỹ ).

Alors pour f : E → R mesurable bornée, par indépendance de U et (Z, X̃) on a

E[f(X)] = E[1{U≤µ∧σ(E)}f(Z)] + E[1{U>µ∧σ(E)}f(X̃)]

= P(U ≤ µ ∧ σ(E))E[f(Z)] + P(U > µ ∧ σ(E))E[f(X̃)]

= µ ∧ σ(E)
∫
E

f(x)
µ ∧ σ(dx)
µ ∧ σ(E)

+ (1− µ ∧ σ(E))
∫
E

f(x)
µ(dx)− µ ∧ σ(dx)

1− µ ∧ σ(E)

=

∫
E

f(x)µ(dx)

si bien que X ∼ µ. Un calcul analogue de E[f(Y )] assure que Y ∼ σ. Par ailleurs,
P(X ̸= Y ) ≤ P(U > µ ∧ σ(E)) = 1− µ ∧ σ(E) = dTV(µ, σ). □

Exercice 1.3.7. Soit A ∈ E t.q. µ(A) = 1.

1. Comment comparer µ(Ac ∩B) et σ(Ac ∩B) ? En déduire que σ(A ∩B) = σ(B).

2. Montrer que µ(A ∩Bc) = µ(Bc) et conclure que µ ∧ σ(A) = 1− dTV(µ, σ).

Proposition 1.3.8. L’espace P(E) muni de la distance en variation totale est complet.

Démonstration : Soit (µn)n∈N une suite de Cauchy. Pour tout n ∈ N, µn est absolument
continue par rapport à la probabilité µ =

∑
n∈N

µn
2n+1 et admet donc une densité pn : E →

R+ par rapport à µ :

∀A ∈ E , µn(A) =
∫
E

1A(x)pn(x)µ(dx).

Comme le supremum à la seconde ligne est atteint pour φ(x) = 1
2
signe(pn(x)− pm(x)),

dTV(µn, µm) = sup
φ:|φ|≤1/2

∣∣∣∣∫
E

φ(x)(pn(x)− pm(x))µ(dx)

∣∣∣∣
=

∫
E

1

2
|pn(x)− pm(x)|µ(dx) =

1

2
∥pn − pm∥L1(µ),

la suite (pn)n∈N est de Cauchy dans L1(µ) qui est complet. Elle converge donc vers p∞.
Comme µ(dx) p.p. pn(x) ≥ 0, µ(dx) p.p. max(−p∞(x), 0) ≤ |pn(x) − p∞(x)|. Ainsi∫
E
max(−p∞(x), 0)µ(dx) ≤

∫
E
|pn(x)− p∞(x)|µ(dx), puis par passage à la limite n→ ∞,∫

E
max(−p∞(x), 0)µ(dx) = 0 i.e. µ(dx) p.p. p∞(x) ≥ 0. Par ailleurs, le passage à la li-

mite n→ ∞ dans l’inégalité |
∫
E
p∞(x)µ(dx)−

∫
E
pn(x)µ(dx)| ≤

∫
E
|pn(x)− p∞(x)|µ(dx)

assure que
∫
E
p∞(x)µ(dx) = 1. Ainsi p∞ est une densité de probabilité par rapport à µ.

Notons µ∞ la probabilité qui admet cette densité. Comme précédemment dTV(µn, µ∞) =
1
2
∥pn − p∞∥L1(µ), où le second membre tend vers 0 lorsque n→ ∞. □
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1.3.2 Conditions de Doeblin et ergodicité uniforme

Définition 1.3.9. On dit que le noyau markovien P satisfait

— la condition de Doeblin si

∃α ∈]0, 1], ∀x, y ∈ E, P (x, .) ∧ P (y, .)(E) ≥ α.

— la condition de Doeblin uniforme si

∃ν ∈ P(E), ∃α ∈]0, 1], ∀A ∈ E , inf
x∈E

P (x,A) ≥ αν(A).

La condition de Doeblin uniforme est plus forte que la condition de Doeblin en ce que
pour tous x, y ∈ E, la mesure P (x, .)∧P (y, .) domine la même mesure αν de masse totale
α.

Théorème 1.3.10. Sous la condition de Doeblin, le noyau markovien P admet une unique
probabilité invariante π et

∀µ ∈ P(E), ∀n ∈ N, dTV(µP
n, π) ≤ (1− α)ndTV(µ, π).

Remarque 1.3.11. S’il existe m ≥ 2 t.q. le noyau Pm satisfait la condition de Doeblin,
alors le théorème entrâıne que Pm admet une unique probabilité invariante π. Comme
πP = πPmP = πPPm, la probabilité πP est invariante pour Pm. Par unicité, πP = π
et π est invariante pour P . C’est la seule probabilité invariante pour P puisque toute
probabilité invariante pour P l’est pour Pm. Comme supx∈E |φ(x)| ≤ 1/2 implique que
∀x ∈ E, |Pφ(x)| ≤

∫
E
|φ(y)|P (x, dy) ≤ 1/2,

dTV(µP, σP ) = sup
φ:|φ|≤1/2

|µ(Pφ)− σ(Pφ)| ≤ sup
ψ:|ψ|≤1/2

|µ(ψ)− σ(ψ)| = dTV(µ, σ). (1.4)

Avec le théorème appliqué au noyau Pm, on en déduit que

∀n ∈ N, dTV(µP
n, π) ≤ (1− α)⌊n/m⌋dTV(µ, π).

Puisque la distance en variation totale est majorée par 1 et que, si δx désigne la masse
de Dirac en x ∈ E, δxP

n = P n(x, .), la condition de Doeblin pour Pm implique
limn→∞ supx∈E dTV(P

n(x, .), π) = 0, propriété appelée ergodicité uniforme du noyau P
(la décroissance a même lieu à vitesse géométrique).

Réciproquement, si P est uniformément ergodique, choisir m assez grand pour que
supx∈E dTV(P

m(x, .), π) ≤ 1−α
2

assure par inégalité triangulaire que

∀x, y ∈ E, 1− α ≥ dTV(P
m(x, .), Pm(y, .)) = 1− Pm(x, .) ∧ Pm(y, .)(E).

Ainsi l’ergodicité uniforme est équivalente à la condition de Doeblin pour une itérée Pm

du noyau P .

La preuve du théorème repose sur le résultat suivant

Lemme 1.3.12. Sous la condition de Doeblin, ∀x, y ∈ E, |Pφ(x) − Pφ(y)| ≤ 2(1 −
α) supz∈E |φ(z)| et

∀µ, σ ∈ P(E), dTV(µP, σP ) ≤ (1− α)dTV(µ, σ). (1.5)
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Nous allons en déduire le théorème avant de démontrer le lemme.
Démonstration : D’après (1.5), l’application P(E) ∋ µ 7→ µP ∈ P(E) est contractante
pour dTV distance qui rend l’espace P(E) complet d’après la proposition 1.3.8. D’après
le théorème de point fixe de Picard, elle admet un unique point fixe π qui est l’unique
probabilité invariante par P . Enfin, en itérant l’inégalité (1.5), on obtient

∀µ, σ ∈ P(E), ∀n ∈ N, dTV(µP
n, σP n) ≤ (1− α)ndTV(µ, σ)

et l’inégalité énoncée dans le théorème en découle pour le choix σ = π. □

Démonstration : Pour φ : E → R une fonction mesurable bornée et x, y ∈ E, on a

|Pφ(x)− Pφ(y)| =
∣∣∣∣ ∫

E

φ(z)P (x, dz)−
∫
E

φ(z)P (x, .) ∧ P (y, .)(dz)

+

∫
E

φ(z)P (x, .) ∧ P (y, .)(dz)−
∫
E

φ(z)P (y, dz)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
E

φ(z)(P (x, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

E

φ(z)(P (y, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))
∣∣∣∣

≤
∫
E

|φ(z)|(P (x, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz)) +
∫
E

|φ(z)|(P (y, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))

≤ sup
z∈E

|φ(z)|
(∫

E

(P (x, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz)) +
∫
E

(P (y, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))
)

≤ 2(1− α) sup
z∈E

|φ(z)|,

où on a utilisé la positivité des mesures P (x, .)−P (x, .)∧P (y, .) et P (y, .)−P (x, .)∧P (y, .)
pour la seconde inégalité et la condition de Doeblin pour la quatrième inégalité. En posant
cφ = (1− α) supz∈E |φ(z)| − supy∈E Pφ(y), on en déduit que pour x ∈ E,

Pφ(x) + cφ = (1− α) sup
z∈E

|φ(z)|+ inf
y∈E

(Pφ(x)− Pφ(y)) ≥ −(1− α) sup
z∈E

|φ(z)|,

D’autre part,

Pφ(x) + cφ ≤ Pφ(x) + (1− α) sup
z∈E

|φ(z)| − Pφ(x) = (1− α) sup
z∈E

|φ(z)|,

si bien que
sup
x∈E

|Pφ(x) + cφ| ≤ (1− α) sup
z∈E

|φ(z)|.

Ainsi

dTV(µP, σP ) = sup
φ:|φ|≤1/2

|µP (φ)− σP (φ)| = sup
φ:|φ|≤1/2

|µ(Pφ)− σ(Pφ)|

= sup
φ:|φ|≤1/2

|µ(Pφ+ cφ)− σ(Pφ+ cφ)|

≤ sup
ψ:|ψ|≤(1−α)/2

|µ(ψ)− σ(ψ)| = (1− α)dTV(µ, σ),

où on a utilisé µ(cφ) = cφ = σ(cφ) pour la troisième égalité et le résultat de l’exercice
1.3.4 pour la dernière. □
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1.3.3 Algorithme de recuit simulé

Cet algorithme a pour objectif de minimiser une fonction V : E → R mesurable.
Pour β ≥ 0, on note Zβ =

∫
E
e−βV (x)λ(dx) où λ est une mesure positive de référence sur

(E, E). Dans le cas d’une probabilité de Boltzmann-Gibbs, β = 1
kBT

, c’est-à-dire que β
est l’inverse de la température au facteur multiplicatif près 1/kB avec kB la constante
de Boltzmann. On note également v⋆ = inf{v ∈ R : λ({x : V (x) ≤ v}) > 0} l’essentiel
infimum de V pour la mesure λ et on suppose que v⋆ > −∞. On suppose enfin que

B := {β ≥ 0 : Zβ <∞} ≠ ∅.

Comme Zβ = e−βv⋆
∫
E
e−β(V (x)−v⋆)λ(dx) où l’intégrale est une fonction décroissante de

β, B est un intervalle de la forme [β,+∞[ ou ]β,+∞[ avec β ∈ [0,+∞[. Pour tout

β ∈ B, πβ(dx) =
1
Zβ
e−βV (x)λ(dx) est une probabilité sur (E, E). Notons que pour β ≥ 0,

Zβ ≤ e−βv⋆λ(E) si bien que lorsque λ(E) < ∞, alors B = [0,+∞[. Le lemme suivant
assure que lorsque β → ∞ (i.e. la température tend vers 0), πβ se concentre sur les
minimas de V .

Lemme 1.3.13. Pour tout ε > 0, limβ→∞ πβ ({x ∈ E : V (x) ≥ v⋆ + ε}) = 0.

Démonstration : On remarque que

πβ(dx) =
1

Ẑβ
e−β(V (x)−v⋆)λ(dx) où Ẑβ =

∫
E

e−β(V (x)−v⋆)λ(dx). (1.6)

Donc

πβ ({x ∈ E : V (x) ≥ v⋆ + ε}) =
∫
E
1{V (x)≥v⋆+ε}e

−β(V (x)−v⋆)λ(dx)∫
E
e−β(V (x)−v⋆)λ(dx)

≤
∫
E
1{V (x)≥v⋆+ε}e

−β(V (x)−v⋆)λ(dx)

e−
βε
2 λ({x : V (x) ≤ v⋆ + ε/2})

≤
∫
E
1{V (x)≥v⋆+ε}e

−β
2
(V (x)−v⋆)λ(dx)

λ({x : V (x) ≤ v⋆ + ε/2})
.

où λ({x : V (x) ≤ v⋆ + ε/2}) > 0 par définition de v⋆ et, pour la dernière inégalité,

on a utilisé que V (x) − v⋆ ≥ ε est équivalent à V (x) − v⋆ ≥ ε
2
+ V (x)−v⋆

2
. Lorsque

β ≥ 2(β + 1), e−(β+1)(V (x)−v⋆) ≥ 1{V (x)≥v⋆+ε}e
−β

2
(V (x)−v⋆) avec le membre de droite

qui tend vers 0 lorsque β → ∞. Le théorème de convergence dominée assure que

limβ→∞
∫
E
1{V (x)≥v⋆+ε}e

−β
2
(V (x)−v⋆)λ(dx) = 0, ce qui conclut la démonstration. □

Le lemme suivant contrôle la dépendance en le paramètre β de la mesure de Gibbs πβ
lorsque l’essentiel supremum v̄ = sup{v ∈ R : λ({x ∈ E : V (x) ≥ v}) > 0} de V pour la
mesure λ est fini. Notons que comme Zβ ≥ e−βv̄λ(E), si v̄ <∞, alors le fait que Zβ <∞
pour β > β entrâıne que λ(E) <∞ si bien que B = [0,+∞[.

Lemme 1.3.14. On suppose que v̄ <∞. Pour tous β̃, β ≥ 0, on a

dTV(πβ̃, πβ) ≤ (v̄ − v⋆)|β̃ − β|.
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Démonstration : Pour fixer les idées, on suppose que β̃ > β ce qui entrâıne que Ẑβ̃ ≤ Ẑβ.
D’après l’exercice 1.3.5 et (1.6),

2dTV(πβ̃, πβ) =

∫
E

∣∣∣∣e−β̃(V (x)−v⋆)

Ẑβ̃
− e−β(V (x)−v⋆)

Ẑβ

∣∣∣∣λ(dx)
=

∫
E

∣∣∣∣e−β̃(V (x)−v⋆)
(

1

Ẑβ̃
− 1

Ẑβ

)
+
e−β̃(V (x)−v⋆) − e−β(V (x)−v⋆)

Ẑβ

∣∣∣∣λ(dx)
≤
(

1

Ẑβ̃
− 1

Ẑβ

)∫
E

e−β̃(V (x)−v⋆)λ(dx) +
1

Ẑβ

∫
E

(
e−β(V (x)−v⋆) − e−β̃(V (x)−v⋆)

)
λ(dx)

= 2

(
1−

Ẑβ̃

Ẑβ

)
.

Comme 1− e−y ≤ y pour y ≥ 0, on obtient que

Ẑβ − Ẑβ̃ =

∫
E

(1− e−(β̃−β)(V (x)−v⋆))e−β(V (x)−v⋆)λ(dx)

≤ (β̃ − β)

∫
E

(V (x)− v⋆)e
−β(V (x)−v⋆)λ(dx) ≤ (β̃ − β)(v̄ − v⋆)Ẑβ.

Cette inégalité se récrit 1− Ẑβ̃

Ẑβ
≤ (β̃ − β)(v̄ − v⋆), ce qui permet de conclure. □

On suppose que la densité de proposition q de l’algorithme de Metropolis-Hastings est

symétrique : ∀x, y ∈ E, q(x, y) = q(y, x) . Pour la probabilité cible πβ, on a α(x, y) =

min(1, e−β(V (y)−V (x))) = e−β(V (y)−V (x))+ (où, par rapport à (1.1), le remplacement de 1 par
e−β(V (y)−V (x)) pour q(x, y) = 0 et V (y) > V (x) est sans conséquence d’après le second
point dans la remarque 1.2.1). Notons Q(x, dy) = q(x, y)λ(dy) le noyau de proposition et
pour tout β ≥ 0

Pβ(x, dy) = e−β(V (y)−V (x))+q(x, y)λ(dy) +Rβ(x)δx(dy)

où Rβ(x) =

∫
E

(1− e−β(V (z)−V (x))+)q(x, z)λ(dz).

On a P0 = Q et pour tout β ∈ B, Pβ est le noyau de Metropolis-Hastings associé à πβ.

Proposition 1.3.15. On suppose que v̄ <∞ (si bien que B = [0,+∞[),

κ := sup

{
v :

∫
E×E

1{(V (y)−V (x))+≥v}q(x, y)λ(dx)λ(dy) > 0

}
<∞

et qu’il existe m ∈ N∗ tel que Qm satisfait la condition de Doeblin pour la constante
α > 0. Soit (βn = h ln(n))n≥1 avec h > 0. Alors pour tout h ∈]0, 1

mκ
[, et pour toute

probabilité µ0 sur E la suite µn = µ0Pβ1Pβ2 . . . Pβn vérifie limn→∞ dTV(µn, πβn) = 0 si
bien que limn→∞ µn({x ∈ E : V (x) ≥ v⋆ + ε}) = 0 pour tout ε > 0.

Exercice 1.3.16. En remarquant que pour ε > 0, (V (y)−V (x))+ ≥ v̄−v⋆+ε⇒ V (y) ≥
v̄ + ε

2
ou V (x) ≤ v⋆ − ε

2
, vérifier que κ ≤ v̄ − v⋆.
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Remarque 1.3.17. Si on note (Xn)n une châıne de Markov inhomogène à valeurs dans
E telle que X0 ∼ µ0 et

∀n ∈ N, P(Xn+1 ∈ A|(X0, . . . , Xn)) = Pβn+1(Xn, A)

alors µn est la loi de Xn. Sous les hypothèses de la proposition, pour h ∈]0, 1
mκ

[,
limn→∞ P(V (Xn) ≥ v⋆ + ε) = 0 pour tout ε > 0, c’est-à-dire que la suite (V (Xn))n
converge en probabilité vers v⋆.

Notons que µ1(dy) = µ0P0(dy) = µ0Q(dy) =
∫
x∈E q(x, y)µ0(dx)λ(dy), si bien

que µ1 possède la densité f1(y) =
∫
x∈E q(x, y)µ0(dx) par rapport à la mesure de

référence λ. Supposons que pour n ∈ N∗, µn possède la densité fn par rapport à
λ, alors µn+1(dy) =

∫
x∈E e

−βn+1(V (y)−V (x))+q(x, y)µn(dx)λ(dy) + Rβn+1(y)fn(y)λ(dy) =

fn+1(y)λ(dy) pour fn+1(y) =
∫
x∈E e

−βn+1(V (y)−V (x))+q(x, y)µn(dx) + Rβn+1(y)fn(y). Ainsi,
nous avons montré par récurrence que pour tout n ∈ N∗, µn possède une densité fn par rap-
port à la mesure de référence λ. Soit A =

{
x ∈ E :

∫
E
1{(V (y)−V (x))+>κ}q(x, y)λ(dy) = 0

}
.

Par définition de κ, λ(Ac) = 0. Modifions désormais la définition de Pβ en

Pβ(x, dy) = e−β((V (y)−V (x))+∧κ)q(x, y)λ(dy)+

∫
E

(1− e−β((V (z)−V (x))+∧κ))q(x, z)λ(dz)δx(dy).

Pour tout x ∈ A, la probabilité Pβ(x, .) est inchangée. Comme λ(Ac) = 0, pour tous β > 0
et µ ∈ P(E) qui possède une densité par rapport à λ, la valeur de µPβ n’est pas affectée
par cette modification. Ainsi par récurrence sur n ∈ N∗, l’égalité µn = µ1Pβ2 . . . Pβn reste
vraie malgré la modification. Comme Pβ1 = P0 est inchangée, on a µ1 = µ0Pβ1 si bien
que l’égalité µn = µ0Pβ1Pβ2 . . . Pβn reste également vraie. Comme πβ possède une densité
par rapport à λ, la modification ne change rien à la valeur de πβPβ si bien que πβ reste
invariante par Pβ. L’intérêt de la modification est d’assurer le résultat suivant.

Lemme 1.3.18. Si pour m ∈ N∗, Qm satisfait la condition de Doeblin pour la constante
α ∈]0, 1], alors pour β1, . . . , βm ≥ 0, Pβ1Pβ2 . . . Pβm satisfait la condition de Doeblin pour
la constante αe−κ

∑m
n=1 βn .

Démonstration du lemme 1.3.18 : La définition modifiée de Pβ entrâıne que pour
β ≥ 0, Pβ ≥ e−βκQ au sens où pour tout x ∈ E, la mesure e−βκQ(x, dy) est
majorée par la probabilité Pβ(x, dy). En itérant, on en déduit que Pβ1Pβ2 . . . Pβm ≥
e−κ

∑m
n=1 βnQm si bien que pour tous x, y ∈ E, Pβ1Pβ2 . . . Pβm(x, .) ∧ Pβ1Pβ2 . . . Pβm(y, .) ≥

e−κ
∑m
n=1 βn (Qm(x, .) ∧Qm(y, .)). □

Démonstration de la proposition 1.3.15 : Comme βn tend vers +∞ avec n, pour
ε > 0 et Aε = {x ∈ E : V (x) ≥ v⋆+ε}, le lemme 1.3.14 entrâıne que limn→∞ πβn(Aε) = 0.
Comme |πβn(Aε)−µn(Aε)| ≤ dTV(πβn , µn), il suffit de montrer que dTV(πβn , µn) tend vers
0 lorsque n→ ∞ pour conclure que µn(Aε) aussi.

Pour n, k ∈ N∗, comme par invariance de πβ par Pβ,

∀ℓ ∈ {1, . . . , k}, (πβn+ℓ−πβn+ℓ−1
)Pβn+ℓ . . . Pβn+k = πβn+ℓPβn+ℓ+1

. . . Pβn+k−πβn+ℓ−1
Pβn+ℓ . . . Pβn+k ,
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on a πβn+k =
∑k

ℓ=1(πβn+ℓ − πβn+ℓ−1
)Pβn+ℓ . . . Pβn+k + πβnPβn+1 . . . Pβn+k . Comme µn+k =

µnPβn+1 . . . Pβn+k , avec la définition de dTV, on en déduit que

dTV(πβn+k , µn+k) ≤
k∑
ℓ=1

dTV(πβn+ℓPβn+ℓ . . . Pβn+k , πβn+ℓ−1
Pβn+ℓ . . . Pβn+k)

+ dTV(πβnPβn+1 . . . Pβn+k , µnPβn+1 . . . Pβn+k)

≤
k∑
ℓ=1

dTV(πβn+ℓ , πβn+ℓ−1
) + dTV(µn, πβn) (1.7)

≤(v̄ − v⋆)h
k∑
ℓ=1

(ln(n+ ℓ)− ln(n+ ℓ− 1)) + dTV(µn, πβn)

=(v̄ − v⋆)h ln

(
n+ k

n

)
+ dTV(µn, πβn)

où on a utilisé (1.4) pour la seconde inégalité puis le lemme 1.3.14 pour la troisième.
On pose β0 = 0 si bien que l’inégalité reste vraie pour n = 0 avec ln

(
n+k
n

)
rem-

placé par ln(k) au second membre. Pour n = ℓm avec ℓ ∈ N et k ∈ {1, . . . ,m − 1},
cela implique que dTV(πβℓm+k

, µℓm+k) ≤ (v̄ − v⋆)h ln
(
ℓm+m−1
(ℓm)∨1

)
+ dTV(πβℓm , µℓm). Comme

limℓ→∞ ln
(
ℓm+m−1

ℓm

)
= 0, il suffit donc de montrer que dTV(πβℓm , µℓm) tend vers 0 lorsque

ℓ→ ∞ pour conclure. Pour k = m on peut améliorer l’inégalité (1.7) en remarquant que
d’après les lemmes 1.3.18 et 1.3.12,

dTV(πβnPβn+1 . . . Pβn+m , µnPβn+1 . . . Pβn+m) ≤ (1− αe−κ
∑m
ℓ=1 βn+ℓ)dTV(πβn , µn)

≤ (1− αe−mκβn+m)dTV(πβn , µn)

si bien que

dTV(πβn+m , µn+m) ≤ (v̄ − v⋆)h ln

(
n+m

n ∨ 1

)
+ (1− αe−mκβn+m)dTV(µn, πβn).

En posant pour ℓ ∈ N, zℓ = dTV(πβℓm , µℓm), αℓ+1 = αe−mκβ(ℓ+1)m = α((ℓ + 1)m)−mκh et

bℓ+1 = (v̄ − v⋆)h ln
(

(ℓ+1)m
(ℓm)∨1

)
on en déduit que

zℓ+1 ≤ (1− αℓ+1)zℓ + bℓ+1.

Pour ℓ → ∞, on a αℓ+1 ∼ α(mℓ)−mκh et comme pour ℓ ≥ 1, bℓ+1 = (v̄ − v⋆)h ln
(
1 + 1

ℓ

)
,

bℓ+1 ∼ (v̄ − v⋆)h/ℓ. Si mκh ≤ 1, alors
∑

ℓ≥1 αℓ = ∞ et si mκh < 1, alors bℓ+1

αℓ+1
∼

1
α
(v̄ − v⋆)hm

mκhℓmκh−1 si bien que limℓ→∞
bℓ
αℓ

= 0. Avec le lemme suivant on conclut que

si h < 1
mκ

alors zℓ = dTV(µℓm, πβℓm) tend vers 0 lorsque ℓ→ ∞ et donc dTV(µn, πβn) tend
également vers 0 lorsque n→ ∞.

□

Lemma 1.3.19. Soit (zℓ)ℓ∈N une suite de R+ vérifiant

∀ℓ ∈ N, zℓ+1 ≤ (1− αℓ+1)zℓ + bℓ+1. (1.8)

avec (αℓ)ℓ≥1 suite de ]0, 1[ telle que
∑

ℓ≥1 αℓ = ∞ et (bℓ)ℓ≥1 suite de R+ telle que

limℓ→∞
bℓ
αℓ

= 0. Alors limℓ→∞ zℓ = 0.
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Démonstration : Posons A0 = 1 et pour ℓ ≥ 1, Aℓ =
∏ℓ

k=1
1

1−αk
. Notons que (Aℓ)ℓ∈N est

une suite croissante. Comme − ln(Aℓ) =
∑ℓ

k=1 ln(1− αk) ≤ −
∑ℓ

k=1 αk et
∑

k≥1 αk = ∞,
Aℓ tend vers +∞ avec ℓ. En multipliant (1.8) par Aℓ+1 et en utilisant que Aℓ+1(1−αℓ+1) =
Aℓ, on obtient que Aℓ+1zℓ+1 ≤ Aℓzℓ + Aℓ+1bℓ+1. Par récurrence, on en déduit que

Aℓzℓ ≤ A0z0 +
ℓ∑

k=1

Akbk.

Comme A0 = 1 et αkAk = Ak − Ak−1, on obtient que

∀ℓ ∈ N, zℓ ≤
z0
Aℓ

+
1

Aℓ

ℓ∑
k=1

(Ak − Ak−1)
bk
αk
.

Avec la croissance de la suite (Ak)k∈N on en déduit que pour ℓ0 ∈ N∗,

∀ℓ ≥ ℓ0, zℓ ≤
1

Aℓ

(
z0 +

ℓ0∑
k=1

(Ak − Ak−1)
bk
αk

)
+max

k>ℓ0

bk
αk
.

Comme le second terme est arbitrairement petit pour ℓ0 assez grand tandis qu’à ℓ0 fixé le
premier terme tend vers 0 lorsque ℓ→ ∞, on conclut que limℓ→∞ zℓ = 0. □

En pratique, on travaille avec un nombre fini N d’itérations de l’algorithme et on utilise
des suites (βn)1≤n≤N qui croissent beaucoup plus vite que la suite h ln(n) (typiquement
des puissances positives de n).

Notons que l’hypothèse que Q satisfait la condition de Doeblin est assez restrictive sur
le couple (E, λ).

Lemme 1.3.20. On suppose que E = Rd muni de la mesure de Lebesgue λ. Soit
Q(x, dz) = q(x, z)dz pour q : Rd × Rd → R+ mesurable, symétrique et telle que∫
Rd q(x, z)dz = 1 pour tout x ∈ Rd. Alors supm∈N∗ inf(x,y)∈Rd×Rd(Q

m(x, .)∧Qm(y, .))(Rd) =
0 i.e. aucune itérée Qm de Q ne satisfait la condition de Doeblin.

Remarque 1.3.21. — Notons que sous les hypothèses du lemme, pour tout β ≥
0, Pβ ne satisfait pas non plus la condition de Doeblin. En effet pour x ̸=
y, Pβ(x, .) et Pβ(y, .) admettent respectivement les densités Rβ(x)1{z=x} +

1Rd\{x,y}(z)e
−β(V (z)−V (x))+q(x, z) et Rβ(y)1{z=y} + 1Rd\{x,y}(z)e

−β(V (z)−V (y))+q(y, z)
par rapport à la mesure de référence λ(dz) + δx(dz) + δy(dz). Et, d’après l’exer-
cice 1.3.5,

(Pβ(x, .) ∧ Pβ(y, .))(Rd) =

∫
Rd
(e−β(V (z)−V (x))+q(x, z)) ∧ (e−β(V (z)−V (y))+q(y, z))dz

≤
∫
Rd
q(x, z) ∧ q(y, z)dz = (Q(x, .) ∧Q(y, .))(Rd).

— Toujours sous les hypothèses du lemme, pour le noyau P de l’algorithme de
Metropolis-Hastings sur Rd défini par (1.2), un raisonnement analogue entrâıne que
pour y ̸= x,

(P (x, .) ∧ P (y, .))(Rd) =

∫
Rd
(α(x, z)q(x, z)) ∧ (α(y, z)q(y, z))dz

≤
∫
Rd
q(x, z) ∧ q(y, z)dz = (Q(x, .) ∧Q(y, .))(Rd)
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si bien que la condition de Doeblin n’est pas satisfaite par le noyau P .

— Si, en revanche, E est un compact de Rd muni de la mesure de Lebesgue λ, pour la
fonction symétrique q(x, y) = 1

λ(E)
, le noyau Q satisfait la condition de Doeblin.

Démonstration : Notons que pour m ≥ 2, Qm(x, dy) = qm(x, y)dy où, en utilisant la
symétrie de q pour la seconde égalité,

qm(x, y) =

∫
R(m−1)d

q(x, z1)q(z1, z2) . . . q(zm−2, zm−1)q(zm−1, y)dz1 . . . dzm−1

=

∫
R(m−1)d

q(y, zm−1)q(zm−1, zm−2) . . . q(z2, z1)q(z1, x)dzm−1 . . . dz1 = qm(y, x).

Le noyau Qm possèdant lui aussi une densité symétrique, il suffit de montrer que
inf(x,y)∈Rd×Rd(Q(x, .) ∧Q(y, .))(Rd) = 0.

Supposons que ∀x, y ∈ Rd, (Q(x, .) ∧Q(y, .))(Rd) ≥ α > 0 et obtenons une contradic-
tion. D’après l’exercice 1.3.5, on a (Q(x, .) ∧Q(y, .))(Rd) =

∫
Rd q(x, z) ∧ q(y, z)dz. Fixons

x ∈ Rd. Comme, par convergence dominée, limM→∞
∫
1{|z−x|≥M}q(x, z)dz = 0, il existe

Mx ∈]0,+∞[ tel que
∫
1{|z−x|≥Mx}q(x, z)dz ≤ α

2
. Alors

∀y ∈ Rd,

∫
Rd

1{|z−x|<Mx}q(y, z)dz ≥
∫
Rd

1{|z−x|<Mx}q(x, z) ∧ q(y, z)dz

≥
∫
Rd
q(x, z) ∧ q(y, z)dz −

∫
Rd

1{|z−x|≥Mx}q(x, z)dz ≥
α

2
.

Donc
∫
Rd×Rd 1{|z−x|<Mx}q(y, z)dzdy = ∞ alors que, par la symétrie de q et le

théorème de Fubini, cette intégrale est aussi égale à
∫
Rd 1{|z−x|<Mx}

∫
Rd q(z, y)dydz =∫

Rd 1{|z−x|<Mx}dz <∞. □

Cela a motivé l’étude de conditions plus locales qui font l’objet du paragraphe suivant.

1.3.4 Ergodicité géométrique sous condition de dérive

Ce chap̂ıtre est inspiré de [35]. Nous allons travailler sous la condition de dérive sui-
vante :

(D1) ∃V : E → R+ mesurable, ∃K ∈ R+, ∃γ ∈]0, 1[, ∀x ∈ E, PV (x) ≤ γV (x) +K

(D2) ∃R >
2K

1− γ
, ∃α ∈]0, 1], ∀x, y t.q. V (x) + V (y) ≤ R, P (x, .) ∧ P (y, .)(E) ≥ α.

Notons que la condition de Doeblin implique la condition de dérive pour le choix V ≡ 0.

Notons également que (D2) est une conséquence de

∃R >
2K

1− γ
, ∃ν ∈ P(E), ∃α ∈]0, 1], ∀A ∈ E , inf

x:V (x)≤R
P (x,A) ≥ αν(A)

où l’ensemble {x ∈ E : V (x) ≤ R} est appelé “small set” dans la littérature (attention
“petite set” désigne une notion reliée mais légèrement plus faible).
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La fonction V qui porte le nom de fonction de Lyapunov tend en général vers l’infini
à l’infini lorsque E = Rd (dans l’application à l’algorithme de Metropolis-Hastings par
marche aléatoire du paragraphe 1.3.5, V (x) = η−1/2(x) où η est la densité cible). La
condition (D1) signifie alors qu’en moyenne le noyau P rapproche de l’origine et donc du
compact où une condition de Doeblin locale est satisfaite d’après (D2). L’inégalité R >
2K/(1−γ) signifie que ce compact (d’autant plus grand que R l’est) doit être suffisamment
grand par rapport à la force de rappel en moyenne vers l’origine (d’autant plus petite que
K et γ sont grands). Plus généralement la condition de Doeblin est satisfaite localement
sur l’ensemble de niveau {x : V (x) ≤ R

2
} tandis que si V (x) ≥ R

2
alors K < (1− γ)V (x)

si bien que PV (x) ≤ γV (x) + K < V (x) et en moyenne V diminue par application du
noyau P i.e. le noyau P rapproche de cet ensemble de niveau.

Définition 1.3.22. — Pour β ≥ 0, on note ∥∥β la norme sur l’espace vectoriel des

fonctions φ : E → R mesurables et telles que supx∈E
|φ(x)|

1+βV (x)
< ∞ définie par

∥φ∥β = supx∈E
|φ(x)|

1+βV (x)
.

— Pour β > 0, on lui associe la distance dβ sur PV (E) := {µ ∈ P(E) : µ(V ) < ∞}
définie par dβ(µ, σ) = supφ:∥φ∥β≤1 |µ(φ)−σ(φ)|. Pour µ, σ ∈ P(E), on pose toujours
dβ(µ, σ) = supφ:∥φ∥β≤1 |µ(φ) − σ(φ)| où rien ne garantit que le supremum soit fini
lorsque V n’est pas bornée.

— Pour β = 0, on lui associe la distance d0 sur P(E) définie par d0(µ, σ) =
supφ:|φ|≤1 |µ(φ)− σ(φ)|.

Exercice 1.3.23. Montrer que pour β > 0, dβ est une distance sur PV (E).

Notons que ∥∥0 est la norme du supremum sur l’espace des fonctions mesurables bornées
sur E et que, d’après l’exercice 1.3.4, d0(µ, σ) = 2dTV(µ, σ). Pour β > 0, ∥∥β est une norme
sur l’espace plus grand lorsque supx∈E V (x) = ∞

V =

{
φ : E → R mesurable t.q. sup

x∈E

|φ(x)|
1 + V (x)

<∞
}
.

Pour 0 ≤ β′ ≤ β, comme ∥φ∥β ≤ ∥φ∥β′ , dβ′ ≤ dβ.

En reprenant la preuve de la proposition 1.3.8, et en remarquant que

dβ(µn, µm) = sup
φ:|φ|≤1+βV

∣∣∣∣∫
E

φ(x)(pn(x)− pm(x))µ(dx)

∣∣∣∣
=

∫
E

(1 + βV (x))|pn(x)− pm(x)|µ(dx) = ∥pn − pm∥L1((1+βV )µ),

où (1 + βV )µ désigne la mesure de densité (1 + βV (x)) par rapport à µ(dx), on vérifie
que

Proposition 1.3.24. Pour β > 0, l’espace PV (E) muni de dβ est complet.

Théorème 1.3.25. On suppose que le noyau markovien P satisfait (D1) et (D2). Alors
il admet une unique probabilité invariante π. En outre, π(V ) ≤ K

1−γ et

∀β > 0, ∀µ ∈ P(E), ∀n ∈ N, dβ(µP n, π) ≤ (χ(α, β, γ,K,R))ndβ(µ, π). (1.9)

où χ(α, β, γ,K,R) = (1− α + βK) ∨ 2+βγR+2βK
2+βR

∈]0, 1[ si β ∈]0, α
K
[.
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Remarque 1.3.26. — On a

(2 + βR)2
d

dβ

2 + βγR + 2βK

2 + βR
= (γR + 2K)(2 + βR)−R(2 + βγR + 2βK)

= 2(2K − (1− γ)R) < 0.

Ainsi R+ ∋ β 7→ g(β) = (1 − α + βK) − 2+βγR+2βK
2+βR

est une fonction strictement

croissante telle que g(0) = −α et limβ→∞ g(β) = +∞. Donc ∃!β⋆ > 0 tel que g(β⋆) =
0. Pour β ∈ [0, β⋆[, χ(α, β, γ,K,R) = 2+βγR+2βK

2+βR
> 2+β⋆γR+2β⋆K

2+β⋆R
= 1 − α + β⋆K.

Pour β ∈]β⋆,+∞[, χ(α, β, γ,K,R) = 1 − α + βK > 1 − α + β⋆K. On conclut que
infβ≥0 χ(α, β, γ,K,R) = χ(α, β⋆, γ,K,R).

— Si pour m ≥ 2, Pm satisfait (D1) et (D2), en raisonnant comme dans la remarque
1.3.11, on vérifie que P admet une unique probabilité invariante π. Si, en outre, le
noyau P lui-même vérifie la condition (D1), alors pour φ ∈ V, la définition de ∥∥β
entrâıne que

∀x ∈ E, |Pφ(x)| ≤ P |φ|(x) ≤ ∥φ∥βP (1+βV )(x) ≤ ∥φ∥β(1+γβV (x)+βK), (1.10)

si bien que ∥Pφ∥β ≤ (1+βK)∥φ∥β. On en déduit que dβ(µP, σP ) ≤ (1+βK)dβ(µ, σ)
et avec l’estimation du théorème pour le noyau Pm que

∀µ ∈ P(E), ∀n ∈ N, dβ(µP n, π) ≤ (1 + βK)m−1(χ(α, β, γ,K,R))⌊n/m⌋dβ(µ, π).

La preuve du théorème repose sur le résultat suivant

Lemme 1.3.27. Sous (D1) et (D2) pour toute fonction φ ∈ V,

∀β > 0, ∀x, y ∈ E, |Pφ(x)− Pφ(y)| ≤ χ(α, β, γ,K,R)(2 + β(V (x) + V (y)))∥φ∥β
(1.11)

∀µ, σ ∈ P(E), dβ(µP, σP ) ≤ χ(α, β, γ,K,R)dβ(µ, σ). (1.12)

Démontrons ce lemme avant de revenir à la preuve du théorème.
Démonstration : Soit φ ∈ V et x, y ∈ E. On distingue deux cas.

Si V (x) + V (y) ≥ R , en utilisant (1.10) à la seconde inégalité, on obtient

|Pφ(x)− Pφ(y)| ≤ |Pφ(x)|+ |Pφ(y)| ≤ (2 + βγ(V (x) + V (y)) + 2βK)∥φ∥β.

La décroissance de R+ ∋ r → f(r) := 2+βγr+2βK
2+βr

= γ + 2(1−γ+βK)
2+βr

entrâıne que

2 + βγ(V (x) + V (y)) + 2βK =
2 + βγ(V (x) + V (y)) + 2βK

2 + β(V (x) + V (y))
(2 + β(V (x) + V (y)))

≤ 2 + βγR + 2βK

2 + βR
(2 + β(V (x) + V (y))).

On conclut donc que

|Pφ(x)− Pφ(y)| ≤ 2 + βγR + 2βK

2 + βR
(2 + β(V (x) + V (y)))∥φ∥β.
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Si V (x) + V (y) ≤ R , alors en utilisant (D2) à la quatrième inégalité puis (D1) à la cin-

quième, on obtient

|Pφ(x)− Pφ(y)|

≤
∣∣∣∣∫
E

φ(z)(P (x, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

E

φ(z)(P (y, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))
∣∣∣∣

≤ ∥φ∥β
(∫

E

(1 + βV (z))(P (x, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))

+

∫
E

(1 + βV (z))(P (y, dz)− P (x, .) ∧ P (y, .)(dz))
)

≤ ∥φ∥β
(
P (x,E)− P (x, .) ∧ P (y, .)(E) + βPV (x) + P (y, E)− P (x, .) ∧ P (y, .)(E) + βPV (y)

)
≤ ∥φ∥β(2(1− α) + βPV (x) + βPV (y)) ≤ ∥φ∥β(2(1− α) + γβ(V (x) + V (y)) + 2βK)

≤ ((1− α + βK) ∨ γ)(2 + β(V (x) + V (y)))∥φ∥β.

Comme γ = limr→+∞ f(r) < f(R) = 2+βγR+2βK
2+βR

, on a démontré (1.11).

Supposons maintenant ∥φ∥β ≤ 1, notons χ à la place de χ(α, β, γ,K,R) et posons
cφ = infy∈E(χ(1 + βV (y))− Pφ(y)). Pour x ∈ E, on a d’une part, d’après (1.11),

Pφ(x)+cφ = inf
y∈E

(Pφ(x)−Pφ(y)+χ(2+β(V (x)+V (y)))−χ(1+βV (x)) ≥ −χ(1+βV (x)),

ce qui assure que cφ > −∞. D’autre part, d’après la définition de cφ,

Pφ(x) + cφ ≤ Pφ(x) + χ(1 + βV (x))− Pφ(x) = χ(1 + βV (x)).

Ainsi ∥Pφ+ cφ∥β ≤ χ. On conclut que

dβ(µP, σP ) = sup
φ:∥φ∥β≤1

|µP (φ)− σP (φ)| = sup
φ:∥φ∥β≤1

|µ(Pφ+ cφ)− σ(Pφ+ cφ)|

≤ sup
ψ:∥ψ∥β≤χ

|µ(ψ)− σ(ψ)| = χdβ(µ, σ).

□

Démontrons maintenant le théorème 1.3.25.
Démonstration : Soit β ∈]0, α

K
[. Pour alléger les notations, nous noterons χ à la place de

χ(α, β, γ,K,R). Montrons que χ ∈]0, 1[. La condition β < α/K assure que 1−α+βK < 1.
Par ailleurs, les conditions γ ∈]0, 1[, β > 0 et R > 2K

1−γ assurent que βR > βγR + 2βK si

bien que 2+βγR+2βK
2+βR

< 1. Ainsi, sous (D1) et (D2), χ ∈]0, 1[.

D’après (D1), pour µ ∈ PV (E),

µP (V ) = µ(PV ) ≤ µ(γV +K) = γµ(V ) +K (1.13)

si bien que µP ∈ PV (E). D’après (1.12), l’application PV (E) ∋ µ 7→ µP ∈ PV (E) est
contractante pour dβ distance qui rend l’espace PV (E) complet d’après la proposition
1.3.24. D’après le théorème de point fixe de Picard, elle admet un unique point fixe π
qui est l’unique élément de PV (E) invariant par P . Pour le choix µ = π, (1.13) s’écrit
π(V ) ≤ γπ(V ) +K si bien que π(V ) ≤ K

1−γ .
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L’inégalité dβ(µP
n, π) ≤ χndβ(µ, π) s’obtient en itérant (1.12) pour le choix σ = π.

Pour x ∈ E, comme dβ(δx, π) ≤ δx(1 + βV ) + π(1 + βV ) ≤ 2 + βV (x) + βK
1−γ <∞, on en

déduit que limn→∞ dβ(P
n(x, .), π) = 0.

Soit π̃ une autre probabilité invariante. On a dβ(π, π̃) = dβ(πP, π̃P ) ≤ χdβ(π, π̃) d’après
(1.12). On en déduit que dβ(π, π̃) = 0 dès lors que dβ(π, π̃) < ∞, condition assurée par
π̃ ∈ PV (E). Sans cette condition, il faut trouver un autre argument. Comme dβ ≥ d0 =
2dTV, pour tout x ∈ E, P n(x, .) converge en variation totale vers π et pour A ∈ E , la
suite (P n(x,A))n≥1 à valeurs dans [0, 1] converge vers π(A). Par convergence dominée, on
en déduit que π̃P n(A) =

∫
E
P n(x,A)π̃(dx) converge vers

∫
E
π(A)π̃(dx) = π(A) lorsque

n→ ∞. Comme par invariance de π̃, π̃(A) = π̃P n(A), on conclut que π̃ = π.

□

1.3.5 Application à l’algorithme de Metropolis-Hastings

On se place dans le cas où

— E = Rd muni de sa tribu borélienne E = B(Rd),

— λ(dx) = dx est la mesure de Lebesgue sur (Rd,B(Rd)),

— π(dx) = η(x)dx∫
Rd η(y)dy

où η est une fonction mesurable de Rd dans R+ telle que∫
Rd η(y)dy ∈]0,∞[.

On note q(x, y) la densité du noyau de proposition par rapport à la mesure de Lebesgue.
Notons que le noyau P s’écrit alors

P (x, dy) = α(x, y)q(x, y)dy +

(∫
Rd
(1− α(x, z))q(x, z)dz

)
δx(dy)

avec α(x, y) = 1{η(x)q(x,y)>0}min

(
η(y)q(y, x)

η(x)q(x, y)
, 1

)
+ 1{η(x)q(x,y)=0}.

Le résultat principal de ce paragraphe, énoncé dans la proposition 1.3.33, est que si η est C1

strictement positive et telle que lim|x|→∞
x
|x| · ∇ ln η(x) = −∞, lim sup|x|→∞

x
|x| ·

∇η(x)
|∇η(x)| < 0

et q(x, y) = φ(y−x) pour une densité φ paire et telle que ∀M > 0, inf |x|≤M φ(x) > 0, alors
l’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire, noté MHMA dans la suite, est
géométriquement ergodique puisqu’il vérifie (D1) et (D2) pour V (x) = η−1/2(x). Notons
que, d’après la remarque 1.3.21, pour cet algorithme, la condition de Doeblin n’est jamais
satisfaite sur Rd. Comme q(x, y) = φ(y − x) on peut même simplifier la preuve de ce
résultat en remarquant que pour x ̸= y ∈ Rd, pour tout z ∈ Rd, |x− y| ≤ |x− z|+ |z− y|
si bien que |z−x|∨|z−y| ≥ |x−y|

2
et (α(x, z)φ(z−x))∧(α(y, z)φ(z−y)) ≤ 1{|z−x|≥ |x−y|

2
}φ(z−

x) + 1{|z−y|≥ |x−y|
2

}φ(z − y). Ainsi,

P (x, .) ∧ P (y, .)(Rd) =

∫
Rd
(α(x, z)φ(z − x)) ∧ (α(y, z)φ(z − y))dz ≤ 2

∫
|w|≥ |x−y|

2

φ(w)dw

où, par convergence dominée, le membre de droite tend vers 0 lorsque |x− y| → ∞.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que la condition de Doeblin soit
satisfaite lorsque le point de départ x est restreint à un compact.
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Lemme 1.3.28. Si ∀M ∈]0,+∞[, q
M

:= inf |x|∨|y|≤M q(x, y) > 0 et η̄M := sup|x|≤M η(x) <

∞, alors pour tout M assez grand pour que
∫
|z|≤M η(z)dz > 0,

∀|x| ≤M, ∀A ∈ B(Rd), P (x,A) ≥ αMνM(A),

où αM :=
q
M

η̄M

∫
|z|≤M η(z)dz > 0 et νM(dy) :=

1{|y|≤M}η(y)dy∫
|z|≤M η(z)dz

est une probabilité.

Remarque 1.3.29. Les hypothèses sont satisfaites si η est continue et q est strictement
positive et continue.

Démonstration : En ne tenant pas compte de la contribution liée à la possibilité que
l’algorithme partant de x reste en x si la proposition y n’est pas acceptée, on obtient que
pour |x| ≤M et A ∈ B(Rd),

P (x,A) ≥
∫
A

1{η(y)>0}

(
η(y)q(y, x)

η(x)q(x, y)
∧ 1

)
q(x, y)dy =

∫
A

1{η(y)>0}

(
q(y, x)

η(x)
∧ q(x, y)

η(y)

)
η(y)dy

≥
∫
A

1{η(y)>0}

(
q(y, x)

η(x)
∧ q(x, y)

η(y)

)
1{|y|≤M}η(y)dy ≥

q
M

η̄M

∫
A

1{y≤M}η(y)dy.

Sous nos hypothèses, q ne s’annule pas et on utilise les conventions η(y)q(y,x)
η(x)q(x,y)

= ∞ = q(y,x)
η(x)

si η(x) = 0 . □

Il est plus difficile de vérifier (D1) et nous nous contenterons d’énoncer des conditions
obtenues par Jarner et Hansen [39] pour que (D1) soit satisfaite par V (x) = η−1/2(x)
dans le cas particulier de l’algorithme de Metropolis-Hastings par marche aléatoire où
q(x, y) = φ(y − x) pour une densité de probabilité φ paire sur Rd.

Vérifions tout d’abord que pour le choix V (x) = η−1/2(x), x 7→ PV (x)
V (x)

est borné. Ce
résultat est vrai pour un espace d’état E quelconque, dès lors que la densité de proposition
est symétrique.

Lemme 1.3.30. Tout algorithme de Metropolis-Hastings avec une densité de proposition
q symétrique (∀x, y ∈ E, q(x, y) = q(y, x)) est tel que

∀x ∈ E t.q. η(x) > 0,
Pη−1/2(x)

η−1/2(x)
≤ 5

4
.

On en déduit que si la fonction η−1/2 est localement bornée, il en va de même pour la
fonction Pη−1/2.
Démonstration : Soit x ∈ E t.q. η(x) > 0. Rappelons que partant de x, une proposition

y est acceptée avec probabilité α(x, y) = min(1, η(y)q(y,x)
η(x)q(x,y)

) = min(1, η(y)
η(x)

). Notons Ax =

{y ∈ E : η(y) ≥ η(x)} l’ensemble des propositions qui sont acceptées avec probabilité 1
et Rx = {y ∈ E : η(y) < η(x)} son complémentaire. La proposition y ∈ Rx est acceptée

avec probabilité η(y)
η(x)

et sinon, l’algorithme reste au point x. Donc

Pη−1/2(x)

η−1/2(x)
=

∫
Ax

η−1/2(y)

η−1/2(x)
q(x, y)λ(dy) +

∫
Rx

η−1/2(y)

η−1/2(x)

η(y)

η(x)
q(x, y)λ(dy)

+

∫
Rx

η−1/2(x)

η−1/2(x)

(
1− η(y)

η(x)

)
q(x, y)λ(dy)

=

∫
Ax

η1/2(x)

η1/2(y)
q(x, y)λ(dy) +

∫
Rx

(
η1/2(y)

η1/2(x)
+ 1− η(y)

η(x)

)
q(x, y)λ(dy) (1.14)
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Sur Ax,
η1/2(x)

η1/2(y)
≤ 1 et sur Rx,

η(y)
η(x)

< 1. Comme supu∈[0,1](
√
u + 1− u) = 5

4
, on en déduit

que

Pη−1/2(x)

η−1/2(x)
≤
∫
Ax
q(x, y)λ(dy) +

5

4

∫
Rx

q(x, y)λ(dy) ≤ 5

4

∫
Rd
q(x, y)λ(dy) =

5

4
.

□

Le résultat de Jarner et Hansen porte sur la classe suivante de lois cibles.

Définition 1.3.31. La loi π est dite sous-exponentielle si la fonction η est C1, strictement
positive et vérifie lim|x|→∞

x
|x| · ∇ ln η(x) = −∞.

Si π est sous-exponentielle, pour β > 0, en choisissant Mβ t.q. sup|x|≥Mβ

x
|x| .∇ ln η(x) ≤

−β, on obtient que pour |y| ≥Mβ,

ln η(y)− ln η

(
Mβy

|y|

)
=

∫ |y|

Mβ

y

|y|
.∇ ln η

(
uy

|y|

)
du ≤ −β(|y| −Mβ).

Donc

∀|y| ≥Mβ, η(y) ≤ η

(
Mβy

|y|

)
e−β(|y|−Mβ) ≤ eβMβ sup

|x|≤Mβ

η(x)e−β|y|. (1.15)

Ainsi la densité η(y)∫
Rd η(x)dx

de π tend vers 0 plus vite que n’importe quelle exponentielle de

|y| lorsque |y| → ∞, ce qui justifie la terminologie sous-exponentielle.

Exercice 1.3.32. Vérifier que si les fonctions η1 et η2 sont proportionnelles aux densités
de deux lois sous-exponentielles, alors les lois de densités proportionnelles aux fonctions
η1η2 et a1η1 + a2η2 où a1, a2 > 0 sont sous-exponentielles.

Dans la suite, nous noterons Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1} la sphère unité de Rd et ωd−1

la mesure de surface sur cette sphère.

Proposition 1.3.33. Soit π sous-exponentielle et telle que lim sup|x|→∞
x
|x| ·

∇η(x)
|∇η(x)| < 0.

(i) Tout algorithme MHMA avec la densité φ paire et telle que infζ∈Sd−1

∫∞
0
φ(rζ)rd−1dr >

0 vérifie

∃K ∈ R+, ∃γ ∈]0, 1[, ∀x ∈ Rd, Pη−1/2(x) ≤ γη−1/2(x) +K. (1.16)

(ii) Tout algorithme MHMA avec la densité φ paire et telle que ∀M ∈]0,+∞[,
inf |x|≤M φ(x) > 0 est géométriquement ergodique.

Exemple 1.3.34. Les hypothèses de la proposition portant sur π sont satisfaites par la loi
gaussienne Nd(µ,Γ) dont la matrice de covariance Γ ∈ Rd×d est supposée définie positive.
En effet, ∇ ln η(x) = −Γ−1(x− µ) si bien que

x

|x|
· ∇ ln η(x) = − x

|x|
· Γ−1x+

x

|x|
· Γ−1µ ≤ |Γ−1µ| − |x| inf

ξ∈Sd−1

ξ · Γ−1ξ

tend vers −∞ lorsque |x| → ∞. Ainsi π est sous-exponentielle. Par ailleurs,

lim sup|x|→∞
x
|x| .

∇η(x)
|∇η(x)| = − infξ∈Sd−1

ξ·Γ−1ξ
|ξ||Γ−1ξ| . L’exercice qui suit permet de montrer que

infξ∈Sd−1

ξ·Γ−1ξ
|Γ−1ξ| =

2
√
λλ̄

λ+λ̄
où λ et λ̄ désignent la plus petite et la plus grande valeurs propres

de Γ−1.
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Exercice 1.3.35. On suppose que M ∈ Rd×d est une matrice symétrique définie positive.
On note 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λd ses valeurs propres et on considère une base orthonormée
de vecteurs propres de Rd associés à ces valeurs propres. Pour ξ ∈ Sd−1, on note a1, . . . , ad
les coordonnées de ξ dans cette base orthonormée.

1. Vérifier que
(

|Mξ|
ξ·Mξ

)2
=

∑d
i=1 λ

2
i pi

(
∑d
i=1 λipi)

2
où (pi = a2i )1≤i≤d est une probabilité. Que se

passe-t-il si λd = λ1 ?

2. Soit X est une variable aléatoire à valeurs dans [λ1, λd]. Dans le cas où λd > λ1,
vérifier que si q = E[X−λ1

λd−λ1
], on a q ∈ [0, 1], λ1(1−q)+λdq = E[X] et λ21(1−q)+λ2dq =

E[X2] + E[(λd −X)(X − λ1)]. Conclure que E[X2]
E2[X]

≤ λ21(1−q)+λ2dq
(λ1(1−q)+λdq)2

.

3. Vérifier que supq∈[0,1]
λ21+q(λ

2
d−λ

2
1)

(λ1+q(λd−λ1))2
= (λ1+λd)

2

4λ1λd
.

4. Conclure que supξ∈Sd−1

|Mξ|
ξ·Mξ

= (λ1+λd)

2
√
λ1λd

.

Remarque 1.3.36. — S’il existe M ∈]0,+∞[ t.q. inf |x|≤M φ(x) > 0, alors
infζ∈Sd−1

∫∞
0
φ(rζ)rd−1dr > 0. Ainsi l’hypothèse faite sur φ dans (ii) implique celle

faite dans (i).

— Les hypothèses que nous formulons dans la proposition et plus généralement dans
tout ce paragraphe ne dépendent pas de la constante de proportionalité entre η et la
densité de π : elles sont satisfaites par η si et seulement si elles sont satisfaites par
cη pour toute constante multiplicative c ∈]0,+∞[.

— Sous les hypothèses de la proposition, la condition (1.16) reste valable avec la fonc-
tion η−1/2 remplacée par η−s où s ∈]0, 1[ est arbitraire.

La preuve repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.37. Soit π telle que la fonction η est C1, telle que ∇η ne s’annule pas en
dehors d’un compact et que ℓ := − lim sup|x|→∞

x
|x| .

∇η(x)
|∇η(x)| > 0. On suppose

∃γ ∈]0, ℓ[ t.q. inf
ξ∈Sd−1

∫ ∞

r=0

∫
ζ∈Sd−1

1{|ζ−ξ|≤γ}φ(rζ)ωd−1(dζ)r
d−1dr > 0. (1.17)

alors l’ensemble Ax = {y ∈ Rd : η(y) ≥ η(x)} est tel que lim inf |x|→∞
∫
Ax φ(y − x)dy > 0.

Remarque 1.3.38. Une condition suffisante pour que (1.17) soit satisfaite est que
infζ∈Sd−1

∫∞
0
φ(rζ)rd−1dr > 0. Notons que la fonction ζ ∈ Sd−1 7→

∫∞
0
φ(rζ)rd−1dr s’in-

terprète comme la densité de Z
|Z| par rapport à ωd−1 lorsque Z possède la densité φ.

Lemme 1.3.39. Pour ε ∈]0, 1] et x ∈ Rd, on note

Cεx = {y ∈ Rd : ε ≤ η(y)

η(x)
≤ 1

ε
}.

Si π est sous-exponentielle, alors lim sup|x|→∞
∫
Cεx
φ(y − x)dy = 0.

Démontrons la proposition 1.3.33 avant de prouver les deux lemmes.
Démonstration : Montrons d’abord (ii) en supposant (i). Comme q(x, y) = φ(y − x),
pourM ∈]0,+∞[, inf |x|∨|y|≤M q(x, y) ≥ inf |z|≤2M φ(z). La continuité et la stricte positivité
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de η permettent d’appliquer le lemme 1.3.28 et d’obtenir que pour tout M > 0, il existe
une constante αM > 0 telle que

∀x, y ∈ Rd t.q. |x| ∨ |y| ≤M, P (x, .) ∧ P (y, .) ≥ αM .

Comme (1.15) assure que lim|x|→∞ η(x) = 0, on peut choisir M telle que sup|x|>M η(x) <
(1−γ)2
4K2 où γ et K sont les constantes qui apparaissent dans (1.16). Alors R :=

inf |x|>M η−1/2(x) > 2K
1−γ et η−1/2(x) ≤ R ⇒ |x| ≤ M . Ainsi la condition de dérive (D1)

et (D2) est satisfaite pour V (x) = η−1/2(x) et l’algorithme MHMA est géométriquement
ergodique.

Il nous reste à démontrer (i). Soit ε > 0. D’après (1.14) et comme
∫
Rx
φ(y − x)dy =

1−
∫
Ax φ(y − x)dy,

Pη−1/2(x)

η−1/2(x)
− 1 =

∫
Cεx

(
1Rx(y)

(
η1/2(y)

η1/2(x)
− η(y)

η(x)

)
+ 1Ax(y)

η1/2(x)

η1/2(y)

)
φ(y − x)dy

+

∫
Rx∩(Cεx)c

(
η1/2(y)

η1/2(x)
− η(y)

η(x)

)
φ(y − x)dy +

∫
Ax∩(Cεx)c

η1/2(x)

η1/2(y)
φ(y − x)dy −

∫
Ax
φ(y − x)dy

Pour y ∈ Rx, η(y) < η(x) et donc 0 ≤ η1/2(y)

η1/2(x)
− η(y)

η(x)
≤ 1

4
1Cεx(y) +

√
ε1(Cεx)c(y) (en utilisant

maxu∈[0,1]
√
u − u = 1

4
) tandis que pour y ∈ Ax, η(y) ≥ η(x) si bien que 0 ≤ η1/2(x)

η1/2(y)
≤

1Cεx(y) +
√
ε1(Cεx)c(y). Ainsi

Pη−1/2(x)

η−1/2(x)
− 1 ≤

∫
Cεx
φ(y − x)dx+

√
ε

∫
(Rx∪Ax)∩(Cεx)c

φ(y − x)dy −
∫
Ax
φ(y − x)dy

≤
∫
Cεx
φ(y − x)dx+

√
ε−

∫
Ax
φ(y − x)dy.

D’après le lemme 1.3.37 et la remarque 1.3.38, lim inf |x|→∞
∫
Ax φ(y − x)dy > 0. Pour le

choix ε =
(

1
3
lim inf |x|→∞

∫
Ax φ(y − x)dy

)2
, le lemme 1.3.39 assure

∃M <∞, ∀|x| ≥M, Pη−1/2(x) ≤
(
1− 1

3
lim inf
|x|→∞

∫
Ax
φ(y − x)dy

)
η−1/2(x).

Posons γ =
(
1− 1

3
lim inf |x|→∞

∫
Ax φ(y − x)dy

)
. Pour |x| ≤M , d’après le lemme 1.3.30,

Pη−1/2(x) ≤ 5

4
η−1/2(x) ≤ γη−1/2(x) +

(
5

4
− γ

)
sup
|y|≤M

η−1/2(y),

où le second membre est fini car η est continue et strictement positive. Donc (1.16) est
satisfaite pour K =

(
5
4
− γ
)
sup|y|≤M η−1/2(y). □

Remarque 1.3.40. Soit π sous-exponentielle et φ paire et t.q. ∀M ∈]0,+∞[,
inf |x|≤M φ(x) > 0. La preuve qui précède assure que l’algorithme MHMA est
géométriquement ergodique dès lors que lim inf |x|→∞

∫
Ax φ(y − x)dy > 0.
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Par ailleurs, comme P (x, {x}) =
∫
Rx

(
1− η(y)

η(x)

)
φ(y − x)dy, on a

P (x, {x})− 1 +

∫
Ax
φ(y − x)dy = −

∫
Rx∩Cεx

η(y)

η(x)
φ(y − x)dy

≥ −
∫
Rx∩Cεx

φ(y − x)dy − ε

∫
Rx∩(Cεx)c

φ(y − x)dy

≥ −
∫
Cεx
φ(y − x)dy − ε.

Avec le lemme 1.3.39 qui s’applique comme π est sous-exponentielle, on en déduit que

lim|x|→∞

(
P (x, {x})− 1 +

∫
Ax φ(y − x)dy

)
= 0. Le théorème 5.1 p103 [67], assure que si

lim sup|x|→∞ P (x, {x}) = 1, l’algorithme MHMA n’est pas géométrique ergodique. Donc

lim inf |x|→∞
∫
Ax φ(y − x)dy > 0 est une condition nécessaire et suffisante d’ergodicité

géométrique dans ce cadre (voir le théorème 4.1 p349 [39]).

Démontrons maintenant le lemme 1.3.37.
Démonstration : Soit γ ∈]0, ℓ[ t.q. infξ∈Sd−1

∫∞
r=0

∫
ζ∈Sd−1

1{|ζ−ξ|≤γ}φ(rζ)ωd−1(dζ)r
d−1dr >

0. Comme par convergence dominée, limK→∞
∫∞
r=K

∫
ζ∈Sd−1

φ(rζ)ωd−1(dζ)r
d−1dr = 0 on

peut choisir K > 0 tel que infξ∈Sd−1

∫ K
r=0

∫
ζ∈Sd−1

1{|ζ−ξ|≤γ}φ(rζ)ωd−1(dζ)r
d−1dr > 0.

Pour x ∈ Rd t.q. |x| > 0, soit Wx = {x + rζ : 0 < r ≤ K et |ζ − x
|x| | ≤ γ}. Comme∫

Wx
φ(y − x)dy =

∫ K
r=0

∫
ζ∈Sd−1

1{|ζ− x
|x| |≤γ}φ(rζ)ωd−1(dζ)r

d−1dr, il suffit de montrer que

Wx ∈ Ax pour |x| assez grand pour conclure.

D’après l’hypothèse sur π,

∃M > 0, ∀|y| ≥M,
y

|y|
.
∇η(y)
|∇η(y)|

< −ℓ+ γ

2
. (1.18)

Par ailleurs, pour x ∈ Rd tel que |x| > K et y dans la boule B(x,K) fermée centrée en x
et de rayon K , ∣∣∣∣ y|y| − x

|x|

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ |x| − |y|
|x||y|

y

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣y − x

|x|

∣∣∣∣ ≤ 2
|y − x|
|x|

≤ 2K

|x|
.

Soit |x| ≥ 4K
ℓ−γ ∨ (M + K). Pour y ∈ Wx, en utilisant la définition de Wx et les deux

inégalités précédentes, on a donc

x− y

|x− y|
.
∇η(y)
|∇η(y)|

≤
∣∣∣∣ x− y

|x− y|
− x

|x|

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣+ y

|y|
.
∇η(y)
|∇η(y)|

< γ +
ℓ− γ

2
− ℓ+ γ

2
< 0.

Pour z ̸= x t.q. η(z) = η(x), comme la fonction f(t) = η(x+ t(z − x))− η(x) s’annule en
t = 0 et t = 1, le théorème de Rolle assure l’existence de t ∈]0, 1[ tel que f ′(t) = 0 i.e.

(z − x).∇η(x + t(z − x)) = 0. Ainsi y = x + t(z − x) vérifie x−y
|x−y| .

∇η(y)
|∇η(y)| = 0 si bien que

y /∈ Wx. Comme, pour z ∈ Wx, x + t(z − x) ∈ Wx pour tout t ∈]0, 1[, on conclut que
∀z ∈ Wx, η(z) ̸= η(x). L’inégalité (1.18) écrite au point x assure l’existence de ε ∈]0, K|x| ]
tel que η((1 − ε)x) > η(x). Soit y ∈ Wx. Comme (1 − ε)x ∈ Wx et que Wx est convexe,
le segment [(1 − ε)x, y] est inclus dans Wx. La fonction continue z 7→ η(z) − η(x) ne
s’annulant pas sur ce segment, η(y)− η(x) > 0, c’est-à-dire que y ∈ Ax. □

Nous terminerons ce paragraphe par la démonstration du lemme 1.3.39
Démonstration : Soit α > 0. On veut montrer que pour |x| grand,

∫
Cεx
φ(y− x)dy ≤ α.
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On commence par choisir K ∈]0,+∞[ t.q.
∫
|z|>K φ(z) ≤

α
3
et on note B(x,K) la boule

fermée de Rd centrée en x et de rayon K. Notons que
∫
1{|y−x|>K}φ(y−x)dy ≤ α

3
. Ensuite

le théorème de convergence dominée assure que
∫
φ(z)1{φ(z)>m}dz converge vers 0 lorsque

m tend vers l’infini si bien que l’on peut choisir mα > 0 tel que
∫
φ(z)1{φ(z)>mα}dz ≤ α

3
.∫

Cεx
φ(y − x)dy ≤

∫
1{|y−x|>K}φ(y − x)dy +

∫
1{φ(y−x)>mα}φ(y − x)dy

+

∫
Cεx∩B(x,K)

1{φ(y−x)≤mα}φ(y − x)dy

≤α
3
+
α

3
+mαλ(Cεx ∩B(x,K)). (1.19)

Il suffit donc de majorer λ(Cεx ∩ B(x,K)) pour |x| grand. Soit x ∈ Rd t.q. |x| > K. On
pose Tx = {ξ ∈ Sd−1 : ∃r ∈ [0,+∞), rξ ∈ B(x,K)}. En passant en coordonnées polaires
puis en utilisant que pour y ∈ B(x,K), |x| −K ≤ |y| ≤ |x|+K, on obtient

λ(Cεx ∩B(x,K)) =

∫
Sd−1

∫ ∞

0

1Cεx∩B(x,K)(rξ)r
d−1drωd−1(dξ)

≤
∫
Tx

∫ +∞

|x|−K
1Cεx(rξ)(|x|+K)d−1drωd−1(dξ)

Pour β > 0, en raisonnant comme pour obtenir (1.15), on vérifie que pour tout ξ ∈ Sd−1,
∀r ≥ ρ ≥ Mβ, η(rξ) ≤ e−β(r−ρ)η(ρξ). Donc si |x| − K ≥ Mβ et ξ ∈ Tx, en notant rξ =

inf{r ∈ [|x|−K, |x|+K] : rξ ∈ Cεx}, on a η(rξξ) ≤
η(x)
ε

par définition de Cεx et ∀r > rξ− 2 ln ε
β

,

η(rξ) ≤ e−β(r−rξ)η(rξξ) < εη(x) si bien que rξ /∈ Cεx. Donc
∫ +∞
|x|−K 1Cεx(rξ)dr ≤ −2 ln ε

β
. Ainsi,

∀|x| > K +Mβ, λ(Cεx ∩B(x,K)) ≤ −2 ln ε

β
(|x|+K)d−1ωd−1(Tx). (1.20)

Pour majorer ωd−1(Tx), on remarque que pour ξ ∈ Tx et rξ ∈ [0,+∞[ tel que rξξ ∈
B(x,K), |rξξ| ∈ [|x| − K, |x| + K] si bien que rξ ∈ [|x| − K, |x| + K]. Donc pour r ∈
[|x| −K, |x| +K], |r − rξ| ≤ 2K et |x − rξ| ≤ |x − rξξ| + |(rξ − r)ξ| ≤ K + 2K ≤ 3K.
Ainsi {rξ : (r, ξ) ∈ [|x| −K, |x|+K]× Tx} ⊂ B(x, 3K) et

λ(B(x, 3K)) ≥ ωd−1(Tx)

∫ |x|+K

|x|−K
rd−1dr ≥ 2K(|x| −K)d−1ωd−1(Tx).

Avec (1.20), on conclut que

∀|x| > K +Mβ, λ(Cεx ∩B(x,K)) ≤ − ln ε

Kβ

(
|x|+K

|x| −K

)d−1

λ(B(0, 3K)).

Pour |x| ≥ K +1,
(

|x|+K
|x|−K

)d−1

≤ (2K +1)d−1. D’après (1.19), le choix β = −3mα ln ε
αK

(2K +

1)d−1λ(B(0, 3K)) assure que

∀|x| ≥ K + (Mβ ∨ 1),

∫
Cεx
φ(y − x)dy ≤ α.

□
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1.4 Loi forte des grands nombres pour les moyennes

ergodiques

La loi des grands nombres que nous allons énoncer repose sur le théorème ergodique
de Birkhoff (voir par exemple [16] corollary 6.23 p115) :

Théorème 1.4.1. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité et T : Ω → Ω une application
mesurable qui préserve la probabilité P (∀A ∈ A, P(T−1(A)) = P(A)) et qui est ergodique :
∀A ∈ A, T−1(A) = A⇒ P(A) ∈ {0, 1}. Alors, pour toute variable aléatoire Y intégrable,
P
(
{ω : limn→∞

1
n

∑n−1
k=0 Y (T k(ω)) = E[Y ]}

)
= 1 où on pose T 0(ω) = ω et pour k ∈ N,

T k+1(ω) = T (T k(ω)) (c’est-à-dire que T k est l’itérée k fois de T ).

Soit (Xn)n∈N châıne de Markov de noyau de transition P sur (E, E). Pour mettre en
valeur le rôle joué par la loi µ de X0, on note Pµ la probabilité sur l’espace Ω sous-jacent.
Dans le cas particulier µ = δx où x ∈ E, on adopte la notation simplifiée Px au lieu de
Pδx . On note Eµ (resp. Ex) l’espérance sous Pµ (resp. Px).

Définition 1.4.2. Une probabilité π invariante par P (i.e. qui vérifie πP = π) est dite
extrémale s’il n’existe pas deux probabilités invariantes distinctes π1 et π2 et t ∈]0, 1[ tels
que π = tπ1 + (1− t)π2.

Remarque 1.4.3. — Si π et σ sont deux probabilités invariantes pour P , alors pour
tout t ∈ [0, 1], (tπ + (1 − t)σ)P = tπP + (1 − t)σP = tπ + (1 − t)σ si bien que la
probabilité tπ+(1− t)σ est invariante. Ainsi l’ensemble des probabilités invariantes
pour P est un sous-ensemble convexe de P(E).

— Si π et σ sont deux probabilités invariantes extrémales distinctes pour P , alors
π ∧ σ(E) = 1 − dTV(π, σ) < 1. Comme π et σ majorent toutes deux π ∧ σ, on
obtient que π∧σ = πP ∧σP ≥ (π∧σ)P . Comme l’égalité P (x,E) = 1 valable pour
tout x ∈ E entrâıne que π∧σ(E) = (π∧σ)P (E), on en déduit que π∧σ = (π∧σ)P .
Si π ∧ σ(E) > 0, la probabilité π∧σ

π∧σ(E)
est alors invariante par P et elle est distincte

soit de π soit de σ. Dans le premier cas, comme, π = π − π ∧ σ + π ∧ σ = (1 −
π∧σ(E)) π−π∧σ

1−π∧σ(E)
+π∧σ(E) π∧σ

π∧σ(E)
, la probabilité π−π∧σ

1−π∧σ(E)
est également invariante

par linéarité et distincte de π∧σ
π∧σ(E)

car π ̸= π∧σ
π∧σ(E)

, ce qui contredit l’extrémalité de
π. Dans le second cas, par un raisonnement analogue, on contredit l’extrémalité de
σ. Donc π ∧ σ(E) = 0 et il existe B ∈ E tel que π(B) = 1 = σ(Bc), d’après (1.3).

Proposition 1.4.4. Soit π une probabilité invariante extrémale pour P . Alors
Pπ((Xn)n∈N ∈ A) ∈ {0, 1} pour tout ensemble A ∈ E⊗N invariant par l’opérateur de
décalage T ((xk)k∈N) = (xk)k≥1 au sens où T−1(A) = A. En outre, pour toute fonction

f : E → R mesurable et telle que π(|f |) <∞, Pπ
(

1
n

∑n−1
j=0 f(Xj) →n→∞ π(f)

)
= 1.

Démonstration : Soit A invariant par l’opérateur de décalage et pour n ∈ N, Yn =
Eπ[1A((Xk)k∈N)|Fn] où Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn). La martingale (Yn)n∈N est fermée par
la variable aléatoire 1A((Xk)k∈N) qui est mesurable par rapport à la plus petite tribu
contenant

⋃
k∈N Fk. Elle converge donc Pπ p.s. vers 1A((Xk)k∈N).

Comme

T−1(A) = {(xk)k∈N ∈ EN : T ((xk)k∈N) ∈ A} = {(xk)k∈N ∈ EN : (xk)k≥1 ∈ A},
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par invariance de A par T , 1A((xk)k∈N) = 1A((xk)k≥1) et par récurrence 1A((xk)k∈N) =
1A((xk)k≥n) pour tout n ∈ N. Ainsi Yn = Eπ[1A((Xk)k≥n)|Fn] et la propriété de Markov
assure que Yn = φ(Xn) où la fonction φ : E → R mesurable est définie par φ(x) =
Ex[1A((Xk)k≥0)]. La suite (φ(Xn))n∈N converge donc Pπ p.s. vers 1A((Xk)k∈N) de même que
(Zn := supk≥n φ(Xk))n∈N. Comme π est invariante par P , sous Pπ, (Xk)k≥n a même loi que
(Xk)k≥0, ce qui assure que la loi de Zn et celle de φ(Xn) ne dépendent pas de n. Ainsi, pour
tout n ∈ N, φ(Xn) et Zn ont même loi que 1A((Xk)k∈N). Comme Pπ(φ(Xn) ≤ Zn) = 1 =
Pπ(Zn+1 ≤ Zn), cela implique que Pπ(φ(Xn) = supk≥n φ(Xk)) = 1 = Pπ(supk≥n φ(Xk) =
supk≥n+1 φ(Xk)). On en déduit que Pπ p.s., la suite (φ(Xn))n∈N est constante et égale à
1A((Xk)k∈N). Pour B = φ−1({1}), on en déduit que Pπ p.s.,

1B(X0) = 1B(X1) = 1A((Xk)k∈N),

et donc π(B) = Pπ((Xn)n∈N ∈ A).

Supposons que 0 < π(B) < 1. En notant π(.|B) et π(.|Bc) les probabilités définies sur

(E, E) par π(C|B) = π(C∩B)
π(B)

et π(C|Bc) = π(C∩Bc)
π(Bc)

pour tout C ∈ E , on a

π(C|B) =
Eπ[1C∩B(X1)]

π(B)
=

Eπ[1C(X1)1B(X1)]

π(B)
=

Eπ[1C(X1)1B(X0)]

π(B)

=

∫
E×E

1C(y)P (x, dy)
1B(x)π(dx)

π(B)
= π(.|B)P (C).

Ainsi π(.|B) est invariante par P et, de manière analogue, π(.|Bc) l’est également. Comme
π(.|B) et π(.|Bc) sont distinctes (π(B|B) = 1 = π(Bc|Bc)) et comme π = π(B)π(.|B) +
π(Bc)π(.|Bc), on contredit l’extrémalité de π. Donc Pπ((Xn)n∈N ∈ A) = π(B) ∈ {0, 1}.

Sur (EN, E⊗N) muni de la loi de (Xn)n≥0 sous Pπ, l’opérateur de décalage T : (xn)n≥0 →
(xn)n≥1 est donc ergodique. Il préserve cette loi par invariance de π pour P . Le théorème
ergodique de Birkhoff entrâıne alors que pour toute fonction F : EN → Rmesurable et telle
que Eπ[|F ((Xk)k∈N)|] <∞, ( 1

n

∑n−1
j=0 F ((Xk)k≥j)n≥1 converge Pπ p.s. vers Eπ[F ((Xk)k∈N)]

lorsque n→ ∞. Dans le cas particulier où F ((xk)k∈N) = f(x0) avec f : E → R mesurable
et telle que π(|f |) <∞, on en déduit que Pπ p.s., 1

n

∑n−1
j=0 f(Xj) converge vers π(f) lorsque

n→ ∞. □

Exercice 1.4.5. Soit (Ω,A) un espace mesurable et T : Ω → Ω une application mesurable.

1. Montrer que l’ensemble P des probabilités P sur (Ω,A) qui sont préservées par T
(∀A ∈ A, P(T−1(A)) = P(A)) est convexe.

2. Montrer que si P ∈ P est extrêmale i.e. ne s’écrit pas P = tP1+(1− t)P2 pour deux
éléments distincts P1 et P2 de P et t ∈]0, 1[, alors T est ergodique pour P .

Nous sommes maintenant prêts à énoncer la loi forte des grands nombres sous condition
de dérive.

Théorème 1.4.6. On suppose que le noyau markovien P satisfait (D1) et (D2) et on
note π sa probabilité invariante dont l’existence et l’unicité sont assurées par le théorème
1.3.25. Alors pour toute fonction f : E → R mesurable et telle que π(|f |) <∞,

∀µ ∈ P(E), Pµ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(Xk) −→n→∞ π(f)

)
= 1.
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Remarque 1.4.7. — Comme, d’après le théorème 1.3.25, π(V ) < ∞,

supx∈E
|f(x)|

1+V (x)
<∞ (i.e. f ∈ V) est une condition suffisante pour que π(|f |) <∞.

— Notons que si f : E → R+ est mesurable et vérifie π(f) = +∞, alors ap-
pliquer le théorème avec f ∧ m où m ∈ N entrâıne que pour tout x ∈ E,
Px
(
lim infn→∞

1
n

∑n−1
k=0 f(Xk) ≥ π(f ∧m)

)
= 1. Comme, par convergence mono-

tone, limm→∞ π(f ∧m) = π(f) = ∞, Px
(
limn→∞

1
n

∑n−1
k=0 f(Xk) = +∞

)
= 1.

Démonstration : Comme P admet π comme unique probabilité invariante, celle-ci est
extrémale. D’après la proposition 1.4.4, pour f : E → Rmesurable et telle que π(|f |) <∞,

Pπ
(

1
n

∑n−1
j=0 f(Xj) →n→∞ π(f)

)
= 1.

Reste à démontrer que la convergence a aussi lieu Pµ p.s. où µ ∈ P(E) est quelconque.
Comme

Pµ

(
lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(Xj) = π(f)

)
=

∫
E

Px

(
lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(Xj) = π(f)

)
µ(dx),

il suffit de montrer qu’elle a lieu Px p.s. pour tout x ∈ E. Soit k ∈ N, comme
limn→∞

n+k
n

= 1 et limn→∞
1
n

∑k−1
j=0 f(Xj) = 0, 1

n

∑n−1
j=0 f(Xj) et 1

n

∑k+n−1
j=k f(Xj) =

n+k
n

× 1
n+k

∑k+n−1
j=0 f(Xj)− 1

n

∑k−1
j=0 f(Xj) ont mêmes valeurs d’adhérence lorsque n→ ∞.

Avec la propriété de Markov et en posant φ(y) = Py
(
limn→∞

1
n

∑n−1
j=0 f(Xj) = π(f)

)
, on

en déduit que

Px
(

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(Xj) = π(f)

)
= Px

(
lim
n→∞

1

n

k+n−1∑
j=k

f(Xj) = π(f)

)
= P kφ(x) ≥ π(φ)− |π(φ)− P kφ(x)|

= Pπ

(
lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(Xj) = π(f)

)
− |π(φ− 1/2)− P k(φ− 1/2)(x)|

≥ 1− sup
ψ:|ψ|≤1/2

|π(ψ)− P k(x, ψ)| = 1− dTV(π, P
k(x, .)).

D’après le théorème 1.3.25,

dTV(P
k(x, .), π) = dTV(δxP

k, π) ≤ χk

2
dβ(δx, π) ≤

χk

2
(2 + βV (x) +

βK

1− γ
)

tend vers 0 lorsque n→ ∞ pour β ∈]0, α
K
[, ce qui achève la preuve. □

Dans le cas où P satisfait la condition de Doeblin uniforme, la probabilité invariante
π est explicite et l’exercice suivant explique comment obtenir la conclusion du théorème
1.4.6 à l’aide de la loi forte des grands nombres usuelle.

Exercice 1.4.8. On suppose que P satisfait la condition de Doeblin uniforme de la
définition 1.3.9. Sous cette condition, αν(dy) = g(x, y)P (x, dy) pour une densité g définie
sur E×E, mesurable et à valeurs dans [0, 1]. On se donne (Un)n≥1 une suite de variables
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aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] indépendante de la châıne de Markov
(Xn)n≥0 de noyau P . On note τ0 = 0 et pour k ≥ 1,

τk = inf{n > τk−1 : Un ≤ g(Xn−1, Xn)}.

On note Q le noyau markovien défini par Q(x, dy) = P (x,dy)−αν(dy)
1−α .

1. Montrer que π = α
∑

n∈N(1− α)nνQn est l’unique probabilité invariante de P .

Soit f : E → R mesurable et telle que π(|f |) <∞.

2. Pour tout x ∈ E, montrer que pour φ : E → R mesurable bornée,
∫
E
φ(y)(1 −

g(x, y))P (x, dy) = (1− α)
∫
E
φ(y)Q(x, dy).

3. Soient ψ1 : N∗ → R et ψ2, ψ3 :
⋃
n∈N∗{n} × En → R mesurables bornée. En

décomposant sur les valeurs de (τ1, τ2, τ3), montrer que

E [ψ1(τ1)ψ2(τ2 − τ1, Xτ1 , . . . , Xτ2−1)ψ3(τ3 − τ2, Xτ2 , . . . , Xτ3−1)]

=
∑
n∈N∗

α(1− α)n−1ψ1(n)
3∏
i=2

∑
n∈N∗

α(1− α)n−1

∫
En
ψi(n, x1, . . . , xn)ν(dx1)

n−1∏
k=1

Q(xk, dxk+1).

En déduire que les variables aléatoires
∑τ2−1

j=τ1
f(Xj) et

∑τ3−1
j=τ2

f(Xj) sont i.i.d.

intégrables d’espérance commune π(f)
α

. Comment ce résultat se généralise-t-il ?

4. En déduire que p.s., 1
k

∑τk−1
j=0 f(Xj) −→k→∞

π(f)
α

et τk
k
−→k→∞

1
α
.

5. Pour n ∈ N, on note κ(n) = max{k ∈ N : τk ≤ n}. Montrer que p.s. limn→∞ κ(n) =
+∞. Lorsque f ≥ 0, remarquer que

1

τκ(n)+1

τκ(n)−1∑
j=0

f(Xj) ≤
1

n

n−1∑
j=0

f(Xj) ≤
1

τκ(n)

τκ(n)+1−1∑
j=0

f(Xj)

et en déduire que p.s., limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 f(Xj) = π(f). Comment généraliser ce

résultat sans supposer f de signe constant ?

1.5 Théorème de la limite centrale pour les moyennes

ergodiques

Pour contrôler l’erreur commise dans la loi forte ergodique étudiée au paragraphe
précédent, on s’intéresse maintenant au comportement asymptotique lorsque n → ∞
de

ξn =
√
n

(
1

n

n−1∑
k=0

f(Xk)− π(f)

)
.

S’il existe une fonction F : E → R mesurable et telle que ∀x ∈ E, P |F |(x) <∞ solution
de l’équation de Poisson

∀x ∈ E, F (x)− PF (x) = f(x)− π(f), (1.21)

alors, pour n ≥ 1, on peut récrire ξn = F (X0)−PF (Xn−1)√
n

+ 1√
n
MF

n−1 où MF
n−1 =∑n−1

k=1 (F (Xk)− PF (Xk−1)). Introduisons la filtration Fk = σ(X0, . . . , Xk). Comme
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d’après la propriété de Markov, E[F (Xk)|Fk−1] = PF (Xk−1), (MF
n )n∈N est une mar-

tingale locale nulle en 0. On peut alors étudier le comportement asymptotique de (ξn)n≥1

à l’aide du théorème de la limite centrale pour les martingales. C’est la motivation de
l’étude qui suit de l’équation de Poisson (1.21). Notons que si F est solution, alors pour
toute constante c ∈ R, F + c est également solution.

Proposition 1.5.1. On suppose que le noyau Markovien P satisfait (D1) et (D2). Pour
f ∈ V, la série de terme général (P nf − π(f))n∈N converge normalement dans V muni de
∥.∥1, F =

∑
n∈N(P

nf − π(f)) est solution de l’équation de Poisson (1.21) et si F̃ désigne

une autre solution dans V, F − F̃ = π(F − F̃ ).

Remarque 1.5.2. — Notons que, pour tout β > 0, comme pour tout x ∈ E, min(β,1)
1+βV (x)

≤
1

1+V (x)
≤ max(β,1)

1+βV (x)
,

min(β, 1)∥∥β ≤ ∥∥1 ≤ max(β, 1)∥∥β.
La convergence normale a donc lieu simultanément pour toutes les normes ∥∥β.

— Comme F ∈ V, (D1) implique que ∀x ∈ E, P |F |(x) <∞.

Démonstration : Soit f ∈ V , β ∈]0, α
K
[ et x ∈ E. Avec la définition de dβ et le théorème

1.3.25, on obtient que

|P nf(x)− π(f)| ≤ dβ(P
n(x, .), π)∥f∥β ≤ χndβ(δx, π)∥f∥β, (1.22)

avec χ ∈]0, 1[ ne dépendant ni de n ni de x. Comme

dβ(δx, π) ≤ 1+ βV (x) + π(1 + βV ) ≤ 2+
βK

1− γ
+ βV (x) ≤ max(2+

βK

1− γ
, β)(1 + V (x)),

on obtient que

∥P nf − π(f)∥1 ≤ max(2 +
βK

1− γ
, β)χn∥f∥β, (1.23)

d’où le caractère normalement convergent de la série. Soit F =
∑

n∈N(P
nf − π(f)). Pour

φ ∈ V , ∥Pφ∥1 ≤ ∥φ∥1∥P (1 + V )∥1 ≤ ∥φ∥1∥1 + K + γV ∥1 ≤ (1 + K)∥φ∥1 où on a
utilisé (D1) pour la seconde inégalité. Ainsi l’application linéaire φ → Pφ de V muni
de ∥∥1 dans lui-même est continue. On en déduit que PF =

∑
n∈N P (P

nf − π(f)) =∑
n∈N(P

n+1f − π(f)) =
∑

n≥1(P
nf − π(f)), d’où F − PF = P 0f − π(f) = f − π(f).

Soit F̃ une autre solution de l’équation de Poisson dans V . Alors G := F−F̃ ∈ V vérifie
G = PG si bien que G = P nG et G − π(G) = P nG − π(G). L’estimation (1.23) reste
valable pour f remplacée par G− π(G), si bien qu’avec le premier point de la remarque
précédente, on obtient

∥G− π(G)∥1 = ∥P nG− π(G)∥1 ≤ max(2 +
βK

1− γ
, β)χn∥G− π(G)∥β

≤ max(2 +
βK

1− γ
, β)χnmax(β−1, 1)∥G− π(G)∥1.

En choisissant n assez grand pour que max(2+ βK
1−γ , β)χ

nmax(β−1, 1) < 1 on conclut que

∥G− π(G)∥1 = 0, c’est-à-dire que G = π(G).

□

L’inégalité de Jensen et (D1) entrâınent que

P
√
V (x) ≤

√
PV (x) ≤

√
γV (x) +K ≤ √

γ
√
V (x) +

√
K.
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Comme
√
V (x) +

√
V (y) ≤

√
R implique V (x) + V (y) ≤ R et

√
R > 2

√
K

1−√
γ
⇔ R >

4K
(1−√

γ)2
, en remplaçant (V,K, γ) par (

√
V ,

√
K,

√
γ) dans la proposition 1.5.1, on obtient

le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.3. Supposons que le noyau markovien P satisfait (D1) et

(D2′) ∃R >
4K

(1−√
γ)2

, ∃α ∈]0, 1], ∀x, y t.q. V (x) + V (y) ≤ R, P (x, .) ∧ P (y, .)(E) ≥ α.

Alors pour f : E → R mesurable et telle que f 2 ∈ V, F =
∑

n∈N(P
nf −π(f)) est solution

de l’équation de Poisson (1.21) et vérifie F 2 ∈ V.

Remarque 1.5.4. — Comme γ ∈]0, 1[, 0 < γ <
√
γ < 1 si bien que (1 − √

γ)2 <
1−√

γ < 1− γ, 2K
1−γ <

2K
(1−√

γ)2
et (D2’) implique (D2).

— La convergence de la série de terme général (P nf)n∈N est normale pour toute norme

de la forme ∥g∥ = supx∈E
|g(x)|

1+β
√
V (x)

avec β > 0.

— D’après la preuve de la proposition 1.5.1 (voir en particulier (1.22)), pour tout
β ∈]0, α√

K
[ et tout n ∈ N,

sup
x∈E

|P nf(x)− π(f)|
1 +

√
V (x)

≤ max(2 +
β
√
K

1−√
γ
, β)χn sup

x∈E

|f(x)|
1 + β

√
V (x)

(1.24)

où χ = χ(α, β,
√
γ,

√
K,

√
R) ∈]0, 1[ d’après le théorème 1.3.25

Exercice 1.5.5. On suppose que P satisfait la condition de Doeblin uniforme de la
définition 1.3.9 et on note Q le noyau markovien défini par Q(x, dy) = P (x,dy)−αν(dy)

1−α .
Montrer que pour f : E → R mesurable bornée, F =

∑
n∈N(1 − α)nQnf est solution de

l’équation de Poisson F − PF = f − π(f).

Théorème 1.5.6. Soit (Xn)n≥0 châıne de Markov dont le noyau P satisfait (D1) et (D2’).

Alors pour toute fonction f : E → R mesurable et telle que supx∈E
f2(x)

1+V (x)
< ∞ et quelle

que soit la loi µ ∈ P(E) de X0, la suite
(
ξn =

√
n
(
1
n

∑n−1
k=0 f(Xk)− π(f)

))
n≥1

converge

en loi vers N1(0, σ
2(f)) où σ2(f) = π(F 2) − π((PF )2) avec F solution de l’équation de

Poisson (1.21) dont l’existence est assurée par le corollaire 1.5.3.

Remarque 1.5.7. — Notons que comme F 2 ∈ V et π(1 + V ) ≤ 1 + K
1−γ (d’après le

théorème 1.3.10), π(F 2) < ∞. Par ailleurs l’inégalité de Jensen et l’invariance de
π par P assurent que π((PF )2) ≤ π(PF 2) = π(F 2) si bien que 0 ≤ σ2(f) <∞.

— Notons que F 2 − (PF )2 = (F − PF )(F − PF + 2PF ) = (f − π(f))2 +

2(f − π(f))
∑

k≥1(P
kf − π(f)) avec

∑
k∈N supx∈E

|Pkf(x)−π(f)|
1+
√
V (x)

< ∞ si bien que∑
k∈N supx∈E

|(f(x)−π(f))(Pkf(x)−π(f))|
1+V (x)

< ∞. Ainsi la variance asymptotique admet
l’expression alternative

σ2(f) = π((f − π(f))2) + 2
∑
k≥1

Eπ[(f(X0)− π(f))(f(Xk)− π(f))],

où le premier terme du membre de droite est la variance de f(X0) et le terme d’indice
k ≥ 1 de la somme est la covariance entre f(Xk) et f(X0), lorsque X0 est distribuée
suivant la probibilité invariante π.
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— Par ailleurs, par l’inégalité de Jensen,

(F (Xk)− PF (Xk−1))
2 ≤ 2(F 2(Xk) + (PF (Xk−1))

2) ≤ 2(F 2(Xk) + PF 2(Xk−1))).

Donc, pour x ∈ E, Ex [(F (Xk)− PF (Xk−1))
2] ≤ 4P kF 2(x) où le membre de droite

est fini d’après (D1) puisque F 2 ∈ V. Ainsi, sous Px, (MF
n )n≥1 est une martingale

de carré intégrable.
Notons que < MF >n−1=

∑n−2
k=0 E[(F (Xk+1) − PF (Xk))

2|Fk] =
∑n−2

k=0(PF
2(Xk) −

(PF (Xk))
2) si bien que, par la loi forte des grands nombres ergodique, <MF>n−1

n

converge presque sûrement vers π(PF 2 − (PF )2) = σ2(f) par invariance de π pour
P .

Démonstration : Le fait que pour µ ∈ P(E) et φ : R → R continue bornée, Eµ[φ(ξn)] =∫
E
Ex[φ(ξn)]µ(dx) et le théorème de convergence dominée assurent qu’il suffit de démontrer

le résultat sous Px avec x ∈ E quelconque.

Avant de voir comment contrôler l’erreur introduite en approchant F par une fonction
bornée, nous allons commencer par montrer le résultat en supposant F bornée par m

On a ξn = F (X0)−PF (Xn−1)√
n

+ 1√
n
MF

n−1 où MF
n−1 =

∑n−1
k=1 (F (Xk)− PF (Xk−1)) et

F (X0)−PF (Xn−1)√
n

converge p.s. vers 0 lorsque n → ∞ car |F | ≤ m et |PF | ≤ P |F | ≤ m

entrâıne que |F (X0)−PF (Xn−1)|√
n

≤ 2m√
n
. Le théorème de Slutsky assure qu’il suffit de montrer

que
MF
n−1√
n

converge en loi vers N1(0, σ
2(f)).

Pour cela, utilisons la fonction caractéristique et introduisons ank =

Ex
[
e
i u√

n
(F (Xk)−PF (Xk−1))|Fk−1

]
. Comme |F | ≤ m et |PF | ≤ P |F | ≤ m,∣∣∣∣ei u√n (F (Xk)−PF (Xk−1)) − 1− iu√

n
(F (Xk)− PF (Xk−1))+

u2

2n
(F (Xk)− PF (Xk−1))

2

∣∣∣∣
≤ 4m3|u|3

3n3/2
.

En prenant l’espérance conditionnelle du terme entre valeurs absolues et en remarquant
que Ex[F (Xk)− PF (Xk−1)|Fk−1] = 0 et

Ex[(F (Xk)− PF (Xk−1))
2|Fk−1] = [PF 2 − (PF )2](Xk−1),

on en déduit que ∣∣∣∣ank − 1 +
u2

2n
[PF 2 − (PF )2](Xk−1)

∣∣∣∣ ≤ 4m3|u|3

3n3/2
. (1.25)

En particulier, il existe C ∈]0,+∞[ telle que ∀n ≥ 1, ∀1 ≤ k ≤ n − 1, |ank | ≥ 1 − C
n
. On

suppose maintenant n > C si bien que
∣∣∣ 1∏n−1

k=1 a
n
k

∣∣∣ ≤ (1− C
n

)−n
.

Comme e
i u√

n
MF
n−2∏n−1

k=1 a
n
k

est Fn−2-mesurable,

Ex

[
e
i u√

n
MF
n−1∏n−1

k=1 a
n
k

]
= Ex

[
e
i u√

n
(F (Xn−1)−PF (Xn−2)) e

i u√
n
MF
n−2∏n−1

k=1 a
n
k

]

= Ex

[
ann−1

e
i u√

n
MF
n−2∏n−1

k=1 a
n
k

]
= Ex

[
e
i u√

n
MF
n−2∏n−2

k=1 a
n
k

]
,
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et, en itérant ce raisonnement, Ex
[
e
i u√

n
MF
n−1∏n−1

k=1 a
n
k

]
= 1. Ainsi,

∣∣∣∣Ex [ei u√nMF
n−1

]
− e−

u2σ2F
2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣Ex

ei u√nMF
n−1

1− e−
u2σ2F

2∏n−1
k=1 a

n
k

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ex

∣∣∣∣∣∣
∏n−1

k=1 a
n
k − e−

u2σ2F
2∏n−1

k=1 a
n
k

∣∣∣∣∣∣
≤
(
1− C

n

)−n

Ex

∣∣∣∣∣
n−1∏
k=1

ank − e−
u2σ2F

2

∣∣∣∣∣
où le premier facteur au second membre tend vers eC lorsque n → ∞. Pour montrer que

le second facteur tend vers 0, on pose bnk = e−
u2

2n
[PF 2−(PF )2](Xk−1) et on écrit

Ex

∣∣∣∣∣
n−1∏
k=1

ank − e−
u2σ2F

2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n−1∏
k=1

ank −
n−1∏
k=1

bnk

∣∣∣∣∣+ Ex
∣∣∣∣e−u2

2n

∑n−2
k=0 [PF

2−(PF )2](Xk) − e−
u2σ2F

2

∣∣∣∣ .
La positivité et la convergence presque sûre de n−1

n
× 1

n−1

∑n−2
k=0 [PF

2 − (PF )2](Xk) vers
σ2
F := π(PF 2−(PF )2) déduite du théorème 1.4.6 assurent que le second terme au membre

de droite de l’inégalité tend vers 0 lorsque n → ∞ par convergence dominée. Montrons
que

n−1∏
k=1

ank −
n−1∏
k=1

bnk =
n−1∑
k=1

k−1∏
j=1

anj (a
n
k − bnk)

n−1∏
j=k+1

bnj

tend également vers 0, ce qui terminera la preuve dans le cas où F est bornée.

Comme 0 ≤ PF 2 − (PF )2 ≤ m2,∣∣∣∣1− u2

2n
[PF 2 − (PF )2](Xk−1)− bnk

∣∣∣∣ ≤ u4m4

8n2
et avec (1.25), |ank − bnk | ≤

4m3|u|3

3n3/2
+
u4m4

8n2
.

En outre, il existe C <∞ t.q. ∀n ≥ 1,∀1 ≤ k ≤ n− 1, |ank | ∨ |bnk | ≤ 1 + C
n
. On en déduit

que ∣∣∣∣∣
n−1∏
k=1

ank −
n−1∏
k=1

bnk

∣∣∣∣∣ ≤
(
1 +

C

n

)n−2(
4m3|u|3

3
√
n

+
u4m4

8n

)
,

où le second membre tend vers 0 lorsque n→ ∞.

Traitons maintenant le cas général où F n’est plus supposée bornée. Clairement F (X0)√
n

tend p.s. vers 0 lorsque n → ∞. Par ailleurs, en utilisant l’inégalité de Jensen puis (D1),
on obtient

Ex

[(
PF (Xn−1)√

n

)2
]
≤ 1

n
Ex[PF 2(Xn−1)] =

P nF 2(x)

n
≤ ∥F 2∥1

n

(
1 + γnV (x) +K

n−1∑
k=0

γk

)
,

ce qui assure que PF (Xn−1)√
n

converge vers 0 en moyenne quadratique lorsque n → ∞.

Le théorème de Slutsky assure qu’il suffit de montrer que
MF
n−1√
n

converge en loi vers

N1(0, σ
2(f)) pour conclure la démonstration. Pour cela, nous allons remplacer F par la

fonction bornée Fm = −m∨F ∧m où m ∈ N. En introduisant la notation Gm = F −Fm,
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nous avonsMF
n−1−MFm

n−1 =MGm
n−1 si bien qu’avec la propriété de martingale de (MGm

k )k≥1,

Ex

(MF
n−1 −MFm

n−1√
n

)2
 =

1

n

n−1∑
k=1

Ex
[
(Gm(Xk)− PGm(Xk−1))

2
]

=
1

n

n−1∑
k=1

Ex
[
G2
m(Xk)− (PGm(Xk−1))

2
]
≤ 1

n

n−1∑
k=1

P kG2
m(x).

Comme G2
m ≤ F 2, la fonction G2

m est dans V et, en remplaçant f par G2
m dans (1.22),

on obtient que limk→∞ P kG2
m(x) = π(G2

m) puis, par passage à la moyenne de Cesaro, que
limn→∞

1
n

∑n−1
k=0 P

kG2
m(x) = π(G2

m). Comme Gm(y) = 0 pour m ≥ |F (y)| et G2
m ≤ F 2

avec π(F 2) < ∞, le théorème de convergence dominée assure que limm→∞ π(G2
m) = 0 et

donc que

lim
m→∞

lim sup
n→∞

Ex

(MF
n−1 −MFm

n−1√
n

)2
 = 0.

Montrons d’autre part que limm→∞ σ2
Fm

= σ2(f). Comme F 2 ∈ V , F ∈ V . La condition
(D1), l’inégalité |Fm| ≤ |F | ainsi que la convergence de Fm vers F assurent que pour tout
y ∈ E, PFm(y) converge vers PF (y) par convergence dominée lorsque m → ∞. Comme
(PFm)

2 ≤ P (Fm)
2 ≤ PF 2 et que π(PF 2) = π(F 2) < ∞, le théorème de convergence

dominée assure que limm→∞ π((PFm)
2) = π((PF )2). De même limm→∞ π(F 2

m) = π(F 2)
et donc limm→∞ σ2

Fm
= σ2(f).

Pour u ∈ R∗, comme R ∋ x→ eiux est lipschitzienne de constante |u|,∣∣∣∣Ex [eiuMF
n−1√
n

]
− e−

σ2F u
2

2

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣Ex
[
e
iu
MF
n−1√
n − e

iu
M
Fm
n−1√
n

]∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Ex

[
e
iu
M
Fm
n−1√
n

]
− e−

σ2Fm
u2

2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣e−σ2Fm

u2

2 − e−
σ2F u

2

2

∣∣∣∣
≤ |u|E1/2

x

(MF
n−1 −MFm

n−1√
n

)2
+

∣∣∣∣∣Ex
[
e
iu
M
Fm
n−1√
n

]
− e−

σ2Fm
u2

2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣e−σ2Fm

u2

2 − e−
σ2F u

2

2

∣∣∣∣ .
(1.26)

Pour ε > 0 fixé, on peut choisir mε tel que

∣∣∣∣e−σ2Fmε
u2

2 − e−
σ2F u

2

2

∣∣∣∣ ≤ ε
3

et lim supn→∞ E1/2
x

[(
MF
n−1−M

Fmε
n−1√

n

)2
]

≤ ε
6|u| . Alors il existe n1

ε tel que pour

n ≥ n1
ε, E1/2

x

[(
MF
n−1−M

Fmε
n−1√

n

)2
]

≤ ε
3|u| . Par ailleurs, la première étape de la

démonstration, appliquée à la fonction bornée Fmε , assure l’existence de n2
ε t.q. ∀n ≥

n2
ε,

∣∣∣∣∣Ex
[
e
iu
M
Fmε
n−1√
n

]
− e−

σ2Fmε
u2

2

∣∣∣∣∣ ≤ ε
3
. En choisissant m = mε dans (1.26), on conclut que

∀n ≥ n1
ε ∨ n2

ε,

∣∣∣∣Ex [eiuMF
n−1√
n

]
− e−

σ2F u
2

2

∣∣∣∣ ≤ ε,
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ce qui achève la démonstration.

□

1.6 Comparaison des variances asymptotiques

Nous allons donner une condition suffisante due Tierney [73] permettant de comparer
les variances asymptotiques σ2

0(f) = π(F 2
0 ) − π((P0F0)

2) et σ2
1(f) = π(F 2

1 ) − π((P1F1)
2)

associées à deux noyaux markoviens P0 et P1 dans le théorème 1.5.6.

Proposition 1.6.1. Supposons que la probabilité π est réversible pour les deux noyaux
markoviens P0 et P1 et que π(g(P1 − P0)g) ≥ 0 pour toute fonction g : E → R mesurable
vérifiant π(g2) <∞. Supposons également que

∃V : E → R+ mesurable, ∃K ∈ R+, ∃γ ∈]0, 1[, ∀x ∈ E, P0V ∨ P1V (x) ≤ γV (x) +K,

∃R >
4K

(1−√
γ)2

, ∃α ∈]0, 1], ∀x, y t.q. V (x) + V (y) ≤ R,

(P0(x, .) ∧ P0(y, .)(E)) ∧ (P1(x, .) ∧ P1(y, .)(E)) ≥ α.

Alors σ2
0(f) ≤ σ2

1(f) pour toute fonction f : E → R mesurable et t.q. supx∈E
|f(x)|

1+
√
V (x)

<

∞.

Remarque 1.6.2. Pour g : E → R mesurable et telle que π(g2) < ∞ et P un noyau
markovien admettant π comme probabilité invariante, π(P |g|) = π(|g|) ≤

√
π(g2) ce qui

assure que Pg(x) est bien défini π(dx) p.p.. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, celle de
Jensen qui assure que (Pg)2 ≤ Pg2 puis l’invariance de π par P ,

(π(|gPg|))2 ≤ π(g2)π((Pg)2) ≤ π(g2)π(Pg2) =
(
π(g2)

)2
<∞.

Comme |g(P1 − P0)g| ≤ |gP1g|+ |gP0g|, on en déduit que π(|g(P1 − P0)g|) <∞.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que l’hypothèse de la proposition
soit satisfaite.

Lemme 1.6.3. Soient P0 et P1 deux noyaux markoviens admettant π comme probabilité
invariante. Si pour tout A ∈ E et tout x ∈ E \ A, P0(x,A) ≥ P1(x,A), alors π(g(P1 −
P0)g) ≥ 0 pour toute fonction g : E → R mesurable vérifiant π(g2) <∞.

Démonstration du lemme 1.6.3 : Soit P (x, dy) = (δx(dy)+P0(x, dy)−P1(x, dy)). Pour
x ∈ E et A ∈ E , δx(A)+P0(x,A)−P1(x,A) est égal à P0(x,A)−P1(x,A) ≥ 0 si x /∈ A et
à 1−P1(x,A)+P0(x,A) ≥ P0(x,A) ≥ 0 si x ∈ A. Comme δx(E)+P0(x,E)−P1(x,E) = 1
on en déduit que P est un noyau markovien. Comme la probabilité π est invariante par
les noyaux δx(dy), P0 et P1, elle est invariante par P , ce qui implique que

∫
E
g2(x)π(dx) =
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1
2

∫
E×E(g

2(x) + g2(y))π(dx)P (x, dy). Ainsi

π(g(P1g − P0g)) =

∫
E×E

g(x)g(y)π(dx)(P1(x, dy)− P0(x, dy))

=

∫
E×E

g(x)g(y)π(dx)(δx(dy)− P (x, dy))

=

∫
E

g2(x)π(dx)−
∫
E×E

g(x)g(y)π(dx)P (x, dy)

=
1

2

∫
E×E

(g2(x) + g2(y)− 2g(x)g(y))π(dx)P (x, dy)

=
1

2

∫
E×E

(g(x)− g(y))2π(dx)P (x, dy) ≥ 0.

□

Pour un espace d’état E fini, Peskun [65] a montré que σ2
0(f) ≤ σ2

1(f) lorsque π est
réversible par rapport aux deux noyaux P0 et P1 qui vérifient la condition de comparaison
en hypothèse de ce lemme. Cette condition permet de vérifier l’optimalité en terme de
variance asymptotique du choix de Metropolis-Hastings pour la probabilité d’accepter la
proposition dans l’algorithme du même nom.

Example 1.6.4. Pour l’algorithme de Metropolis-Hastings décrit au paragraphe 1.2, soit

P1(x, dy) = α(x, y)q(x, y)λ(dy) +

(∫
E

(1− α(x, z))q(x, z)λ(dz)

)
δx(dy),

avec

α(x, y) =

{
a
(
η(y)q(y,x)
η(x)q(x,y)

)
si η(x)q(x, y) > 0

1 si η(x)q(x, y) = 0
,

pour une fonction a : R+ → [0, 1] vérifiant a(0) = 0 et ∀u > 0, a(u) = ua(1/u). On note
P0 et α0 le noyau et la probabilité d’acceptation obtenus pour le choix a0(u) = min(u, 1)
de Metropolis-Hastings. Pour u > 0, comme a est à valeurs dans [0, 1], a(u) ≤ 1 et
a(u) = ua(1/u) ≤ u si bien que a(u) ≤ a0(u) pour tout u ≥ 0. Ainsi α(x, y) ≤ α0(x, y)
pour tous x, y ∈ E et pour tout A ∈ E t.q. x /∈ A,

P1(x,A) =

∫
A

α(x, y)q(x, y)λ(dy) ≤
∫
A

α0(x, y)q(x, y)λ(dy) = P0(x,A).

Comme π(dx) = η(x)λ(dx)∫
E η(y)λ(dy)

est réversible pour P0 et P1, la proposition et le lemme as-

surent, sous réserve que les conditions de dérive en hypothèse de la proposition soient
satisfaites, que la variance asymptotique correspondant au choix de Metropolis-Hastings
est minimale parmi tous les choix de fonction a : R+ → [0, 1] vérifiant a(0) = 0 et
∀u > 0, a(u) = ua(1/u).

Démontrons maintenant la proposition 1.6.1.
Démonstration : Soit f : E → R mesurable et t.q. supx∈E

|f(x)|
1+
√
V (x)

< ∞. Comme les

variances asymptotiques pour les fonctions f et f − π(f) sont égales, nous supposerons
que π(f) = 0 sans que cela ne soit restrictif.
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Pour t ∈ [0, 1], notons Pt = tP1 + (1 − t)P0. Comme PtV ≤ P0V ∨ P1V et Pt(x, .) ∧
Pt(y, .) ≥ t(P1(x, .) ∧ P1(y, .)) + (1 − t)(P0(x, .) ∧ P0(y, .)), les hypothèses du théorème
1.3.25, du corollaire 1.5.3 et du théorème 1.5.6 sont satisfaites pour le noyau Pt. La
probabilité π étant réversible pour P0 et P1, elle l’est également pour Pt et c’est l’unique
probabilité invariante pour ce noyau d’après le théorème 1.3.25. D’après le théorème
1.5.6, la variance asymptotique de l’estimateur ergodique de π(f) sous le noyau Pt est
σ2
t (f) = π(F 2

t )− π((PtFt)
2) où Ft =

∑
n∈N P

n
t f est solution de l’équation de Poisson

Ft − PtFt = f. (1.27)

Une relecture attentive des preuves du théorème 1.3.25 et de la proposition 1.5.1 montre
que (1.24) se généralise en : ∀β ∈]0, α√

K
[, ∃χ ∈]0, 1[, ∀n ∈ N, ∀t1, . . . , tn ∈ [0, 1],

sup
x∈E

|Pt1Pt2 . . . Ptnf(x)|
1 +

√
V (x)

≤ max

(
2 +

β
√
K

1−√
γ
, β

)
χn sup

x∈E

|f(x)|
1 + β

√
V (x)

. (1.28)

Choisissons désormais β = α
2
√
K

et posons C = max
(
2 + β

√
K

1−√
γ
, β
)
supx∈E

|f(x)|
1+β

√
V (x)

<∞.

Nous allons vérifier que t 7→ σ2
t (f) est dérivable sur [0, 1] de dérivée

dσ2
t

dt
(f) =

2π(Ft(P1Ft − P0Ft)). Comme l’hypothèse appliquée à g = Ft assure que cette dérivée
est positive, cela entrâıne que σ2

1(f) ≥ σ2
0(f).

Pour g : E → R mesurable telle que supy∈E
|g(y)|

1+
√
V (y)

<∞ et x ∈ E, [0, 1] ∋ t 7→ P n
t g(x)

est un polynôme de degré n donc une fonction C∞. Pour identifier d
dt
P n
t f(x) remarquons

que pour t ∈ [0, 1] et h ̸= 0 tel que t+ h ∈ [0, 1],

1

h
(P n

t+hf(x)−P n
t f(x)) =

n−1∑
m=0

Pm
t+h

Pt+h − Pt
h

P n−1−m
t f(x) =

n−1∑
m=0

Pm
t+h(P1−P0)P

n−1−m
t f(x)

converge vers d
dt
P n
t f(x) =

∑n−1
m=0 P

m
t (P1 − P0)P

n−1−m
t f(x) lorsque h → ∞ puisque

supy∈E
|(P1−P0)P

n−1−m
t f(y)|

1+
√
V (y)

≤ supy∈E
|P1P

n−1−m
t f(y)|

1+
√
V (y)

+ supy∈E
|P0P

n−1−m
t f(y)|

1+
√
V (y)

≤ 2Cχn−m,

d’après (1.28). En outre, de manière analogue, supt∈[0,1],y∈E
| d
dt
Pnt f(y)|

1+
√
V (y)

≤ 2nCχn où le se-

cond membre est sommable sur n ∈ N. Le théorème des accroissements finis et le théorème
de convergence dominée entrâınent alors que t 7→ Ft(x) =

∑
n∈N P

n
t f(x) est dérivable sur

[0, 1] de dérivée dFt(x)
dt

=
∑

n∈N
d
dt
P n
t f(x) =

∑
n∈N∗

∑n−1
m=0 P

m
t (P1 − P0)P

n−1−m
t f(x) avec

supt∈[0,1],y∈E
| dFt(y)

dt
|

1+
√
V (y)

≤ 2Cχ
∑

n∈N∗ nχn−1 = 2Cχ
(1−χ)2 . Avec l’hypothèse de croissance faite

sur f , cela implique que supt∈[0,1],y∈E
|f(y) dFt(y)

dt
|

1+V (y)
<∞. Comme π(1+V ) <∞, on en déduit

que π(supt∈[0,1] |f
dFt(y)
dt

|) <∞. D’après l’équation de Poisson,

F 2
t − (PtFt)

2 = (Ft − PtFt)(2Ft − (Ft − PtFt)) = f(2Ft − f),

si bien que σ2
t (f) = π(f(2Ft − f)). Une nouvelle application du théorème des accroisse-

ments finis et du théorème de convergence dominée assure que t 7→ σ2
t (f) est dérivable

sur [0, 1] de dérivée

dσ2
t (f)

dt
= 2π

(
f
dFt
dt

)
= 2π

(
(Ft − PtFt)

dFt
dt

)
.
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La réversibilité de π pour Pt s’écrit π(dx)Pt(x, dy) = π(dy)Pt(y, dx) et implique que

π

(
dFt
dt
PtFt

)
=

∫
E×E

Ft(y)
dFt
dt

(x)π(dx)Pt(x, dy) =

∫
E×E

Ft(y)
dFt
dt

(x)π(dy)Pt(y, dx)

= π

(
FtPt

dFt
dt

)
,

si bien que
dσ2
t (f)

dt
= 2π

(
Ft
(
dFt
dt

− Pt
dFt
dt

))
. Par ailleurs, en dérivant formellement l’équation

de Poisson (1.27), on obtient que dFt
dt

− Pt
dFt
dt

doit être égal à dPt
dt
Ft = (P1 − P0)Ft. Pour

le montrer rigoureusement, on écrit

Pt
dFt
dt

=
∑
n∈N∗

n−1∑
m=0

Pm+1
t (P1 − P0)P

n−1−m
t f =

∑
n∈N∗

n∑
m=1

Pm
t (P1 − P0)P

n−m
t f

=
∑
n≥2

n−1∑
m=1

Pm
t (P1 − P0)P

n−1−m
t f =

∑
n≥2

n−1∑
m=0

Pm
t (P1 − P0)P

n−1−m
t f −

∑
n≥2

(P1 − P0)P
n−1
t f

et
dFt
dt

− Pt
dFt
dt

= (P1 − P0)f +
∑
n≥2

(P1 − P0)P
n−1
t f = (P1 − P0)

∑
n∈N∗

P n−1
t f

= (P1 − P0)Ft.

On conclut que
dσ2
t (f)

dt
= 2π(Ft(P1 − P0)Ft). □
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Chapitre 2

Systèmes de particules en interaction

Lorsque l’on veut calculer E [fn(X0:n)] où X0:n = (X0, . . . , Xn) avec (Xk)k∈N châıne
de Markov à valeurs dans E issue de X0 distribuée suivant la probabilité η0 et fn :
En+1 → R telle que P(fn(X0:n) ̸= 0) est très faible (événement rare), alors la précision
de l’estimateur de Monte-Carlo standard va être mauvaise. L’échantillonnage préférentiel
consiste à effectuer un changement de probabilité de manière à privilégier les trajectoires
de la châıne de Markov qui se dirigent vers les zones où fn est non nulle. À cet effet, on peut
introduire des fonctions gp : Ep+1 7→]0,+∞[ bornées et définir une nouvelle probabilité

Qn par dQn
dP =

∏n−1
p=0 gp(X0:p)

E[
∏n−1
p=0 gp(X0:p)]

.

Exemple 2.0.1. Si E = R et que fn(x0:n) = φ(xn) avec φ(x) non nulle seulement pour
de très grandes valeurs de x, on peut choisir gp(x0:p) = ψ(xp) avec ψ strictement positive
et croissante pour privilégier les trajectoires qui sont déjà hautes à l’instant p ou bien
gp(x0:p) = ψ(xp − xp−1) pour privilégier les trajectoires qui montent entre l’instant p − 1
et l’instant p supposé supérieur ou égal à 1.

Alors on a

E [fn(X0:n)] = EQn
[
f̃n(X0:n)

]
E

[
n−1∏
p=0

gp(X0:p)

]
où f̃n(x0:n) := fn(x0:n)

n−1∏
p=0

g−1
p (x0:p).

(2.1)
Pour implémenter l’échantillonnage préférentiel correspondant au changement de P à Qn,
il faut à la fois être capable de simuler (Xk)0≤k≤n sous la probabilité Qn et de calculer la
constante de normalisation E[

∏n−1
p=0 gp(X0:p)]. Notons que cette constante de normalisation

est une espérance du même type que celle de départ mais portant sur la trajectoire X0:n−1

raccourcie d’une unité de temps, ce qui suggère d’itérer la transformation effectuée sur
l’espérance de départ. Posons γ0 = η0 et pour p ∈ {1, . . . , n}, introduisons la mesure

positive γp sur E
p+1 définie par

∀hp : Ep+1 → R mesurable bornée , γp(hp) = E

[
hp(X0:p)

p−1∏
k=0

gk(X0:k)

]

ainsi que la probabilité ηp sur E
p+1 obtenue par normalisation de γp :

ηp(hp) =
γp(hp)

γp(1)
=

E
[
hp(X0:p)

∏p−1
k=0 gk(X0:k)

]
E
[∏p−1

k=0 gk(X0:k)
] . (2.2)

39
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En particulier E[fn(X0:n)] = E
[
f̃n(X0:n)

∏n−1
k=0 gk(X0:k)

]
= γn(f̃n) et EQn [hn(X0:n)] =

ηn(hn).

Comme γp(1) = γp−1(gp−1) = ηp−1(gp−1)γp−1(1) et γ0(1) = 1, par récurrence sur p on
obtient que

pour p ≥ 1, γp(1) =

p−1∏
k=0

ηk(gk).

On en déduit que

E [fn(X0:n)] = γn(f̃n) = ηn(f̃n)γn(1) = ηn(f̃n)
n−1∏
k=0

ηk(gk). (2.3)

Plus généralement, pour tout p ∈ {1, . . . , n− 1},

γp(hp) = ηp(hp)γp(1) = ηp(hp)

p−1∏
k=0

ηk(gk). (2.4)

L’exercice suivant fournit un example où remplacer un calcul d’espérance par un calcul
de produit d’espérances comme dans la formule (2.3) conduit à une réduction de variance
significative.

Exercice 2.0.2. On souhaite estimer une probabilité de la forme p = P(X ∈ A) avec p
très petite (X désigne par exemple le vecteur des paramètres de fonctionnement d’une
centrale nucléaire et A l’ensemble des valeurs de ces paramètres conduisant à la fu-
sion du cœur de la centrale). On se donne pour cela une suite (Xi)i≥1 de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de X et on note
p̂n = 1

n

∑n
i=1 1{Xi∈A}.

1. Quel est le comportement asymptotique de p̂n pour n → +∞ ? Donner la variance
de p̂n.

On suppose maintenant que l’on sait simuler indépendamment des Xi une suite (Yi)i≥1 de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi condition-
nelle de X sachant X ∈ B où B contient A. En particulier P(Yi ∈ A) = P(X ∈ A|X ∈ B).
On note q̂n = 1

n

∑n
i=1 1{Xi∈B} et r̂n = 1

n

∑n
i=1 1{Yi∈A}.

2. Quel est le comportement asymptotique de q̂n × r̂n pour n → +∞ ? Calculer
l’espérance et la variance de q̂n × r̂n. Expliquer pourquoi, lorsque P(X ∈ B) et
P(X ∈ A|X ∈ B) sont du même ordre, q̂n× r̂n approche p beaucoup plus précisément
que p̂n.

3. On suppose plus généralement que p =
∏k

j=1 pj et que les estimateurs indépendants

(p̂jn)1≤j≤k sont respectivement les moyennes empiriques de n variables aléatoires de
Bernoulli de paramètre pj indépendantes.

(a) Montrer que
∏k

j=1 p̂
j
n converge presque sûrement vers p lorsque n→ ∞.

(b) Vérifier que la variance asymptotique Vk(p1, . . . , pk) = limn→∞ nVar

(∏k
j=1 p̂

j
n∏k

j=1 pj

)
qui mesure la précision de cet estimateur est donnée par Vk(p1, . . . , pk) =∑k

j=1
1−pj
pj

=
∑k

j=1
1
pj

− k.
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(c) Montrer que 1
k

∑k
j=1

1
pj

≥ e−
1
k

∑k
j=1 ln(pj) et en déduire que Vk(p1/k, . . . , p1/k) =

inf(p1,...,pk)∈(R∗
+)k:

∏k
j=1 pj=p

Vk(p1, . . . , pk).

(d) Comparer limk→∞ Vk(p1/k, . . . , p1/k) à V1(p).

Le choix sous forme produit du changement de probabilité dQn
dP =

∏n−1
p=0 gp(X0:p)

E[
∏n−1
p=0 gp(X0:p)]

=∏n−1
p=0 gp(X0:p)∏n−1
p=0 ηp(gp)

qui peut sembler étrange de prime abord, va permettre de construire dynami-

quement une suite de mesures empiriques (ηMp = 1
M

∑M
m=1 δXp,m

0:p
)0≤p≤n qui approchent les

probabilités (ηp)0≤p≤n dans la limite M → ∞ d’un grand nombre de particules. Il n’y a
pas besoin de savoir simuler (Xk)0≤k≤n sous Qn pour bénéficier en partie de la réduction
de variance par échantillonnage préférentiel. En suivant (2.3), on approchera E [fn(X0:n)]
par ηMn (f̃n)

∏n−1
p=0 η

M
p (gp).

Avant d’expliquer la construction des mesures empiriques ηMp , montrons que les mesures
ηp apparaissent également naturellement dans des problèmes de filtrage. On considère
un signal (par exemple la position d’un aéronef dans le ciel) modélisé par une châıne de
Markov (Xk)k∈N avecX0 distribuée suivant la probabilité η0. On n’observe pas directement
le signal mais des informations Yk = φk(Xk) + Vk (écho radar par exemple) où φk :
E → Rd et les bruits d’observation (Vk)k∈N sont supposés indépendants à valeurs Rd de
densités respectives (qk)k∈N par rapport à la mesure de Lebesgue et indépendants de la
châıne de Markov (Xk)k∈N. La densité conditionnelle de Y0:p sachant X0:p+1 = x0:p+1 est∏p

k=0 qk(yk − φk(xk)). La formule de Bayes assure alors que

P(X0:p+1 ∈ dx0:p+1|Y0:p = y0:p) ∝
p∏

k=0

qk(yk − φk(xk))P(X0:p+1 ∈ dx0:p+1).

Ainsi, pour le choix gk(x0:k) = qk(yk−φk(xk)) pour tout k ∈ {0, . . . , p}, la loi conditionnelle
de X0:p+1 sachant Y0:p = y0:p est ηp+1. La loi conditionnelle η̂p de X0:p sachant Y0:p = y0:p
s’obtient par la formule de la loi marginale :

η̂p(hp) =

∫
Ep+2

hp(x0:p)ηp+1(dx0:p+1) =
E[hp(X0:p)

∏p
k=0 gk(X0:k)]

γp+1(1)
=
γp(hpgp)

γp(gp)
=
ηp(hpgp)

ηp(gp)
.

La construction des probabilités (ηMp )0≤p≤n se fait par récurrence sur p. La châıne de
Markov (Xk)k≥0 est supposée inhomogène au sens où, pour h : E → R mesurable bornée,
E[h(Xk)|X0:k−1] = Pkh(Xk−1) pour un noyau Markovien Pk pouvant dépendre de l’instant
k. Notons que le cas où l’espace Ek où Xk prend ses valeurs dépend de k peut rentrer
dans le cadre introduit ici en posant E =

⋃
k∈NEk.

Initialisation : On génère un échantillon (X0,m
0 )1≤m≤M i.i.d. suivant la loi η0 de X0.

Passage de ηMp = 1
M

∑M
m=1 δXp,m

0:p
à ηMp+1 =

1
M

∑M
m=1 δXp+1,m

0:p+1
: pour p ∈ {0, . . . , n− 1} ce

passage s’effectue en deux étapes :

Sélection : on génère des vecteurs aléatoires (Xp+1,m
0:p )1≤m≤M conditionnellement

indépendants sachant Fp = σ((Xk,m
0:k )1≤m≤M,0≤k≤p) et vérifiant

E

[
1

M

M∑
m=1

δXp+1,m
0:p

∣∣∣∣Fp

]
=

1

MηMp (gp)

M∑
m=1

gp(X
p,m
0:p )δXp,m

0:p
. (2.5)
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Après avoir décrit la seconde étape, nous allons revenir sur plusieurs ap-
proches permettant d’effectuer cette étape de sélection. Notons que η̂Mp =
1
M

∑M
m=1 δXp+1,m

0:p
(égale à la loi marginale des p+1 premières coordonnées sous

ηMp+1) constitue une approximation de la mesure η̂p introduite dans le problème
de filtrage présenté plus haut.

Mutation : sachant Gp+1 = σ((Xk,m
0:k )1≤m≤M,0≤k≤p, (X

p+1,m
0:p )1≤m≤M), on génère des

variables aléatoires (Xp+1,m
p+1 )1≤m≤M conditionnellement indépendantes et res-

pectivement distribuées suivant Pp+1(X
p+1,m
p , .). Pour tout m ∈ {1, . . . ,M}, on

pose Xp+1,m
0:p+1 = (Xp+1,m

0:p , Xp+1,m
p+1 ) et ηMp+1 =

1
M

∑M
m=1 δXp+1,m

0:p+1
.

Intuitivement, l’étape de sélection permet de se débarrasser du poids multiplicatif indivi-
duel gp(X

p,m
0:p ) affecté à chaque trajectoire entre l’instant p et l’instant p+1 en répliquant

les trajectoires pour lesquelles ce poids est élevé et en supprimant celles pour lesquelles ce
poids est faible. L’étape de mutation consiste juste à ajouter une nouvelle position tirée
suivant le noyau markovien Pp+1 à chaque trajectoire issue de l’étape de sélection.

Pour l’étape de sélection, partant de M valeurs (ym)1≤m≤M (les trajectoires
(Xp,m

0:p )1≤m≤M) dans un espace d’états Y quelconque (l’espace produit Ep+1) et d’une

probabilité (pm)1≤m≤M ((gp(X
p,m
0:p )/

∑M
ℓ=1 gp(X

p,l
0:p))1≤m≤M), il faut être capable de générer

des variables aléatoires indépendantes (Y m)1≤m≤M à valeurs dans {y1, . . . , yM},

E

[
1

M

M∑
m=1

δYm

]
=

M∑
m=1

pmδym , (2.6)

i.e pour toute fonction f : Y → R mesurable bornée, E
[

1
M

∑M
m=1 f(Y

m)
]

=∑M
m=1 p

mf(ym). Notons que, lorsque les yℓ sont distincts, δYm =
∑M

ℓ=1 1{Ym=yℓ}δyℓ et

(2.6) est équivalent à E
[∑M

m=1 1{Ym=yℓ}

]
= Mpℓ pour tout ℓ ∈ {1, . . . ,M}. Sans suppo-

ser les yℓ distincts, (2.6) est équivalent à E
[∑M

m=1 1{Ym=yℓ}

]
= M

∑M
j=1 1{yj=yℓ}p

j pour

tout ℓ ∈ {1, . . . ,M}. Il y a bien sûr de multiples façons de générer de telles variables
aléatoires :

Échantillonnage multinomial : on génére les Y m i.i.d. suivant la probabilité∑M
ℓ=1 p

ℓδyℓ (∀ℓ,m ∈ {1, . . . ,M}, P(Y m = yℓ) =
∑M

j=1 1{yj=yℓ}p
j). Notons que

E[1{Ym=yℓ}] =
∑M

j=1 1{yj=yℓ}p
j pour tous m, ℓ ∈ {1, . . . ,M}.

Échantillonnage résiduel : Pour x ∈ R, on note ⌊x⌋ et ⌈x⌉ les parties entières
inférieure et supérieure de x, c’est-à-dire les entiers relatifs vérifiant ⌊x⌋ ≤ x <
⌊x⌋ + 1 et ⌈x⌉ − 1 < x ≤ ⌈x⌉ et {x} = x − ⌊x⌋ ∈ [0, 1[ sa partie fractionnaire.
L’échantillonnage résiduel consiste à choisir Y m = yℓ pour

∑ℓ−1
j=1⌊Mpj⌋ < m ≤∑ℓ

j=1⌊Mpj⌋ (on réplique donc ⌊Mpℓ⌋ fois la valeur yℓ) et, lorsque
∑M

j=1⌊Mpj⌋ <
M à générer les r = M −

∑M
j=1⌊Mpj⌋ =

∑M
j=1{Mpj} variables aléatoires

Y∑M
j=1⌊Mpj⌋+1, . . . , YM i.i.d. suivant 1

M−
∑M
j=1⌊Mpj⌋

∑M
ℓ=1{Mpℓ}δyℓ . Alors, si les yℓ sont

distincts, pour tout ℓ ∈ {1, . . . ,M},
∑M−r

m=1 1{Ym=yℓ} = ⌊Mpℓ⌋ et, lorsque r > 0,

pour tout m ∈ {M − r + 1, . . . ,M}, E[1{Ym=yℓ}] =
{Mpℓ}
r

.

Échantillonnage stratifié : à partir deM variables aléatoires (Um)1≤m≤M i.i.d. suivant
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la loi uniforme sur [0, 1] on construit

Y m =
M∑
ℓ=1

1{∑ℓ−1
j=1 p

j<(m−Um)/M≤
∑ℓ
j=1 p

j}y
ℓ pour m ∈ {1, . . . ,M}.

Échantillonnage systématique : on prend les variables Um toutes égales à une seule
variable U uniforme sur [0, 1] dans la formule précédente. Notons que si yℓ est distinct
de yj pour j ̸= ℓ, alors cette valeur est tirée ⌊M

∑ℓ
j=1 p

j + U⌋ − ⌊M
∑ℓ−1

j=1 p
j + U⌋

fois.

Avec l’échantillonnage multinomial, l’échantillonnage résiduel et l’échantillonnage stra-
tifié, les variables aléatoires Y m sont indépendantes (pour l’échantillonnage résiduel,
on pourra remarquer qu’une variable aléatoire constante est indépendant de toute va-
riable aléatoire), alors qu’avec l’échantillonnage systématique, on perd cette propriété
d’indépendance (sauf si pour tout m ∈ {1, . . . ,M}, Mpm est entier, auquel cas les
échantillonnages résiduel, stratifié et systématique coincident). C’est pourquoi seules les
trois premières techniques d’échantillonnage sont éligibles pour l’étape de sélection de la
méthode particulaire décrite plus haut.

Notons que lorsque les yℓ sont distincts, alors la mesure empirique 1
M

∑M
m=1 δYm s’écrit

1
M

∑M
ℓ=1

∑M
m=1 1{Ym=yℓ}δyℓ . L’objectif du problème suivant est de comparer les variances

des variables aléatoires
∑M

m=1 1{Ym=yℓ} pour les différentes techniques d’échantillonnage.

Problème 2.0.3. On suppose les yℓ distincts. Pour ℓ ∈ {1, . . . ,M}, la variable aléatoire∑M
m=1 1{Ym=yℓ} est respectivement notée

— Nℓ dans l’échantillonnage multinomial,

— Ñℓ dans l’échantillonnage résiduel,

— N̄ℓ dans l’échantillonnage stratifié,

— N̂ℓ dans l’échantillonnage systématique.

Condition (2.6) : Remarquer que 1
M

∑M
m=1 f(Y

m) =
∑M

ℓ=1

(
1
M

∑M
m=1 1{Ym=yℓ}f(y

ℓ)
)
et

en déduire que (2.6) est équivalente à ∀ℓ ∈ {1, . . . ,M}, E
[∑M

m=1 1{Ym=yℓ}

]
=Mpℓ.

Échantillonnage multinomial :

1. Pour ℓ ∈ {1, . . . ,M} vérifier que E(Nℓ) =Mpℓ et calculer Var(Nℓ).

2. Vérifier que le vecteur (N1, . . . , NM) suit la loi multinomiale de paramètre
(M, p1, . . . , pM) : ∀(n1, . . . , nM) ∈ NM

P(N1 = n1, . . . , NM = nM) = 1{∑M
m=1 nm=M}M !

M∏
m=1

(pm)nm

nm!
.

Les variables aléatoires Nm sont-elles indépendantes ?

Variance optimale : Soit N une variable aléatoire à valeurs dans Z intégrable
d’espérance ν.

1. Montrer que

E
[
(N − ν)1{N≥⌊ν⌋+2}

]
≥ {ν}P(N ≤ ⌊ν⌋) + ({ν} − 1)P(N = ⌊ν⌋+ 1).
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2. En remarquant que pour N ≥ ⌊ν⌋+2, (N−ν)2 ≥ (2−{ν})(N−ν), en déduire
que

E[(N − ν)2] ≥ 2{ν}P(N ≤ ⌊ν⌋) + ({ν} − 1)P(N = ⌊ν⌋+ 1)

≥ ({ν}+ 1)P(N ≤ ⌊ν⌋) + {ν} − 1.

3. Conclure que si P(N ≤ ⌊ν⌋) ≥ 1− {ν},

Var(N) ≥ {ν}(1− {ν}). (2.7)

4. Montrer par un raisonnement symétrique que (2.7) reste vraie si P(N ≥ ⌊ν⌋+
1) ≥ {ν}.

5. Montrer enfin que le minorant dans (2.7) est atteint pour P(N = ⌊ν⌋) =
1− {ν} = 1− P(N = ⌊ν⌋+ 1).

Échantillonnage résiduel :

6. Que se passe-t-il si r = 0 ?

On suppose désormais r > 0.

7. Pour ℓ ∈ {1, . . . ,M} vérifier que E(Ñℓ) =Mpℓ et calculer Var(Ñℓ). En déduire
que la répartition résiduelle est optimale en termes de variance si r = 1 mais
pas si r ≥ 2.

8. Vérifier que r ≤M(1−pℓ)+{Mpℓ} et en déduire que Var(Ñℓ) ≤ M{Mpℓ}(1−pℓ)
M(1−pℓ)+{Mpℓ} .

Conclure que Var(Ñℓ) ≤ Var(Nℓ). Quel intérêt voyez-vous à l’échantillonnage
résiduel par rapport à l’échantillonnage multinomial ?

Échantillonnage stratifié :

9. Vérifier que pour ℓ,m ∈ {1, . . . ,M},

E
[
1{p1+...+pℓ−1<m−Um

M
≤p1+...+pℓ}

]
=M

∫ m
M

m−1
M

1{p1+...+pℓ−1<u≤p1+...+pℓ}du

et en déduire que E[N̄ℓ] =Mpℓ = E[N̂ℓ].

10. Soit x et y deux réels. Vérifier que y ≥ ⌊y − x⌋ + ⌊x⌋ et x ≥ ⌊y⌋ − ⌈y − x⌉.
En déduire que ⌊y − x⌋ ≤ ⌊y⌋ − ⌊x⌋ ≤ ⌈y − x⌉ ≤ ⌊y − x⌋ + 1. Lorsque x < y,
vérifier que ]x, y] ∩ Z est égal à ∅ si ⌊y⌋ = ⌊x⌋ et comprend les ⌊y⌋ − ⌊x⌋
éléments {⌊x⌋+ 1, . . . , ⌊y⌋} sinon. Conclure que pour m ∈ Z,

]x, y]∩]m− 1,m] =

{
]m− 1,m] si et seulement si ⌈x⌉+ 1 ≤ m ≤ ⌊y⌋
∅ si m ≤ ⌊x⌋ ou m ≥ ⌈y⌉+ 1

.

11. En déduire que N̄ℓ prend ses valeurs dans {⌊M(p1 + . . . + pℓ)⌋ − ⌈M(p1 +
. . . + pℓ−1)⌉, ⌊M(p1 + . . . + pℓ)⌋ − ⌊M(p1 + . . . + pℓ−1)⌋, ⌈M(p1 + . . . + pℓ)⌉ −
⌊M(p1+ . . .+pℓ−1)⌋} ensemble réduit à un singleton lorsque M(p1+ . . .+pℓ−1)
et M(p1 + . . .+ pℓ) sont entiers et à un doubleton lorsque l’une seulement des
deux valeurs est entière. Conclure que Var(N̄i) ≤ 1 (On pourra remarquer que
pour X variable aléatoire à valeurs dans [a, b], Var(X) = E[(X − a+b

2
)2] −

(E[X]− a+b
2
)2 ≤ (b−a)2

4
).
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12. Vérifier, à l’aide de la question 10, que l’intervalle

]M(p1 + . . .+ pℓ−1) + U,M(p1 + . . .+ pℓ) + U ]

contient soit ⌊Mpℓ⌋ soit ⌊Mpℓ⌋ + 1 éléments de {1, . . . ,M}. En déduire que
N̂ℓ − ⌊Mpℓ⌋ suit une loi de Bernoulli de paramètre à préciser et conclure que
Var(N̂ℓ) = {Mpℓ}(1− {Mpℓ}), c’est-à-dire que l’échantillonnage systématique
est optimal en termes de variance. Vérifier que ce résultat reste vrai pour N̄ℓ

lorsque M(p1 + . . .+ pℓ−1) ou M(p1 + . . .+ pℓ) sont entiers, propriété toujours
satisfaite pour ℓ ∈ {1,M}.

13. Vérifier que

Var(N̄ℓ) =M

pℓ −M
M∑
m=1

(∫ m
M

m−1
M

1{p1+...+pℓ−1<u≤p1+...+pℓ}du

)2


et en déduire par l’inégalité de Cauchy-Schwarz que Var(N̄ℓ) ≤ Var(Nℓ).

14. À l’aide de la question 10, montrer que le cardinal de

{m ∈ {1, . . . ,M} :

∫ m
M

m−1
M

1{p1+...+pℓ−1<u≤p1+...+pℓ}du = 1/M}

est égal soit à ⌊Mpℓ⌋ soit à ⌊Mpℓ⌋−1. En remarquant que dans le premier cas,

si a, b ∈ [0, 1/M ] avec a+ b = {Mpℓ}/M , a2+ b2 ≥ {Mpℓ}2
2M2 et dans le second, si

a, b ∈ [0, 1/M ] avec a + b = (1 + {Mpℓ})/M , a2 + b2 ≥ (1+{Mpℓ})2
2M2 , en déduire

que

M∑
m=1

(∫ m
M

m−1
M

1{p1+...+pℓ−1<u≤p1+...+pℓ}du

)2

≥ min

(
⌊Mpℓ⌋+ {Mpℓ}2/2

M2
,
Mpℓ + ({Mpℓ}2 − 1)/2

M2

)
.

Conclure que Var(N̄ℓ) ≤ max
(
{Mpℓ}(1− {Mpℓ}

2
), 1−{Mpℓ}2

2

)
.

Pour M = 3 et p1 = 1
12
, p2 = 1

2
et p3 = 5

12
, vérifier que Var(N̄2) =

3
8
> 1

4
=

Var(Ñ2).

Exercice 2.0.4. On suppose que p := min1≤m≤M pm > 0 (on peut restreindre l’ensemble
des valeurs (ym)1≤m≤M pour s’y ramener).

1. Montrer que Mp ≤ 1. Que vaut (p1, . . . , pM) en cas d’égalité ? Que donnent alors
l’échantillonnage résiduel et l’échantillonnage stratifié ?

2. On supposeMp < 1, on se donne des variables aléatoires (Zm)1≤m≤M indépendantes

et telles que E
[

1
M

∑M
m=1 δZm

]
= 1

1−Mp

∑M
m=1(p

m − p)δym et indépendamment une

suite (Um)1≤m≤M de variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1].

(a) Vérifier que si pour m ∈ {1, . . . ,M}, Y m = 1{Um≤Mp}y
m + 1{Um>Mp}Z

m alors

E

[
1

M

M∑
m=1

δYm

]
=

M∑
m=1

pmδym (2.8)

et les variables aléatoires (Y m)1≤m≤M sont indépendantes.
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(b) Si (Y 1, . . . , Y M) = 1{U1≤Mp}(y
1, . . . , yM) + 1{U1>Mp}(Z

1, . . . , ZM), vérifier que
(2.8) reste vraie mais que les variables aléatoires (Y m)1≤m≤M ne sont pas
indépendantes.

En suivant la formule (2.4), on introduit l’approximation suivante de la mesure non
normalisée γp : γ

M
0 = ηM0 et

pour p ≥ 1, γMp (hp) = ηMp (hp)

p−1∏
k=0

ηMk (gk). (2.9)

Notons que ηMp (hp) =
γMp (hp)

γMp (1)
si bien que la probabilité empirique ηMp s’obtient par norma-

lisation de la mesure ponctuelle γMp .

Proposition 2.0.5. On suppose que pour tout p ∈ {0, . . . , n−1}, la fonction gp : E
p+1 →

]0,+∞[ est mesurable et bornée. Pour tout p ∈ {0, . . . , n} et toute fonction hp : E
p+1 → R

mesurable bornée,
E
[
γMp (hp)

]
= γp(hp).

En particulier, si f̃n est bornée, l’estimateur ηMn (f̃n)
∏n−1

p=0 η
M
p (gp) = γMn (f̃n) de

E [fn(X0:n)] est sans biais.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur p. On a γM0 = ηM0 =
1
M

∑M
m=1 δX0,m

0
où les variables (X0,m

0 )1≤m≤M sont toutes distribuées suivant η0 =

γ0, ce qui assure que E[γM0 (h0)] = γ0(h0). Ainsi, l’hypothèse de récurrence est sa-
tisfaite au rang p = 0. Supposons-la satisfaite au rang p. Rappelons que Fp =

σ((Xk,m
0:k )1≤m≤M,0≤k≤p) et Gp+1 = σ((Xk,m

0:k )1≤m≤M,0≤k≤p, (X
p+1,m
0:p )1≤m≤M). En notant

Pp+1hp+1(x0:p) =
∫
E
hp+1(x0:p+1)Pp+1(xp, dxp+1), on a d’après l’étape de mutation

E[ηMp+1(hp+1)|Gp+1] =
1

M

M∑
m=1

Pp+1hp+1(X
p+1,m
0:p ).

Ensuite comme Fp ⊂ Gp+1,

E[ηMp+1(hp+1)|Fp] = E[E[ηMp+1(hp+1)|Gp+1]|Fp] = E

[
1

M

M∑
m=1

Pp+1hp+1(X
p+1,m
0:p )

∣∣∣∣Fp

]

=
ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
, (2.10)

où on a utilisé (2.5) pour la dernière égalité. Comme
∏p

k=0 η
M
k (gk) est Fp mesurable, on

en déduit que

E

[
ηMp+1(hp+1)

p∏
k=0

ηMk (gk)

]
= E

[
E[ηMp+1(hp+1)|Fp]

p∏
k=0

ηMk (gk)

]

= E

[
ηMp (gpPp+1hp+1)

p−1∏
k=0

ηMk (gk)

]
= E

[
γMp (gpPp+1hp+1)

]
.
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L’hypothèse de récurrence au rang p et la définition de γp assurent alors que

E

[
ηMp+1(hp+1)

p∏
k=0

ηMk (gk)

]
= γp(gpPp+1hp+1) = E

[
Pp+1hp+1(X0:p)

p∏
k=0

gk(X0:k)

]
.

Comme la propriété de Markov assure que Pp+1hp+1(X0:p) = E [hp+1(X0:p+1)|X0:p] et que∏p
k=0 gk(X0:k) est une fonction de X0:p,

E

[
Pp+1hp+1(X0:p)

p∏
k=0

gk(X0:k)

]
= E

[
E [hp+1(X0:p+1)|X0:p]

p∏
k=0

gk(X0:k)

]

= E

[
hp+1(X0:p+1)

p∏
k=0

gk(X0:k)

]
= γp+1(hp+1),

ce qui achève la démonstration. □

Remarque 2.0.6. — Notons que nous venons d’établir que γp+1(hp+1) =
γp(gpPp+1hp+1). Comme γp+1(1) = γp(gp) = ηp(gp)γp(1), avec (2.2), on en
déduit que

ηp+1(hp+1) =
γp+1(hp+1)

γp+1(1)
=
γp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)γp(1)
=
ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)
. (2.11)

— En regardant attentivement la preuve précédente on constate que la conclusion de la
proposition 2.0.5 reste vraie sans indépendance dans l’étape d’initialisation et sans
indépendance conditionnelle dans les étapes de sélection et de mutation. En particu-
lier, elle reste vraie si l’étape de sélection repose sur l’échantillonnage systématique.

Théorème 2.0.7. On suppose que pour tout p ∈ {0, . . . , n − 1}, 0 < g
p

:=

infx0:p∈Ep+1 gp(x0:p) ≤ ḡp := supx0:p∈Ep+1 gp(x0:p) <∞ et que les propriétés d’indépendance
et d’indépendance conditionnelle sont satisfaites à l’initialisation et lors des sélections et
des mutations. Alors pour tout p ∈ {0, . . . , n} et toute fonction hp : E

p+1 → R mesurable

bornée (par |hp| <∞),

sup
M≥1

√
ME1/4

[
(ηMp (hp)− ηp(hp))

4
]
<∞ (2.12)

sup
M≥1

√
ME1/4

[
(γMp (hp)− γp(hp))

4
]
<∞. (2.13)

En outre P
(
limM→∞ ηMp (hp) = ηp(hp)

)
= 1 = P

(
limM→∞ γMp (hp) = γp(hp)

)
.

Pour des résultats plus fins (convergence presque sûre sous des hypothèses plus faibles,
théorème de la limite centrale associé, inégalités de concentration), nous renvoyons au
livre de Del Moral [22] et au problème 2.0.9 pour un théorème de la limite centrale dans
le cas particulier de l’échantillonnage multinomial.

Comme E[fn(X0:n)] = γn(f̃n) avec f̃n(x0:n) = fn(x0:n)
∏n−1

p=0 g
−1
p (x0:p) bornée si fn est

bornée et les fonctions gp minorées par une constante positive, le théorème implique le
corollaire suivant.
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Corollaire 2.0.8. Sous les hypothèses d’indépendance et de minoration/majoration des
fonctions gp du théorème 2.0.7, si fn : En+1 → R est bornée,

sup
M≥1

√
ME1/4

[
(γMn (f̃n)− E[fn(X0:n)])

4
]
<∞

et P
(
limM→∞ γMn (f̃n) = E[fn(X0:n)]

)
= 1.

Cette fois, la propriété d’indépendance conditionnelle à l’étape de sélection va jouer un
rôle clé dans la preuve du théorème, si bien que celle-ci ne s’applique pas à l’échantillonnage
systématique.

Démonstration : La condition (2.12) implique que E
[∑

M≥1(η
M
p (hp)− ηp(hp))

4
]
< ∞

d’où P
(∑

M≥1(η
M
p (hp)− ηp(hp))

4 <∞
)
= 1 = P(limM→∞(ηMp (hp)− ηp(hp))

4 = 0). Par le

même raisonnement, (2.13) implique que P(limM→∞(γMp (hp)− γp(hp))
4 = 0) = 1.

Montrons l’estimation (2.12) par récurrence sur p. Pour p = 0, on a

E[(ηM0 (h0)− η0(h0))
4] =

1

M4

M∑
m1,m2,m3,m4=1

E

[
4∏
i=1

(h0(X
0,mi
0 )− η0(h0))

]
.

Parmi les M4 espérances qui figurent dans la somme au second membre beaucoup sont
nulles : en effet dès que l’un des quatre indices mi est différent des trois autres, par
indépendance des (X0,m

0 )1≤m≤M , l’espérance est égale à l’espérance du produit des termes
correspondant aux trois autres indices par E[(h0(X0,mi

0 )− η0(h0)] = 0.
Il reste donc seulement les contributions des cas où

— les 4 indices sont égaux soit M termes en E[(h0(X0,1
0 )− η0(h0))

4]

— 2 des indices prennent une valeur et les 2 autres une autre valeur soit 3M(M − 1)
termes en E2[(h0(X

0,1
0 )−η0(h0))2] (3 pour le choix de l’indice mk, k = 2, 3 ou 4, égal

au premier indice m1, M(M − 1) pour le choix de deux valeurs différentes parmi
M).

Ainsi

E[(ηM0 (h0)− η0(h0))
4] =

1

M3
E[(h0(X0,1

0 )− η0(h0))
4] +

3(M − 1)

M3
(Var (h0(X

0,1
0 )))2.

L’hypothèse de récurrence est donc satisfaite au rang p = 0. Supposons la satisfaite
au rang p et déduisons la au rang p + 1. Reprenons les notations de la preuve de la

proposition 2.0.5. Comme, d’après (2.10), E[ηMp+1(hp+1)|Fp] =
ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
et d’après

(2.11), ηp+1(hp+1) =
ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)
,

ηMp+1(hp+1)−ηp+1(hp+1) = ηMp+1(hp+1)−E[ηMp+1(hp+1)|Fp]+
ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
−ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)
.

Donc

E[(ηMp+1(hp+1)− ηp+1(hp+1))
4] ≤ 8E

[(
ηMp+1(hp+1)− E[ηMp+1(hp+1)|Fp]

)4]
+ 8E

(ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
− ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)

)4
 . (2.14)
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Pour le second terme au second membre, on utilise la décomposition suivante

ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
− ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)
=
ηMp (gpPp+1hp+1)− ηp(gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)

+
ηp(gpPp+1hp+1)(ηp(gp)− ηMp (gp))

ηMp (gp)ηp(gp)
.

Comme 0 < 1
ηMp (gp)

≤ 1
g
p

et
∣∣∣ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)

∣∣∣ ≤ |hp+1|, on en déduit que

E

(ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
− ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)

)4
 ≤ 8

g4
p

E[(ηMp (gpPp+1hp+1)− ηp(gpPp+1hp+1))
4]

+
8|hp+1|

4

g4
p

E[(ηp(gp)− ηMp (gp))
4].

L’hypothèse de récurrence au rang p appliquée avec hp = gpPp+1hp+1 et avec hp = gp
assure donc que

sup
M≥1

M2E

(ηMp (gpPp+1hp+1)

ηMp (gp)
− ηp(gpPp+1hp+1)

ηp(gp)

)4
 <∞. (2.15)

Pour traiter le premier terme au second membre de (2.14), on utilise les propriétés de
l’étape de mutation puis de l’étape de sélection qui assurent que les variables aléatoires
(Xp+1,m

0:p+1 )1≤m≤M sont conditionnellement indépendantes sachant Fp. Comme

E
[(
ηMp+1(hp+1)− E[ηMp+1(hp+1)|Fp]

)4]
= E

E
( 1

M

M∑
m=1

(hp+1(X
p+1,m
0:p+1 )− E[hp+1(X

p+1,m
0:p+1 )|Fp])

)4 ∣∣∣∣Fp


=

1

M4

M∑
m1,m2,m3,m4=1

E

[
E

[
4∏
i=1

(hp+1(X
p+1,mi
0:p+1 )− E[hp+1(X

p+1,mi
0:p+1 )|Fp])

∣∣∣∣Fp

]]
.

L’indépendance conditionnelle assure que dès que l’un des quatre indices mi est distinct

des trois autres E
[∏4

i=1(hp+1(X
p+1,mi
0:p+1 )− E[hp+1(X

p+1,mi
0:p+1 )|Fp])

∣∣∣∣Fp

]
= 0. Comme dans le

cas p = 0, on en déduit avec la bornitude de hp+1 que

sup
M≥1

M2E
[(
ηMp+1(hp+1)− E[ηMp+1(hp+1)|Fp]

)4]
<∞.

En combinant cette inégalité, (2.15) et (2.14), on conclut que l’hypothèse de récurrence
est vraie au rang p, ce qui achève la démonstration de (2.12). Pour en déduire (2.13), on
note hk = gk pour k ∈ {0, . . . , p− 1} de manière à ce que

γMp (hp)−γp(hp) =
p∏

k=0

ηMk (hk)−
p∏

k=0

ηk(hk) =

p∑
k=0

(
k−1∏
j=0

ηMj (hj)

)
(ηMk (hk)−ηk(hk))

(
p∏

j=k+1

ηj(hj)

)
.
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Par conséquent,

(γMp (hp)− γp(hp))
4 ≤ (p+ 1)3

p∑
k=0

(
k−1∏
j=0

ηMj (hj)

p∏
j=k+1

ηj(hj)

)4

(ηMk (hk)− ηk(hk))
4

≤ (p+ 1)3
p∑

k=0

( p∏
j=0

j ̸=k

|hj|
)4

(ηMk (hk)− ηk(hk))
4.

En prenant l’espérance dans cette inégalité, on déduit (2.13) de (2.12). □

Problème 2.0.9. On se place dans le cadre et les notations de ce chapitre. On suppose
que pour tout p ∈ N la fonction gp : E

p+1 → R est mesurable et telle que

0 < g
p
:= inf

x0:p∈Ep+1
gp(x0:p) ≤ ḡp := sup

x0:p∈Ep+1

gp(x0:p) <∞.

On suppose que les positions initiales des particules (X0,m
0 )m≥1 sont i.i.d. suivant la

probabilité η0 et que la sélection est effectuée par échantillonnage multinomial, résiduel

ou stratifié. Pour hp : Ep+1 → R mesurable bornée, on pose η̂Mp (hp) =
ηMp (gphp)

ηMp (gp)
et

η̂p(hp) =
ηp(gphp)

ηp(gp)
. Pour hp+1 : E

p+2 → R mesurable bornée, on note Pp+1hp+1 : E
p+1 → R

la fonction définie par Pp+1hp+1(x0:p) =
∫
xp+1∈E hp+1(x0:p+1)Pp+1(xp, dxp+1).

1. Que peut-on dire de P
(
limM→∞(ηMp (gphp), η

M
p (gp)) = (ηp(gphp), ηp(gp))

)
? En

déduire que P
(
limM→∞ η̂Mp (hp) = η̂p(hp)

)
= 1.

2. Vérifier que ηp+1(hp+1) = η̂p(Pp+1hp+1).

3. Pour quelle fonction hp+1 : Ep+2 → R, a-t-on 1
M

∑M
m=1 hp(X

p+1,m
0:p ) =

ηMp+1(hp+1) ? Vérifier qu’alors ηp+1(hp+1) = η̂p(hp) et en déduire que

P
(
limM→∞

1
M

∑M
m=1 hp(X

p+1,m
0:p ) = η̂p(hp)

)
= 1.

4. Montrer que lorsque M → ∞, pour h0 : E → R mesurable bornée,
√
M(ηM0 (h0) −

η0(h0)) converge en loi vers N1(0,V0(h0)) en explicitant V0(h0).

On suppose désormais que l’étape de sélection est effectuée suivant l’échantillonnage mul-
tinomial. L’objectif de la suite du problème est de montrer par récurrence sur p que pour
hp : E

p+1 → R mesurable bornée,
√
M(ηMp (hp)− ηp(hp)) converge en loi lorsque M → ∞

vers N1(0,Vp(hp)). On suppose l’hypothèse de récurrence satisfaite au rang p et on se
donne hp+1 : E

p+2 → R mesurable bornée.

5. Pour ĥp : Ep+1 → R mesurable bornée, on pose h̃p = gp
ηp(gp)

(ĥp − η̂p(ĥp)).

Remarquer que ηp(h̃p) = 0 et η̂Mp (ĥp) − η̂p(ĥp) = ηp(gp)

ηMp (gp)
ηMp (h̃p). Vérifier que

√
M
(
η̂Mp (ĥp)− η̂p(ĥp)− ηMp (h̃p)

)
converge en probabilité vers 0 lorsque M → ∞

et en déduire que
√
M(η̂Mp (ĥp)− η̂p(ĥp)) converge en loi vers N1

(
0,Vp(h̃p)

)
.

6. Vérifier que pour v ∈ R et Fp = σ((Xk,m
0:k )1≤m≤M,0≤k≤p),

E
[
eiv

√
M(ηMp+1(hp+1)−ηp+1(hp+1))

]
= E

[
eiv

√
M(η̂Mp (Pp+1hp+1)−η̂p(Pp+1hp+1))

× E
[
eiv

√
M(ηMp+1(hp+1)−η̂Mp (Pp+1hp+1))|Fp

] ]
.
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7. On pose η̂Mp Pp+1(dx0:p+1) := η̂Mp (dx0:p)Pp+1(xp, dxp+1). Vérifier que
η̂Mp Pp+1(hp+1) = η̂Mp (Pp+1hp+1) et montrer que conditionnellement à Fp, les

trajectoires (Xp+1,m
0:p+1 )1≤m≤M sont i.i.d. suivant η̂Mp Pp+1(dx0:p+1).

8. Vérifier que pour x ∈ R,
∣∣∣eix − 1− ix+ x2

2

∣∣∣ ≤ |x|3
6
puis, en notant |hp+1| =

supx0:p+1∈Ep+2 |hp+1(x0:p+1)|, montrer que pour v ∈ R,∣∣∣∣E [ei v√
M

(hp+1(X
p+1,1
0:p+1 )−η̂Mp (Pp+1hp+1))|Fp

]
− 1 +

v2

2M

(
η̂Mp (Pp+1h

2
p+1)− (η̂Mp (Pp+1hp+1))

2
) ∣∣∣∣ ≤ 4|v|3|hp+1|

3

3M3/2
.

9. On pose Wp+1(hp+1) := η̂p(Pp+1h
2
p+1)− (η̂p(Pp+1hp+1))

2 et

εM =M

(
E
[
e
i v√

M
(hp+1(X

p+1,1
0:p+1 )−η̂Mp (Pp+1hp+1))|Fp

]
− 1 +

v2

2M
Wp+1(hp+1)

)
Vérifier que

|εM | ≤ 4|v|3|hp+1|
3

3
√
M

+
v2

2
|η̂Mp (Pp+1h

2
p+1)− η̂p(Pp+1h

2
p+1)|

+
v2

2
|(η̂Mp (Pp+1hp+1))

2 − (η̂p(Pp+1hp+1))
2|

et en déduire le comportement de la suite (εM)M≥1 lorsque M → ∞.

10. Comment comparer Pp+1h
2
p+1 et (Pp+1hp+1)

2 ? En déduire que Wp+1(hp+1) ≥ 0.

11. À l’aide de la formule du binôme, vérifier que pour M ≥ v2Wp+1(hp+1)

4
,∣∣∣∣∣

(
1− v2Wp+1(hp+1)

2M
+
εM
M

)M
−
(
1− v2Wp+1(hp+1)

2M

)M ∣∣∣∣∣ ≤
M∑
k=1

|εM |k

k!
≤ e|εM | − 1

et en déduire que E
[
eiv

√
M(ηMp+1(hp+1)−η̂Mp (Pp+1hp+1))|Fp

]
converge presque sûrement

vers e−
v2Wp+1(hp+1)

2 lorsque M → ∞. puis que

lim
M→∞

E
[∣∣∣∣E [eiv√M(ηMp+1(hp+1)−η̂Mp (Pp+1hp+1))|Fp

]
− e−

v2Wp+1(hp+1)

2

∣∣∣∣] = 0.

12. Vérifier que∣∣∣∣E [eiv√M(ηMp+1(hp+1)−ηp+1(hp+1))
]
− e−

v2Wp+1(hp+1)

2 E
[
eiv

√
M(η̂Mp (Pp+1hp+1)−η̂p(Pp+1hp+1))

]∣∣∣∣
≤ E

[∣∣∣∣E [eiv√M(ηMp+1(hp+1)−η̂Mp (Pp+1hp+1))|Fp

]
− e−

v2Wp+1(hp+1)

2

∣∣∣∣]
et conclure que, lorsque M → ∞,

√
M(ηMp+1(hp+1)−ηp+1(hp+1)) converge en loi vers

N1 (0,Vp+1(hp+1)) avec

Vp+1(hp+1) = Wp+1(hp+1)+Vp (Lphp+1) où Lphp+1 =
gp

ηp(gp)
(Pp+1hp+1 − η̂p(Pp+1hp+1)) .
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Chapitre 3

Discrétisation des EDS

3.1 Équations différentielles stochastiques

3.1.1 Existence et unicité, applications en finance

Soit T > 0 un horizon de temps (la maturité d’une option par exemple). Sur un espace
de probabilité (Ω,A,P) muni d’une filtration (Ft)t≥0, on considère un Ft-mouvement

brownien Wt =

 W 1
t
...
W d
t

 à valeurs Rd et Y une variable aléatoire F0 mesurable à valeurs

Rn. On se donne également des coefficients σ : [0, T ]×Rn → Rn×d et b : [0, T ]×Rn → Rn

mesurables et on s’intéresse à l’Equation Différentielle Stochastique{
dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt

X0 = Y
(3.1)

Définition 3.1.1. On appelle solution de l’EDS (3.1) un processus (Xt)t∈[0,T ] continu
Ft-adapté à valeurs Rn tel que

— p.s.,
∫ T
0
|b(s,Xs)|+ |σ(s,Xs)|2ds < +∞,

— p.s., ∀t ∈ [0, T ], Xt = Y +
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs +

∫ t
0
b(s,Xs)ds.

Le principal résultat d’existence et d’unicité pour les EDS est l’analogue du théorème
de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles ordinaires et s’obtient sous des hy-
pothèses similaires sur les coefficients de l’équation.

Théorème 3.1.2 (d’Itô). On suppose que

(Lip) ∃K > 0, ∀t ∈ [0,T],

{
∀x ∈ Rn, |σ(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|)
∀x, y ∈ Rn, |σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|

.

Alors l’EDS (3.1) admet une unique solution (Xt)t∈[0,T ] (si X
′
t est une autre solution, alors

p.s., ∀t ∈ [0, T ], Xt = X ′
t). En outre, si E(|Y |2) < +∞, alors

E
(
sup
t≤T

|Xt|2
)

≤ C(1 + E
(
|Y |2

)
) où C ne dépend pas de Y . (3.2)

53
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Démonstration : La démonstration repose sur une technique de point fixe. L’espace

E =

{
(Xt)t∈[0,T ] processus Ft-adapté continu à valeurs Rn t.q. E

(
sup
t≤T

|Xt|2
)
< +∞

}
muni de la norme

√
E
(
supt≤T |Xt|2

)
est un espace de Banach.

• Dans le cas où E(|Y |2) < +∞ commençons par montrer que toute solution X de
(3.1) vérifie (3.2) et appartient donc à E . Pour νm = inf{t ≥ 0 : |Xt| ≥ m} (convention
inf ∅ = T ), on a

sup
s≤t

|Xs∧νm|2 ≤ 3

(
|Y |2 + sup

s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

1{r≤νm}σ(r,Xr)dWr

∣∣∣∣2 + (∫ t

0

|b(r ∧ νm, Xr∧νm)|dr
)2
)
.

En utilisant l’inégalité de Doob pour l’intégrale stochastique, l’inégalité de Cauchy-
Schwarz pour l’intégrale classique, puis l’hypothèse (Lip), on en déduit que pour t dans
[0, T ]

E
(
sup
s≤t

|Xs∧νm|2
)

≤ C

(
E(|Y |2) +

∫ t

0

E
(
|σ(r ∧ νm, Xr∧νm)|2 + t|b(r ∧ νm, Xr∧νm)|2

)
dr

)
≤ C

(
E(|Y |2) +

∫ t

0

1 + E
(
sup
s≤r

|Xs∧νm|2
)
dr

)
où la constante C peut changer d’une ligne à l’autre mais ne dépend ni de t dans [0, T ]
ni de m (on a par exemple majoré le facteur t par T ). Par le Lemme de Gronwall, on en
déduit que

E
(
sup
s≤T

|Xs∧νm |2
)

≤ C(E(|Y |2) + T )eCT .

Comme par continuité des trajectoires de X, p.s. νm = T pour m assez grand, on a p.s.
sups≤T |Xs∧νm| = sups≤T∧νm |Xs| → sups≤T |Xs| lorsque m → +∞. On déduit alors (3.2)
du lemme de Fatou.

On introduit ensuite Φ qui à un processus X = (Xt)t∈[0,T ] de E associe le processus
(Φ(X)t)t∈[0,T ] défini par

Φ(X)t = Y +

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds,

dont on vérifie facilement qu’il appartient à E en reprenant le calcul ci-dessus mais sans la
technique de localisation. Comme nous avons vérifié que toute solution de (3.1) est dans
E , un processus X est solution de (3.1) si et seulement si c’est un point fixe de Φ.
Pour X,X ′ ∈ E et t ≤ T , en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis l’inégalité de
Doob et enfin l’hypothèse (Lip), il vient

E
(
sup
s≤t

|Φ(X)s − Φ(X ′)s|2
)

≤ 2E
(
sup
s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

(σ(r,Xr)− σ(r,X ′
r))dWr

∣∣∣∣2
+ t

∫ t

0

|b(r,Xr)− b(r,X ′
r)|2dr

)
≤ C

∫ t

0

E
(
|σ(r,Xr)− σ(r,X ′

r)|2 + |b(r,Xr)− b(r,X ′
r)|2
)
dr

≤ C

∫ t

0

E
(
sup
s≤r

|Xs −X ′
s|2
)
dr
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où la constante C ne dépend pas de t ni de X et X ′. En itérant cette inégalité, on obtient
que pour k ∈ N∗, si Φk désigne la composée k-ième de Φ,

∥Φk(X)− Φk(X ′)∥2 ≤ Ck

∫ T

0

∫ r1

0

. . .

∫ rk−1

0

E
(
sup
s≤rk

|Xs −X ′
s|2
)
drk . . . dr1

≤ Ck∥X −X ′∥2
∫ T

0

∫ r1

0

. . .

∫ rk−1

0

drk . . . dr1 =
CkT k

k!
∥X −X ′∥2.

Donc pour k̄ assez grand, Φk̄ est une contraction sur E . Soit X son unique point fixe. Tout
point fixe de Φ est point fixe de Φk̄ et donc égal à X. Par ailleurs,

Φk̄(Φ(X)) = Φk̄+1(X) = Φ(Φk̄(X)) = Φ(X)

assure que Φ(X) est point fixe de Φk̄ et donc égal à X. On conclut donc que (3.1) admet
X comme unique solution.

• Dans le cas où E(|Y |2) = +∞, pour m ∈ N∗, on note (Xm
t )t∈[0,T ] la solution de l’EDS

issue de la condition initiale Y 1{|Y |<m}. On vérifie ensuite que

Xt =
∑
m∈N∗

1{m−1≤|Y |<m}X
m
t

est solution de (3.1) et que toute autre solution lui est égale. □

Exemple. La plupart des modèles d’actifs financiers reposent sur des EDS.

• le processus d’Ornstein-Uhlenbeck : pour n = d = 1 et c ∈ R, l’unique solution
de

dXt = dWt + cXtdt, X0 = Y

est Xt = Y ect +
∫ t
0
ec(t−s)dWs.

• le modèle de Black-Scholes : pour n = d = 1 et σ, r ∈ R, l’unique solution de

dXt = σXtdWt + rXtdt, X0 = Y

est Xt = Y eσWt+(r−σ2

2
)t.

• le modèle à volatilité locale (ou modèle de Dupire) : pour n = d = 1, r ∈ R, et
η : [0, T ]× R → R vérifiant

∃K > 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]× R, |η(t, x)|+ |x||∂xη(t, x)| ≤ K,

l’équation différentielle stochastique

dXt = η(t,Xt)XtdWt + rXtdt, X0 = Y

admet une unique solution. On vérifie que Xt = Y e
∫ t
0 η(s,Xs)dWs+(rt− 1

2

∫ t
0 η

2(s,Xs)ds).

• le modèle à volatilité stochastique : pour n = d = 2, on peut considérer un modèle
de la forme{
dXt = f(Yt)Xt(ρdW

1
t +

√
1− ρ2dW 2

t ) + rXtdt

dYt = η(Yt)dW
1
t + b(Yt)dt

, (X0, Y0) = (x0, y0) ∈ R∗
+ × R
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où η, b : R → R sont supposées lipschitziennes, r ∈ R et ρ ∈ [−1, 1] est le coefficient
de corrélation entre le brownien W 1

t qui dirige le processus de volatilité et celui Bt =
ρW 1

t +
√

1− ρ2W 2
t qui dirige l’évolution de l’actif. À cause du terme quadratique

f(y)x, la fonction

σ(x, y) =

(
ρf(y)x

√
1− ρ2f(y)x

η(x) 0

)
n’est globalement lipschitzienne que si et seulement si f est constante. On ne peut
donc pas appliquer le théorème d’Itô au couple (Xt, Yt). Néanmoins, l’équation
différentielle stochastique autonome satisfaite par (Yt)t∈[0,T ] admet unique solu-
tion d’après le théorème d’Itô. On peut ensuite utiliser le caractère linéaire de
l’équation satisfaite par Xt. Si f est localement bornée, alors la continuité de
(Yt)t∈[0,T ] entrâıne que P(

∫ T
0
f 2(Yt)dt < ∞) = 1 et donc que l’on peut définir

pour tout t dans [0, T ], ξt = x0e
∫ t
0 f(Ys)dBs+rt−

1
2

∫ t
0 f

2(Ys)ds. La formule d’Itô assure que
dξt = f(Yt)ξtdBt + rξtdt avec ξ0 = x0 si bien que le couple (ξt, Yt)t∈[0,T ] est solution

de l’EDS de départ. Pour l’unicité, on remarque que ζt = e−
∫ t
0 f(Ys)dBs−rt+

1
2

∫ t
0 f

2(Ys)ds

satisfait dζt = ζt(−f(Yt)dBt + (f 2(Yt) − r)dt). Ainsi, par la formule d’intégration
par partie, toute solution (Xt)t∈[0,T ] vérifie

d(ζtXt) = ζtdXt +Xtdζt + d⟨ζ,X⟩t
= Xtζt

(
f(Yt)dBt + rdt− f(Yt)dBt + (f 2(Yt)− r)dt− f 2(Yt)dt

)
= 0.

Le prix d’un Call d’échéance T et de Strike K portant sur le sous-jacent X est donné
par C = E

(
e−rT (XT −K)+

)
. Dans le cas du modèle de Black-Scholes, on dispose à

la fois d’une formule fermée pour ce prix et de la possibilité de simuler exactement

XT = yeσWT+(r−σ2

2
)T (y > 0 est le cours initial du sous-jacent) pour calculer C par la

méthode de Monte Carlo. Mais dès que l’on complique un peu le modèle en supposant que
la volatilité est soit une fonction locale du temps et du sous-jacent, soit stochastique, ces
deux propriétés très agréables disparaissent en général. Pour pouvoir calculer le prix, on
peut néanmoins discrétiser l’équation différentielle stochastique qui donne le modèle de
façon à générer X̄T qui approche XT . La méthode de Monte Carlo consiste alors à appro-
cher C par 1

M

∑M
i=1 e

−rT (X̄ i
T − K)+ où les variables X̄ i

T , générées par le même schéma
mais pour des accroissements browniens independants sont i.i.d.. L’erreur se décompose
alors classiquement en un terme de biais plus un terme d’erreur statistique :

C − 1

M

M∑
i=1

e−rT (X̄ i
T −K)+ =E

(
e−rT (XT −K)+

)
− E

(
e−rT (X̄T −K)+

)
+ E

(
e−rT (X̄T −K)+

)
− 1

M

M∑
i=1

e−rT (X̄ i
T −K)+.

Le comportement du terme d’erreur statistique est bien connu et découle du théorème de
la limite centrale : pour peu que E

(
[(X̄T −K)+]2

)
< +∞, ce terme se comporte comme

e−rT
√

Var ((X̄T−K)+)
M

G où G ∼ N1(0, 1) lorsque M est grand. Dans le prochain chapitre,
nous présenterons différentes techniques de réduction de variance permettant de diminuer
ce terme.

Dans le présent chapitre, nous allons nous attacher à analyser le terme de biais qui
dépend bien sûr du schéma de discrétisation retenu pour approcher XT .
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Remarque 3.1.3. — En dimension n = d = 1, l’unicité énoncée dans le théorème
3.1.2 reste vraie sans supposer que le coefficient de diffusion σ est lipschitzien dans
la variable d’espace x mais sous l’hypothèse plus faible d’existence d’une fonction
ρ : R+ → R+ telle que

∫
0+

du
ρ(u)

= +∞ et que

∀t ∈ [0, T ], ∀x, y ∈ R, |σ(t, x)− σ(t, y)|2 ≤ ρ(|x− y|).

C’est ce qui assure l’unicité pour l’EDS de Cox-Ingersoll-Ross

dXt = η
√
XtdWt + (a− bXt)dt, X0 = Y ≥ 0

où η, a ≥ 0 et b ∈ R. On peut également montrer l’existence pour cette EDS et on
en déduit facilement l’existence et l’unicité pour le modèle à volatilité stochastique
d’Heston où le carré de la volatilité est un processus de Cox-Ingersoll-Ross :{

dSt =
√
VtStdW

1
t + rStdt

dVt = η
√
Vt(ρdW

1
t +

√
1− ρ2dW 2

t ) + (a− bVt)dt
.

— Lorsque l’on ne fixe pas le mouvement Brownien mais que l’on cherche un couple
(Xt,Wt)t∈[0,T ] tel que (Wt)t est un mouvement brownien et que (Xt)t vérifie (3.1) on
définit une notion de solution plus faible que celle étudiée plus haut.
Soit par exemple (Bt)t est un mouvement brownien à valeurs Rd independant de
Y à valeurs Rd et b : [0, T ] × Rd → Rd une fonction bornée et mesurable (mais
pas plus régulière). Par le théorème de Girsanov, sous la probabilité Q de densité
dQ
dP = exp

(∫ T
0
b(s, Y +Bs)dBs − 1

2

∫ T
0
b2(s, Y +Bs)ds

)
le processus (Wt = Bt −∫ t

0
b(s, Y +Bs)ds)t∈[0,T ] est un mouvement Brownien. Si on pose Xt = Y +Bt, on a

alors

Xt = Y +Wt +

∫ t

0

b(s, Y +Bs)ds = Y +Wt +

∫ t

0

b(s,Xs)ds.

Ainsi le couple (Xt,Wt) est solution faible de (3.1) avec le coefficient de diffusion σ
constant égal à la matrice identité d× d.

3.1.2 Propriétés des solutions

Sous l’hypothèse (Lip), il est possible de contrôler les moments de la solution de
l’équation

dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, X0 = y ∈ Rn (3.3)

lorsque la condition initiale y est déterministe.

Lemme 3.1.4. Soit p ≥ 1. Il existe une constante C dépendant de p, de T , des coefficients
σ et b mais pas de la condition initiale y telle que

sup
t≤T

E(|Xt|2p) ≤ C(1 + |y|2p). (3.4)

Démonstration : La fonction f : x ∈ Rn 7→ |x|2p a pour gradient ∇f(x) = 2p|x|2p−2x et
pour hessienne ∇2f(x) = 2p|x|2p−4(|x|2In + (2p− 2)x⊗ x) où In, x⊗ x ∈ Rn×n désignent
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respectivement la matrice identité et la matrice (xixj)ij. On note a(t, x) = σσ∗(t, x) ∈
Rn⊗n. La formule d’Itô assure

|Xt|2p =|y|2p +
∫ t

0

2p|Xs|2p−2Xs.b(s,Xs) + p|Xs|2p−4tr
[
(|Xs|2In + (2p− 2)Xs ⊗Xs)a(s,Xs)

]
ds

+

∫ t

0

2p|Xs|2p−2Xs.σ(s,Xs)dWs.

Pour pouvoir assurer que l’espérance de l’intégrale stochastique est nulle, on utilise une
procédure de localisation. Pour νm = inf{t ≥ 0 : |Xt| ≥ m} (convention inf ∅ = T ),

E
(∫ νm∧t

0
2p|Xs|2p−2Xs.σ(s,Xs)dWs

)
= 0, ce qui assure, en utilisant (Lip) pour la seconde

inégalité, puis |x|2p−2 + |x|2p−1 + |x|2p ≤ 3(1 + |x|2p) pour la troisième

E
(
|Xνm∧t|2p

)
= |y|2p + E

(∫ νm∧t

0

2p|Xs|2p−2Xs.b(s,Xs)

+ p|Xs|2p−4tr
[
(|Xs|2In + (2p− 2)Xs ⊗Xs)a(s,Xs)

]
ds

)
≤ |y|2p + C

∫ t

0

E
(
|Xνm∧s|2p−1(1 + |Xνm∧s|) + |Xνm∧s|2p−2(1 + |Xνm∧s|)2

)
ds

≤ |y|2p + C

∫ t

0

1 + E
(
|Xνm∧s|2p

)
ds

≤ |y|2p + Ct+ C

∫ t

0

E
(
|Xνm∧s|2p

)
ds,

Comme |Xνm∧s| ≤ 1{νm=0}|y| + 1{νm>0}m ≤ |y| ∨ m, la fonction s 7→ E[|Xνm∧s|2p] est
localement intégrable. Le lemme de Gronwall implique alors que

∀t ≤ T, E
(
|Xνm∧t|2p

)
≤ (|y|2p + CT )eCt ≤ (|y|2p + CT )eCT .

Comme lorsque m→ +∞, νm → T p.s., Xνm∧t → Xt p.s. et le Lemme de Fatou implique
que E (|Xt|2p) ≤ lim infm→+∞ E (|Xνm∧t|2p). On en déduit que

∀t ≤ T, E
(
|Xt|2p

)
≤ (|y|2p + CT )eCT .

□

Nous allons également contrôler les moments des accroissements de la solution de (3.3), en
utilisant l’inégalité de Burkholder Davis Gundy qui généralise l’inégalité de Doob (p = 1).

Lemme 3.1.5. Soit p ≥ 1
2
. Il existe une constante Cp > 0 telle que pour tout processus

(Hs)s≥0 à valeurs Rn×d Fs-adapté et tout t ≥ 0 tel que P
(∫ t

0
|Hs|2ds < +∞

)
= 1,

E

(
sup
s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

HrdWr

∣∣∣∣2p
)

≤ CpE
((∫ t

0

|Hr|2dr
)p)

. (3.5)

Avec le lemme 3.1.4, nous allons en déduire la majoration suivante :

Proposition 3.1.6. Soit p ≥ 1. Il existe une constante C finie dépendant de p, des
coefficients σ et b et de T mais pas de la condition initiale y telle que

∀0 ≤ s ≤ t ≤ T, E(|Xt −Xs|2p) ≤ C(1 + |y|2p)(t− s)p. (3.6)
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Dans la preuve nous aurons besoin du résultat suivant : pour q ≥ 1,∣∣∣∣∣
K∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣
q

≤ Kq−1

K∑
k=1

|ak|q et
∣∣∣∣∫
A

f(x)dx

∣∣∣∣q ≤ |A|q−1

∫
A

|f(x)|qdx, (3.7)

où f : Rℓ → Rn est supposée mesurable et |A| désigne la mesure de Lebesgue du sous-
ensemble borélien A de Rℓ. Ces inégalités évidentes si |A| ∈ {0,+∞} découlent sinon de
l’inégalité de Jensen qui assure :(

1

K

K∑
k=1

|ak|

)q

≤ 1

K

K∑
k=1

|ak|q et
(

1

|A|

∫
A

|f(x)|dx
)q

≤ 1

|A|

∫
A

|f(x)|qdx.

Démonstration : Par l’inégalité triangulaire

|Xt −Xs| ≤
∣∣∣∣∫ t

s

σ(r,Xr)dWr

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

s

b(r,Xr)dr

∣∣∣∣ .
Avec (3.7) et (3.5), on en déduit

E
(
|Xt −Xs|2p

)
≤ 22p−1

[
E

(∣∣∣∣∫ t

s

σ(r,Xr)dWr

∣∣∣∣2p
)

+ E

(∣∣∣∣∫ t

s

b(r,Xr)dr

∣∣∣∣2p
)]

≤ C

[
E
((∫ t

s

|σ(r,Xr)|2dr
)p)

+ (t− s)2p−1E
(∫ t

s

|b(r,Xr)|2pdr
)]

≤ C

[
(t− s)p−1

∫ t

s

E
(
|σ(r,Xr)|2p

)
dr + T p(t− s)p−1

∫ t

s

E
(
|b(r,Xr)|2p

)
dr

]
.

On conclut facilement en remarquant que d’après (Lip), (3.7) et le Lemme 3.1.4 sur les
moments de Xr,

E
(
|σ(r,Xr)|2p + |b(r,Xr)|2p

)
≤ CE((1 + |Xr|)2p) ≤ C22p−1(1 + E(|Xr|2p) ≤ C(1 + |y|2p).

□

3.2 Le schéma d’Euler

On subdivise l’intervalle [0, T ] en N sous-intervalles de même longueur et pour k ∈
{0, . . . , N}, on pose tk =

kT
N
. Le schéma d’Euler consiste à discrétiser l’EDS

dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, X0 = y ∈ Rn

suivant la grille (tk)k en posant{
X̄0 = y

∀0 ≤ k ≤ N − 1, X̄tk+1
= X̄tk + σ(tk, X̄tk)(Wtk+1

−Wtk) + b(tk, X̄tk)(tk+1 − tk)

(3.8)
Pour passer d’un instant de discrétisation au suivant on fige les coefficients de diffusion
et de dérive à leur valeur au début de l’intervalle. Afin d’implémenter ce schéma, il suffit
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de savoir simuler les accroissements (Wtk+1
− Wtk)0≤k≤N−1 qui sont i.i.d. suivant la loi

gaussienne Nd(0,
T
N
Id) où Id désigne la matrice identité de dimension d. Pour effectuer les

preuves de convergence, il est commode d’introduire le schéma d’Euler en temps continu
défini par

∀0 ≤ k ≤ N − 1, ∀t ∈ [tk, tk+1], X̄t = X̄tk + σ(tk, X̄tk)(Wt −Wtk) + b(tk, X̄tk)(t− tk).

Bien sûr, même si pour t ∈ [tk, tk+1] et G ∼ Nd(0, Id) vecteur gaussien centré indépendant
de l’accroissement Wtk+1

− Wtk et admettant la matrice identité d × d comme matrice

de covariance, le vecteur aléatoire t−tk
tk+1−tk

(Wtk+1
− Wtk) +

√
(tk+1−t)(t−tk)

tk+1−tk
G a même loi

conditionnelle sachant Wtk+1
− Wtk que Wt − Wtk , il n’est pas possible de générer la

trajectoire du schéma d’Euler en temps continu en plus d’un nombre fini d’instants.
Si pour s ∈ [0, T ], on note τs = ⌊Ns

T
⌋× T

N
le dernier instant de discrétisation avant s, on a

dX̄t = σ(τt, X̄τt)dWt + b(τt, X̄τt)dt, X̄0 = y. (3.9)

Lorsqu’il sera important de préciser le nombre N de pas de temps utilisés pour la
discrétisation, nous utiliserons la notation X̄N

t .

3.2.1 Vitesse forte

Comme dans le schéma, les coefficients b et σ sont figés à leur valeur au début de chaque
pas de temps, pour obtenir un résultat de convergence, il faut introduire une hypothèse
de régularité en temps pour ces fonctions.

Théorème 3.2.1. On suppose que les coefficient σ, b satisfont l’hypothèse (Lip) (voir
théorème 3.1.2) et que

∃α,K > 0, ∀x ∈ Rn, ∀(s, t) ∈ [0, T ], |σ(t, x)−σ(s, x)|+|b(t, x)−b(s, x)| ≤ K(1+|x|)(t−s)α.

Alors pour β = min(α, 1/2),

∀p ≥ 1, ∃Cp > 0,∀y ∈ Rn, ∀N ∈ N∗, E
(
sup
t≤T

|Xt − X̄N
t |2p

)
≤ Cp(1 + |y|2p)

N2βp
.

En outre si γ < β, Nγ supt≤T |Xt− X̄N
t | converge presque sûrement vers 0 lorsque N tend

vers l’infini.

Remarque 3.2.2. — On a ∥ supt≤T |Xt−X̄N
t |∥2p =

(
E
(
supt≤T |Xt − X̄N

t |2p
)) 1

2p ≤ C
Nβ

et on dit que la vitesse forte du schéma d’Euler est en 1
Nβ . En particulier lorsque

les coefficients de l’EDS ne dépendent pas du temps ou que α ≥ 1
2
, la vitesse forte

est en 1√
N
.

— Sous des hypothèses de régularité sur σ, b : R → R, Kurtz et Protter [46] ont
montré que si (Xt)t∈[0,T ] est solution de l’équation différentielle stochastique dXt =
σ(Xt)dWt + b(Xt)dt en dimension n = d = 1 avec coefficients homogènes en temps,
alors le processus (

√
N(Xt − X̄N

t ))t∈[0,T ] d’erreur renormalisée du schéma d’Euler
converge en loi vers (Yt)t∈[0,T ] solution de

Yt =

∫ t

0

Ys(σ
′(Xs)dWs + b′(Xs)ds) +

√
T

2

∫ t

0

σσ′(Xs)dBs
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où (Bt)t∈[0,T ] est un mouvement brownien indépendant de (Wt)t∈[0,T ] (résultat qui
se généralise en dimension supérieure). Nous renvoyons au problème du paragraphe
3.8.5 pour une preuve de ce résultat dans le cas particulier du modèle de Black-
Scholes. Notons qu’en dehors du cas où le coefficient de diffusion σ est constant, le
processus (Yt)t∈[0,T ] est non nul, ce qui signifie que la vitesse de convergence obtenue
dans le théorème 3.2.1 est la bonne.

— D’après le problème 3.8.3, le résultat de convergence forte du théorème 3.2.1 reste
vrai si le coefficient de dérive b est simplement mesurable en la variable tempo-
relle (mais on garde l’hypothèse de régularité höldérienne en la variable temporelle
pour le coefficient de diffusion σ) lorsque, dans la définition (3.8) du schéma d’Eu-
ler, on remplace b(tk, X

N
tk
) par b(ηk, X

N
tk
) avec les variables aléatoires (ηk)0≤k≤N−1

indépendantes de (Wt)t≥0 et indépendantes et respectivement distribuées suivant les
lois uniformes sur [tk, tk+1].

— Lorsque pour n = d = 1 on souhaite calculer le prix E(( 1
T

∫ T
0
Xtdt − K)+) d’un

Call asiatique, on peut introduire Yt =
∫ t
0
Xsds et vérifier qu’appliquer le schéma

d’Euler au couple (X, Y ) revient à appliquer le schéma d’Euler à X et à poser
Ȳ N
tk

= T
N

∑k−1
j=0 X̄

N
tj
. Comme la fonction z → (z−K)+ est lipschitzienne de constante

1, on a alors

∣∣∣∣∣∣E
((

1

T

∫ T

0

Xtdt−K

)+
)

− E

( 1

N

N−1∑
j=0

X̄N
tj
−K

)+
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

T
E|YT − Ȳ N

T | ≤ C

Nβ
.

En fait, il est bien préférable numériquement d’approcher le prix de l’option asiatique

par E
((

1
N

(
X̄N

0 +X̄N
T

2
+
∑N−1

j=1 X̄tj

)
−K

)+)
ce qui revient à approcher l’intégrale∫ T

0
Xtdt par la méthode des trapèzes plutôt que par celle des rectangles (voir le

paragraphe 3.7).

— Dans le cas α ≥ 1
2
, on peut montrer que les vitesses fortes du schéma d’Euler

constant par morceaux (pour t ∈ [tk, tk+1[, X̄
N
t = X̄N

tk
) et du schéma interpolé

linéairement (pour t ∈ [tk, tk+1], X̄
N
t = [(tk+1 − t)X̄N

tk
+ (t − tk)X̄

N
tk+1

]/(tk+1 − tk))

sont en
√

log(N)
N

.

Démonstration : On a pour tout u ∈ [0, T ],

Xu − X̄u =

∫ u

0

σ(s,Xs)− σ(τs, X̄τs)dWs +

∫ u

0

b(s,Xs)− b(τs, X̄τs)ds.

Donc pour t ∈ [0, T ], en utilisant (3.7) et l’inégalité de Burkolder Davis Gundy pour
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l’intégrale stochastique, on obtient comme dans la preuve de la proposition 3.1.6

E
(
sup
u≤t

|Xu − X̄u|2p
)

≤ 22p−1E

(
sup
u≤t

∣∣∣∣∫ u

0

σ(s,Xs)− σ(τs, X̄τs)dWs

∣∣∣∣2p
)

+ 22p−1E

(
sup
u≤t

∣∣∣∣∫ u

0

b(s,Xs)− b(τs, X̄τs)ds

∣∣∣∣2p
)

≤ Ctp−1

∫ t

0

E
(
|σ(s,Xs)− σ(τs, X̄τs)|2p

)
ds

+ 22p−1t2p−1

∫ t

0

E
(
|b(s,Xs)− b(τs, X̄τs)|2p

)
ds. (3.10)

Avec (3.7) et les hypothèses de régularité faites sur les coefficients de l’EDS, on a

|σ(s,Xs)− σ(τs, X̄τs)|2p ≤ 32p−1

(
|σ(s,Xs)− σ(s,Xτs)|2p + |σ(s,Xτs)− σ(τs, Xτs)|2p

+ |σ(τs, Xτs)− σ(τs, X̄τs)|2p
)

≤ C
(
|Xs −Xτs|2p + (1 + |Xτs|2p)(s− τs)

2pα + |Xτs − X̄τs|2p
)
.

En utilisant (3.6), (3.4) et 0 ≤ s− τs ≤ T
N

, on en déduit que

E
(
|σ(s,Xs)− σ(τs, X̄τs)|2p

)
≤ C

(
1 + |y|2p

Np
+

1 + |y|2p

N2αp
+ E

(
sup
u≤s

|Xu − X̄u|2p
))

.

Cette inégalité reste vraie en remplaçant σ par b au membre de gauche et avec (3.10), on
en déduit

E
(
sup
u≤t

|Xu − X̄u|2p
)

≤ C

(
1 + |y|2p

N2(α∧ 1
2
)p
+

∫ t

0

E
(
sup
u≤s

|Xu − X̄u|2p
)
ds

)
.

La première assertion du théorème découle alors du lemme de Gronwall. Pour rendre
l’argument qui précède rigoureux, il aurait fallu utiliser une technique de localisation,
par exemple avec les temps d’arrêt νm = inf{t ≥ 0 : |Xt − X̄t| ≥ m} qui sont tels que
E
(
supu≤t |Xu∧νm − X̄u∧νm|2p

)
< +∞.

Pour γ < β,

E

((
Nγ sup

u≤T
|Xu − X̄u|

)2p
)

≤ C

N2(β−γ)p .

On choisit p > 1
2(β−γ) , ce qui assure que

E

(∑
N≥1

(
Nγ sup

u≤T
|Xu − X̄u|

)2p
)
< +∞ puis P

(∑
N≥1

(
Nγ sup

u≤T
|Xu − X̄u|

)2p

< +∞

)
= 1.

Comme le terme général d’une série convergente tend vers 0, on conclut que
Nγ supu≤T |Xu − X̄u| converge presque sûrement vers 0 lorsque N tend vers l’infini. □



3.3. VITESSE FAIBLE : 63

3.3 Vitesse faible :

Lorsque l’on souhaite calculer E(f(XT )) pour f une fonction lipschitzienne de constante
de Lipschitz K, le théorème 3.2.1 assure que

|E(f(XT ))− E(f(X̄N
T ))| ≤ E(|f(XT )− f(X̄N

T )|) ≤
√

E(|f(XT )− f(X̄N
T )|2)

≤ K
√

E(|XT − X̄N
T |2) ≤ C

Nβ
. (3.11)

Mais la première inégalité qui consiste à majorer la valeur absolue de la différence des
espérances par l’espérance de la valeur absolue de la différence est très grossière. En fait,
la question de savoir si E(f(X̄N

T )) est proche de E(f(XT )) revient à se demander si la loi
de X̄N

T est proche de celle de XT . On va donc s’intéresser au problème de la convergence
en loi du schéma d’Euler. La convergence en loi est une convergence contre des fonctions
tests comme la fonction f introduite plus haut. C’est pourquoi on parle de convergence
faible. Le résultat suivant a été démontré par Talay et Tubaro [70].

Théorème 3.3.1. On suppose que b, σ sont des fonctions C∞ sur [0, T ] × Rn avec des
dérivées de tous ordres bornées et que f : Rn → R est C∞ avec des dérivées à croissance
polynomiale :

∀a = (a1, . . . , an) ∈ Nn, ∃p, C > 0, ∀x ∈ Rn,

∣∣∣∣ ∂a1+...+anf∂xa11 . . . ∂xann
(x)

∣∣∣∣ ≤ C(1 + |x|p).

Alors il existe une suite (Cl)l≥1 de réels telle que pour tout L ∈ N∗, on a un développement
de l’erreur de la forme

E(f(X̄N
T ))− E(f(XT )) =

C1

N
+
C2

N2
+ . . .+

CL
NL

+O
(

1

NL+1

)
.

Remarque 3.3.2. — En particulier cela implique que |E(f(X̄N
T )) − E(f(XT ))| ≤ C

N

alors qu’utiliser la vitesse forte et le caractère lipschitzien de f conduit à majorer
|E(f(X̄N

T ))− E(f(XT ))| par C√
N

(α = 1 dans le théorème 3.2.1 sous les hypothèses

faites ici sur b et σ).

— On peut obtenir la majoration |E(f(X̄N
T ))−E(f(XT ))| ≤ C

N
(sans développement de

l’erreur) en supposant simplement σ, b C3 avec des dérivées bornées et f C3 avec
des dérivées à croissance polynomiales.

— Extrapolation de Romberg (Richardson) : On a

E
(
2f(X̄2N

T )− f(X̄N
T )
)
− E(f(XT ))

= 2
(
E(f(X̄2N

T )− E(f(XT ))
)
−
(
E(f(X̄N

T )− E(f(XT ))
)

= 2

(
C1

2N
+

C2

4N2
+O

(
1

N3

))
−
(
C1

N
+
C2

N2
+O

(
1

N3

))
= − C2

2N2
+O

(
1

N3

)
.

En calculant l’espérance de la combinaison linéaire 2f(X̄2N
T ) − f(X̄N

T ), on fait dis-
parâıtre le terme principal de l’erreur et on obtient une vitesse faible en 1

N2 . No-
tons que comme f(X̄2N

T ) est proche de f(X̄N
T ) pour N grand, on peut penser que
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Cov (f(X̄2N
T ), f(X̄N

T )) ≥ 0. Il est préférable en termes de variance d’utiliser les mêmes ac-
croissements browniens pour générer X̄2N

T et X̄N
T plutôt que d’utiliser des accroissements

indépendants pour les deux schémas. En fait, on déduit facilement du théorème 3.2.1 que
Var (2f(X̄2N

T )− f(X̄N
T )) → Var (f(XT )) lorsque N → +∞.

Cette technique d’extrapolation de Romberg se généralise de la façon suivante (voir [64]) :
pour tout l ≥ 2,

E

(
l∑

m=1

(−1)l−mml

m!(l −m)!
f(X̄mN

T )

)
− E(f(XT )) =

(−1)l−1Cl
l!N l

+O
(

1

N l+1

)
.

De même que précédemment, pour éviter que la variance n’explose, il faut utiliser les
mêmes accroissements browniens pour générer (X̄mN

T )1≤m≤l. Il suffit d’itérer N fois la
procédure utilisée à cet effet sur l’intervalle de temps [0, T/N ]. Plutôt que de générer
(WkT/Nppcm(1,...,l), 0 ≤ k ≤ ppcm(1, . . . , l)), il s’avère plus économique surtout lorsque l
est grand de générer (WkT/mN , 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ m ≤ l, pgcd(k,m) = 1). Par exemple,
si l = 4, on se donne G1, . . . , G6 six vecteurs gaussiens centrés réduits indépendants à
valeurs dans Rd et on pose

W T
4N

=

√
T

4N
G1

W T
3N

=

√
T

4N
G1 +

√
T

12N
G2

W T
2N

=

√
T

4N
G1 +

√
T

12N
G2 +

√
T

6N
G3

W 2T
3N

=

√
T

4N
G1 +

√
T

12N
G2 +

√
T

6N
(G3 +G4)

W 3T
4N

=

√
T

4N
G1 +

√
T

12N
(G2 +G5) +

√
T

6N
(G3 +G4)

W T
N
=

√
T

4N
(G1 +G6) +

√
T

12N
(G2 +G5) +

√
T

6N
(G3 +G4).

La preuve du théorème utilise la régularité de la solution de l’Équation aux Dérivées
Partielles{

∂u
∂t
(t, x) + 1

2

∑n
i,j=1 aij(t, x)

∂2u
∂xi∂xj

(t, x) +
∑n

i=1 bi(t, x)
∂u
∂xi

(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rn

u(T, x) = f(x), x ∈ Rn

(3.12)
où a(t, x) = σ(t, x)σ∗(t, x) (∀i, j ∈ {1, . . . , n}, aij(t, x) =

∑d
l=1 σil(t, x)σjl(t, x)). Cette

régularité est assurée par le résultat suivant.

Proposition 3.3.3. Sous les hypothèses du théorème, (3.12) admet une unique solution.
En outre, cette solution est C∞ avec des dérivées à croissance polynomiale. Enfin, pour
(Xt)t∈[0,T ] solution de (3.3), (u(t,Xt))t∈[0,T ] est une Ft-martingale de carré intégrable de
valeur terminale f(XT ) et

u(0, y) = E(f(XT )). (3.13)

Démonstration : Nous ne démonterrons pas le résultat d’existence, d’unicité et de



3.3. VITESSE FAIBLE : 65

régularité pour l’EDP (3.12). Par la formule d’Itô, pour t ∈ [0, T ],

u(t,Xt) = u(0, X0) +

∫ t

0

∇xu(s,Xs).σ(s,Xs)dWs

+

∫ t

0

(
∂u

∂t
+

1

2

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ b.∇xu

)
(s,Xs)ds. (3.14)

D’après (3.12), u(T,XT ) = f(XT ) et l’intégrale en ds au second membre est
nulle. Comme X0 = y, u(0, X0) = u(0, y). Enfin la régularité de σ et u as-
sure que la fonction σ∗(s, x)∇xu(s, x) est à croissance polynomiale en x. Avec
le contrôle des moments de la solution de l’EDS donné par le lemme 3.1.4,

on en déduit que E
(∫ T

0
|σ∗(s,Xs)∇xu(s,Xs)|2ds

)
< +∞, ce qui entrâıne que(

u(t,Xt) = u(0, y) +
∫ t
0
∇xu(s,Xs).σ(s,Xs)dWs

)
t∈[0,T ]

est une martingale de carré

intégrable. L’égalité des espérances des valeurs en t = 0 et en t = T de cette martin-
gale entrâıne (3.13). □

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 3.3.1.
Démonstration : Nous nous plaçons en dimension n = d = 1 pour simplifier et nous
allons seulement faire apparâıtre le premier terme du développement de l’erreur. D’après
la condition terminale dans (3.12) et d’après (3.13),

E(f(X̄T ))− E(f(XT )) = E(u(T, X̄T ))− u(0, y) = E
(
u(T, X̄T )− u(0, X̄0)

)
=

N−1∑
k=0

Ek

(3.15)
avec Ek = E

(
u(tk+1, X̄tk+1

)− u(tk, X̄tk)
)
.

Comme sur [tk, tk+1], dX̄t = σ(tk, X̄tk)dWt + b(tk, X̄tk)dt, la formule d’Itô assure que

u(tk+1, X̄tk+1
)− u(tk, X̄tk) =

∫ tk+1

tk

σ(tk, X̄tk)
∂u

∂x
(t, X̄t)dWt

+

∫ tk+1

tk

∂u

∂t
(t, X̄t) +

1

2
σ2(tk, X̄tk)

∂2u

∂x2
(t, X̄t) + b(tk, X̄tk)

∂u

∂x
(t, X̄t)dt

En combinant la croissance polynomiale en x des fonctions σ(tk, x) et ∂u
∂x
(t, x) avec le

contrôle des moments du schéma d’Euler déduit du lemme 3.1.4 et du théorème 3.2.1
sur la vitesse forte, on obtient que l’espérance de l’intégrale stochastique est nulle. On en
déduit que

Ek =
∫ tk+1

tk

E
(
vk(t, X̄t)

)
dt où vk(t, x) =

∂u

∂t
(t, x) +

1

2
σ2
k

∂2u

∂x2
(t, x) + bk

∂u

∂x
(t, x)

où σk = σ(tk, X̄tk) et bk = b(tk, X̄tk). Comme en écrivant la première ligne de (3.12) au
point (t, x) = (tk, X̄tk), on a vk(tk, X̄tk) = 0, la formule d’Itô assure comme précédemment
que pour t ∈ [tk, tk+1],

E
(
vk(t, X̄t)

)
=

∫ t

tk

E
(
∂vk
∂t

(s, X̄s) +
1

2
σ2
k

∂2vk
∂x2

(s, X̄s) + bk
∂vk
∂x

(s, X̄s)

)
ds.
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Ainsi, en remarquant que pour toute fonction g intégrable,
∫ tk+1

tk

∫ t
tk
g(s)dsdt =∫ tk+1

tk
(tk+1 − s)g(s)ds, il vient

Ek =
∫ tk+1

tk

(tk+1 − s)E
(
∂vk
∂t

(s, X̄s) +
1

2
σ2
k

∂2vk
∂x2

(s, X̄s) + bk
∂vk
∂x

(s, X̄s)

)
ds.

Avec la régularité des fonctions u, σ et b, l’espérance dans l’intégrale est bornée ce qui
implique que

|Ek| ≤ C

∫ tk+1

tk

(tk+1 − s)ds =
CT 2

2N2

En reportant cette inégalité dans (3.15), on obtient que |E(f(X̄T ))− E(f(XT ))| ≤ CT 2

2N
.

Pour faire apparâıtre le premier terme du développement de l’erreur, on remarque que

∂vk
∂t

(s, X̄s) +
1

2
σ2
k

∂2vk
∂x2

(s, X̄s) + bk
∂vk
∂x

(s, X̄s) ≃
(
∂2u

∂t2
+
σ2
k

2

∂3u

∂t∂x2
+ bk

∂2u

∂t∂x

)
(tk, X̄tk)

+
σ2
k

2

(
∂3u

∂t∂x2
+
σ2
k

2

∂4u

∂x4
+ bk

∂3u

∂x3

)
(tk, X̄tk)

+ bk

(
∂2u

∂t∂x
+
σ2
k

2

∂3u

∂x3
+ bk

∂2u

∂x2

)
(tk, X̄tk).

On en déduit que

Ek ≃
T 2

2N2
E
[(

∂2u

∂t2
+ σ2

k

∂3u

∂t∂x2
+ 2bk

∂2u

∂t∂x
+
σ4
k

4

∂4u

∂x4
+ σ2

kbk
∂3u

∂x3
+ b2k

∂2u

∂x2

)
(tk, X̄tk)

]
.

On conclut alors que E(f(X̄T ))− E(f(XT )) est équivalent à

T

2N

∫ T

0

E
[(

∂2u

∂t2
+ σ2 ∂3u

∂t∂x2
+ 2b

∂2u

∂t∂x
+
σ4

4

∂4u

∂x4
+ σ2b

∂3u

∂x3
+ b2

∂2u

∂x2

)
(t,Xt)

]
dt.

□

En vue d’applications en finance, l’hypothèse de régularité faite sur f dans le théorème
3.3.1 n’est pas satisfaisante car les fonctions de payoff x → (x −K)+ et x → (K − x)+

du Call et du Put ne sont pas des fonctions C1. Dans le cas de coefficients σ(t, x) = σ(x)
et b(t, x) = b(x) homogènes en temps et C∞ à dérivées bornées, Bally et Talay [6] [7] ont
montré que l’on conserve un développement de l’erreur

E(f(X̄N
T ))− E(f(XT )) =

C1

N
+O

(
1

N2

)
(3.16)

pour f : Rn → R mesurable bornée dès lors que σ et b satisfont une condition de non
dégénérescence. L’outil utilisé, le calcul de Malliavin, dépasse le cadre de ce cours. La
condition de non-dégénerescence assure que XT admet une densité C∞ par rapport à
la mesure de Lebesgue sur Rn. Elle est impliquée par la condition d’uniforme ellipticité
suivante :

∃ε > 0, ∀x, ξ ∈ Rn, ξ∗σ(x)σ∗(x)ξ ≥ ε|ξ|2.

Sous cette condition d’uniforme ellipticité, Guyon [34] a démontré que le développement
(3.16) reste vrai lorsque f est une distribution tempérée, le terme E(f(X̄N

T )) (resp.
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E(f(XT ))) s’interprétant alors comme < f, ρN > (resp. < f, ρ >) où ρN (resp. ρ) désigne
la densité de X̄N

T (resp. XT ). En particulier, f peut être choisie mesurable à croissance
polynomiale, égale à une masse de Dirac ou à une dérivée de masse de Dirac.

Pour l’EDS dXt = dWt + b(t,Xt)dt avec une fonction de dérive b mesurable bornée,
la convergence faible à l’ordre 1/2 a été montrée dans [12] pour le schéma d’Euler avec
randomisation de la variable temporelle :

XN
(k+1)T
N

= XN
kT
N

+W (k+1)T
N

−W kT
N

+ b

(
(k + Uk)T

N
,XN

kT
N

)
T

N
,

où les variables aléatoires (Uk)0≤k≤N−1 sont i.i.d. suivant la loi uni-
forme sur [0, 1] et indépendantes de (Wt)t≥0. Plus précisément,
supN≥1

√
N sup∥f∥∞≤1

∣∣E(f(XT ))− E(f(XN
T ))
∣∣ < ∞ où le second supremum porte

sur les fonctions f : Rn → R mesurables et bornées par 1.

Lorsque l’on s’intéresse à une option exotique dont le payoff dépend de la trajectoire
du sous-jacent pas simplement au travers de sa valeur terminale XT , l’analyse de l’erreur
faible developpée dans ce paragraphe ne s’applique plus. Si F : C([0, T ],R) → R est
lispchitzienne lorsque C([0, T ],R) est muni de la norme sup, on peut généraliser (3.11) en

∣∣E[F ((Xt)t∈[0,T ])]− E[F ((X̄N
t )t∈[0,T ])]

∣∣ ≤ E
∣∣F ((Xt)t∈[0,T ])− F ((X̄N

t )t∈[0,T ])
∣∣ ≤ C

Nβ

mais il n’y aucune raison pour que cette inégalité donne la bonne vitesse de convergence.
L’analyse d’erreur faible a été généralisée pour des options exotiques particulières dont le
payoff se met sous la forme F ((Xt)t∈[0,T ]) = f(XT , YT ) avec Yt une fonction de (Xs)0≤s≤t
telle que le couple ((Xt, Yt))0≤t≤T reste Markovien, si bien que l’on dispose toujours d’une

équation aux dérivées partielles de pricing. Les cas Yt =
∫ t
0
Xsds et Yt = max0≤s≤tXs

correspondent respectivement aux options sur moyenne [72] et aux options barrières [31,
32, 33] ou lookback.
La théorie du transport optimal a permis d’obtenir un résultat qui s’applique à des payoffs
lipschitziens (toujours avec C([0, T ],R) muni de la norme sup) quelconques [3]

∀ε > 0, ∃Cε < +∞, ∀N ≥ 1, sup
F :Lip(F )≤1

∣∣E[F ((Xt)t∈[0,T ])]− E[F ((X̄N
t )t∈[0,T ])]

∣∣ ≤ Cε
N2/3−ε

dans le cas de l’équation différentielle stochastique dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt en dimen-
sion n = d = 1 avec les fonctions σ et b respectivement C4 et C3 bornées ainsi que leurs
dérivées et vérifiant infx∈R σ

2(x) > 0.

3.4 Le schéma de Milstein

Comme la possibilité de faire des extrapolations de Romberg permet de construire à
partir du schéma d’Euler des schémas d’ordre de convergence (puissance de 1/N dans le
terme principal de l’erreur) faible arbitrairement élevé, il semble plus intéressant d’essayer
d’améliorer l’ordre de convergence forte du schéma d’Euler plutôt que l’ordre de conver-
gence faible. Le schéma de Milstein est obtenu en rajoutant des termes au schéma d’Euler
et sa vitesse de convergence forte est en 1

N
au lieu de 1√

N
pour le schéma d’Euler (cas

α = 1
2
dans les hypothèses du théorème 3.2.1).
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3.4.1 Le cas de la dimension 1

On suppose n = d = 1 et on se place dans le cas homogène en temps σ(t, x) = σ(x) et
b(t, x) = b(x). On souhaite discrétiser l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt, X0 = y ∈ R.

Sur l’intervalle de temps [tk, tk+1],

Xt = Xtk +

∫ t

tk

σ(Xs)dWs +

∫ t

tk

b(Xs)ds.

Comme

E

[(∫ t

tk

σ(Xs)dWs

)2
]
= E

(∫ t

tk

σ2(Xs)ds

)
∼ C(t− tk)

E

[(∫ t

tk

b(Xs)ds

)2
]
≤ (t− tk)E

(∫ t

tk

b2(Xs)ds

)
∼ C(t− tk)

2

on voit que le terme d’intégrale stochastique est dominant lorsque le pas de temps est
petit. Donc pour améliorer la convergence du schéma, il faut améliorer la discrétisation
de ce terme d’intégrale stochastique. Pour cela on remarque que

σ(Xs) ≃ σ(Xtk) + σ′(Xtk)(Xs −Xtk) ≃ σ(Xtk) + σ′(Xtk)σ(Xtk)(Ws −Wtk).

On en déduit que∫ t

tk

σ(Xs)dWs ≃ σ(Xtk)

∫ t

tk

dWs + σ′(Xtk)σ(Xtk)

∫ t

tk

(Ws −Wtk)dWs

= σ(Xtk)(Wt −Wtk) +
1

2
σσ′(Xtk)

(
(Wt −Wtk)

2 − (t− tk)
)
.

Le schéma de Milstein repose sur ce développement :{
X̃0 = y et pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀t ∈ [tk, tk+1],

X̃t = X̃tk + σ(X̃tk)(Wt −Wtk) +
1
2
σσ′(X̃tk) ((Wt −Wtk)

2 − (t− tk)) + b(X̃tk)(t− tk)
.

(3.17)
Pour générer le schéma aux instants de discrétisation (X̃tk)0≤k≤N , il suffit à nouveau de
générer les accroissements (Wtk+1

−Wtk)0≤k≤N−1 qui sont i.i.d. suivant la loi gaussienne
N1(0,

T
N
). La vitesse forte du schéma est donnée par le résultat dont la démonstration fait

l’objet du problème du paragraphe 3.8.6.

Théorème 3.4.1. On suppose que les coefficients σ et b sont C2 à dérivées bornées. Alors

∀p ≥ 1, ∃Cp > 0, ∀N ∈ N∗, E
(
sup
t≤T

|Xt − X̃N
t |2p

)
≤ Cp
N2p

.

En outre ∀γ < 1, Nγ supt≤T |Xt − X̃N
t | converge presque sûrement vers 0 lorsque N tend

vers l’infini.

Remarque 3.4.2. — Lorsque la fonction σ est constante, le schéma de Milstein
cöıncide avec le schéma d’Euler et la vitesse forte de ce dernier est donc en C

N
.
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— Pour éviter de calculer analytiquement la dérivée de σ, Newton [58] a proposé le
schéma suivant qui a également une vitesse forte en C

N
:

X̂0 = y et pour k ∈ {0, . . . , N − 1},
X̂tk+1

= X̂tk + b(X̂tk)(tk+1 − tk)− σ(X̂tk)
√
tk+1 − tk + σk(Wtk+1

−Wtk +
√
tk+1 − tk)

où σk = σ
(
X̂tk +

1
2
σ(X̂tk)(Wtk+1

−Wtk −
√
tk+1 − tk)

)
.

Comme σk ≃ σ(X̂tk) +
1
2
σσ′(X̂tk)(Wtk+1

− Wtk −
√
tk+1 − tk), ce schéma est très

proche du schéma de Milstein.

3.4.2 Le cas général

On effectue la même correction qu’en dimension 1 mais les notations sont plus lourdes.
Pour s ∈ [tk, tk+1] et (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , d}, on a

σij(Xs) ≃ σij(Xtk) +
n∑
l=1

∂σij
∂xl

(Xtk)(X
l
s −X l

tk
)

≃ σij(Xtk) +
n∑
l=1

∂σij
∂xl

(Xtk)
d∑

m=1

σlm(Xtk)(W
m
s −Wm

tk
).

On introduit les notations

σj =

 σ1j
...
σnj

 et ∂σj =


∂σ1j
∂x1

. . .
∂σ1j
∂xn

... . . .
...

∂σnj
∂x1

. . .
∂σnj
∂xn

 (3.18)

pour la j-ième colonne de σ et pour la matrice
(
∂σij
∂xl

)
1≤i,l≤n

. Cela permet de récrire le

développement précédent sous forme vectorielle :

σj(Xs) ≃ σj(Xtk) +
d∑

m=1

∂σjσm(Xtk)(W
m
s −Wm

tk
).

Dans σ(Xs)dWs =
∑d

j=1 σj(Xs)dW
j
s , la j-ème colonne de σ vient multiplier dW j

s . Donc

σ(Xs)dWs ≃ σ(Xtk)dWs +
d∑
j=1

(
d∑

m=1

∂σjσm(Xtk)(W
m
s −Wm

tk
)

)
dW j

s .

Le schéma de Milstein s’écrit donc :
X0 = y et pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀t ∈ [tk, tk+1],

X̃t = X̃tk + σ(X̃tk)(Wt −Wtk) +
∑d

j,m=1 ∂σjσm(X̃tk)
∫ t
tk
(Wm

s −Wm
tk
)dW j

s

+ b(X̃tk)(t− tk).

(3.19)

Pour implémenter en pratique le schéma, on rencontre le problème suivant : pour j ̸= m,
on ne sait pas simuler

∫ tk+1

tk
(Wm

s −Wm
tk
)dW j

s . Le seul cas où on sait mettre en œuvre le
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schéma est celui où la condition de commutativité suivante est satisfaite :

∀j,m ∈ {1, . . . , d}, ∂σjσm = ∂σmσj

i.e. ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀x ∈ Rn,

n∑
l=1

∂σij
∂xl

(x)σlm(x) =
n∑
l=1

∂σim
∂xl

(x)σlj(x).

En effet comme pourm ̸= j,
∫ t
tk
(Wm

s −Wm
tk
)dW j

s+
∫ t
tk
(W j

s−W
j
tk
)dWm

s = (Wm
t −Wm

tk
)(W j

t −
W j
tk
), sous la condition de commutativité,

d∑
j,m=1

∂σjσm(X̃tk)

∫ t

tk

(Wm
s −Wm

tk
)dW j

s =
d∑
j=1

∂σjσj(Xtk)
1

2

(
(W j

t −W j
tk
)2 − (t− tk)

)
+

d∑
j=1

j−1∑
m=1

∂σjσm(X̃tk)(W
m
t −Wm

tk
)(W j

t −W j
tk
)

=
1

2

d∑
j,m=1

∂σjσm(X̃tk)(W
m
t −Wm

tk
)(W j

t −W j
tk
)

− 1

2

d∑
j=1

∂σjσj(Xtk)(t− tk).

Et le schéma ne fait plus intervenir que les accroissements (Wt −Wtk).
Que la condition de commutativité soit satisfaite ou non, le résultat de convergence énoncé
en dimension 1 dans le théorème 3.4.1 reste valable.

Remarque 3.4.3. — Une condition suffisante de commutativité est que la dimension
d du mouvement brownien soit égale à 1.

— Comme la condition de commutativité fait intervenir des dérivées des coefficients de
la matrice de diffusion σ, elle est également vérifiée lorsque σ est constante. Dans
ce cas, les schémas d’Euler et de Milstein coincident et la vitesse forte du schéma
d’Euler est en C

N
.

— Lorsque la dimension d du mouvement Brownien est égale à 2, on dispose
d’une expression pour la fonction caractéristique du triplet (W 1

t ,W
2
t ,
∫ t
0
W 1
s dW

2
s −∫ t

0
W 2
s dW

1
s ). Gaines et Lyons [27] ont tiré parti de cette expression pour construire

une technique de simulation du triplet. Comme∫ t

0

W 1
s dW

2
s =

1

2

(
W 1
t W

2
t +

∫ t

0

W 1
s dW

2
s −

∫ t

0

W 2
s dW

1
s

)
,

générer le triplet permet ensuite d’implémenter le schéma de Milstein.

— Parmi les développements récents concernant la discrétisation des EDS, on peut
également citer la technique de simulation exacte en dimension n = d = 1 proposée
récemment par Beskos Papaspiliopoulos et Roberts [13] et qui fait l’objet du problème
du paragraphe 3.8.11.

— La méthode de Monte Carlo multipas proposée par Giles [28] et étudiée dans le
problème du paragraphe 3.8.7 permet de tirer partie des propriétés de convergence
forte du schéma pour réduire la variance tout en contrôlant le biais grâce à l’analyse
de l’erreur faible. Pour tirer pleinement partie de cette méthode, Giles et Szpruch
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[29] ont récemment proposé un schéma tel que la différence entre le schéma sur
une grille grossière et la demi-somme, sur la grille de pas moitié, du schéma et du
schéma dit antithétique où les accroissements browniens d’indices impairs et pairs
sont échangés converge à l’ordre fort 1. Ce schéma est également étudié dans le
paragraphe 3.8.7.

3.5 Schémas d’ordre faible élevé

On a vu que pour obtenir un schéma d’ordre fort égal à 1, il faut faire intervenir des
intégrales itérées d’ordre 2 du mouvement brownien

∫ t
tk
(Wm

s −Wm
tk
)dW j

s que l’on ne sait

pas simuler pour m ̸= j. À l’aide de développements de Taylor stochastiques, on peut
construire des schémas d’ordre fort plus élevé (voir [42]) qui font intervenir des intégrales
itérées d’ordre supérieur que l’on sait encore moins simuler. En remplaçant ces intégrales
itérées par des variables aléatoires définies sur un espace fini et qui ont mêmes moments
jusqu’à un certain ordre, Kuzuoka [47] [48] a récemment introduit une nouvelle classe
de schémas d’ordre faible élevé. Cette classe de schémas et son application en finance
font l’objet d’une recherche active [51] [59] [60]. Ninomiya et Victoir [61] et Ninomiya et
Ninomiya [62] ont récemment proposé une autre approche très intéressante : l’évolution de
leurs schémas de discrétisation sur un pas de temps s’obtient en intégrant des équations
différentielles ordinaires construites à partir des coefficients de l’EDS sur des horizons
aléatoires bien choisis (voir le problème du paragraphe 3.8.14). Notons également les
travaux d’Alfonsi [2] et de Tanaka et Kohatsu-Higa [71] sur la composition de schémas
avec des applications respectives au modèle à volatilité stochastique d’Heston et à des
modèles à sauts.

3.5.1 Développements de Taylor stochastiques

Pour effectuer ces développements, il est beaucoup plus pratique de récrire l’EDS
Xt = y +

∫ t
0
σ(Xs)dWs +

∫ t
0
b(Xs)ds en remplaçant l’intégrale stochastique d’Itô par une

intégrale de Stratonovich. L’intérêt est que les règles du calcul différentiel ordinaire s’ap-
pliquent lorsque l’on considère des intégrales de Stratonovich : il n’y a plus de terme
faisant intervenir des dérivées secondes à ajouter. Nous rappelons que pour un proces-
sus unidimensionnel adapté régulier (Hs)s≤T et pour t ∈ [0, T ], l’intégrale de Stratonovich∫ t
0
Hs◦dW j

s est égale à la limite en probabilité de
∑N−1

k=0
1
2
(Htk+1∧t+Htk∧t)(W

j
tk+1∧t−W

j
tk∧t)

lorsque N → +∞. Ainsi∫ t

0

Hs ◦ dW j
s =

∫ t

0

HsdW
j
s +

1

2
< H,W j >t .

L’EDS se récrit donc

Xt = y +

∫ t

0

σ0(Xs)ds+
d∑
j=1

∫ t

0

σj(Xs) ◦ dW j
s (3.20)

où σ0 = b− 1
2

∑d
j=1 ∂σjσj avec la matrice ∂σj et le vecteur σj définis dans (3.18).

Introduisons les opérateurs différentiels Vj =
∑n

i=1 σij∂xi pour 0 ≤ j ≤ d : pour une
fonction g : Rn → R régulière, on note Vjg la fonction définie sur Rn par Vjg(x) =
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∑n
i=1 σij(x)∂xig(x). Comme les règles du calcul différentiel usuel s’appliquent pour les

integrales de Stratonovich, pour f une fonction régulière sur Rn, on a

f(Xt) = f(y) +

∫ t

0

V0f(Xs)ds+
d∑
j=1

∫ t

0

Vjf(Xs) ◦ dW j
s = f(y) +

d∑
j=0

∫ t

0

Vjf(Xs) ◦ dW j
s ,

où on pose W 0
s = s.

En remarquant que Vjf(Xs) = Vjf(y) +
∑d

l=0

∫ s
0
VlVjf(Xu) ◦ dW l

u, on obtient

f(Xt) = f(y) +
d∑
j=0

Vjf(y)

∫ t

0

◦dW j
s +

d∑
j,l=0

∫
0≤u≤s≤t

VlVjf(Xu) ◦ dW l
u ◦ dW j

s .

Par récurrence, on conclut que pour m ∈ N∗,

f(Xt) =f(y) +
m∑
k=1

d∑
j1,...,jk=0

Vj1Vj2 . . . Vjkf(y)W
(j1,...,jk)
t

+
d∑

j1,...,jm+1=0

∫
0≤s1≤...≤sm+1≤t

Vj1 . . . Vjm+1f(Xs1) ◦ dW j1
s1

◦ . . . ◦ dW jm+1
sm+1

où W
(j1,...,jk)
t =

∫
0≤s1≤...≤sk≤t

◦dW j1
s1

◦ . . . ◦ dW jk
sk
.

Pour j ∈ {1, . . . , d}, W j
s est de l’ordre de

√
s tandis que W 0

s = s. En d’autres termes,
pour t > 0, (W 0

s ,W
1
s , . . . ,W

d
s )s∈[0,t] a même loi que (tW 0

s
t
,
√
tW 1

s/t, . . . ,W
d
s/t)s∈[0,t] ce qui

entrâıne que

W
(j1,...,jk)
t

L
= t(k+Card{1≤l≤k:jl=0})/2

∫
0≤s1≤...≤sk≤t

◦dW j1
s1/t

◦ . . . ◦ dW jk
sk/t

= t(k+Card{1≤l≤k:jl=0})/2
∫
0≤u1≤...≤uk≤1

◦dW j1
u1

◦ . . . ◦ dW jk
uk

= t(k+Card{1≤l≤k:jl=0})/2W
(j1,...,jk)
1 .

Ainsi pour obtenir des termes du même ordre dans le développement de Taylor précédent,
il faut compter les intégrales par rapport à W 0 deux fois.
C’est pourquoi pour α = (j1, . . . , jk) ∈ A =

⋃
l∈N∗{0, . . . , d}l, on pose |α| = k et ∥α∥ =

k + Card{1 ≤ l ≤ k : jl = 0}. On écrit enfin

f(Xt) =f(y) +
∑

α:1≤∥α∥≤m

Vj1 . . . Vjkf(y)W
α
t +RW,y

m,f (t) où (3.21)

RW,y
m,f (t) =

∑
α:|α|≤m,∥α∥>m

Vj1 . . . Vjkf(y)W
α
t

+
d∑

j1,...,jm+1=0

∫
0≤s1≤...≤sm+1≤t

Vj1 . . . Vjm+1f(Xs1) ◦ dW j1
s1

◦ . . . ◦ dW jm+1
sm+1

.

Comme le reste RW,y
m,f (t) ne comporte que des termes qui se comportent comme t à une

puissance supérieure ou égale à (m + 1)/2, le résultat suivant dont la preuve se trouve
dans [42] n’est pas surprenant.

Proposition 3.5.1. Lorsque les fonctions f , b et σ sont suffisamment régulières, le reste

RW,y
m,f (t) est tel que pour p ≥ 1, E(|RW,y

m,f (t)|2p)
1
2p ≤ Ct

m+1
2 où la constante C dépend de m,

p, f , b et σ mais pas de t.
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3.5.2 Schémas d’ordre faible élevé

La simulation des intégrales browniennes itérées Wα
t pose problème. Pour lever cette

difficulté et obtenir des schémas implémentables, Kusuoka [47] [48] propose de remplacer
les intégrales itérées qui apparaissent dans le développement de Taylor stochastique (3.21)
par des variables aléatoires qui ont les mêmes moments jusqu’à l’ordre m.

Définition 3.5.2. Soit m ∈ N∗. On dit qu’une famille (ζα)∥α∥≤m de variables aléatoires
avec des moments de tous ordres finis préserve les moments jusqu’à l’ordre m si

∀k ∈ N∗, ∀α1, . . . , αk ∈ A t.q. ∥α1∥+ . . .+ ∥αk∥ ≤ m, E

(
k∏
l=1

ζαl

)
= E

(
k∏
l=1

Wαl
1

)
.

(3.22)

L’exemple suivant est tiré de [60] où d’autres familles préservant les moments sont
également données.

Exemple 3.5.3. Soit η t.q. P(η = 0) = 2
3
et P(η = ±

√
3) = 1

6
.

On obtient une famille qui préserve les moments jusqu’à l’ordre 5 en dimension d = 1 en
posant

ζ0 = 1, ζ1 = η, ζ(1,1) =
1

2
η2, ζ(1,0) = ζ(0,1) =

1

2
η, ζ(1,1,1) =

1

6
η3,

ζ(1,1,0) = ζ(0,1,1) =
1

4
, ζ(0,0) =

1

2
, ζ(1,1,1,1) =

1

8
et ζα = 0 sinon.

Exercice 3.5.4. Montrer que la famille précédente préserve bien les moments jusqu’à
l’ordre 5.

En écrivant le développement (3.21) pour f(x) = I(x) où I(x) = x est la fonction
identité sur Rn et en remplaçant les intégrales browniennes itérées par les variables cor-
respondantes de la famille qui préserve les moments jusqu’à l’ordre m on approche la loi
de Xt par celle de

Y y
t = y +

∑
1≤∥α∥≤m

t∥α∥/2Vj1 . . . VjkI(y)ζ
α.

Pour g : Rn → R, on note Qtg la fonction définie sur Rn par Qtg(x) = E(g(Y x
t )) où Y

x
t

s’obtient en remplaçant y par x dans le second membre de l’équation précédente.
On peut approcher E(f(Xt)) par E(f(Y y

t )). Le résultat suivant assure qu’en itérant N
fois cette approximation, on obtient un schéma dont l’ordre de convergence faible est
(m− 1)/2.

Théorème 3.5.5. Lorsque les fonctions f , b et σ sont suffisamment régulières,∣∣∣E(f(XT ))−QN
T
N
f(y)

∣∣∣ ≤ C

N (m−1)/2

où la constante C dépend de m, f , b et σ mais pas de N .

Remarque 3.5.6. — En posant ζj = W j
1 pour 0 ≤ j ≤ d, ζ(j,j) = 1

2
pour 1 ≤ j ≤ d,

ζ(j,l) = 0 pour 0 ≤ j ̸= l ≤ d et ζ(j,k,l) = 0 pour 1 ≤ j, k, l ≤ d, on obtient une
famille qui préserve les moments jusqu’à l’ordre m = 3. Par la propriété de Markov,
cette famille est telle que QN

T
N

f(y) = E(f(X̄N
T )). On retrouve ainsi que l’ordre de

convergence faible du schéma d’Euler est 1 = (3− 1)/2.
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— Bien entendu, pour approcher numériquement E(f(XT )), il est préférable d’utiliser
une famille qui préserve les moments jusqu’à l’ordre m définie sur un espace de pro-
babilité fini de cardinal aussi petit que possible. La famille qui préserve les moments
jusqu’à l’ordre 5 de l’exemple 3.5.3 peut être générée sur un espace de probabilité de
cardinal 3. Pour ce choix, le calcul exact de QN

T
N

f(y) est possible en utilisant un arbre

non-recombinant avec 3N feuilles. Le cardinal de l’espace de probabilité nécessaire
pour générer une famille qui préserve les moments jusqu’à l’ordre m augmente bien
sûr avec m et avec la dimension d du mouvement brownien. Si le calcul exact de
QN

T
N

f(y) n’est plus possible, on doit recourir à une technique d’échantillonnage partiel

comme la méthode de Monte-Carlo (voir [60]).

Démonstration. Pour g : Rn → R, on note Ptg la fonction définie sur Rn par Ptg(x) =
E(g(Xx

t )) où X
x est la solution de l’EDS

dXx
t = σ(Xx

t )dWt + b(Xx
t )dt, X

x
0 = x.

On suppose désormais que g est une fonction régulière. En remplaçant y par x dans (3.21),
on obtient que la différence Ptg(x)−Qtg(x) vaut

E

g
x+ ∑

1≤∥α∥≤m

Vj1 . . . VjkI(x)W
α
t +RW,x

m,I (t)

− g

x+ ∑
1≤∥α∥≤m

t∥α∥/2Vj1 . . . VjkI(x)ζ
α

 .
En supposant pour simplifier que n = 1 et en effectuant un développement de Taylor
standard à l’ordre m, on obtient

Ptg(x)−Qtg(x) =
m∑
l=1

g(l)(x)

l!
E
[( ∑

1≤∥α∥≤m

Vj1 . . . VjkI(x)W
α
t +RW

m,I(t)

)l
−
( ∑

1≤∥α∥≤m

t∥α∥/2Vj1 . . . VjkI(x)ζ
α

)l]
+O(t

m+1
2 )

Le fait que le reste est un O(t
m+1

2 ) se déduit de E(|Xx
t −x|m+1) ≤ Ct

m+1
2 (voir Proposition

3.1.6 ) et de

E

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤∥α∥≤m

t
∥α∥
2 Vj1 . . . VjkI(x)ζ

α

∣∣∣∣∣∣
m+1 = t

m+1
2 E

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤∥α∥≤m

t
∥α∥−1

2 Vj1 . . . VjkI(x)ζ
α

∣∣∣∣∣∣
m+1 .

D’après la proposition 3.5.1, RW,x
m,I (t) se comporte en O(t

m+1
2 ). En développant les puis-

sances l-ièmes à l’intérieur de l’espérance et en utilisant (3.22), on obtient pour j ≤ m,
que tous les termes en O(tj/2) disparaissent. On conclut que lorsque g est suffisamment
régulière,

∃C > 0,∀t > 0, ∥Ptg −Qtg∥∞ ≤ Ct(m+1)/2.

Lorsque f est régulière, les fonctions PtN−kf , k ∈ {1, . . . , N} le sont aussi. On en déduit

∃C > 0,∀N ∈ N∗,∀k ∈ {1, . . . , N}, ∥P T
N
PtN−kf −Q T

N
PtN−kf∥∞ ≤ C

(
T

N

)(m+1)/2

.
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Comme pour h : Rn → R bornée, pour tout t ≥ 0, ∥Qth∥∞ ≤ ∥h∥∞, cela implique

∃C > 0,∀N ∈ N∗,∀k ∈ {1, . . . , N}, ∥Qk−1
T
N

(P T
N
PtN−kf−Q T

N
PtN−kf)∥∞ ≤ C

(
T

N

)(m+1)/2

.

On conclut en reportant cette estimation dans la décomposition suivante de l’erreur

E(f(XT ))−QN
T
N
f(y) = PTf(y)−QN

T
N
f(y) =

N∑
k=1

Qk−1
T
N

(
P T
N
PtN−kf −Q T

N
PtN−kf

)
(y).

Pour terminer, nous allons présenter rapidement l’approximation de E(f(XT )) qui re-
pose sur la notion de cubature proposée par Lyons et Victoir [51] et que l’on peut relier
aux familles qui préservent les moments jusqu’à l’ordre m.

Définition 3.5.7. Soit m ∈ N∗ et t > 0. Des trajectoires continues ωt,1, . . . , ωt,L à varia-
tion bornée de [0, t] dans Rd et des poids positifs λ1, . . . , λL de somme 1 fournissent une
formule de cubature de degré m au temps t si

∀α = (j1, . . . , jk) ∈ A t.q. ∥α∥ ≤ m, E(Wα
t ) =

L∑
l=1

λlω
α
t,l (3.23)

où ωαt,l =
∫
0≤s1≤...≤sk≤t

dωj1t,l(s1) . . . dω
jk
t,l(sk) avec ω

j
t,l(s) désignant la j-ième coordonnée de

ωt,l(s) lorsque 1 ≤ j ≤ d et ω0
t,l(s) = s.

D’après [51], il existe une formule de cubature de degrém au temps 1 t.q. L est plus petit
que Card{α ∈ A : ∥α∥ ≤ m}. En outre, on en déduit facilement une formule de cubature
de degré m au temps t en posant ωt,l(s) = (tω0

1,l(s/t),
√
tω1

1,l(s/t), . . . ,
√
tωd1,l(s/t)).

Pour l ∈ {1, . . . , L} soit (ξt,l(s, y))s≤t la solution de l’équation différentielle ordinaire :

ξt,l(0, y) = y et ∀s ∈ [0, t], dξt,l(s, y) =
d∑
j=0

σj(ξt,l(s, y))dω
j
t,l(s).

Lyons et Victoir proposent d’approcher E(g(Xx
t )) par Qtg(x) =

∑L
l=1 λlg(ξt,l(t, x)). Le

théorème 3.5.5 reste vrai pour cette nouvelle définition de Qtg. La preuve repose sur une
décomposition analogue de l’erreur mais le contrôle de Ptg(x)−Qtg(x) est plus facile. En
effet, le développement de Taylor (3.21) reste valable lorsque l’on remplace (X,W ) par
(ξt,l, wt,l) :

g(ξt,l(s, x)) = g(x) +
∑

α:∥α∥≤m

Vj1 . . . Vjkg(x)ω
α
t,l +R

ωt,l,x
m,g (t).

En multipliant cette égalité par λl, en sommant sur l, et en soustrayant l’espérance du
développement (3.21) pour la fonction g, on obtient

Qtg(x)−Ptg(x) =
∑

α:∥α∥≤m

Vj1 . . . Vjkg(x)

(
L∑
l=1

λlω
α
t,l − E(Wα

t )

)
+

L∑
l=1

λlR
ωt,l,x
m,g (t)−E(RW,x

m,g (t)).

La première somme est nulle d’après (3.23). Les termes de restes sont en O(t(m+1)/2)
d’après la proposition 3.5.1 et le scaling qui permet d’obtenir la formule de cubature au
temps t à partir de la formule de cubature au temps 1.
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3.6 Pont brownien pour les options barrière ou look-

back

En dimension n = d = 1, on condidère l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt, X0 = x0.

On suppose que les coefficients σ et b satisfont (Lip) et que σ ne s’annule pas. Alors σ est

de signe constant et quitte à remplacer Wt par −Wt on suppose que ∀x ∈ R, σ(x) > 0 .

On souhaite calculer E (φ(XT ,MT )) où pour t ≥ 0, Mt désigne soit maxs∈[0,t]Xs soit
mins∈[0,t]Xs. Pour fixer les idées, nous supposerons désormais queMt = maxs∈[0,t]Xs mais
le cas du minimum se traite par symétrie.

Exemple. Lorsque (Xt)t modélise le cours d’un actif financier,

— le choix φ(x, y) = y − x correspond à une option lookback,

— le choix φ(x, y) = f(x)1{y<L} correspond à une option barrière up and out.

Une approche possible consiste à discrétiser l’EDS suivant le schéma d’Euler{
X̄0 = y et pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀t ∈ [tk, tk+1],

X̄t = X̄tk + σ(X̄tk)(Wt −Wtk) + b(X̄tk)(t− tk)

et à poser M̄T = max0≤k≤N X̄tk . Alors on peut approcher E (φ(XT ,MT )) par
E
(
φ(X̄T , M̄T )

)
(la vitesse de convergence forte de M̄T vers MT fait l’objet du problème

du paragraphe 3.8.2). Malheureusement le maximum discrétisé converge lentement vers
sa limite, ce qui conduit à un biais important. Pour remédier à cette difficulté, nous allons
voir qu’il est possible de simuler le couple (X̄T ,maxt∈[0,T ] X̄t) où le maximum est main-
tenant pris sur l’ensemble de la trajectoire du schéma d’Euler en temps continu et non
plus seulement sur les valeurs de ce schéma aux instants de discrétisation. Cela améliore
grandement la performance.

Le résultat suivant montre que l’on peut en fait se ramener à la simulation du couple
(Wt1 ,maxt∈[0,t1]Wt). Puis nous verrons comment simuler ce couple.

Proposition 3.6.1. Conditionnellement à (X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T ) = (x0, x1, . . . , xN), les va-
riables aléatoires maxt∈[tk,tk+1] X̄t, k ∈ {0, . . . , N − 1} sont indépendantes et ont respecti-

vement même loi que xk + σ(xk)maxt∈[0,t1]Wt conditionnellement à Wt1 =
xk+1−xk
σ(xk)

.

Remarque 3.6.2. On constate que le coefficient de dérive b n’intervient pas dans la loi
conditionnelle de maxt∈[tk,tk+1] X̄t sachant (X̄tk , X̄tk+1

) = (xk, xk+1).

Démonstration : L’indépendance conditionnelle découle de l’indépendance des accrois-
sements browniens.

Intéressons nous à la loi conditionnelle de maxt∈[tk,tk+1] X̄t sachant (X̄tk , X̄tk+1
) =

(xk, xk+1). On a

max
t∈[tk,tk+1]

X̄t = X̄tk + σ(X̄tk) max
t∈[tk,tk+1]

(
Wt −Wtk +

b

σ
(X̄tk)(t− tk)

)
Wtk+1

−Wtk +
b

σ
(X̄tk)(tk+1 − tk) =

X̄tk+1
− X̄tk

σ(X̄tk)
.
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Il suffit donc de montrer que pour α = b
σ
(xk), la loi conditionnelle de

maxt∈[tk,tk+1] (Wt −Wtk + α(t− tk)) sachant Wtk+1
− Wtk + α(tk+1 − tk) = xk+1−xk

σ(xk)
est

égale à la loi conditionnelle de maxt∈[0,t1]Wt sachant Wt1 =
xk+1−xk
σ(xk)

.

La stationnarité des accroissements browniens implique que pour g : R2 → R bornée,

E
[
g

(
Wtk+1

−Wtk + α(tk+1 − tk), max
t∈[tk,tk+1]

(Wt −Wtk + α(t− tk))

)]
= E

[
g

(
Wt1 + αt1, max

t∈[0,t1]
(Wt + αt)

)]
.

D’après le théorème de Girsanov, sous Q de densité dQ
dP = e−αWt1−

α2

2
t1 par rapport à P,

(Bt = Wt + αt)t≤t1 est un mouvement brownien, ce qui implique que

E
[
g

(
Wt1 + αt1, max

t∈[0,t1]
(Wt + αt)

)]
= EQ

[
g

(
Wt1 + αt1, max

t∈[0,t1]
(Wt + αt)

)
dP
dQ

]
= EQ

[
g

(
Bt1 , max

t∈[0,t1]
Bt

)
eαWt1+

α2

2
t1

]
= EQ

[
g

(
Bt1 , max

t∈[0,t1]
Bt

)
eαBt1−

α2

2
t1

]
= E

[
g

(
Wt1 , max

t∈[0,t1]
Wt

)
eαWt1−

α2

2
t1

]
.

Donc si on note p(x, y) la densité du couple (Wt1 ,maxt∈[0,t1]Wt) dont l’existence est assurée
par le lemme 3.6.3 ci-dessous, on a pour toute fonction g : R2 → R bornée,

E
[
g

(
Wtk+1

−Wtk + α(tk+1 − tk), max
t∈[tk,tk+1]

(Wt −Wtk + α(t− tk))

)]
= E

[
g

(
Wt1 , max

t∈[0,t1]
Wt

)
eαWt1−

α2

2
t1

]
=

∫
R2

g(x, y)p(x, y)eαx−
α2

2
t1dxdy.

On en déduit que le couple
(
Wtk+1

−Wtk + α(tk+1 − tk),maxt∈[tk,tk+1] (Wt −Wtk + α(t− tk))
)

admet pour densité p(x, y)eαx−
α2

2
t1 . Donc la densité conditionnelle de

maxt∈[tk,tk+1] (Wt −Wtk + α(t− tk)) sachant Wtk+1
− Wtk + α(tk+1 − tk) = x est

égale à

p(x, y)eαx−
α2

2
t1∫

R p(x, z)e
αx−α2

2
t1dz

=
p(x, y)∫

R p(x, z)dz

c’est-à-dire à la densité conditionnelle de maxt∈[0,t1]Wt sachant Wt1 = x. □

Lemme 3.6.3. Soit (Wt)t un mouvement brownien réel. Le couple (Wt1 ,maxt∈[0,t1]Wt)

possède la densité p(z, w) = 1{w>z+}
2(2w−z)
t1
√
2πt1

e
− (2w−z)2

2t1 . En outre,

P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y

∣∣∣∣Wt1 = x

)
=

{
1 si y ≤ max(0, x)

e
− 2y(y−x)

t1 sinon
. (3.24)

En particulier, conditionnellement à Wt1 = x, maxt∈[0,t1]Wt a même loi que
1
2

(
x+

√
x2 − 2t1 ln(U)

)
où U suit la loi uniforme sur [0, 1].
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Démonstration : L’égalité (3.24) est claire si y ≤ max(0, x). Lorsque y > max(0, x),
on va utiliser le principe de réflexion pour le mouvement brownien. D’après la propriété
de Markov forte, si τy = inf{t ≥ 0 : Wt = y}, le processus (Bt)t≥0 défini par

Bt =

{
Wt si t ≤ τy

Wτy − (Wt −Wτy) = 2y −Wt si t ≥ τy
,

est un mouvement brownien. Donc lorsque y ≥ max(x, 0),

P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y,Wt1 ≤ x

)
= P

(
max
t∈[0,t1]

Bt ≥ y,Bt1 ≤ x

)
= P (τy ≤ t1, 2y −Wt1 ≤ x)

= P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y,Wt1 ≥ 2y − x

)
= P (Wt1 ≥ 2y − x)

où on a utilisé la définition de (Bt)t≥0 pour la deuxième égalité et l’inégalité 2y − x ≥ y
pour la dernière. Si x > y ≥ 0, alors en utilisant le résultat précédent, on obtient

P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y,Wt1 ≤ x

)
= P

(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y,Wt1 ≤ y

)
+ P (y < Wt1 ≤ x)

= P (Wt1 ≥ y) + P (y < Wt1 ≤ x) .

Enfin si y < 0, P
(
maxt∈[0,t1]Wt ≥ y,Wt1 ≤ x

)
= P (Wt1 ≤ x). Comme Wt1 possède la

densité e
− z2

2t1 /
√
2πt1, on vérifie alors facilement que

∀(x, y) ∈ R2, P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y,Wt1 ≤ x

)
=

∫ x

z=−∞

∫ +∞

w=y

p(z, w)dwdz (3.25)

pour p(z, w) = 1{w>z+}
2(2w−z)
t1
√
2πt1

e
− (2w−z)2

2t1 . En effet

∫ +∞

y

p(z, w)dw =
1√
2πt1

e
− (2(y∨z+)−z)2

2t1 =

 1√
2πt1

e
− (2y−z)2

2t1 si y ≥ z+

1√
2πt1

e
− z2

2t1 sinon
.

Ainsi lorsque y < 0,
∫ x
z=−∞

∫ +∞
w=y

p(z, w)dwdz = P(Wt1 ≤ x). Lorsque y ≥ x+,

∫ x

z=−∞

∫ +∞

w=y

p(z, w)dwdz =

∫ x

−∞
e
− (2y−z)2

2t1
dz√
2πt1

=

∫ +∞

2y−x
e
− z2

2t1
dz√
2πt1

= P(Wt1 ≥ 2y − x).

Enfin, lorsque 0 ≤ y < x,∫ x

z=−∞

∫ +∞

w=y

p(z, w)dwdz =

∫ y

z=−∞

∫ +∞

w=y

p(z, w)dwdz +

∫ x

y

1√
2πt1

e
− z2

2t1 dz

= P(Wt1 ≥ 2y − y) + P(y < Wt1 ≤ x).

On déduit de (3.25) que le couple (Wt1 ,maxt∈[0,t1]Wt) possède la densité p(z, w).
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Donc pour y > max(x, 0),

P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥ y

∣∣∣∣Wt1 = x

)
=

∫ +∞
y

p(x,w)dw

e
− x2

2t1 /
√
2πt1

=
∂xP

(
maxt∈[0,t1]Wt ≥ y,Wt1 ≤ x

)
e
− x2

2t1 /
√
2πt1

=
∂xP (Wt1 ≥ 2y − x)

e
− x2

2t1 /
√
2πt1

= e
− (2y−x)2−x2

2t1 = e
− 2y(y−x)

t1 .

La dernière assertion du lemme repose sur la méthode d’inversion de la fonction de
répartition. Soit u ∈]0, 1[. On cherche y > max(x, 0) tel que

P
(
max
t∈[0,t1]

Wt ≤ y

∣∣∣∣Wt1 = x

)
= u.

En utilisant (3.24), cette égalité se récrit

1− e
− 2y(y−x)

t1 = u⇔ ln(1− u) = −2y(y − x)

t1
⇔ y2 − xy +

t1
2
ln(1− u) = 0.

Le discriminant de l’équation du second degré est ∆ = x2− 2t1 ln(1−u) et la seule racine

supérieure à max(x, 0) est y = 1
2

(
x+

√
x2 − 2t1 ln(1− u)

)
.

D’après la méthode d’inversion de la fonction de répartition, si U suit la loi uniforme

sur [0, 1], 1
2

(
x+

√
x2 − 2t1 ln(1− U)

)
suit la loi conditionnelle de maxt∈[0,t1]Wt sachant

Wt1 = x. On conclut en remarquant que 1− U a même loi que U . □

Exercice 3.6.4. Vérifier que conditionnellement à Wt1 = x, mint∈[0,t1]Wt a même loi

que 1
2

(
x−

√
x2 − 2t1 ln(U)

)
où U suit la loi uniforme sur [0, 1] (On pourra appliquer le

lemme 3.6.3 au mouvement brownien (−Wt)t≥0).

3.6.1 Application aux options barrière

On va approcher E
(
f(XT )1{maxt∈[0,T ]Xt<L}

)
par E

(
f(X̄T )1{maxt∈[0,T ] X̄t<L}

)
. Nous al-

lons voir que l’on peut calculer l’espérance conditionnelle de la variable aléatoire dans la
seconde espérance sachant les valeurs (X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T ) du schéma d’Euler aux instants
de discrétisation. Cela permet d’évaluer cette espérance par la méthode de Monte Carlo en
simulant le schéma d’Euler. Comme 1{maxt∈[0,T ] X̄t<L} =

∏N−1
k=0 1{maxt∈[tk,tk+1]

X̄t<L}, d’après

la proposition 3.6.1, on a

E
(
f(X̄T )1{maxt∈[0,T ] X̄t<L}

∣∣∣∣X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T

)
= f(X̄T )

N−1∏
k=0

(
1− ψ(X̄tk , X̄tk+1

)
)

où

ψ(xk, xk+1) = P
(

max
t∈[tk,tk+1]

X̄t ≥ L

∣∣∣∣(X̄tk , X̄tk+1
) = (xk, xk+1)

)
= P

(
max
t∈[0,t1]

Wt ≥
L− xk
σ(xk)

∣∣∣∣Wt1 =
xk+1 − xk
σ(xk)

)
.
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D’après (3.24),

ψ(xk, xk+1) =

1 si L−xk
σ(xk)

≤ max
(
xk+1−xk
σ(xk)

, 0
)

i.e. si L ≤ max(xk, xk+1)

e
−

2(L−xk)(L−xk+1)

σ2(xk)t1 sinon .

On conclut finalement que

E
(
f(X̄T )1{maxt∈[0,T ] X̄t<L}

∣∣∣∣X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T

)
= f(X̄T )1{max0≤k≤N X̄tk<L}

N−1∏
k=0

[
1− exp

(
−
2(L− X̄tk)(L− X̄tk+1

)

t1σ2(X̄tk)

)]
. (3.26)

Pour approcher E
(
f(XT )1{maxt∈[0,T ]Xt<L}

)
, on évalue l’espérance du terme de droite par

la méthode de Monte Carlo. Il suffit pour cela de générer le schéma d’Euler aux instants de
discrétisation. Par rapport à l’approche näıve évoquée au début du paragraphe qui consiste

à calculer E
(
f(X̄T )1{max0≤k≤N X̄tk<L}

)
par la méthode de Monte Carlo, nous voyons que

nous avons introduit un facteur multiplicatif plus petit que 1 dans l’espérance pour tenir
compte du fait que le schéma d’Euler en temps continu peut dépasser la barrière alors
qu’il est en dessous de cette barrière à tous les instants de discrétisation. Cela améliore
nettement le biais.

Exercice 3.6.5. Déterminer E
(
1{mint∈[0,T ] X̄t>L}

∣∣∣∣X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T

)
.

3.6.2 Application aux options lookback

Si on se donne (Uk)0≤k≤N−1 des variables indépendantes uniformes sur [0, 1]
et indépendantes du brownien W , alors la proposition 3.6.1 et le lemme 3.6.3,
assurent que conditionnellement à (X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T ) = (x0, . . . , xN), le vecteur
(maxt∈[tk,tk+1] X̄t)0≤k≤N−1 a même loi que le vecteur(

xk +
σ(xk)

2

(
xk+1 − xk
σ(xk)

+

√
(xk+1 − xk)2

σ2(xk)
− 2t1 ln(Uk)

))
0≤k≤N−1

=

(
1

2

(
xk + xk+1 +

√
(xk+1 − xk)2 − 2σ2(xk)t1 ln(Uk)

))
0≤k≤N−1

.

En particulier, cela implique que le vecteur (X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T ,maxt∈[0,T ] X̄t) a même loi
que le vecteur(

X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T ,
1

2
max

0≤k≤N−1

(
X̄tk + X̄tk+1

+
√

(X̄tk+1
− X̄tk)

2 − 2σ2(X̄tk)t1 ln(Uk)

))
.

Ainsi on sait simuler suivant la loi de (X̄T ,maxt∈[0,T ] X̄t). Cela permet d’évaluer
E
(
φ(X̄T ,maxt∈[0,T ] X̄t)

)
par la méthode de Monte-Carlo pour approcher

E
(
φ(XT ,maxt∈[0,T ]Xt)

)
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Remarque 3.6.6. Dans le cas des options barrières, on pourrait utiliser cette approche
avec φ(x, y) = f(x)1{y<L}. Mais l’égalité en loi qui précède et (3.26) assurent que

E
(
f(X̄T )1{ 1

2
max0≤k≤N−1(X̄tk+X̄tk+1

+
√

(X̄tk+1
−X̄tk )2−2σ2(X̄tk )t1 ln(Uk))<L}

∣∣∣∣X̄0, X̄t1 , . . . , X̄T

)
= f(X̄T )1{max0≤k≤N X̄tk<L}

N−1∏
k=0

[
1− exp

(
−
2(L− X̄tk)(L− X̄tk+1

)

t1σ2(X̄tk)

)]
.

Donc l’approche proposée au paragraphe précédent qui consiste à évaluer l’espérance de
la variable aléatoire au second membre par la méthode de Monte Carlo est préférable
puisqu’elle est plus précise (réduction de variance par conditionnement) et nécessite moins
de calculs (pas besoin de générer les Uk).

3.6.3 Le cas des options barrière sur plusieurs sous-jacents

On suppose que les n sous-jacents évoluent suivant l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

avec (Wt)t un mouvement brownien à valeurs Rd et que l’on souhaite évaluer

C = E
(
f(XT )1{∀t∈[0,T ],Xt∈D}

)
où D = {x ∈ Rn : e.(x− z) < 0} pour e, z ∈ Rn t.q. e ̸= 0.

On va approcher cette quantité à l’aide du schéma d’Euler en temps continu (X̄t)t∈[0,T ]
en calculant

CN = E
(
f(X̄T )1{∀t∈[0,T ],X̄t∈D}

)
.

En généralisant l’approche développée en dimension 1, on peut montrer que

CN = E

(
f(X̄T )

N−1∏
k=0

(
1− ψ(X̄tk , X̄tk+1

)
))

où

ψ(xk, xk+1) = P
(
∃t ∈ [tk, tk+1] : X̄t /∈ D

∣∣∣∣(X̄tk , X̄tk+1
) = (xk, xk+1)

)
= P

(
∃t ∈ [tk, tk+1] : e.X̄t ≥ e.z

∣∣∣∣(X̄tk , X̄tk+1
) = (xk, xk+1)

)
.

Pour t ∈ [tk, tk+1], conditionnellement à X̄tk = xk, on a

e.X̄t = e.xk + (σ∗(xk)e).(Wt −Wtk) + (t− tk)b(xk).e

On distingue alors deux cas :

— Lorsque le vecteur σ∗(xk)e ∈ Rd est nul, t ∈ [tk, tk+1] → e.X̄t est une fonction affine
ce qui entrâıne que ψ(xk, xk+1) = 1{xk /∈D ou xk+1 /∈D}.

— Sinon, on remarque que σ∗(xk)e
|σ∗(xk)e|

.(Wt − Wtk) est un mouvement brownien uni-
dimensionnel. Comme dans la proposition 3.6.1, on en déduit que condition-
nellement à (X̄tk , X̄tk+1

) = (xk, xk+1), maxt∈[tk,tk+1] e.X̄t a même loi que e.xk +
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|σ∗(xk)e|maxt∈[0,t1]Bt sachant Bt1 =
e.(xk+1−xk)
|σ∗(xk)e|

avec (Bt)t un mouvement brownien
réel. Donc

ψ(xk, xk+1) = P
(
max
t∈[0,t1]

Bt ≥
e.(z − xk)

|σ∗(xk)e|

∣∣∣∣Bt1 =
e.(xk+1 − xk)

|σ∗(xk)e|

)
.

En utilisant (3.24), on conclut que

ψ(xk, xk+1) =

1 si e.xk ≥ e.z ou e.xk+1 ≥ e.z

e
−

2(e.(z−xk))(e.(z−xk+1))

t1|σ∗(xk)e|2 sinon.

On conclut que

CN = E

(
f(X̄T )1{∀0≤k≤N, X̄tk∈D}

N−1∏
k=0

[
1− exp

(
−
2(e.(z − X̄tk))(e.(z − X̄tk+1

))

t1|σ∗(X̄tk)e|2

)])
.

Cette formule généralise celle obtenue en dimension 1.

Remarque 3.6.7. Lorsque D est un domaine régulier de Rn et non un demi-
espace comme supposé plus haut, on peut utiliser l’approche précédente sur chaque
pas de temps en remplaçant la frontière de D par un hyperplan tangent en un
point bien choisi. Plus précisément pour xk, xk+1 ∈ D, on pourra approcher

P
(
∃t ∈ [tk, tk+1] : X̄t /∈ D

∣∣∣∣(X̄tk , X̄tk+1
) = (xk, xk+1)

)
en remplaçant la frontière ∂D de D

par l’hyperplan tangent à cette frontière en la projection de xk sur ∂D et en utilisant la
formule obtenue plus haut.

3.7 Options asiatiques dans le modèle de Black-

Scholes

En dimension n = d = 1, on condidère l’EDS

dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, X0 = x0.

On s’intéresse à une option asiatique dont le payoff porte sur le couple (XT ,
1
T

∫ T
0
Xsds) =

(XT ,
1
T
IT ) où It

def
=
∫ t
0
Xsds vérifie dIt = Xtdt. Appliqué à l’EDS en dimension n = 2

satisfaite par le couple (Xt, It) le schéma d’Euler s’écrit (X̄0, Ī0) = (x0, 0) et

∀k ∈ {0, . . . , N − 1}

{
X̄tk+1

= X̄tk + σ(tk, X̄tk)(Wtk+1
−Wtk) + b(tk, X̄tk)(tk+1 − tk)

Ītk+1
= Ītk + X̄tk(tk+1 − tk)

.

Les résultats de convergence forte et faible énoncés précédemment s’appliquent pour
contrôler l’erreur commise en approchant (XT ,

1
T

∫ T
0
Xsds) par (X̄T ,

1
T
ĪT = 1

N

∑N−1
k=0 X̄tk).

En particulier, si les fonctions σ et b satisfont l’hypothèse (Lip), la vitesse d’approximation

forte de 1
T

∫ T
0
Xsds par 1

N

∑N−1
k=0 X̄tk est en C

Nmin( 12 ,α)
où α est l’indice de Hölder donnant

la régularité en temps des coefficients σ et b du modèle.

Dans le cas du modèle de Black-Scholes

dXt = σXtdWt + rXtdt, X0 = y > 0,
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il est possible de simuler sans commettre d’erreur de discrétisation le vecteur

(X0, Xt1 , Xt2 , . . . , XT ) = y × (1, eσWt1+(r−σ2

2
)t1 , eσWt2+(r−σ2

2
)t2 , . . . , eσWT+(r−σ2

2
)T ). Il faut

bien sûr tirer parti de cette possibilité comme l’indique le résultat suivant :

Proposition 3.7.1.

∀p ≥ 1, ∃Cp > 0, ∀N ≥ 1, E

∣∣∣∣∣ 1T
∫ T

0

Xtdt−
1

N

N−1∑
k=0

Xtk

∣∣∣∣∣
2p
 ≤ Cp

N2p
.

Remarque 3.7.2. En particulier pour une fonction de payoff φ lipschitzienne sur R2

comme φ(x, y) = (x− y)+ (Put floating Strike) ou φ(x, y) = (y −K)+ (Call fixed Strike)
on en déduit∣∣∣∣∣E

(
e−rTφ

(
XT ,

1

T

∫ T

0

Xtdt

))
− E

(
e−rTφ

(
XT ,

1

N

N−1∑
k=0

Xtk

))∣∣∣∣∣ ≤ C

N
.

Démonstration : Soit k ∈ {0, . . . , N − 1}. Si on pose Yt = Xt −Xtk =
∫ t
tk
(σXsdWs +

rXsds), Zt = tk+1 − t, la formule d’intégration par parties

Ytk+1
Ztk+1

− YtkZtk =

∫ tk+1

tk

YtdZt +

∫ tk+1

tk

ZtdYt+ < Y,Z >tk+1
− < Y,Z >tk

s’écrit

0− 0 = −
∫ tk+1

tk

(Xt −Xtk)dt+

∫ tk+1

tk

(tk+1 − t)(σXtdWt + rXtdt) + 0− 0.

On en déduit que

1

T

∫ T

0

Xtdt−
1

N

N−1∑
k=0

Xtk =
1

T

N−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

(tk+1 − t)(σXtdWt + rXtdt)

=
σ

T

∫ T

0

(τ̄t − t)XtdWt +
r

T

∫ T

0

(τ̄t − t)Xtdt,

où τ̄t =
⌈
tN
T

⌉
T
N

désigne le premier instant de discrétisation après t (pour x ∈ R, on note
⌈x⌉ le plus petit entier plus grand que x). En procédant comme dans la preuve de la
Proposition 3.1.6, on en déduit que

E

∣∣∣∣∣ 1T
∫ T

0

Xtdt−
1

N

N−1∑
k=0

Xtk

∣∣∣∣∣
2p
 ≤ C

∫ T

0

(τ̄t − t)2pE(X2p
t )dt ≤ C

(
T

N

)2p ∫ T

0

E(X2p
t )dt.

On conclut en remarquant que E(X2p
t ) = y2pe2p(r−

σ2

2
)tE(e2pσWt) = y2pep(2r+(2p−1)σ2)t assure

que
∫ T
0
E(X2p

t )dt < +∞. □

Approcher mT = 1
T

∫ T
0
Xtdt par 1

N

∑N−1
k=0 Xtk consiste à discrétiser l’intégrale par la

méthode des rectangles. D’après les travaux de Lapeyre et Temam [50], il vaut beaucoup
mieux discrétiser l’intégrale par la méthode des trapèzes et approcher la moyenne du cours
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de l’actif par mN
T = 1

N

(
X0+XT

2
+
∑N−1

j=1 Xtj

)
. L’erreur forte commise est toujours en C

N

mais la constante au numérateur est bien plus petite. En fait, d’après [50],

E
(
(mT − E (mT |(Wt1 ,Wt2 , . . . ,WT )))

2) = O
(

1

N2

)
E
((

E (mT |(Wt1 ,Wt2 , . . . ,WT ))−mN
T

)2)
= O

(
1

N3

)
,

Comme l’espérance conditionnelle est la projection orthogonale au sens L2 sur les variables
aléatoires mesurables par rapport à la tribu conditionnante, cela montre que mN

T est très
proche de la meilleure approximation (au sens quadratique) E (mT |(Wt1 ,Wt2 , . . . ,WT ))
de mT ne faisant intervenir que (Wt1 ,Wt2 , . . . ,WT ).

Pour aller plus loin, il faut rajouter de l’information dans le schéma. Pour t ∈ [tk, tk+1[,
Xt est proche de sa discrétisation par schéma d’Euler :Xtk(1+σ(Wt−Wtk)+r(t−tk)). Ainsi∫ tk+1

tk
Xtdt est proche de Xtk

(
T
N
+ σ

∫ tk+1

tk
(Wt −Wtk)dt+

rT 2

2N2

)
ce qui conduit à approcher

mT par

m̂N
T =

1

N

N−1∑
k=0

Xtk

(
1 +

σN

T

∫ tk+1

tk

(Wt −Wtk)dt+
rT

2N

)
.

D’après [50], l’erreur forte de ce schéma est en C
N3/2 .

Proposition 3.7.3.

∀p ≥ 1, ∃Cp > 0, ∀N ≥ 1, E
(∣∣mT − m̂N

T

∣∣2p) ≤ Cp
N3p

.

En plus des accroissements ∆Wk+1 = Wtk+1
−Wtk pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, ce schéma

fait intervenir les variables
∫ tk+1

tk
(Wt −Wtk)dt. Si on pose Yk+1 =

∫ tk+1

tk
(Wt −Wtk)dt −

T
2N

∆Wk+1 il est facile de simuler le vecteur (Y1,∆W1, Y2,∆W2, . . . , YN ,∆WN) d’après
l’exercice qui suit.

Exercice 3.7.4. Montrer que les variables (Yk+1,∆Wk+1)k∈{0,...,N−1} sont i.i.d. suivant la

loi gaussienne N2

(
0,

(
T 3

12N3 0
0 T

N

))
.
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3.8 Problèmes

3.8.1 Vitesse forte du schéma d’Euler dans le cas d’un coefficient
de diffusion constant

Soit T > 0, x ∈ R, b : R → R une fonction C2
b (deux fois continuement dérivable

avec des dérivées première et seconde bornées) et sur un espace de probabilité (Ω,F ,P),
(Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse à l’équation différentielle
stochastique {

X0 = x,

dXt = dWt + b(Xt)dt.
(3.27)

On se donne N ∈ N∗ et pour 0 ≤ k ≤ N , on pose tk = k∆t où ∆t = T/N . Le schéma
d’Euler à N pas de temps associé à (3.27) est défini de façon récurrente par{

X̄0 = x

∀0 ≤ k ≤ N − 1, ∀t ∈ [tk, tk+1], X̄t = X̄tk + (Wt −Wtk) + b(X̄tk)(t− tk).

Les 2 questions peuvent être traitées de façon indépendante.

1. Cas général :

(a) Quel résultat du cours assure que supt∈[0,T ] E
(
|Xt − X̄t|

)
≤ C/N , où C ne

dépend pas de N ? On se propose d’améliorer cette majoration en prouvant
que

E

(
sup
t∈[0,T ]

|Xt − X̄t|

)
≤ C

N
. (3.28)

(b) Pour s ∈ [0, T ], on note τs = [s/∆t] × ∆t le dernier instant de discrétisation
avant s (pour y ∈ R, [y] désigne la partie entière de y). Vérifier que

∀t ∈ [0, T ], |Xt − X̄t| ≤ sup |b′|
∫ t

0

|Xτs − X̄τs|ds+
∣∣∣∣∫ t

0

b(Xs)− b(Xτs)ds

∣∣∣∣ .
(c) Vérifier que pour 1 ≤ k ≤ N ,∫ tk

tk−1

b(Xs)− b(Xtk−1
)ds =

∫ tk

tk−1

(tk − r)

(
b(Xr)b

′(Xr) +
1

2
b′′(Xr)

)
dr

+

∫ tk

tk−1

(tk − r) b′(Xr)dWr.

(On pourra commencer par calculer b(Xs)− b(Xtk−1
)).

(d) En déduire que∫ t

0

b(Xs)− b(Xτs)ds =

∫ t

0

(min(t, τr +∆t)− r)

(
b(Xr)b

′(Xr) +
1

2
b′′(Xr)

)
dr

+

∫ t

0

(min(t, τr +∆t)− r) b′(Xr)dWr,
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puis que

E

(
sup
u∈[0,t]

∣∣∣∣∫ u

0

b(Xs)− b(Xτs)ds

∣∣∣∣
)

≤ ∆t

∫ t

0

E
∣∣∣∣b(Xr)b

′(Xr) +
1

2
b′′(Xr)

∣∣∣∣ dr + 2

√∫ t

0

E ((b′(Xr))2) dr

 .

(e) On pose z(t) = E
(
supu∈[0,t] |Xu − X̄u|

)
. Montrer que

∀t ∈ [0, T ], z(t) ≤ C

(
∆t+

∫ t

0

z(s)ds

)
,

où la constante C ne dépend pas de N et conclure que l’inégalité (3.28) est
satisfaite.

2. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : ∀y ∈ R, b(y) = cy où c ∈ R∗.

(a) Montrer que la solution de l’équation différentielle stochastique (3.27) est
donnée par

∀t ∈ [0, T ], Xt = xect +

∫ t

0

ec(t−s)dWs.

(b) Que peut-on dire du vecteur (XT ,Wt1 −W0,Wt2 −Wt1 , . . . ,WtN −WtN−1
) ?

Pour 1 ≤ k ≤ N , calculer Cov (XT ,Wtk −Wtk−1
).

(c) On note FN la tribu engendrée par (Wt1 ,Wt2 , . . . ,WtN ). Montrer que

E(XT |FN) = xecT +
1

c∆t

N∑
k=1

ec(N−k)∆t(ec∆t − 1)(Wtk −Wtk−1
).

(d) Vérifier que

E
(
(XT − E(XT |FN))

2) = 1

2c
(e2cT − 1)

(
1− 2

c∆t

ec∆t − 1

ec∆t + 1

)
.

(e) Vérifier que pour α → 0,

eα − 1

α(eα + 1)
=

1

2
− α2

24
+ o(α2).

(f) En déduire l’équivalent pour N tendant vers +∞ de l’erreur quadratique mini-
male E((XT−X̃T )

2) commise en générant X̃T à l’aide d’un schéma “simple” qui
ne fait intervenir que les accroissementsWtk−Wtk−1

, 1 ≤ k ≤ N . Conclure que
l’ordre de convergence du schéma d’Euler est l’ordre optimal parmi les schémas
“simples” (la constante multiplicative n’étant pas nécessairement optimale).

(g) Que peut-on dire du vecteur (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) ?
Soit 1 ≤ k ≤ N . Vérifier que

Xtk = ec∆tXtk−1
+

∫ tk

tk−1

ec(tk−s)dWs

et en déduire α t.q. la variable Zk = Xtk − αXtk−1
soit indépendante de Xtk−1

.
Vérifier qu’en fait Zk est indépendante du vecteur (Xt1 , . . . , Xtk−1

).
Quelle est la loi de Zk ?

(h) En déduire une méthode permettant de générer un vecteur (Y1, . . . , YN) qui a
même loi que (Xt1 , . . . , XtN ).
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3.8.2 Approximation du maximum par le schéma d’Euler

On considère l’équation différentielle stochastique unidimensionnelle

dXt = σ(Xt) dWt + b(Xt) dt,

où b et σ sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (Wt) est un mouvement brownien
standard unidimensionnel.

On se donne une condition initiale X0 = x déterministe. Enfin, on se fixe un horizon
en temps T et un nombre N ∈ N∗ de pas de temps. Pour k ∈ {0, . . . , N} on note tk =

kT
N

le k-ème instant de discrétisation et X̄N
tk

la valeur en tk du schéma d’Euler de pas T
N
.

Le but de ce problème est de montrer l’estimation suivante (issue de la thèse de P. Seu-
men Tonou) : pour tout p ≥ 1

E

(∣∣∣∣max
0≤t≤T

Xt − max
0≤k≤N

X̄N
tk

∣∣∣∣2p
)

≤ C

(
ln(N)

N

)p
. (3.29)

Dans l’inégalité précédente et dans tout le reste de l’énoncé on notera C des
constantes indépendantes de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

ε = max
0≤t≤T

Xt − max
0≤k≤N

X̄N
tk
,

ε1 = max
0≤t≤T

Xt − max
0≤k≤N

Xtk ,

ε2 = max
0≤k≤N

Xtk − max
0≤k≤N

X̄N
tk
.

1. Montrer
ε2 ≤ max

0≤k≤N
(Xtk − X̄N

tk
),

puis
ε2 ≥ − max

0≤k≤N
(X̄N

tk
−Xtk).

Appliquer un résultat du cours pour en déduire

E
(
|ε2|2p

)
≤ C

Np
.

2. Montrer que

ε1 ≤ max
0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

(Xt −Xtk)

)
.

En déduire que

|ε1|2p ≤ C max
0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

b(Xs) ds

)2p

+C max
0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

σ(Xs) dWs

)2p

.

3. En utilisant l’inégalité

max
0≤k≤N−1

|xk| ≤
N−1∑
k=0

|xk| (3.30)

montrer que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

b(Xs) ds

)2p
)

≤ C

N2p−1
.
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4. (a) Montrer que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

[σ(Xs) − σ(Xtk)]dWs

)2p
)

≤ C

N2p−1
.

(b) Montrer que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

σ(Xtk)dWs

)2p
)

≤ C

√√√√E

((
max

0≤k≤N−1
max

tk≤t≤tk+1

|Wt −Wtk |
)4p
)
.

(c) Vérifier que pour y ≥ 0, P(max0≤t≤t1 Wt ≥ y) = 2P(Wt1 ≥ y). En déduire que
max0≤k≤N−1maxtk≤t≤tk+1

(Wt −Wtk) a même loi que
√
t1max0≤k≤N−1 |Gk| où

les variables aléatoires (Gk)0≤k≤N−1 sont i.i.d. suivant la loi normale centrée
réduite N1(0, 1).

(d) Soit q le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour x > 0,

E(|G0|q1{|G0|≥x}) = P (x)e−
x2

2 où P (.) est un polynôme de degré q − 1. En
déduire à l’aide de (3.30) que pour α > 2,

lim
N→∞

E
(

max
0≤k≤N−1

(
|Gk|4p1{|Gk|≥

√
α ln(N)}

))
= 0,

puis que pour N ≥ 2, E (max0≤k≤N−1 |Gk|4p) ≤ C(ln(N))2p.

(e) Conclure que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

σ(Xs) dWs

)2p
)

≤ C

(
ln(N)

N

)p
.

5. Vérifier l’estimation (3.29).

6. Comment peut-on améliorer l’approximation de max0≤t≤T Xt ?

3.8.3 Schéma randomisé pour un coefficient de dérive irrégulier
en temps

Soit T > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) muni d’une
filtration (Ft)t≥0, on considère un Ft-mouvement brownien Wt à valeurs Rd. On se donne
également des coefficients σ : [0, T ] × Rn → Rn×d et b : [0, T ] × Rn → Rn mesurables et
qui vérifient

(Lip) ∃K <∞, ∀t ∈ [0,T],

{
∀x ∈ Rn, |σ(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|)
∀x, y ∈ Rn, |σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|

.

On s’intéresse à l’Équation Différentielle Stochastique{
dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, t ∈ [0, T ]

X0 = x0 ∈ Rn
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1. Quel résultat assure l’existence d’une unique solution à cette équation ?

Soit N ∈ N∗, (tk =
kT
N
)0≤k≤N et τt = ⌊Nt

T
⌋ T
N

l’instant de cette grille uniforme qui précède
t ∈ [0, T ].

2. Écrire le schéma d’Euler sur la grille (tk)0≤k≤N .

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

On se place désormais en dimension n = d = 1 , on suppose (Lip) et

∃K <∞, ∀x ∈ Rn, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T, |σ(t, x)− σ(s, x)| ≤ K(1 + |x|)
√
t− s, (3.31)

mais on ne fait pas d’hypothèse sur la régularité du coefficient de dérive b en la variable
temporelle t. On se donne (Uk)0≤k≤N−1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées sur [0, 1] indépendantes de (Wt)t≥0. On pose ηk = tk +

T
N
Uk

pour k ∈ {0, . . . , N − 1} et on définit le schéma d’Euler avec randomisation de la variable
temporelle dans la dérive en posant X̃N

0 = x0 puis pour k ∈ {0, . . . , N − 1},

X̃N
tk+1

= X̃N
tk
+ σ(tk, X̃

N
tk
)(Wtk+1

−Wtk) + b(ηk, X̃
N
tk
)(tk+1 − tk).

4. Quelle est la loi de la suite (ηk)0≤k≤N−1 ?

5. Montrer que pour k ∈ {0, . . . , N − 1},
(a)

E
[
|X̃N

tk+1
|2
]
= E

[
|X̃N

tk
|2
]
+
T

N
E
[
|σ(tk, X̃N

tk
)|2 + 2X̃N

tk
.b(ηk, X̃

N
tk
)
]
+
T 2

N2
E
[
|b(ηk, X̃N

tk
)|2
]
,

(b) puis que

E
[
|X̃N

tk+1
|2
]
≤
(
1 +

K(3 + 2K)T

N
+

2K2T 2

N2

)
E
[
|X̃N

tk
|2
]
+
K(1 + 2K)T

N
+
2K2T 2

N2

(c) et enfin que 1 + E
[
|X̃N

tk+1
|2
]
≤
(
1 + K(3+2K+2KT )T

N

)(
1 + E

[
|X̃N

tk
|2
])

.

(d) Conclure que sup
N∈N∗

max
k∈{0,...,N}

E
[
|X̃N

tk
|2
]
≤ eK(3+2K+2KT )T (1 + |x0|2)− 1.

Pour k ∈ {0, . . . , N}, on pose MN
k = T

N

∑k−1
ℓ=0 b(ηℓ, X̃

N
tℓ
) −

∫ tk
0
b(s, X̃N

τs )ds (Convention :
MN

0 = 0) et GNk = Ftk ∨ σ(ηℓ, 0 ≤ ℓ ≤ k − 1).

6. (a) Montrer que (MN
k )k∈{0,...,N} est une GNk -martingale de carré intégrable.

(b) Calculer ⟨MN⟩k pour k ∈ {0, . . . , N}.
(c) En déduire à l’aide de l’inégalité de Doob que

E
[

max
k∈{0,...,N}

|MN
k |2
]
≤ 4

(
T

N

∫ T

0

E[|b(s, X̃N
τs )|

2]ds−
N−1∑
k=0

E

[∣∣∣∣∫ tk+1

tk

b(s, X̃N
τs )ds

∣∣∣∣2
])

.

(d) Conclure que supN∈N∗ NE
[
maxk∈{0,...,N} |MN

k |2
]
<∞.

Pour t ∈ [0, T ], on pose X̂N
t = x0 +

∫ t
0
σ(τs, X̃

N
τs )dWs +

∫ t
0
b(s, X̃N

τs )ds.

7. (a) Que peut-on dire de C := supN∈N∗ NE
[
maxk∈{0,...,N} |X̂N

tk
− X̃N

tk
|2
]
?
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(b) Montrer que pour tout N ∈ N∗ et tout t ∈ [0, T ],

E

[
sup
u∈[0,t]

|Xu − X̂N
u |2
]
≤ 2

∫ t

0

4E[|σ(s,Xs)− σ(τs, X̃
N
τs )|

2] + tE[|b(s,Xs)− b(s, X̃N
τs )|

2]ds

(c) Vérifier que

E[|σ(s,Xs)− σ(τs, X̃
N
τs )|

2] ≤ 4K2

(
E[|Xs −Xτs|2] + (s− τs)E[(1 + |Xτs|)2]

+ E[|Xτs − X̂N
τs |

2] +
C

N

)
.

(d) Comment majorer E[|b(s,Xs)− b(s, X̃N
τs )|

2] ?

(e) En déduire que supN∈N∗ NE
[
supt∈[0,T ] |Xt − X̂N

t |2
]
<∞.

(f) Quel est l’ordre de convergence forte du schéma (X̃N
tk
)k∈{0,...,N} ? Comment se

dégrade-t-il si on suppose seulement σ höldérienne d’ordre α ∈]0, 1/2[ en la
variable temporelle t (i.e.

√
t− s est remplacé par (t − s)α au membre de

droite de (3.31)) ?

(g) Pourquoi la randomisation du coefficient de diffusion ne conduit-elle pas au
même ordre de convergence forte sous l’hypothèse (Lip) ?

Toutes les majorations précédentes et donc l’ordre fort du schéma (X̃N
tk
)k∈{0,...,N} restent

valables en dimension n et d quelconques lorsque |.| désigne la norme euclidienne sur Rn

et Rd et pour ς ∈ Rn×d, |ς| =
(∑n

i=1

∑d
j=1 ς

2
ij

)1/2
.

3.8.4 Discrétisation d’une équation différentielle stochastique à
coefficients localement lipschitziens

Pour (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien à valeurs Rd et σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn,
on s’intéresse à l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt, t ≤ T, X0 = y. (3.32)

On suppose que les fonctions σ et b sont localement lipschitziennes au sens où pour tout
m ∈ N∗ il existe une constante Cm < +∞ telle que

∀x, y ∈ Rn t.q. |x| ≤ m et |y| ≤ m, |σ(x)− σ(y)|+ |b(x)− b(y)| ≤ Cm|x− y|.

On note

σm(x) = σ(Pmx) et bm(x) = b(Pmx) où Pmx =
|x| ∧m
|x|

x (3.33)

désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée à l’origine.
On pose également tk = k∆t avec ∆t = T

N
où N ∈ N∗ est un nombre de pas de temps.
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Absence de convergence faible et dans Lp dans un cas particulier

On s’intéresse à l’EDS en dimension n = d = 1

Xt = Wt −
∫ t

0

X3
sds. (3.34)

On admet pour l’instant qu’elle possède une unique solution (Xt)t∈[0,T ] et que cette solution
vérifie E

(
supt∈[0,T ] |Xt|4

)
< +∞.

On note (X̄N
t )t∈[0,T ] le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose AN = {|Wt1 | ≥

3N
T
, sup1≤k≤N−1 |Wtk+1

−Wtk | ≤ 1}.
1. Vérifier que P(AN) ≥ P(|Wt1| ≥ 3N

T
)P(supt∈[0,T ] |Wt| ≤ 1

2
). En remarquant que pour

x > 0, e
−x2/2

x
=
∫∞
x
(1 + 1

y2
)e−y

2/2dy, vérifier que
∫ +∞
x

e−y
2/2dy ≥ xe−x

2/2

1+x2
.

Conclure que P(AN) ≥ P(supt∈[0,T ] |Wt| ≤ 1
2
)× 6(NT )

3
2

T 3+9N3 × e
− 9N3

2T3
√
2π

.

2. Vérifier que sur l’événement AN , si pour k ≥ 1, |X̄N
tk
| ≥ 1, alors |X̄N

tk+1
| ≥

|X̄N
tk
|2
(
T
N
|X̄N

tk
| − 2

)
. En déduire que pour N ≥ T

3
, sur l’événement AN , ∀k ∈

{1, . . . , N}, |X̄N
tk
| ≥

(
3N
T

)2k−1

.

3. Conclure que limN→∞ E(|X̄N
T |) = +∞. En déduire limN→∞ E(|X̄N

T − XT |) puis
limN→∞ E(supt∈[0,T ] |X̄N

t −Xt|p) pour p ≥ 1.

4. En remarquant que la loi de X̄N
T est symétrique, montrer que pour K > 0,

E
(
(X̄N

T −K)+
)
≥ 1

2
E(|X̄N

T |) − K et en déduire que E
(
(X̄N

T −K)+
)
ne converge

pas vers E ((XT −K)+) lorsque N → ∞.

Convergence presque sûre du schéma d’Euler

On suppose maintenant qu’il existe une solution à l’EDS (3.32) (voir le paragraphe
suivant pour une condition suffisante). On pose ν0 = 0 et pour m ∈ N∗, on note νm =
inf{t ∈ [0, T ] : |Xt| > m} avec la convention inf ∅ = T .

5. Écrire le schéma d’Euler en temps continu (X̄N
t )t∈[0,T ] associé à (3.32).

6. Soit m ∈ N∗ et x, y ∈ Rn. Vérifier que (x − Pmx, Pmy − Pmx) ≤ 0 (dans le cas où
|x| > m, on pourra vérifier que (x− Pmx, Pmx) = m|x− Pmx|).
En déduire que |Pmy − Pmx|2 ≤ (y − x, Pmy − Pmx) et conclure que les fonctions
σm et bm sont globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz Cm.

7. En déduire l’existence d’une unique solution (Xm
t )t∈[0,T ] à l’EDS

dXm
t = σm(X

m
t )dWt + bm(X

m
t )dt, Xm

0 = y. (3.35)

Décrire l’événement {νm = T} à l’aide de la variable aléatoire supt∈[0,T ] |Xt| et

vérifier que sur cet événement (Xm
t )t∈[0,T ], (Xt)t∈[0,T ] et (Xm+1

t )t∈[0,T ] coincident.
Que vaut P(

⋃
m∈N∗{νm = T}) ? Y-a-t-il unicité pour (3.32) ?

On note (X̄m,N
t )t∈[0,T ] le schéma d’Euler correspondant à (3.35) et νNm = min{tk : |X̄N,m

tk
| >

m}.
8. Pour quelles valeurs de γ, la suite Nγ supt≤T |Xm

t − X̄m,N
t | converge-t-elle presque

sûrement lorsque N → ∞ à m fixé ?
En déduire que si νm(ω) = T , alors il existe N (ω) < +∞ tel que pour N ≥ N (ω),
νNm+1(ω) = T et supt≤T |Xt(ω)− X̄N

t (ω)| = supt≤T |Xm+1
t (ω)− X̄m+1,N

t (ω)|.
9. Conclure que pour tout γ < 1

2
, Nγ supt≤T |Xt − X̄N

t | converge p.s. vers 0 lorsque
N → ∞.
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Existence pour l’EDS (3.32) lorsque la dérive est rentrante

On suppose maintenant que σ est globalement lipschitzienne et que la fonction de
dérive b est localement lipschitzienne et rentrante au sens où il existe β ∈ [0,+∞[ tel que

∀x ∈ Rn, (x, b(x)) ≤ β(|x|+ |x|2). (3.36)

avec (x, y) qui désigne le produit scalaire de x et y dans Rn. On note (Y m
t )t∈[0,T ] l’unique

solution de l’EDS

dY m
t = σ(Y m

t )dWt + bm(Y
m
t )dt, Y m

0 = y.

10. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Don-
ner un exemple de fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas
globalement lipschitzienne.

11. Pour m ∈ N∗, vérifier que la fonction bm définie dans (3.70) satisfait (3.36).

12. Calculer |Y m
u |2 à l’aide de la formule d’Itô et en déduire que

E
(
sup
u≤t

|Y m
u |4
)

≤ 4

{
|y|4 + 4β2E

((∫ t

0

|Y m
s |+ |Y m

s |2ds
)2
)

+ E

((∫ t

0

|σ(Y m
s )|2ds

)2
)

+ 16E
(∫ t

0

|σ∗(Y m
s )Y m

s |2ds
)}

où |σ(x)|2 =
∑

1≤i≤n
1≤j≤d

|σij(x)|2.

13. En déduire que supm E
(
supt∈[0,T ] |Y m

t |4
)
< +∞ puis P

(⋃
m∈N∗{τm = T}

)
= 1 où

τm = inf{t ∈ [0, T ] : |Y m
t | > m} (convention inf ∅ = T )

Conclure à l’existence d’une unique solution (Xt)t∈[0,T ] pour (3.32) et que cette
solution vérifie E

(
supt∈[0,T ] |Xt|4

)
< +∞ 1.

C’est l’absence de contrôle des moments du schéma d’Euler qui peut empêcher sa convergence
dans Lp et sa convergence faible alors que l’on a convergence presque sûre à la vitesse N−γ pour
tout γ < 1/2. Dans [36], Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite
suivant :

X̃N
tk+1

= X̃N
tk

+ σ(X̃N
tk
)(Wtk+1

−Wtk) +
b(X̃N

tk
)∆t

1 + |b(X̃N
tk
)|∆t

.

Lorsque la fonction σ est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est à croissance
polynomiale et b vérifie la condition

∃α ∈ (0,+∞), ∀x, y ∈ Rn, (x− y, b(x)− b(y)) ≤ α|x− y|2

qui implique (3.36) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge à la vitesse
forte 1√

N
dans tous les espaces Lp. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma

d’Euler semi-implicite

X̂N
tk+1

− b(X̂N
tk+1

)∆t = X̂N
tk

+ σ(X̂N
tk
)(Wtk+1

−Wtk)

sous les mêmes hypothèses.

1. Ce résultat s’applique en particulier à l’EDS (3.34).
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3.8.5 Convergence en loi de l’erreur renormalisée du schéma
d’Euler dans le modèle de Black-Scholes

On s’intéresse à la discrétisation du modèle de Black-Scholes Xt = eσWt+(µ−σ2

2
)t où

(Wt)t∈[0,T ] est un mouvement brownien réel. On se donne un horizon T et un nombre
N ∈ N∗ de pas de discrétisation. Pour k ∈ {0, . . . , N}, on pose également tk =

kT
N
. Pour

une suite réelle (xN)N∈N∗ et α ∈ R, on note xN = O(Nα) lorsque la suite (N−αxN)N∈N∗

est bornée.

1. Rappeler l’équation différentielle stochastique satisfaite par (Xt)t≥0.

2. Écrire le schéma d’Euler (XN
tk
)k∈{0,...,N} associé à cette équation. Donner également

le schéma de Milstein (X̃N
tk
)k∈{0,...,N}.

3. Calculer E(XN
T ) et vérifier que E(XN

T ) = E(XT ) +O( 1
N
). Commenter ce résultat.

4. On pose

ANk =
XN
tk

Xtk+1

(
eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1

)
.

Exprimer ANk à l’aide de (
XN
tk

Xtk
,
XN
tk+1

Xtk+1
) et en déduire que XT −XN

T = XT

∑N−1
k=0 A

N
k .

5. On pose

RN
k = eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− (µ− σ2

2
)t1 −

σ2

2
(Wtk+1

−Wtk)
2

V N
k =

(
Xtk

Xtk+1

− 1

)(
eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1

)
ZN
k =

XT

Xtk+1

(
eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1

)
(XN

tk
−Xtk).

Vérifier que

RN
k + V N

k +
ZN
k

XT

= ANk − σ2

2
((Wtk+1

−Wtk)
2 − t1).

En déduire que

√
N(XT −XN

T ) = XT

(
σ2

2
SN +

√
N

N−1∑
k=0

(RN
k + V N

k )

)
+
√
N

N−1∑
k=0

ZN
k

où SN =
√
N
∑N−1

k=0 [(Wtk+1
−Wtk)

2 − t1].

On se donne (Gk)k≥0 suite de variables gaussiennes centrées de variance T indépendantes
de (Wt)t≥0.

6. (a) Montrer que (WT , SN) et (WN ,ΣN) =
1√
N

∑N−1
k=0 (Gk, G

2
k − T ) ont même loi.

(b) Montrer que lorsque N → ∞, (WN ,ΣN) converge en loi vers un couple (W ,Σ)
dont on précisera la loi.

(c) Conclure que σ2

2
XTSN converge en loi vers σ2

√
T
2
XTG0.

D’après les questions 9 à 11, E
∣∣∣√N∑N−1

k=0 (XTR
N
k +XTV

N
k + ZN

k )
∣∣∣ = O( 1√

N
).
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7. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que
√
N(XT −XN

T ) converge en

loi vers σ2
√

T
2
XTG0.

Sous des hypothèses de régularité sur η, b : R → R, Kurtz et Protter [46] ont montré que si
(Xt)t∈[0,T ] est solution de l’équation différentielle stochastique dXt = η(Xt)dWt + b(Xt)dt

et (XN
t )t∈[0,T ] désigne son schéma d’Euler en temps continu, alors le processus (

√
N(Xt−

XN
t ))t∈[0,T ] converge en loi vers (Yt)t∈[0,T ] solution de

Yt =

∫ t

0

Ys(η
′(Xs)dWs + b′(Xs)ds) +

√
T

2

∫ t

0

ηη′(Xs)dBs

où (Bt)t∈[0,T ] est un mouvement brownien indépendant de (Wt)t∈[0,T ].

8. Dans le cas particulier du modèle de Black-Scholes, calculer d 1
Xt

puis d Yt
Xt
. En déduire

YT et vérifier que la convergence établie à la question 7 est bien une conséquence du
résultat général de Kurtz et Protter.

9. (a) Calculer E(RN
0 ) et en déduire que E(RN

k ) = O
(

1
N2

)
.

Montrer que RN
0 = σ

∫ t1
0
(Xs−1−σWs)dWs+µ

∫ t1
0
(Xs−1)ds. Calculer E((Xs−

1−σWs)
2), vérifier que E((Xs−1−σWs)

2) = O(s2) pour s→ 0+ et en déduire
que E((RN

0 )
2) = O

(
1
N3

)
.

(b) Montrer que E
((∑N−1

k=0 R
N
k

)2)
= N(N − 1)E((RN

0 ))
2 +NE((RN

0 )
2).

(c) Conclure que E
∣∣∣XT

√
N
∑N−1

k=0 R
N
k

∣∣∣ = O( 1√
N
).

On pose DN
k = eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1.

10. (a) Calculer E(V N
0 ) et vérifier que E(V N

0 ) = O( 1
N2 ).

(b) Rappeler l’équation différentielle stochastique satisfaite par 1
Xt

et vérifier que

E
((

1
Xt1

− 1
)4)

= O( 1
N2 ).

En remarquant que DN
0 =

∫ t1
0
(Xs − 1)(σdWs + µds), vérifier que E((DN

0 )
4) =

O( 1
N4 ). En déduire que E((V N

0 )2) = O( 1
N3 ).

(c) Conclure que E
∣∣∣XT

√
N
∑N−1

k=0 V
N
k

∣∣∣ = O( 1√
N
).

11. (a) Vérifier que E((DN
k )

2) = O( 1
N2 ).

(b) À l’aide de la vitesse forte, en déduire E((ZN
k )2) = O( 1

N3 ).

(c) Pour 0 ≤ l < k ≤ N − 1, vérifier que

E(ZN
k Z

N
l ) = E(X2

T−tk+1
)E
(
Xtk+1

Xtk

DN
k

)
E
(
(XN

tk
−Xtk)

Xtk

Xtl+1

DN
l (X

N
tl
−Xtl)

)
.

Vérifier que E
(
Xtk+1

Xtk
DN
k

)
= eµt1

(
e(µ+σ

2)t1 − 1− (µ+ σ2)t1

)
. Remarquer que

E
∣∣∣∣(XN

tk
−Xtk)

Xtk

Xtl+1

DN
l (X

N
tl
−Xtl)

∣∣∣∣ ≤
√
E
(
sup
t≤T

(XN
t −Xt)4

)
E(X2

tk−tl+1
)E((DN

l )
2)

et en déduire que E(ZN
k Z

N
l ) = O( 1

N4 ).

(d) Conclure que E((
√
N
∑N−1

k=0 Z
N
k )2) = O( 1

N
) et que

E

∣∣∣∣∣√N
N−1∑
k=0

(XTR
N
k +XTV

N
k + ZN

k )

∣∣∣∣∣ = O(
1√
N
).
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3.8.6 Vitesse forte du schéma de Milstein

On s’intéresse à la discrétisation de l’EDS uni-dimensionnelle{
dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

X0 = y
(3.37)

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien réel de filtration naturelle (Ft)t≥0, σ, b : R → R
sont des fonctions C2 avec des dérivées premières et secondes bornées et y ∈ R. On se
donne un horizon T et un nombre N ∈ N∗ de pas de discrétisation. Pour k ∈ {0, . . . , N},
on pose tk = kT

N
. Pour t ∈ [0, T ], on note respectivement τt = ⌊Nt

T
⌋ T
N

et τ̄t = ⌈Nt
T
⌉ T
N

l’instant de discrétisation juste avant t et l’instant de discrétisation juste après t.

1. Que peut-on dire de supt∈[0,T ] E(X4
t ) ? Et de sup0≤s<t≤T

E[(Xt−Xs)2]
t−s ?

2. Écrire le schéma de Milstein (X̃N
tk
)k∈{0,...,N} associé à cette équation. Donner

également son extension en temps continu (X̃N
t )t∈[0,T ].

3. Vérifier que

∀u ∈ [0, T ], X̃N
u = y +

∫ u

0

(
σ(X̃N

τs ) + σσ′(X̃N
τs )(Ws −Wτs)

)
dWs +

∫ u

0

b(X̃N
τs )ds.

4. En déduire que pour t ∈ [0, T ],

E
[
sup
u∈[0,t]

(Xu − X̃N
u )2
]
≤ 3

(
4

∫ t

0

E
[(
σ(Xs)− σ(X̃N

τs )− σσ′(X̃N
τs )(Ws −Wτs)

)2]
ds

+ E

[
sup
u∈[0,T ]

(∫ u

0

(b(Xs)− b(Xτs))ds

)2
]
+ t

∫ t

0

E[(b(Xτs)− b(X̃N
τs ))

2]ds

)
.

(3.38)

Dans toute la suite C ∈]0,+∞[ désigne une constante qui ne dépend pas de N et peut
changer d’une ligne à l’autre.

5. Majoration du second terme du second membre de (3.38) :

(a) Calculer db(Xr) et en déduire que pour u ∈ [0, T ]∫ τu

0

(b(Xs)− b(Xτs))ds =

∫ τu

0

(τ̄r − r)

(
σb′(Xr)dWr + [bb′ +

σ2b′′

2
](Xr)dr

)
puis que E

[
supu∈[0,T ]

(∫ τu
0
(b(Xs)− b(Xτs))ds

)2] ≤ C
N2 .

(b) Vérifier que

sup
u∈[0,T ]

(∫ u

τu

|b(Xs)− b(Xτs)|ds
)2

≤ T

N
max

0≤k≤N−1

∫ tk+1

tk

(b(Xs)− b(Xτs))
2ds

≤ T

N

∫ T

0

(b(Xs)− b(Xτs))
2ds,

et conclure que E
[
supu∈[0,T ]

(∫ u
0
(b(Xs)− b(Xτs))ds

)2] ≤ C
N2 .

6. Majoration du premier terme du second membre de (3.38) en supposant σσ′ lip-
schitzienne :
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(a) Calculer dσ(Xr) par la formule d’Itô.

(b) En déduire que pour s ∈ [0, T ],

σ(Xs)− σ(Xτs)− σσ′(Xτs)(Ws −Wτs) =

∫ s

τs

(σσ′(Xr)− σσ′(Xτs))dWr

+

∫ s

τs

[bσ′ +
σ2σ′′

2
](Xr)dr,

puis que ∀s ∈ [0, T ], E
[
(σ(Xs)− σ(Xτs)− σσ′(Xτs)(Ws −Wτs))

2] ≤ C
N2 .

(c) Conclure que pour tout s ∈ [0, T ],

E
[(
σ(Xs)− σ(X̃N

τs )− σσ′(X̃N
τs )(Ws −Wτs)

)2]
≤ C

(
E[(Xτs − X̃N

τs )
2] +

1

N2

)
.

7. En supposant σσ′ lipschitzienne, vérifier que

∀t ∈ [0, T ], E
[
sup
u∈[0,t]

(Xu − X̃N
u )2
]
≤ C

(∫ t

0

E
[

sup
u∈[0,s]

(Xu − X̃N
u )2
]
ds+

1

N2

)

et conclure que E
[

sup
u∈[0,T ]

(Xu − X̃N
u )2
]
≤ C

N2
si
∫ T
0
E
[
supu∈[0,t](Xu − X̃N

u )2
]
dt <

+∞. Comment se passer de cette hypothèse d’intégrabilité ?

8. On ne suppose plus que la fonction σσ′ est lipschitzienne.

(a) Vérifier que pour r ∈ [0, T ], E[(σσ′(Xr)− σσ′(Xτr))
2] est majoré par

2
(
∥σ′∥2∞E[(σ(Xr)− σ(Xτr))

2] + ∥σ′′∥2∞E[σ2(Xτr)E[(Xr −Xτr)
2|Fτr ]]

)
,

puis par C
N
.

(b) Pour s ∈ [0, T ], majorer E[(σσ′(Xτs)− σσ′(X̃N
τs ))

2(Ws −Wτs)
2] par

2T

N

(
∥σ′∥2∞E[(σ(Xτs)− σ(X̃N

τs ))
2] + 2∥σ′∥∞E1/2[σ4(Xτs)]E1/2[(σ′(Xτs)− σ′(X̃N

τs ))
2]
)

puis par C
(
E[(Xτs − X̃N

τs )
2] + 1

N2

)
(on pourra utiliser que ∀a, b ∈ R, ab ≤

a2+b2

2
).

(c) Conclure que le contrôle de la vitesse forte quadratique obtenu à la question 7
reste vrai.

9. Expliquer comment généraliser à toute constante p ≥ 1 l’analyse de l’erreur forte
E[supu∈[0,T ] |Xu − X̃N

u |2p] effectuée ci-dessus dans le cas particulier p = 1.

3.8.7 Méthode de Monte Carlo multipas et schéma de Giles et
Szpruch

On s’intéresse au calcul de E[f(XT )] où f : Rn → R est une fonction C4 lipschitzienne
avec des dérivées à croissance polynomiale et (Xt)t∈[0,T ] est la solution de l’EDS{

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

X0 = x0
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où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien à valeurs Rd, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn

sont des fonctions C4 à dérivées bornées et x0 ∈ Rn. On note XN
T l’approximation de XT

obtenue par un schéma de discrétisation comportant N pas de discrétisation et dont le
temps de calcul est proportionnel à N . On suppose que les ordres de convergence
forte et de convergence faible pour la fonction f de ce schéma sont respectivement égaux
à α/2 et β avec α, β ≥ 1 :

∃C < +∞, ∀N ∈ N∗, E[|XT −XN
T |2] ≤ C

Nα
et |E[f(XT )− f(XN

T )]| ≤ C

Nβ
.

Méthode de Monte Carlo multipas

1. Soit Y un estimateur de E[f(XT )] de carré intégrable. Montrer la décomposition
biais/variance

E[(E(f(XT ))− Y )2] = (E[f(XT )− Y ])2 +Var (Y )

de l’erreur quadratique.

2. On suppose que Y = 1
M

∑M
i=1 f(X

i,N
T ) est la moyenne empirique de M copies

indépendantes de f(XN
T ).

(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(XT )− Y ])2 soit égal à ε2 où ε
est un niveau de précision donné petit ?

(b) Vérifier que limN→∞ E[(f(XT )− f(XN
T ))2] = 0.

En déduire que limN→∞ Var (f(XN
T )) = Var (f(XT )). Combien de copies M

faut-il choisir pour que Var (Y ) soit égale à ε2 ?

(c) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision ε (i.e.
une erreur quadratique égale à 2ε2) est proportionnel à ε−(2+1/β) ?

3. On s’intéresse maintenant à l’estimateur multipas proposé par Giles [28] Y =∑L
l=0 Yl,Ml

où les variables Yl,Ml
sont indépendantes et

— Y0,M0 est la moyenne empirique de M0 copies indépendantes de f(X1
T ),

— pour l ∈ {1, . . . , L}, Yl,Ml
est la moyenne empirique deMl copies indépendantes

de f(X2l

T )− f(X2l−1

T ).

(a) Vérifier que E[Y ] = E[f(X2L

T )] et en déduire que

∃C > 0,∀ε ∈]0, 1[, L ≥ − log2(ε/C)

β
⇒ |E[f(XT )− Y ]| ≤ ε.

(b) En remarquant que pour l ∈ N∗,

(f(X2l

T )− f(X2l−1

T ))2 ≤ 2
(
(f(X2l

T )− f(XT ))
2 + (f(XT )− f(X2l−1

T ))2
)
,

vérifier que supl∈N∗ 2lαE[(f(X2l

T )− f(X2l−1

T ))2] < +∞. En déduire

∃C̃ < +∞ t.q. ∀L ∈ N∗, ∀(M0, . . . ,ML) ∈ N∗L, Var (Y ) ≤ C̃
L∑
l=0

1

Ml2lα
.

On pose pl =
C̃

ε2Ml2lα
pour l ∈ {0, . . . , L}.
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(c) Vérifier que
∑L

l=0 pl ≤ 1 ⇒ Var (Y ) ≤ ε2.

Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel à τ =
∑L

l=0Ml2
l.

Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var (Y ) ≤ ε2,
nous allons minimiser τ sous la contrainte

∑L
l=0 pl ≤ 1.

(d) Vérifier que τ = ε2

C̃

(∑L
l=0(Ml2

l(1+α)/2)2pl

)
et en déduire à l’aide de l’inégalité

de Cauchy-Schwarz que

τ ≥ C̃

ε2

(
L∑
l=0

2l(1−α)/2

)2

.

Vérifier que
(
Ml =

C̃
∑L
k=0 2

k(1−α)/2

ε22l(1+α)/2

)
0≤l≤L

atteint ce minorant et satisfait la

contrainte.

(e) En déduire que le temps de calcul pour atteindre la précision ε est d’ordre
(log2(ε))

2

ε2
si α = 1 et 1

ε2
si α > 1.

4. Comparer les temps de calcul de l’estimateur monopas et de l’estimateur multipas
pour le schéma d’Euler.

Pour j ∈ {1, . . . , d} et x ∈ Rn, on note σj(x) ∈ Rn la j-ème colonne de la matrice σ(x) et

∂σj ∈ Rn×n la matrice
(
∂σij
∂xl

(x)
)
il
.

5. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour
lequel β = 1). Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma
de Milstein ?

Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements browniens
Pour j,m ∈ {1, . . . , d}, on définit θjm, ηjm : Rn → Rn par θjm(x) =

∂σjσm+∂σmσj
4

(x) et

ηjm(x) =
∂σjσm−∂σmσj

4
(x). On suppose que les fonctions θjm sont lipschitziennes. On

pose

X̂t = x0 + σ(x0)Wt + b(x0)t+
d∑

j,m=1

θjm(x0)W
j
tW

m
t

X̃t = X̂ t
2
+ σ(X̂ t

2
)(Wt −W t

2
) + b(X̂ t

2
)
t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(X̂ t
2
)(W j

t −W j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2
)

6. Vérifier que

∃C < +∞, ∀t ∈ [0, T ], E[|X̂t − x0 − σ(x0)Wt|2] ≤ Ct2 et E[|X̂t − x0|2] ≤ Ct.

7. Montrer que

E
[∣∣∣(θjm(X̂ t

2
)− θjm(x0))(W

j
t −W j

t
2

)(Wm
t −Wm

t
2
)
∣∣∣2] =t2(1 + 2× 1{j=m})

4

× E
[∣∣∣θjm(X̂ t

2
)− θjm(x0)

∣∣∣2] .
En déduire l’existence d’une constante C < +∞ telle que pour tout t ∈ [0, T ],

E
[∣∣∣∣b(X̂ t

2
)
t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(X̂ t
2
)(W j

t −W j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2
)

− b(x0)
t

2
−

d∑
j,m=1

θjm(x0)(W
j
t −W j

t
2

)(Wm
t −Wm

t
2
)

∣∣∣∣2] ≤ Ct3.
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8. Pour φ : Rn → R fonction C1 telle que φ et ∇φ sont Lipschitziennes, en remarquant
l’existence d’une variable aléatoire αt à valeurs dans [0, 1] t.q.

φ(x0+σ(x0)Wt)−φ(x0)−∇φ(x0).σ(x0)Wt = (∇φ(x0 + σ(x0)αtWt)−∇φ(x0)) .σ(x0)Wt,

montrer

∃C < +∞, ∀t ∈ [0, T ], E[(φ(X̂t)− φ(x0)−∇φ(x0).σ(x0)Wt)
2] ≤ Ct2.

En déduire l’existence d’une constante C < +∞ telle que pour tout t ∈ [0, T ],

E
[∣∣∣∣(σ(X̂ t

2
)− σ(x0))(Wt −W t

2
)−

d∑
j,m=1

∂σjσm(x0)W
m
t
2
(W j

t −W j
t
2

)

∣∣∣∣2] ≤ Ct3.

9. En utilisant les propriétés de symétrie de θ et η, vérifier que

d∑
j,m=1

∂σjσm(x0)W
m
t
2
(W j

t −W j
t
2

) =
d∑

j,m=1

θjm(x0)
[
Wm

t
2
(W j

t −W j
t
2

) +W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2
)
]

+
d∑

j,m=1

ηjm(x0)
[
Wm

t
2
(W j

t −W j
t
2

)−W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2
)
]

10. Que vaut W j
t
2

Wm
t
2

+Wm
t
2

(W j
t −W j

t
2

) +W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2

) + (W j
t −W j

t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

) ?

11. En déduire l’existence d’une constante C < +∞ telle que ∀t ∈ [0, T ],

E

∣∣∣∣∣X̃t − X̂t −
d∑

j,m=1

ηjm(x0)[W
m
t
2
(W j

t −W j
t
2

)−W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2
)]

∣∣∣∣∣
2
 ≤ Ct3.

On pose

X̄ t
2
= x0 + σ(x0)(Wt −W t

2
) + b(x0)

t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(x0)(W
j
t −W j

t
2

)(Wm
t −Wm

t
2
)

X̄t = X̄ t
2
+ σ(X̄ t

2
)W t

2
+ b(X̄ t

2
)
t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(X̄ t
2
)W j

t
2

Wm
t
2

12. Vérifier que X̄t a même loi que X̃t et montrer sans calcul l’existence d’une constante
C < +∞ telle que ∀t ∈ [0, T ],

E

∣∣∣∣∣X̄t − X̂t −
d∑

j,m=1

ηjm(x0)[(W
m
t −Wm

t
2
)W j

t
2

− (W j
t −W j

t
2

)Wm
t
2
]

∣∣∣∣∣
2
 ≤ Ct3.

13. Conclure que

∃C < +∞, ∀t ∈ [0, T ], E
[∣∣∣∣X̂t −

X̃t + X̄t

2

∣∣∣∣2] ≤ Ct3.



100 CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES EDS

On note maintenant (X̂N) le schéma défini par X̂N
0 = x0 et la relation de récurrence :

∀k ∈ {0, . . . , N − 1},

X̂N
tk+1

= X̂N
tk
+σ(X̂N

tk
)(Wtk+1

−Wtk)+b(X̂
N
tk+1

)
T

N
+

d∑
j,m=1

θjm(X̂
N
tk
)(Wm

tk+1
−Wm

tk
)(W j

tk+1
−W j

tk
).

Soit (X̄2N) le schéma défini comme (X̂2N) mais en transposant chaque paire d’accroisse-
ments browniens successifs i.e. en remplaçant

(W T
2N
,W 2T

2N
−W T

2N
,W 3T

2N
−W 2T

2N
,W 4T

2N
−W 3T

2N
, . . . ,W (2N−1)T

2N

−W (2N−2)T
2N

,W 2NT
2N

−W (2N−1)T
2N

)

par (W 2T
2N

−W T
2N
,W T

2N
,W 4T

2N
−W 3T

2N
,W 3T

2N
−W 2T

2N
, . . . ,W 2NT

2N
−W (2N−1)T

2N

,W (2N−1)T
2N

−W (2N−2)T
2N

).

14. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch [29] 2

∃C < +∞, ∀N ∈ N∗, E
[∣∣∣∣X̂N

T − X̂2N
T + X̄2N

T

2

∣∣∣∣2] ≤ C

N2

E
[∣∣∣∣X̂N

T − X̂2N
T

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣X̂N
T − X̄2N

T

∣∣∣∣2] ≤ C

N
?

15. On suppose que les dérivées d’ordre 2 de f sont bornées. Montrer que

∃C < +∞, ∀x, y ∈ Rn,

∣∣∣∣f(x) + f(y)

2
− f

(
x+ y

2

)∣∣∣∣ ≤ C|x− y|2. (3.39)

En déduire que E
[(
f(X̂N

T )− f(X̂2N
T )+f(X̄2N

T )

2

)2]
≤ C

N2 .

On admet que β = 1 pour le schéma X̂N . Quel est l’ordre du temps de calcul
nécessaire pour atteindre la précision ε à l’estimateur multipas Y =

∑L
l=0 Yl,Ml

de
E[f(XT )] où les variables Yl,Ml

sont indépendantes et

— Y0,M0 est la moyenne empirique de M0 copies indépendantes de f(X̂1
T ),

— pour l ∈ {1, . . . , L}, Yl,Ml
est la moyenne empirique deMl copies indépendantes

de
f(X̂2l

T )+f(X̄2l

T )

2
− f(X̂2l−1

T ) ?

3.8.8 discrétisation d’un modèle à volatilité stochastique

On considère le modèle à volatilité stochastique{
dSt = rStdt+ f(Yt)St(ρdWt +

√
1− ρ2dBt); S0 = s0 > 0

dYt = b(Yt)dt+ σ(Yt)dWt; Y0 = y0
, (3.40)

où (Bt)t≥0 et (Wt)t≥0 sont deux mouvements browniens indépendants, r ∈ R, ρ ∈ [−1, 1]
et f, b, σ : R → R sont des fonctions régulières (c’est-à-dire bornées et dérivables autant
de fois qu’on le souhaite avec des dérivées bornées) avec σ qui ne s’annule pas.
On pose Xt = ln(St), tk = k∆t avec ∆t = T

N
où N ∈ N∗ est un nombre de pas de temps

et T > 0 une maturité.

2. Notons que l’estimation (3.39) appliquée à f = σ permet de contrôler l’erreur liée au terme d’ordre
principal des schémas i.e. le terme linéaire en l’accroissement brownien.
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1. Que représente le coefficient ρ ?

2. Écrire l’équation différentielle stochastique satisfaite par le couple (Xt, Yt)t≥0.

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (Ȳ N
tk
)0≤k≤N de pas ∆t pour le processus

(Yt)t∈[0,T ] ? Rappeler sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce
schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de
Milstein pour le couple (Xt, Yt)t∈[0,T ]. Que peut-on dire de la volatilité de (St)t≥0

lorsque la fonction σ est nulle ? Et lorsque f ′ est nulle ? Écrire le schéma de Milstein
de pas ∆t pour le couple (Xt, Yt)t∈[0,T ] lorsque |ρ| = 1.

5. On note F (y) =

∫ y

y0

f

σ
(z)dz , fonction que l’on suppose régulière dans la suite.

Vérifier que

dXt = ρdF (Yt) +
√

1− ρ2f(Yt)dBt + h(Yt)dt,

pour une fonction h que l’on précisera.

On définit par récurrence (X̄tk)0≤k≤N en posant X̄0 = ln(s0) et ∀k ∈ {0, . . . , N − 1},

X̄tk+1
= X̄tk+ρ(F (Ytk+1

)−F (Ytk))+
∫ tk+1

tk

h(Ys)ds+

√
1− ρ2

∆t

∫ tk+1

tk

f 2(Ys)ds(Btk+1
−Btk).

6. Vérifier que les vecteurs aléatoires (
∑k−1

j=0

√
1
∆t

∫ tj+1

tj
f 2(Ys)ds(Btj+1

−Btj))1≤k≤N et

(
∫ tk
0
f(Ys)dBs)1≤k≤N ont même loi conditionnelle sachant (Wt)t∈[0,T ]. En déduire que

les vecteurs (X̄tk)0≤k≤N et (Xtk)0≤k≤N ont même loi.

Le schéma proposé et étudié dans [41] est le suivant : X̄N
0 = ln(s0) et pour k ∈ {0, . . . , N−

1},

X̄N
tk+1

= X̄N
tk
+ ρ

(
F (Ȳ N

tk+1
)− F (Ȳ N

tk
)
)
+ h(Ȳ N

tk
)∆t+

√
1− ρ2ηNk × (Btk+1

−Btk)

où ηNk =

√(
ψ(Ȳ N

tk
) +

σψ′(Ȳ N
tk
)

∆t

∫ tk+1

tk

(Ws −Wtk)ds

)
∨ ψ

avec ψ(y) = f 2(y) et ψ = infy∈R ψ(y) = infy∈R f
2(y) ≥ 0. L’objectif final de cet énoncé

est de montrer que si ψ > 0 alors

∃C > 0, ∀N ∈ N∗, E
(

max
0≤k≤N

|X̄tk − X̄N
tk
|2
)

≤ C

N2
(3.41)

Dans le reste de l’énoncé on notera C des constantes indépendantes de N qui
peuvent varier de ligne en ligne.

7. Comment peut-on simuler le vecteur (Wtk+1
−Wtk ,

∫ tk+1

tk
(Ws−Wtk)ds)0≤k≤N−1 ? En

quoi, pour le pricing d’options exotiques, le schéma (X̄N
tk
)0≤k≤N est-il aussi perfor-

mant que le schéma de Milstein ?
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8. Vérifier que

max
0≤k≤N

|X̄tk − X̄N
tk
|2 ≤ C

(
TN1 + max

1≤k≤N
(TN2,k)

2 + max
1≤k≤N

(TN3,k)
2

)

où TN1 = max
0≤k≤N

(F (Ytk)− F (Ȳ N
tk
))2 + max

1≤k≤N

(
∆t

k−1∑
j=0

(h(Ytj)− h(Ȳ N
tj
))

)2

,

TN2,k =

∫ tk

0

h(Ys)ds−∆t
k−1∑
j=0

h(Ytj),

TN3,k =
k−1∑
j=0

(
ηNj −

√
1

∆t

∫ tj+1

tj

ψ(Ys)ds

)
(Btj+1

−Btj).

9. Vérifier que max
1≤k≤N

(
1

N

k−1∑
j=0

(h(Ytj)− h(Ȳ N
tj
))

)2

≤ max
1≤k≤N−1

(h(Ytk)− h(Ȳ N
tk
))2 et en

déduire que E(TN1 ) ≤ C
N2 ?

10. Vérifier que TN2,k =
∫ tk
0
(τ̄s−s)

(
(bh′ + σ2h′′

2
)(Ys)ds+ σh′(Ys)dWs

)
où, pour s ∈ [0, T ],

τ̄s = ⌈ s
∆t
⌉∆t désigne l’instant de discrétisation juste après s. En déduire que

E(max1≤k≤N(T
N
2,k)

2) ≤ C
N2 .

11. (a) Que peut-on dire du processus (TN3,k)1≤k≤N ? En utilisant l’inégalité de Doob et

le caractère lipschitzien de la racine carrée sur [ψ̄,+∞[, en déduire que

E
(

max
1≤k≤N

(TN3,k)
2

)
≤ C

N
E

(
N−1∑
j=0

((T̄ j3 )
2 + (T̃ j3 )

2)

)

où T̄ j3 = ψ(Ȳ N
tj
)− ψ(Ytj) +

σψ′(Ȳ N
tj
)− σψ′(Ytj)

∆t

∫ tj+1

tj

(Ws −Wtj)ds

et T̃ j3 = ψ(Ytj) +
σψ′(Ytj)

∆t

∫ tj+1

tj

(Ws −Wtj)ds−
1

∆t

∫ tj+1

tj

ψ(Ys)ds.

(b) Calculer E
((

1
∆t

∫ tj+1

tj
(Ws −Wtj)ds

)2 ∣∣∣∣(Wu)u≤tj

)
et en déduire que

E((T̄ j3 )2) ≤ C
N2 .

(c) Vérifier que T̃ j3 = 1
∆t

∫ tj+1

tj
(s−τ̄s)

(
(bψ′ + σ2ψ′′

2
)(Ys)ds+ (σψ′(Ys)− σψ′(Ytj))dWs

)
et en déduire que E((T̃ j3 )2) ≤ C

N2 .

12. Conclure que (3.41) est vraie.

3.8.9 Simulation du modèle de Cox-Ingersoll-Ross I

On s’intéresse à l’équation différentielle stochastique{
dXt = a(b−Xt)dt+ σ

√
Xt dWt

X0 = x0
(3.42)
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où a, b, σ, x0 > 0 et (Wt)t≥0 est un mouvement brownien réel.
Pour une étude approfondie de schémas de discrétisation pour ce modèle, nous renvoyons
à [1].
Soit T > 0 et N ∈ N∗. On pose ∆t = T/N et pour 0 ≤ k ≤ N , on note tk = kT/N = k∆t.

1. (a) Quel résultat assure l’existence d’une unique solution à l’équation{
dYt = −a

2
Ytdt+

σ
2
dBt

Y0 =
√
x0

où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien standard. Que peut-on dire du proces-

sus Wt =
∫ t
0

(
1{Ys≥0} − 1{Ys<0}

)
dBs ? Vérifier que Xt = (Yt)

2 est solution de

l’équation (3.42) pour b = σ2

4a
.

(b) On se donne maintenant (W 1
t , . . . ,W

d
t )t≥0 un mouvement brownien à valeurs

Rd et pour 1 ≤ i ≤ d on note Y i
t la solution de{

dY i
t = −a

2
Y i
t dt+

σ
2
dW i

t

Y i
0 = 1{i=1}

√
x0.

On pose Xt =
∑d

i=1(Y
i
t )

2. Que peut-on dire du processus

Wt =

∫ t

0

1{Xs>0}
1√
Xs

d∑
i=1

Y i
s dW

i
s +

∫ t

0

1{Xs=0}dW
1
s ?

En déduire que Xt est solution de l’équation (3.42) pour b = dσ2

4a
.

On admet désormais que l’équation (3.42) possède une unique solution (Xt)t≥0

telle que P(∀t ≥ 0, Xt ≥ 0) = 1.

2. Vérifier que la variable X̄N
t1

obtenue par le schéma d’Euler prend des valeurs stricte-
ment négatives avec probabilité strictement positive. Quel problème cela pose-t-il ?

3. On pose α
déf
= 2ab

σ2 et

∀x > 0, s(x) =

∫ x

1

y−αeαy/bdy.

Pour k, n ∈ N∗ tels que 1/n ≤ x0 ≤ k, on pose

τ kn = inf{t ≥ 0, Xt /∈]1/n, k[}
τ k = inf{t ≥ 0, Xt ≥ k}
τn = inf{t ≥ 0, Xt ≤ 1/n}.

On admet que P(τ kn < +∞) = 1.

(a) Vérifier que ∀x > 0, s′′(x) = −α(b− x)

bx
s′(x).

(b) Calculer ds(Xt). En déduire que E
(
s
(
Xτkn

))
= s(x0).

(c) On suppose que α > 1. Donner limn→+∞ s(1/n).
En déduire limn→+∞ P

(
Xτkn

= 1/n
)
puis limn→+∞ P(τn > τ k). Conclure que

P(∀t ≤ τ k, Xt > 0) = 1 puis que P(∀t ≥ 0, Xt > 0) = 1.

4. On se place désormais dans le cas α > 1.
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(a) Calculer <
√
X,W >t.

(b) En remarquant que pour 0 ≤ k ≤ N − 1,
√
Xtk+1

(
Wtk+1

−Wtk

)
est égal à(√

Xtk+1
−
√
Xtk

) (
Wtk+1

−Wtk

)
+
√
Xtk

(
Wtk+1

−Wtk

)
,

donner la limite en probabilité de
∑N−1

k=0

√
Xtk+1

(
Wtk+1

−Wtk

)
lorsque N →

+∞.

(c) Conclure que

x0 +
N−1∑
k=0

[(
a(b−Xtk+1

)− σ2

2

)
∆t+ σ

√
Xtk+1

(
Wtk+1

−Wtk

)]
converge vers XT lorsque N → +∞.
Ce résultat suggère l’utilisation du schéma implicite suivantX̃0 = x0 et pour 0 ≤ k ≤ N − 1,

X̃tk+1
= X̃tk +

(
a(b− X̃tk+1

)− σ2

2

)
∆t+ σ

√
X̃tk+1

(
Wtk+1

−Wtk

) (3.43)

pour l’équation (3.42). En raison du caractère implicite, il faut vérifier que
l’équation de récurrence qui précède a bien une solution.

(d) Vérifier que pour x > 0 et w ∈ R, l’équation

(1 + a∆t)y2 − wy − ((α− 1)σ2∆t/2 + x) = 0

portant sur la variable y admet une unique racine strictement positive f(x,w)
que l’exprimera.

(e) En déduire l’existence d’une suite de variables strictement positives (X̃tk)0≤k≤N
vérifiant (3.43).

(f) Pour insister sur la dépendance en la condition initiale x0, on note Xx0
T la

solution de l’équation (3.42) en T et X̃x0
T son approximation obtenue par le

schéma implicite (3.43). On peut démontrer que x0 → Xx0
T est croissante.

Vérifier que x0 → X̃x0
T satisfait la même propriété (Indication : on pourra

commencer par s’intéresser à la monotonie de la fonction f(x,w) en sa première
variable).

5. Pour λ ≥ 0, on note φ(t, λ) = E
(
e−λXt

)
la transformée de Laplace de Xt pour le

paramètre λ. En calculant de−λXt , vérifier que φ est solution de l’équation
∂tφ(t, λ) + λabφ(t, λ) +

(
λa+ σ2λ2

2

)
∂λφ(t, λ) = 0, (t, λ) ∈ R+ × R+

φ(0, λ) = e−λx0 , λ ∈ R+

φ(t, 0) = 1, t ∈ R+.

L’obtention d’une telle équation aux dérivées partielles suggère que l’on peut
déterminer la loi de Xt. C’est effectivement le cas et il est possible de simuler suivant
cette loi, ce qui constitue une alternative au schéma implicite (3.43).



3.8. PROBLÈMES 105

3.8.10 Simulation du modèle de Cox-Ingersoll-Ross II

On s’intéresse à l’équation différentielle stochastique{
dXt = adt+ σ

√
Xt dWt

X0 = x0
(3.44)

où a, σ, x0 > 0 et (Wt)t≥0 est un mouvement brownien réel.

1. On pose Yt =
√
x0 +

σ
2
Bt où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien standard. Que

peut-on dire du processus Wt =
∫ t
0

(
1{Ys≥0} − 1{Ys<0}

)
dBs ? Vérifier que Xt = (Yt)

2

est solution de l’équation (3.44) pour a = σ2

4
.

On admet désormais que pour tout a > 0, l’équation (3.44) admet une
solution (Xt)t≥0 telle que P(∀t ≥ 0, Xt ≥ 0) = 1.

2. On souhaite maintenant montrer l’unicité pour (3.44). On suppose donc que (Xt)t≥0

et (X̃t)t≥0 sont deux solutions telles que P(∀t ≥ 0, min(Xt, X̃t) ≥ 0) = 1.

(a) Soit N un entier supérieur ou égal à 2. Calculer
∫ 1/ lnN

1/(N1/4 lnN)
du
u
.

En déduire sans l’expliciter l’existence d’une suite de fonctions ρN : R+ → R+

continues avec ρN nulle en dehors de [1/(N1/4 lnN), 1/ lnN ], vérifiant∫ 1/ ln(N)

0

ρN(u)du = 1 et ∀u ∈ R∗
+, ρN(u) ≤

8

u lnN
.

(b) Pour N ≥ 2 et x ∈ R, on pose φN(x) =
∫ |x|
0

∫ y
0
ρN(u)dudy. Vérifier que φN est

une fonction C2 paire telle que

∀x ∈ R, |φ′′
N(x)| ≤ min

(
8

|x| lnN
, 8N1/4

)
. (3.45)

Verifier que ∀x ∈ R+, 0 ≤ φ′
N(x) ≤ 1. Que vaut φ′

N(x) pour x ≥ 1/ lnN ? En
déduire que

∀x ∈ R, |x| − 1

lnN
≤ φN(x) ≤ |x|. (3.46)

Ces fonctions régulières qui approchent la fonction valeur absolue s’appellent
fonctions de Yamada.

(c) En remarquant que pour x, x̃ ≥ 0, (
√
x −

√
x̃)2 ≤ |x − x̃|, vérifier que pour

t ≥ 0,

φN(Xt − X̃t) ≤ σ

∫ t

0

φ′
N(Xs − X̃s)

(√
Xs −

√
X̃s

)
dWs +

4σ2t

lnN
.

(d) En introduisant les temps d’arrêt, ηM = inf
{
s ≥ 0 :

∣∣∣√Xs −
√
X̃s

∣∣∣ ≥M
}
,

montrer que E
(
φN(Xt − X̃t)

)
≤ 4σ2t

lnN
.

(e) Conclure que E|Xt − X̃t| = 0.

3. On souhaite désormais discrétiser en temps l’équation (3.44) dans le cas où a ≥ σ2

4
.

On se donne T > 0, un entier N supérieur ou égal à 2 et pour k ∈ {0, . . . , N}, on
pose tk = kT/N .
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(a) Vérifier que la variable X̄N
t1

obtenue par le schéma d’Euler prend des valeurs
strictement négatives avec probabilité strictement positive. Quel problème cela
pose-t-il ?

(b) On note (XN
tk
)0≤k≤N la discrétisation de (3.44) à l’aide du schéma de Milshtein.

En remarquant que XN
tk+1

−
(
a− σ2

4

)
T
N

est une variable aléatoire positive,

vérifier que ce schéma est bien défini.

(c) Vérifier que si on note τs =
[
Ns
T

]
T
N

le dernier instant de discrétisation avant
s ∈ [0, T ], alors

XN
t = x0 + at+

∫ t

0

(
σ
√
XN
τs +

σ2

2
(Ws −Wτs)

)
dWs

cöıncide avec le schéma de Milshtein aux instant tk.

(d) Soit t ∈ [0, T ]. Calculer E(XN
t ) et vérifier que

E
(
(XN

t −XN
τt )

2
)
=

(
a2 +

σ4

8

)
(t− τt)

2 + σ2(x0 + aτt)(t− τt).

En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que

∀N ∈ N∗, ∀t ∈ [0, T ], E|XN
t −XN

τt | ≤
C√
N
.

(e) Vérifier que pour t ≤ T ,

φN(Xt −XN
t ) ≤

∫ t

0

φ′
N(Xs −XN

s )

(
σ
√
Xs − σ

√
XN
τs −

σ2

2
(Ws −Wτs)

)
dWs

+

∫ t

0

φ′′
N(Xs −XN

s )

(
σ2|Xs −XN

τs |+
σ4

4
(Ws −Wτs)

2

)
ds.

(f) En utilisant notamment (3.45) et (3.46), en déduire que

E|Xt −XN
t | ≤ 1 + 8σ2t

lnN
+ 8σ2N1/4

∫ t

0

E
(
|XN

s −XN
τs |+

σ2

4
(Ws −Wτs)

2

)
ds.

(g) Conclure à l’existence d’une constante C > 0 telle que

∀N ∈ N∗, ∀t ∈ [0, T ], E|Xt −XN
t | ≤ C

lnN
.

En fait, on peut par cette approche montrer que (XN
t , t ∈ [0, T ])N∈N∗ est une

suite de Cauchy dans un espace complet bien choisi et en déduire l’existence
pour (3.44).

4. On se donne maintenant b ∈ R∗ et on note

1

b−
=

{
−1
b
si b < 0

+∞ si b ≥ 0
.

(a) Vérifier que pour t ≥ 0, 1
b
(ebt− 1) < 1

b−
(où par convention 1/0 est égal à +∞)

et montrer que
(
Bt =

∫ 1
b
(ebt−1)

0
dWu√
1+bu

)
t≥0

est un mouvement brownien réel.
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(b) Montrer que pour t < 1/b−, Yt =
Xt
1+bt

vérifie

Yt = x0 +

∫ t

0

(a− bYu)
du

1 + bu
+ σ

∫ t

0

√
Yu

dWu√
1 + bu

.

(c) Vérifier que pour t ≥ 0, max0≤k≤N−1
1
b

(
eb(k+1)t/N − ebkt/N

)
tend vers 0 lorsque

N → +∞. En déduire que
∑N−1

k=0

√
Y 1
b
(ebkt/N−1)

∫ 1
b
(eb(k+1)t/N−1)

1
b
(ebkt/N−1)

dWu√
1+bu

converge

en probabilité vers
∫ 1
b
(ebt−1)

0

√
Yu

dWu√
1+bu

.

Conclure que
(
Zt = Y 1

b
(ebt−1)

)
t≥0

est solution de{
dZt = (a− bZt)dt+ σ

√
Zt dBt

Z0 = x0,

équation pour laquelle on peut montrer l’unicité en procédant comme dans la
question 2.

(d) En déduire une méthode pour approcher ZS où S > 0.

3.8.11 Simulation exacte en loi d’une EDS en dimension 1

Ce problème présente dans un cadre simplifié la technique de simulation exacte proposée
par Beskos Papaspiliopoulos et Roberts [13].

1. Méthode du rejet
Soit (W i)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées à valeurs dans un espace mesurable (C, C) et f : C → [0,M ] (où M > 0)
mesurable telle que E(f(W 1)) = 1.
On se donne également (Ai)i≥1 une suite d’événements tels que conditionnellement

à (W j)j≥1 les Ai sont indépendants et de probabilités respectives 1 − f(W i)
M

, ce qui
signifie que

∀I ⊂ N∗, E

(∏
i∈I

1Ai

∣∣∣∣(W j)j≥1

)
=
∏
i∈I

(
1− f(W i)

M

)
. (3.47)

(a) Pourquoi a-t-on M ≥ 1 ? On pose

N =
∑
n∈N∗

n1A1∩A2∩...∩An−1∩Acn .

Pour n ∈ N∗, vérifier que

E
(
1A1∩A2∩...∩An−1∩Acn

∣∣∣∣(W j)j≥1

)
=
f(W n)

M

n−1∏
i=1

(
1− f(W i)

M

)
En déduire la loi de N et vérifier que P(N = 0) = 0.

(b) On pose Y = WN . Pour φ : C → R+ mesurable et n ∈ N∗, calcu-
ler E

(
1{N=n}φ(Y )

)
. En déduire que les variables aléatoires Y et N sont

indépendantes et que

E(φ(Y )) = E(φ(W 1)f(W 1)).
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(c) Si on dispose d’une suite (Ui)i≥1 de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
uniforme sur [0, 1] indépendante de (W i)i≥1, comment génère-t-on usuellement
les événements Ai ?

2. Transformation de l’EDS
On se donne sur (Ω,F ,P) un mouvement Brownien réel (Wt, t ≤ T ). On note E
l’espérance sous P. On s’intéresse à l’EDS

Xt = x0 +

∫ t

0

σ(Xs)dWs +

∫ t

0

b(Xs)ds, t ≤ T

où σ : R → R∗
+ et b : R → R sont des fonctions régulières et x0 ∈ R.

(a) On pose η(x) =
∫ x
x0

dz
σ(z)

. Pourquoi la fonction η est-elle inversible ?

Vérifier que Yt = η(Xt) est solution de l’EDS

Yt = Wt +

∫ t

0

γ(Ys)ds, t ≤ T

pour une fonction γ à préciser.

(b) On suppose que E
(
exp

(
−
∫ T
0
γ(Ys)dWs − 1

2

∫ T
0
γ2(Ys)ds

))
= 1 et on note Q

la probabilité sur (Ω,F) définie par

dQ
dP

= exp

(
−
∫ T

0

γ(Ys)dWs −
1

2

∫ T

0

γ2(Ys)ds

)
.

Que peut-on dire du processus (Yt, t ≤ T ) sous Q ?
En déduire que si ϕ : C([0, T ],R) → R est mesurable et positive,

E
(
ϕ(Yt, t ≤ T )

dQ
dP

)
= E (ϕ(Wt, t ≤ T )) . (3.48)

(c) Vérifier à l’aide de la formule d’Itô que si on pose G(y) =
∫ y
0
γ(z)dz,

dQ
dP

= exp

(
−G(YT ) +

1

2

∫ T

0

[γ2 + γ′](Ys)ds

)
.

Soit φ : C([0, T ],R) → R mesurable et positive. En choisissant bien ϕ dans
(3.48), conclure que

E (φ(Yt, t ≤ T )) = E (φ(Wt, t ≤ T )f(Wt, t ≤ T )) ,

où pour (zt, t ≤ T ) ∈ C([0, T ],R),

f(zt, t ≤ T ) = exp

(
G(zT )−

1

2

∫ T

0

[γ2 + γ′](zs)ds

)
. (3.49)

3. Simulation exacte en loi
On suppose désormais 3 que la fonction z ∈ R → H(z) = exp(G(z)) est majorée par
MH et que la fonction z ∈ R → 1

2
[γ2 + γ′](z) est à valeurs dans [mγ,mγ + λ] avec

MH , λ > 0 et mγ ∈ R.

3. Les hypothèses que nous faisons ici sont restrictives dans un but de simplification. Mais cette
technique de simulation proposée par Beskos, Papaspiliopoulos et Roberts peut être adaptée dès que

— la fonction exp
(
G(z)− z2

2T

)
est intégrable sur R,

— la fonction 1
2 [γ

2 + γ′](z) est minorée par mγ et l’une de ses limites supérieures pour z → +∞ ou
pour z → −∞ est finie.
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(a) Vérifier que la fonction f définie par (3.49) est majorée par M =
MH exp(−mγT ) et que la fonction z ∈ R → l(z) = 1

2
[γ2 + γ′](z) − mγ est

à valeurs dans [0, λ].

(b) On se donne indépendamment de (Wt, t ≤ T ) deux suites indépendantes de
variables aléatoires i.i.d. (Ui)i≥0 et (τi)i≥1 avec U0 de loi uniforme sur [0, 1] et
τ1 exponentielle de paramètre λ.
On pose S0 = 0 et pour n ≥ 1, Sn = τ1 + . . .+ τn. Montrer que pour n ≥ 1 et
(zt, t ≤ T ) ∈ C([0, T ],R),

P
(
Sn ≤ T < Sn+1, U1 ≥

l(zS1)

λ
, . . . , Un ≥ l(zSn)

λ

)
= e−λT

∫
DnT

n∏
k=1

(λ− l(zt1+...+tk))dt1 . . . dtn

où Dn
T = {(t1, . . . , tn) ∈ Rn

+ : t1 + . . .+ tn ≤ T}.
En effectuant un changement de variables approprié dans cette intégrale, en
déduire que

P
(
Sn ≤ T < Sn+1, U1 ≥

l(zS1)

λ
, . . . , Un ≥ l(zSn)

λ

)
= e−λT

(
λT −

∫ T
0
l(zs)ds

)n
n!

.

Vérifier que cette formule reste vraie pour n = 0.

(c) En déduire que si ν =
∑

n≥1 n1{Sn≤T<Sn+1},

P
(
U0 ≤

H(zT )

MH

, U1 ≥
l(zS1)

λ
, . . . , Uν ≥

l(zSν )

λ

)
=
f(zt, t ≤ T )

M
.

(d) Soit A l’événement de contraire Ac ={
U0 ≤ H(WT )

MH
, U1 ≥

l(WS1
)

λ
, . . . , Uν ≥ l(WSν )

λ

}
. Calculer E(1A|(Wt, t ≤ T )).

(e) En utilisant la question 1, conclure comment simuler en loi YT et donc XT .

3.8.12 Méthode de Monte Carlo pour les options asiatiques

Sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien
réel standard. On se place dans le modèle de Black-Scholes avec taux d’intérêt r sous la

probabilité risque-neutre où le cours à l’instant t de l’actif risqué est St = S0e
σWt+(r−σ2

2
)t.

L’objectif de ce problème est de récrire le prix

P = E
(
e−rTφ

(
1

T

∫ T

0

Stdt

))
de l’option asiatique de payoff φ sous une forme préparant l’application de la méthode de
simulation exacte décrite dans le problème 3.8.11.

1. On pose γ = r − σ2

2
et Xt =

St
t

∫ t
0
e−σWu−γudu pour t > 0.

(a) Vérifier que XT = 1
T

∫ T
0
S0e

σ(WT−WT−t)+γtdt.

(b) Que peut-on dire du processus (WT −WT−t)t∈[0,T ] ?
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(c) En déduire que P = E(e−rTφ(XT )).

(d) Donner limt→0+ Xt et calculer dXt.

(e) En déduire que le processus Yt = ln(Xt/S0) est solution de l’EDS

dYt = σdWt + γdt+
e−Yt − 1

t
dt, Y0 = 0. (3.50)

(f) Pour Ỹ une autre solution de cette équation, vérifier que d(Yt − Ỹt)
2 ≤ 0 et en

déduire l’unicité trajectorielle pour (3.50).

2. Pour t > 0 soit Zt =
σ
t

∫ t
0
sdWs +

γ
2
t.

(a) Pour u, t ≥ 0, calculer E(Zt) et Cov (Zu, Zt).

(b) Pour 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ T , que peut-on dire du vecteur (Zt1 , . . . , Ztn) ?
Comment peut-on le simuler ?

(c) Vérifier que 1
t

∫ t
0
sdWs = Wt − 1

t

∫ t
0
Wsds et en déduire limt→0+ Zt.

(d) Montrer que Zt est solution de l’EDS

dZt = σdWt + γdt− Zt
t
dt, Z0 = 0.

Pourquoi est-ce l’unique solution de cette équation ?

3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que l’on est amené à considérer
sont bien définies.

(a) Pour un processus (Ht)t∈[0,T ] adapté à la filtration de W et suffisamment

intégrable, donner dQ
dP tel que sous la probabilité Q, (Bt = Wt −

∫ t
0
Hsds)t≤T

est un mouvement Brownien.

(b) Préciser Ht pour que Zt soit solution de l’EDS

dZt = σdBt + γdt+
e−Zt − 1

t
dt, Z0 = 0.

(c) On pose

A(t, z) =
1− z + z2

2
− e−z

σ2t
et f(t, z) =

[
A

t
+

(
z

t
− γ − σ2

2

∂A

∂z

)
∂A

∂z
− σ2

2

∂2A

∂z2

]
(t, z).

En admettant que d’après la loi du logarithme itéré, pour tout ε > 0, Zt =
o(t

1
2
−ε) en 0+, donner limt→0+ A(t, Zt).

(d) Calculer dA(t, Zt). En déduire que
∫ T
0
HtdWt − 1

2

∫ T
0
H2
t dt = A(T, ZT ) +∫ T

0
f(t, Zt)dt puis que

P = E
(
ψ(ZT )e

∫ T
0 f(t,Zt)dt

)
où ψ(z) = e−rTφ(S0e

z)eA(T,z).

3.8.13 Schéma de Ninomiya Victoir [61]

Dans cette partie, par fonction régulière, on entend une fonction dérivable autant de
fois que nécessaire avec des dérivées bornées.
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Soit T > 0, y ∈ R, b : R → R une fonction régulière et sur un espace de probabilité
(Ω,F ,P), (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse à l’Equation
Différentielle Stochastique {

X0 = y,

dXt = dWt + b(Xt)dt.
(3.51)

Pour (t, z) ∈ R+×R, on introduit x(t, z) la solution à l’instant t de l’Equation Différentielle
Ordinaire issue de z à l’instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de l’EDS :{

x(0, z) = z,
d
dt
x(t, z) = b(x(t, z)).

(3.52)

On se donne N ∈ N∗ et pour 0 ≤ k ≤ N , on pose tk = kT/N . On s’intéresse à un schéma
de discrétisation proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans l’exemple simple qui
nous intéresse, pour passer du temps tk au temps tk+1, ce schéma consiste à intégrer 4

l’EDO (3.52) sur l’intervalle [tk,
(2k+1)T

2N
] puis à ajouter l’accroissement brownien et enfin

à intégrer l’EDO (3.52) sur l’intervalle de temps [ (2k+1)T
2N

, tk+1] :{
X̄0 = y,

∀k ∈ {0, . . . , N − 1}, X̄tk+1
= x( T

2N
, Zk+ 1

2
) où Zk+ 1

2
= x( T

2N
, X̄tk) +Wtk+1

−Wtk .

(3.53)
L’objectif de ce sujet est de vérifier que l’ordre faible de ce schéma est en 1

N2 . Pour cela,
on s’intéressera au cas d’un coefficient de dérive linéaire avant de traiter le cas général.

Les 2 questions peuvent être traitées de façon indépendante.

1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : ∀y ∈ R, b(y) = cy où c ∈ R∗.

(a) Quelle est la solution x(t, z) de l’EDO (3.52) ? Préciser le schéma (3.53) dans
ce cas particulier. Vérifier que

∀k ∈ {0, . . . , N}, X̄tk = yectk + e
cT
2N

k∑
l=1

ec(tk−tl)(Wtl −Wtl−1
).

En déduire que Var (X̄T ) =
e2cT−1

2c
×

cT
N

sinh( cT
N

)
.

(b) Quelle est la loi de XT ? En déduire que XT a même loi que X̄T +
√
γN G

où G est une gaussienne centrée réduite indépendante de (Wt)t∈[0,T ] et γN une
constante que l’on précisera.

(c) En remarquant que si f : R → R est une fonction C2, alors

∀x, z ∈ R, f(x+ z) = f(x) + zf ′(x) + z2
∫ 1

0

(1− α)f ′′(x+ αz)dα,

en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,∣∣E(f(XT ))− E(f(X̄T ))
∣∣ ≤ supz∈R |f ′′(z)|

2
γN .

Conclure que l’ordre faible du schéma est en 1/N2.

4. Si la solution de l’EDO (3.52) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir à un schéma de
discrétisation pour cette étape. Il faut choisir ce schéma avec soin pour préserver l’ordre faible du schéma
qui en découle pour l’EDS (3.51).
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(d) On note X̂tk la valeur obtenue en tk par le schéma d’Euler avec pas de temps
T
N
. Calculer E(X̂T ) et Var (X̂T ).

(e) On suppose c > 0. Vérifier que XT a même loi que X̂T + η̂N +
√
γ̂N G pour des

constantes η̂N et γ̂N à préciser. Retrouver que l’ordre faible du schéma d’Euler
est en 1/N . Comment peut-on améliorer la convergence de ce schéma ?

2. Cas général : Pour f : R → R une fonction régulière, on introduit la solution u,
supposée régulière, de l’Equation aux Dérivées Partielles{

∂u
∂t
(t, x) + Lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× R

u(T, x) = f(x), x ∈ R
, (3.54)

où L est le générateur infinitésimal de l’EDS (3.51) : Lg(x) = 1
2
g′′(x) + b(x)g′(x).

(a) Vérifier que

E(f(X̄T ))− E(f(XT )) =
N−1∑
k=0

Ek où Ek = E
(
u(tk+1, X̄tk+1

)− u(tk, X̄tk)
)
.

(b) Vérifier que ∂2u
∂t2

(t, x) = L(Lu)(t, x). En admettant provisoirement que

E(u(tk+1, X̄tk+1
)|X̄tk)) =u(tk+1, X̄tk) + Lu(tk+1, X̄tk)

T

N

+
1

2
L(Lu)(tk+1, X̄tk)

T 2

N2
+O

(
1

N3

)
, (3.55)

en déduire que Ek = O
(

1
N3

)
et conclure que l’ordre faible du schéma est 1/N2.

(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R → R régulière

E(g(X̄t1)) = g(y) + Lg(y)t1 + L(Lg)(y)
t21
2
+O

(
1

N3

)
, (3.56)

propriété qui se généralise facilement en (3.55).

i. Vérifier que

g(x(t, z)) = g(z) + (bg′)(z)t+

∫ t

0

∫ s

0

b(bg′)′(x(r, z))drds

et en déduire que pour t au voisinage de 0,

g(x(t, z)) = g(z) + (bg′)(z)t+ b(bg′)′(z)
t2

2
+O

(
t3
)

et x(t, z) = z + b(z)t+ bb′(z)
t2

2
+O

(
t3
)
.

ii. En déduire que

g(X̄t1) =g

(
y + b(y)

t1
2
+ bb′(y)

t21
8
+Wt1 +O

(
1

N3

))
+ (bg′)

(
y + b(y)

t1
2
+ bb′(y)

t21
8
+Wt1 +O

(
1

N3

))
t1
2

+ b(bg′)′
(
y + b(y)

t1
2
+ bb′(y)

t21
8
+Wt1 +O

(
1

N3

))
t21
8
+O

(
1

N3

)
.
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iii. Vérifier que E
(
(bg′)

(
y + b(y) t1

2
+ bb′(y)

t21
8
+Wt1 +O

(
1
N3 )
)))

est égal à

bg′(y) + (bg′)′(y)b(y)
t1
2
+

1

2
(bg′)′′(y)t1 +O

(
1

N2

)
.

iv. Vérifier que E
(
g
(
y + b(y) t1

2
+ bb′(y)

t21
8
+Wt1 +O

(
1
N3

)))
est égal à un

terme en O
(

1
N3

)
près à la fonction

g + g′ ×
(
b
t1
2
+ bb′

t21
8

)
+

1

2
g′′ ×

(
b2
t21
4
+ t1

)
+

1

6
g(3) ×

(
3b
t21
2

)
+

3t21
24
g(4)

prise au point y (g(k) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).

v. En remarquant que

L(Lg) =
1

4
b(b′g′ + bg′′) +

1

2
b(bg′)′ +

1

4
b(bg′)′ +

1

2
(bg′)′′ +

1

2
bg(3) +

1

4
g(4),

conclure que (3.56) est vérifiée.

Dans le cas de l’EDS générale posée en dimension n avec (W 1, . . . ,W d) un mouvement
brownien standard de dimension d :

dXt =
d∑
j=1

σj(Xt)dW
j
t + b(Xt)dt

où b et les σj = (σ1j, . . . , σnj)
∗, 1 ≤ j ≤ d sont des fonctions régulières de Rn dans Rn,

le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uk)1≤k≤N de variables
uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W 1, . . . ,W d). Pour passer de
l’instant tk à l’instant tk+1, il consiste à

1. intégrer sur la durée T
2N

l’EDO
d

dt
x(t) =

[
b− 1

2

d∑
j=1

∂σjσj

]
(x(t)) où ∂σj =(

∂σij
∂σxl

)
1≤i,l≤n

.

2. Si Uk+1 ≤ 1
2
, intégrer successivement pour j croissant de 1 à d l’EDO d

dt
x(t) =

σj(x(t)) sur la durée aléatoireW j
tk+1

−W j
tk
. Si Uk+1 >

1
2
, effectuer la même opération

mais pour j décroissant de d à 1.

3. Reprendre la première étape.

3.8.14 Schémas de Ninomiya-Victoir [61] et de Ninomiya-
Ninomiya [62]

Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé à la fin du problème dans
les questions 8a et 8c.

1. Soit (X, Y ) un couple qui suit la loi gaussienneN2

((
0
0

)
,

(
a c
c b

))
. On suppose

a > 0 et on pose Z = Y − c
a
X.

(a) Quelle est la loi de (X,Z) ?
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(b) Vérifier que E(X4) = 3a2, E(X2Y 2) = ab + 2c2, E(X3Y ) = 3ac et E(XY 3) =
3bc.

(c) Montrer que pour l,m ∈ N, E(X lY m) = 0 dès lors que l +m est impair.

Dans toute la suite, par fonction régulière, on entend une fonction dérivable autant de fois
que nécessaire avec des dérivées bornées et φ désigne une fonction régulière de Rn dans
R.

Soit T > 0, y ∈ Rn, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn deux fonctions régulières. Sur un
espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne également (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien
à valeurs Rd. On s’intéresse à l’Equation Différentielle Stochastique{

X0 = y,

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt.
(3.57)

On note L l’opérateur différentiel du second ordre défini par

Lφ(x) =
1

2

n∑
i,l=1

ail(x)∂
2
xixl

φ(x) +
n∑
i=1

bi(x)∂xiφ(x) où ail(x) =
d∑
j=1

σij(x)σlj(x).

Pour j ∈ {1, . . . , d}, on note également σj(x) = (σij(x))1≤i≤n ∈ Rn la j-ème colonne de la
matrice σ et ∂σj(x) = (∂xiσlj(x))1≤l,i≤n ∈ Rn×n.

2. Écrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. À quelle condition peut-on
l’implémenter ?

3. Pour f : Rn → R une fonction régulière, on introduit la solution u, supposée
régulière, de l’Equation aux Dérivées Partielles{

∂u
∂t
(t, x) + Lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rn

u(T, x) = f(x), x ∈ Rn
. (3.58)

On note également (X̄tk)0≤k≤N le vecteur obtenu sur la grille temporelle tk = kT
N

par discrétisation de l’EDS (3.57) par un schéma approprié tel que X̄0 = y.

(a) Vérifier que

E(f(X̄T ))− E(f(XT )) =
N−1∑
k=0

Ek où Ek = E
(
u(tk+1, X̄tk+1

)− u(tk, X̄tk)
)
.

(b) Vérifier que ∂2u
∂t2

(t, x) = L2u(t, x) où L2u = L(Lu). En déduire que

u(tk+1, X̄tk) +
T

N
Lu(tk+1, X̄tk) +

T 2

2N2
L2u(tk+1, X̄tk) = u(tk, X̄tk) +O

(
1

N3

)
.

(c) Conclure que si pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1},

E(u(tk+1, X̄tk+1
)|X̄tk) =u(tk+1, X̄tk) +

T

N
Lu(tk+1, X̄tk)

+
T 2

2N2
L2u(tk+1, X̄tk) +O

(
1

N3

)
(3.59)

alors Ek = O
(

1
N3

)
et l’ordre faible du schéma est 1/N2.
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L’objectif du problème est de démontrer que (3.59) est vérifiée pour deux schémas proposés
récemment par Ninomiya et Victoir [61] et par Ninomiya et Ninomiya [62].

4. Pour j ∈ {1, . . . , d}, on note Vj l’opérateur différentiel du premier ordre défini
par Vjφ(x) = σj(x).∇φ(x) =

∑n
i=1 σij(x)∂xiφ(x). Pour V et W deux opérateurs

différentiels, VW désigne l’opérateur différentiel (en général différent deWV ) défini
par VWφ(x) = V (Wφ)(x). Pour m ∈ N∗, V m désigne l’opérateur V . . . V︸ ︷︷ ︸

m fois

.

Enfin, on pose V0 = L− 1
2

∑d
j=1 V

2
j .

(a) Exprimer L2 à l’aide des Vi, i ∈ {0, . . . , d}.
(b) Montrer que pour j ∈ {1, . . . , d},

V 2
j φ(x) =

n∑
i,l=1

σij(x)σlj(x)∂
2
xixl

φ(x) +
n∑
l=1

(
n∑
i=1

∂xiσlj(x)σij(x)

)
∂xlφ(x)

et en déduire que V0φ(x) = σ0(x).∇φ(x) où σ0(x) = b(x)− 1
2

∑d
j=1 ∂σjσj(x).

5. Pour η : Rn → Rn une fonction régulière on note V l’opérateur différentiel du
premier ordre défini par V φ(x) = η(x).∇φ(x) et (etV (x))t∈R l’unique solution de
l’Équation Différentielle ordinaire

d

dt
y(t) = η(y(t)), y(0) = x.

(a) Calculer dφ(etV (x))
dt

et en déduire que ∀t ∈ R, φ(etV (x)) = φ(x) +∫ t
0
V φ(esV (x))ds.

(b) En déduire que pour tout l ∈ N,

φ(etV (x)) =
l∑

m=0

tmV mφ(x)

m!
+

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sl

0

V l+1φ(esl+1V (x))dsl+1 . . . ds1.

Indication : écrire l’égalité de la question précédente en remplaçant φ par V mφ
où m ≥ 1.
Justifier la notation etV (x) et vérifier que φ(etV (x)) =

∑l
m=0

tmVmφ(x)
m!

+
O(|t|l+1).

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé à une fonction
régulière de Rn dans Rn. Montrer que pour s, t ∈ R,

φ(esW etV (x)) =
∑

m1,m2≥0

m1+m2≤l

sm1tm2V m2Wm1φ(x)

m1!m2!
+O((|s| ∨ |t|)l+1).

Indication : écrire le développement à l’ordre l de φ(esW (y)) en une valeur bien
choisie de y ∈ Rn.

6. Soit t > 0, G1, . . . , Gd des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour
j ∈ {1, . . . , d}, Zj =

√
tGj.

(a) Pour m = (m0, . . . ,md+1) ∈ Nd+2 on note ∥m∥ = 2(m0 + md+1) +
∑d

j=1mj.
Expliquer comment obtenir l’égalité

E
[
φ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x))

]
=

∑
m:∥m∥≤5

t
∥m∥
2

2m0+md+1

V
md+1

0 V md
d . . . V m1

1 V m0
0 φ(x)

m0!m1! . . .md!md+1!
E[Gm1

1 × . . .×Gmd
d ] +O(t3).



116 CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES EDS

(b) Remarquer que s’il existe j ∈ {1, . . . , d} tel que mj est impair, alors E[Gm1
1 ×

. . .×Gmd
d ] = 0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d+2)-

uplets m tels que ∥m∥ ∈ {0, 2, 4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0, . . . , 0),
les seuls termes non nuls de cette somme correspondent aux cas suivants où on
ne précise que les mi non nuls :

(1) m0 +md+1 = 1,

(2) mi = 2 pour un indice i ∈ {1, . . . , d},
(3) mi = 4 pour un indice i ∈ {1, . . . , d},
(4) mi = mj = 2 pour un couple d’indices i < j ∈ {1, . . . , d},
(5) mi = 2 pour un indice i ∈ {1, . . . , d} et m0 +md+1 = 1,

(6) m0 +md+1 = 2.

(c) Conclure que

E
[
φ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x))

]
= φ(x) + tLφ(x)

+
t2

2

(
1

4

d∑
i=1

V 4
i +

1

2

∑
1≤i<j≤d

V 2
j V

2
i +

1

2

{
V0

d∑
i=1

V 2
i +

d∑
i=1

V 2
i V0

}
+ V 2

0

)
φ(x) +O(t3).

(d) En déduire que

E
[
1

2
φ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x)) +

1

2
φ(e

t
2
V0eZdVd . . . eZ1V1e

t
2
V0(x))

]
= φ(x) + tLφ(x) +

t2

2
L2φ(x) +O(t3).

7. Le schéma de Ninomiya et Victoir [61] nécessite de générer une suite (Uk)1≤k≤N
de variables uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W 1, . . . ,W d).
Pour passer de X̄tk à X̄tk+1

, il consiste à

(i) Intégrer sur la durée T
2N

l’EDO d
dt
y(t) = σ0(y(t)),

(ii) Si Uk+1 ≤ 1
2
, intégrer successivement pour j croissant de 1 à d l’EDO d

dt
y(t) =

σj(y(t)) sur la durée aléatoire W j
tk+1

− W j
tk
. Si Uk+1 >

1
2
, effectuer la même

opération mais pour j décroissant de d à 1.

(iii) Reprendre l’étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

E(φ(X̄t1)) = φ(y) +
T

N
Lφ(y) +

T 2

2N2
L2φ(y) +O

(
1

N3

)
,

propriété qui se généralise facilement en (3.59).

8. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu’il faut intégrer (d+2) EDOs
à chaque pas de temps, ce qui peut s’avérer très coûteux. Ninomiya et Ninomiya
[62] ont proposé un schéma qui préserve l’ordre de convergence faible en 1/N2 mais
dans lequel il suffit d’intégrer deux EDOs à chaque pas de temps.

(a) Soit (G1,j, G2,j)1≤j≤d des couples i.i.d. suivant la loi N2

((
0
0

)
,

(
a c
c b

))
.

À l’aide de la question 1, montrer que E(
∏d

j=1G
lj
1,jG

mj
2,j ) = 0 dès que la somme

des deux coordonnées de l’un des couples (lj,mj) ∈ N2 est impaire.
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(b) Soient α, β ∈ R. Expliquer comment obtenir l’égalité

E
(
φ(etβV0+

√
t
∑d

j=1 G2,jVjetαV0+
√
t
∑d

j=1 G1,jVj (x))
)

= φ(x) + tV0φ(x)(α+ β) + t

d∑
j=1

V 2
j φ(x)

(
E(G2

1,j)

2
+ E(G1,jG2,j) +

E(G2
1,j)

2

)

+ t2V 2
0 φ(x)

(
α2

2
+ αβ +

β2

2

)
+ t2

d∑
j=1

{
VjV0Vjφ(x)

(
α
E(G2

1,j)

6
+ (α+ β)

E(G1,jG2,j)

2
+ β

E(G2
2,j)

6

)

+ V0V
2
j φ(x)

(
α
E(G2

1,j)

6
+ α

E(G1,jG2,j) + E(G2
2,j)

2
+ β

E(G2
2,j)

6

)

+ V 2
j V0φ(x)

(
α
E(G2

1,j)

6
+ β

E(G2
1,j) + E(G1,jG2,j)

2
+ β

E(G2
2,j)

6

)

+ V 4
j φ(x)

(
E(G4

1,j)

24
+

E(G3
1,jG2,j)

6
+

E(G2
1,jG

2
2,j)

4
+

E(G1,jG
3
2,j)

6
+

E(G4
2,j)

24

)}

+ t2
d∑

i,j=1

i̸=j

{
V 2
i V

2
j φ(x)

(E(G2
1,iG

2
1,j)

24
+

E(G2
1,iG1,jG2,j)

6
+

E(G2
1,iG

2
2,j)

4

+
E(G1,iG2,iG

2
2,j)

6
+

E(G2
2,iG

2
2,j)

24

)

+ ViVjViVjφ(x)

(E(G2
1,iG

2
1,j)

24
+

E(G2
1,iG1,jG2,j)

6
+

E(G1,iG1,jG2,iG2,j)

4

+
E(G1,iG2,iG

2
2,j)

6
+

E(G2
2,iG

2
2,j)

24

)}
+O(t3)

(c) Soit u ≥ 1/2 et ε ∈ {−1, 1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1 +

u − ε
√

2(2u− 1) et c = −u + ε

√
2(2u−1)

2
,

(
a c
c b

)
est bien une matrice de

covariance. En posant également α = ε

√
2(2u−1)

2
et β = 1− α, vérifier que

a+ b+ 2c = 1 = a2 + 4ac+ 2ab+ 4c2 + 4bc+ b2

αa+ βb+ 3(α + β)c = 0

αa+ βb+ 3α(c+ b) = 3/2

αa+ βb+ 3β(c+ a) = 3/2

a2 + 4ac+ 6ab+ 4bc+ b2 = 3

a2 + 4ac+ 6c2 + 4bc+ b2 = 0

.

En déduire que pour ce choix

E
(
φ(etβV0+

√
t
∑d
j=1G2,jVjetαV0+

√
t
∑d
j=1G1,jVj(x))

)
= φ(x)+tLφ(x)+

t2

2
L2φ(x)+O(t3).

(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya ?
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3.8.15 Estimateur parametrix du prix d’une option vanille

Ce problème est consacré à l’estimateur parametrix introduit dans [10] du prix E[f(XS)]
d’une option vanille de maturité S déterministe, de fonction de payoff f : R → R, C∞

à dérivées à croissance polynomiale, portant sur le sous-jacent (Xt)t≤S dont l’évolution
temporelle est donnée par l’EDS{

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

X0 = x0

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien standard de dimension 1, σ, b : R → R sont des

fonctions C∞ à dérivées bornées et infx∈R σ(x) > 0. On pose a(x) = σ2(x) .

Représentation Poissonnienne d’une somme d’intégrales multiples Soit (Nt)t≥0

un processus de Poisson de paramètre λ, de temps de sauts (Tk)k≥1, indépendant de
(Wt)t≥0 et pour tout k ∈ N, ψk : [0, S]k → R+ une fonction mesurable (ψ0 ∈ R+ est une
constante).

1. On pose T0 = 0. Que peut-on dire des variables aléatoires (τk = Tk − Tk−1)k≥1 ?

2. Soit n ∈ N∗. Exprimer à l’aide du vecteur (τ1, . . . , τn+1) la variable aléatoire
1{NS=n}ψn(T1, . . . , Tn). En déduire que

E
[
1{NS=n}ψn(T1, . . . , Tn)

]
= e−λS

∫
0≤t1≤t2≤...≤tn≤S

λnψn(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn.

3. En déduire, avec la convention ψ0(T1, . . . , T0) = ψ0, que

eλSE [ψNS(T1, . . . , TNs)]

= ψ0 +
∑
n∈N∗

∫
0≤un≤un−1≤...≤u1≤S

λnψn(S − u1, . . . , S − un)dun . . . du1.

Méthode parametrix Pour s ≥ 0 et x ∈ R, on note Xx
s la solution à l’instant s de

l’EDS

Xx
s = x+

∫ s

0

σ(Xx
u)dWu +

∫ s

0

b(Xx
u)du

et X̄x
s = x + σ(x)Ws + b(x)s. Pour φ : R → R régulière, on note également, P̄sφ(x) =

E[φ(X̄x
s )] et Psφ(x) la solution de l’EDP{
∂sPsφ(x) = L(Psφ)(x), (s, x) ∈ R+ × R
P0φ(x) = φ(x), x ∈ R

où Lψ(x) =
a(x)

2
ψ′′(x) + b(x)ψ′(x).

On admet que cette solution est C∞ avec des dérivées bornées.

4. Soit t > 0 et x ∈ R. Calculer dPt−sφ(Xx
s ) par la formule d’Itô et en déduire que

Ptφ(x) = E[φ(Xx
t )].

5. Vérifier que pour s > 0, X̄x
s possède la densité gs(x, y) = 1

σ(x)
√
2πs
e−

(y−x−b(x)s)2
2a(x)s .

Calculer ∂s ln(gs(x, y)) et en déduire que ∂sP̄sφ(x) =
∫
R φ(y)θ̄s(x, y)gs(x, y)dy où

θ̄s(x, y) = − 1

2s
+

(y − x− b(x)s)2

2a(x)s2
+
b(x)(y − x− b(x)s)

a(x)s
.
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6. Calculer ∂y ln(gs(x, y)) et vérifier que

∂2yygs(x, y) =

(
(y − x− b(x)s)2

a2(x)s2
− 1

a(x)s

)
gs(x, y).

Expliquer, sans détailler les calculs, comment en déduire que P̄sLψ(x) =∫
R ψ(y)θ̃s(x, y)gs(x, y)dy où

θ̃s(x, y) =
1

2
a′′(y)− b′(y) +

(y − x− b(x)s)(b− a′)(y)

a(x)s

+
a(y)

2

(
(y − x− b(x)s)2

a2(x)s2
− 1

a(x)s

)
.

7. Remarquer que pour t ≥ u ≥ 0, ∂u(P̄t−uPuφ(x)) = −(∂sP̄s|s=t−u)Puφ(x) +
P̄t−uLPuφ(x) et en déduire que

Ptφ(x)− P̄tφ(x) =

∫ t

0

Qt−uPuφ(x)du

où Qsψ(x) =
∫
R ψ(y)θs(x, y)gs(x, y)dy pour une fonction θs que l’on exprimera à

l’aide de θ̄s et θ̃s.

8. Montrer que (Pt − P̄t)φ(x) =
∫ t
0
Qt−uP̄uφ(x)du+

∫ t
0
Qt−u(Pu − P̄u)φ(x)du.

9. En déduire que pour tout m ∈ N∗,

E[f(XS)] = P̄Sf(x0)

+
m∑
n=1

∫
0≤un≤un−1≤...≤u1≤S

QS−u1Qu1−u2 . . . Qun−1−unP̄unf(x0)du1 . . . dun +Rm

où

Rm =

∫
0≤um≤um−1≤...≤u1≤S

QS−u1Qu1−u2 . . . Qum−1−um(Pum − P̄um)f(x0)du1 . . . dum.

10. En admettant que limm→∞Rm = 0, en déduire à l’aide de la question 3 que

E[f(XS)] = eλSE
[
λ−NSQT1QT2−T1 . . . QTNS−TNS−1

P̄S−TNS f(x0)
]
,

où, par convention, QT1QT2−T1 . . . QTNS−TNS−1
P̄S−TNS f(x0) = P̄S−T0f(x0) = P̄Sf(x0)

si NS = 0.

On définit par récurrence
X̄0 = x0

∀k ∈ {0, . . . , NS − 1}, X̄Tk+1
= X̄Tk + σ(X̄Tk)(WTk+1

−WTk) + b(X̄Tk)(Tk+1 − Tk)

X̄S = X̄TNS
+ σ(X̄TNS

)(WS −WTNS
) + b(X̄TNS

)(S − TNS)

où la seconde étape n’a pas lieu lorsque NS = 0.
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11. Quelle est la loi conditionnelle de WS − WTNS
sachant (Nt)t≤S et (Wt)t≤TNS ? En

déduire que

E
[
f(X̄S)|(Nt)t≤S, (Wt)t≤TNS

]
= P̄S−TNsf(X̄TNs

),

et sur {NS ≥ 1},

E
[
f(X̄S)θTNS−TNS−1

(X̄TNS−1
X̄TNS

)|(Nt)t≤S, (Wt)t≤TNS−1

]
= QTNS−TNS−1

P̄S−TNsf(X̄TNs−1
).

En déduire que sur {NS ≥ 1},

E

[
f(X̄S)

NS∏
k=1

θTk−Tk−1
(X̄Tk−1

, X̄Tk)

∣∣∣∣(Nt)t≤S

]
= QT1QT2−T1 . . . QTNS−TNS−1

P̄S−TNS f(x0).

12. Conclure que

E[f(XS)] = eλSE

[
λ−NSf(X̄S)

NS∏
k=1

θTk−Tk−1
(X̄Tk−1

, X̄Tk)

]
avec la convention que le produit vaut 1 lorsque NS = 0.

3.8.16 Schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne un mouvement brownien (Wt)t≥0 de
dimension n et un vecteur aléatoire X0 à valeurs dans Rn indépendants. Ce problème est
consacré à la simulation de l’Équation Différentielle Stochastique

Xt = X0 +Wt −
∫ t

0

∇V (Xs)ds

où V : Rn → R une fonction régulière telle que
∫
Rn e

−2V (x)dx = 1. On suppose en parti-
culier que V est C2 et que ∇V et ∇2V sont lipschitziennes et bornées.
Dans la seconde partie, on montrera que si X0 possède la densité e−2V (x) par rapport à
la mesure de Lebesgue sur Rn, alors pour tout t > 0, Xt possède également la densité
e−2V (x). La première partie est consacrée à l’analyse de la convergence forte du schéma
d’Euler où, à chaque pas, la nouvelle position est acceptée ou rejetée suivant la règle
de Metropolis-Hastings, ce qui permet d’obtenir une dynamique qui préserve la densité
invariante e−2V (x).

Schéma d’Euler On suppose que X0 = x0 où x0 ∈ Rn est déterministe.

1. Écrire le schéma d’Euler (X̄tk)0≤k≤N sur la grille (tk =
kT
N
)0≤k≤N où T ∈]0,+∞[ est

l’horizon de simulation et N ∈ N∗ le nombre de pas de temps.

2. Quelle est la vitesse forte de ce schéma pour l’EDS considérée ?

3. Quelle est la loi de X̄t1 ? Donner sa densité que l’on notera x1 → q(x0, x1).

4. Exprimer à l’aide de

β(x0, x1) = 2V (x0)+
1

2t1
|x1−x0+∇V (x0)t1|2− 2V (x1)−

1

2t1
|x0−x1+∇V (x1)t1|2

le taux d’acceptation α(x0, x1) de l’algorithme de Metropolis-Hastings avec noyau
de proposition de densité q(x0, x1) et densité cible e−2V (.).
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5. Montrer que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0 ∈ Rn, E(|X̄t1 − x0|5) ≤ CN−5/2.

6. Remarquer que x 7→ |∇V (x)|2 est Lipschitzienne, vérifier que

2V (x0)− 2V (x1) + (x1 − x0)
t(∇V (x0) +∇V (x1))

=
1

2

∫ 1

0

(1− u)(x1 − x0)
t
(
∇2V (x1 −

u

2
(x1 − x0))−∇2V (x0 +

u

2
(x1 − x0))

)
(x1 − x0)du,

et en déduire que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0, x1 ∈ Rn, |β(x0, x1)| ≤ C(|x1 − x0|3 + |x1 − x0|/N).

En remarquant que ∀x ∈ R, (1− ex)+ ≤ max(−x, 0) ≤ |x|, conclure que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0, x1 ∈ Rn, 1− α(x0, x1) ≤ C(|x1 − x0|3 + |x1 − x0|/N).

7. Si U est variable uniforme sur [0, 1] indépendante de (Wt)t≥0 et X̂t1 =
x01{U>α(x0,X̄t1 )} + X̄t11{U≤α(x0,X̄t1 )}, montrer que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0 ∈ Rn, E
(
|X̄t1 − X̂t1|2

)
≤ CN−5/2.

8. Soit maintenant Ȳt1 = y0 +Wt1 −∇V (y0)t1 où y0 ∈ Rn. On pose

f(x0, y0) = E
(
|X̂t1 − Ȳt1|2

)
.

En décomposant sur les événements {U ≤ α(x0, X̄t1)} et {U > α(x0, X̄t1)}, montrer
que

|X̂t1 − Ȳt1|2 ≤ (1 + 1{U>α(x0,X̄t1 )})|X̄t1 − Ȳt1|2 + 2|X̂t1 − X̄t1|2

et en déduire que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0, y0 ∈ Rn, f(x0, y0) ≤ (1 + C/N)|x0 − y0|2 + CN−5/2.

On introduit le schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings défini par X̂0 = x0
et la relation de récurrence

∀k ∈ {0, . . . , N − 1},

{
X̃tk+1

= X̂tk +Wtk+1
−Wtk −∇V (X̂tk)t1

X̂tk+1
= X̂tk1{Uk+1>α(X̂tk ,X̃tk+1

)} + X̃tk+1
1{Uk+1≤α(X̂tk ,X̃tk+1

)}

où (Uk)1≤k≤N est une suite indépendante de (Wt)t≥0 de variables aléatoires indépendantes
et uniformes sur [0, 1]. L’intérêt de l’acceptation de Metropolis-Hastings est d’assurer que
la densité e−2V (x) est invariante.

9. Montrer que pour k ∈ {0, . . . , N −1}, E
(
|X̂tk+1

− X̄tk+1
|2
)
= E

(
f(X̂tk , X̄tk)

)
et en

déduire que

∀k ∈ {1, . . . , N}, E
(
|X̂tk − X̄tk |2

)
≤ CN−5/2

k−1∑
j=0

(1 + C/N)j.

Conclure que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, sup
k∈{0,...,N}

E(|X̂tk −Xtk |2) ≤ CN−3/2.
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Densité invariante de l’EDS

10. Que peut-on dire de (Zs = Xs − X0)s∈[0,t] sous la probabilité Q de densité Et =
e
∫ t
0 ∇V (Xs).dWs− 1

2

∫ t
0 |∇V (Xs)|2ds par rapport à P ?

11. Pour φ : Rn × Rn → R mesurable bornée, vérifier que

E(φ(X0, Xt)) = EQ
(
φ(X0, X0 + Zt)e

−
∫ t
0 ∇V (X0+Zs).dZs− 1

2

∫ t
0 |∇V (X0+Zs)|2ds

)
et en déduire que

E(φ(X0, Xt)) = E
(
φ(X0, X0 +Wt)e

V (X0)−V (X0+Wt)+
1
2

∫ t
0 (∆V−|∇V |2)(X0+Ws)ds

)
.

12. Soit (Bs)s∈[0,t] un mouvement brownien indépendant de (Ws)s≥0 et de X0. Pour
0 ≤ r ≤ s ≤ t, calculer Cov(Br − r

t
(Bt −Wt), Bs − s

t
(Bt −Wt)). En déduire que

(βs = Bs− s
t
(Bt−Wt))s∈[0,t] est un mouvement brownien indépendant de X0 tel que

βt = Wt puis que

E(φ(X0, Xt)) = E
(
φ(X0, X0 +Wt)e

V (X0)−V (X0+Wt)ψt(X0, X0 +Wt)
)

où ψt(x, y) = E
(
e

1
2

∫ t
0 (∆V−|∇V |2)( t−s

t
x+ s

t
y+Bs− s

t
Bt)ds

)
.

On supose désormais que X0 possède la densité e−2V (x).

13. Montrer que

E(φ(X0, Xt)) = (2πt)−n/2
∫
Rn×Rn

φ(x, y)e−V (x)−V (y)− |x−y|2
2t ψt(x, y)dxdy.

14. En remarquant que (Bs)s∈[0,t] a même loi que (Bt−s − Bt)s∈[0,t], vérifier que (Bs −
s
t
Bt)s∈[0,t] a même loi que (Bt−s − t−s

t
Bt)s∈[0,t]. Conclure que ψt(x, y) = ψt(y, x).

15. En déduire que E(φ(X0, Xt)) = E(φ(Xt, X0)) et conclure que Xt possède la densité
e−2V (x).

3.8.17 Théorème de Wong-Zakai

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne un mouvement brownien (Wt)t≥0 de
dimension d. Pour un horizon T ∈]0,+∞[ et un nombre N ∈ N∗ de pas, on considère la
grille uniforme (tk =

kT
N
)0≤k≤N . Pour discrétiser la solution de l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt, X0 = x0 (3.60)

où x0 ∈ Rn, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn sont supposées lipschitziennes, on peut être
tenté d’approcher la trajectoire brownienne par interpolation linéaire sur chaque intervalle

[tk, tk+1] en posant WN
t = Wtk +

Wtk+1
−Wtk

tk+1−tk
(t− tk) puis de résoudre

dXN
t = σ(XN

t )dWN
t + b(XN

t )dt, XN
0 = x0. (3.61)

1. Vérifier que pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1}, (XN
t )t∈[tk,tk+1] satisfait une équation

différentielle ordinaire et en déduire que (3.61) admet une unique solution.

On se place d’abord en dimension n = d = 1.
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2. On suppose en outre que σ : R → R∗
+ est C1 et b ≡ 0 et on pose φ(x) =

∫ x
x0

dy
σ(y)

.

(a) Vérifier que pour tout k ∈ {0, . . . , N}, φ(XN
tk
) = Wtk et en déduire que XN

T ne
dépend pas de N . On note YT cette valeur.

(b) Dans le cas σ(x) ≡ x, calculer φ et vérifier que YT ̸= XT . En déduire que le
procédé d’approximation ne converge pas vers la solution de (3.60).

(c) Calculer (φ−1)′ et (φ−1)′′. En déduire que (Yt = φ−1(Wt))t∈[0,T ] est solution de
l’EDS dYt = σ(Yt)dWt +

1
2
σσ′(Yt)dt, Y0 = x0.

3. On suppose que le processus d’Itô (Yt)t∈[0,T ] est solution de l’EDS au sens de Stra-
tonovitch

dYt = σ(Yt) ◦ dWt + b(Yt)dt, Y0 = x0 (3.62)

où, pour un processus d’Itô (Hs)s∈[0,T ] et t ∈ [0, T ], on définit l’intégrale de

Stratonovitch
∫ t
0
Hs ◦ dWs comme la limite en probabilité lorsque n → ∞ de∑N−1

k=0

Htk+1
+Htk
2

(Wtk+1∧t − Wtk∧t). La fonction σ : R → R est supposée C2 avec
σσ′ lipschitzienne.

(a) Quelle est la limite en probabilité de
∑N−1

k=0 Htk(Wtk+1∧t −Wtk∧t) ? En déduire

que
∫ t
0
Hs ◦ dWs =

∫ t
0
HsdWs +

1
2
⟨H,W ⟩t.

(b) En déduire la partie intégrale par rapport à dWt de la décomposition de σ(Yt)
comme processus d’Itô puis d⟨σ(X),W ⟩t.

(c) Conclure que (Yt)t∈[0,T ] est solution de l’EDS au sens d’Itô

dYt = σ(Yt)dWt +

(
b+

σσ′

2

)
(Yt)dt, Y0 = x0. (3.63)

4. On suppose que σ est C2 avec σ, σ′ et σ′′ bornées et que b est C1 avec b et b′ bornées.
L’objectif de cette question est de montrer que sous cette hypothèse

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, max
0≤k≤N

E
[
|XN

tk
− Ytk |2

]
≤ C

N
. (3.64)

(a) Écrire le schéma d’Euler (Y N
tk
)0≤k≤N appliqué à (3.63) et préciser son erreur

forte.

(b) Vérifier que pour t ∈ [tk, tk+1], dX
N
t = fk(X

N
t )dt avec fk(x) = σ(x)

Wtk+1
−Wtk

tk+1−tk
+

b(x).

(c) En déduire que pour t ∈ [tk, tk+1],

XN
t = XN

tk
+ fk(X

N
tk
)(t− tk) +

∫ t

tk

∫ s

tk

fkf
′
k(X

N
r )drds

et que pour r ∈ [tk, tk+1],

σσ′(XN
r ) = σσ′(XN

tk
) +

∫ r

tk

fk(σσ
′)′(XN

u )du.

(d) Conclure que pour k ∈ {0, . . . , N − 1},

XN
tk+1

= XN
tk
+ σ(XN

tk
)(Wtk+1

−Wtk) +

(
b+

σσ′

2

)
(XN

tk
)
T

N
+RN,1

k+1 +RN,2
k+1,
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avec RN,1
k+1 =

σσ′

2
(XN

tk
)((Wtk+1

−Wtk)
2 − (tk+1 − tk)) et

RN,2
k+1 =

∫ tk+1

tk

(tk+1 − r)

(
Wtk+1

−Wtk

tk+1 − tk
(bσ′ + σb′)(XN

r ) + bb′(XN
r )

)
dr

+

∫ tk+1

tk

(tk+1 − u)2(Wtk+1
−Wtk)

2

2(tk+1 − tk)2

(
Wtk+1

−Wtk

tk+1 − tk
σ(σσ′)′(XN

u ) + b(σσ′)′(XN
u )

)
du

(e) Que valent E
[(
Wtk+1

−Wtk

)2]
, E
[(
Wtk+1

−Wtk

)4]
et E

[(
Wtk+1

−Wtk

)6]
?

(f) Que vaut E[RN,1
j+1R

N,1
k+1] pour j < k ? En déduire que ∀ℓ ∈ {0, . . . , N − 1},

E
[( ℓ∑

k=0

RN,1
k+1

)2]
≤ ∥σσ′∥2∞

(ℓ+ 1)T 2

2N2
≤ ∥σσ′∥2∞T 2

2N
.

(g) Vérifier que pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, E
[
(RN,2

k+1)
2

]
est majoré par

∥bσ′ + σb′∥2∞
T 3

N3
+ ∥bb′∥2∞

T 4

N4
+ ∥σ(σσ′)′∥2∞

5T 3

3N3
+ ∥b(σσ′)′∥2∞

T 4

3N4
.

(h) En déduire l’existence d’une constante CR <∞ telle que

∀N ∈ N∗, ∀ℓ ∈ {0, . . . , N − 1}, E
[( ℓ∑

k=0

(RN,1
k+1 +RN,2

k+1)

)2]
≤ CR

N
.

On pose e(t) =
∑N−1

ℓ=0 E
[
(XN

tℓ
− Y N

tℓ
)2
]
1[tℓ,tℓ+1[(t) + E

[
(XN

T − Y N
T )2

]
1{t=T} et b̃ =

b+ σσ′

2
.

(i) Montrer que pour ℓ ∈ {1, . . . , N},

E
[
(XN

tℓ
− Y N

tℓ
)2
]
≤ 3T

N

ℓ−1∑
k=0

E
[
(σ(XN

tk
)− σ(Y N

tk
))2 + T (b̃(XN

tk
)− b̃(Y N

tk
))2
]
+
3CR
N

.

(j) En déduire que ∀t ∈ [0, T ], e(t) ≤ 3CR
N

+ 3(∥σ′∥2∞ + T∥b̃′∥2∞)
∫ t
0
e(s)ds puis que

max
0≤k≤N

E
[
|XN

tk
− Y N

tk
|2
]
≤ 3CR

N
e3(∥σ

′∥2∞+T∥b̃′∥2∞)T .

(k) Conclure que (3.64) est vraie.

On se place désormais en dimension quelconque et on suppose toujours σ bornée ainsi que
ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 et b : Rn → Rn C1 bornée ainsi que ses dérivées d’ordre 1.
Pour j ∈ {1, . . . , d} et x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, on note σj(x) la j-ème colonne de la matrice

σ(x) et ∂σj(x) la matrice dont le terme d’indices i, l ∈ {1, . . . , n} vaut (∂σj(x))il =
∂σij(x)

∂xl
.

5. Donner la forme Itô de l’EDS (3.62).

6. Vérifier que pour j,m ∈ {1, . . . , d} avec j ̸= m, et (Htk)0≤k≤N−1 une
suite de variables aléatoires bornées par une constante C et adaptée à la
filtration du mouvement brownien (Wt)t≥0, pour tout ℓ ∈ {0, . . . , N − 1},

E
[(∑ℓ

k=0(Htk(W
j
tk+1

−W j
tk
)(Wm

tk+1
−Wm

tk
)
)2]

≤ (ℓ+1)C2T 2

N2 .

7. En déduire comment montrer que (3.64) reste vraie.
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3.8.18 Ordre convexe entre deux diffusions via leurs schémas
d’Euler

Ce problème est consacré à l’approche développée dans [63] pour démontrer l’ordre
convexe sur l’espace des trajectoires entre les solutions de deux équations différentielles
stochastiques à coefficients de dérive nuls et sous des hypothèses de convexité et de com-
paraison de leurs coefficients de diffusion.

Soit T > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) muni d’une
filtration (Ft)t≥0, on considère un Ft-mouvement brownien Wt à valeurs Rd. On se donne
également des coefficients σ : [0, T ] × Rn → Rn×d et b : [0, T ] × Rn → Rn mesurables et
qui vérifient

(Lip) ∃K <∞, ∀t ∈ [0,T],

{
∀x ∈ Rn, |σ(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|)
∀x, y ∈ Rn, |σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|

.

On s’intéresse à l’Équation Différentielle Stochastique{
dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, t ∈ [0, T ]

X0 = z ∈ Rn
(3.65)

1. Quel résultat assure l’existence d’une unique solution X = (Xt)t∈[0,T ] à (3.65) ?

Soit N ∈ N∗, (tk =
kT
N
)0≤k≤N+1 et τt = ⌊Nt

T
⌋ T
N
l’instant de cette grille uniforme qui précède

t ∈ [0, T ].

2. Écrire le schéma d’Euler en temps continu (XN
t )t∈[0,T ] de pas T/N .

On suppose désormais qu’il existe α ∈]0, 1] et K <∞ tels que

∀x ∈ Rn, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T, |σ(t, x)− σ(s, x)|+ |b(t, x)− b(s, x)| ≤ K(1 + |x|)(t− s)α.

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

Pour x0:N ∈ RN+1 on note LN [x0:N ] la fonction définie par

∀t ∈ [0, T ], LN [x0:N ](t) =
(
1− N

T
(t− τt)

)
x⌊Nt

T
⌋ +

N

T
(t− τt)x1+⌊Nt

T
⌋.

Enfin, pour k ∈ {0, . . . , N}, on note Xt0:k = (Xt0 , Xt1 , . . . , Xtk) et XN
t0:k

=
(XN

t0
, XN

t1
, . . . , XN

tk
).

4. Montrer que supt∈[0,T ] |LN [Xt0:N ](t) − Xt| ≤ sups,t∈[0,T ]:|t−s|≤T/N |Xs − Xt| et en
déduire que E[supt∈[0,T ] |LN [Xt0:N ](t)−Xt|] tend vers 0 lorsque N → ∞.

5. Montrer que pour x0:N , y0:N ∈ RN+1, supt∈[0,T ] |LN [x0:N ](t) − LN [y0:N ](t)| =
max0≤k≤N |xk − yk|.
En déduire que E[supt∈[0,T ] |LN [XN

t0:N
](t)−Xt|] tend vers 0 lorsque N → ∞.

6. Conclure que pour toute fonctionnelle Φ : C([0, T ],Rn) → R lipschitzienne sur
l’espace C([0, T ],Rn) des fonctions g continues de [0, T ] dans Rn muni de la norme
supt∈[0,T ] |g(t)|, E[Φ(LN [XN

t0:N
])] tend vers E[Φ(X)] lorsque N → ∞.
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On se place désormais en dimension n = d = 1 et on suppose que le coefficient de dérive
b est nul, et que pour tout t ∈ [0, T ], R ∋ x 7→ σ(t, x) est convexe et à valeurs dans R+.

Soit ΦN : RN+1 → R une fonction convexe à croissance affine. Pour k ∈ {0, . . . , N−1},
et (x0:k, u) ∈ Rk+1 × R avec x0:k = (x0, x1, . . . , xk), on définit par récurrence descendante
Ψk(x0:k, u) = E[Φk+1(x0:k, xk + u(Wtk+1

−Wtk))] et Φk(x0:k) = Ψk(x0:k, σ(tk, xk)).

7. Vérifier que pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, E[Φk+1(X
N
t0:k+1

)|XN
t0:k

] = Φk(X
N
t0:k

). En déduire

que Φ0(z) = E
[
ΦN(X

N
t0:N

)
]
.

8. Vérifier que pour x0:k ∈ Rk+1 et 0 ≤ u ≤ v,

Ψk(x0:k, v) = E[Φk+1(x0:k, xk + u(Wtk+1
−Wtk) +

√
v2 − u2(Wtk+2

−Wtk+1))]

et en déduire que si Φk+1 est convexe alors

∀x0:k ∈ Rk+1, ∀0 ≤ u ≤ v, Ψk(x0:k, u) ≤ Ψk(x0:k, v).

9. Vérifier également que la convexité de Φk+1 entrâıne celle de Ψk.

10. Montrer que pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1}, Φk est convexe. On pourra comparer
Φk(αx0:k+(1−α)y0:k) à αΦk(x0:k)+(1−α)Φk(y0:k) avec α ∈ [0, 1], x0:k, y0:k ∈ Rk+1

.

On note Y N le schéma d’Euler de pas T
N

pour l’équation différentielle stochastique

dYt = η(t, Yt)dWt, Y0 = z où η : [0, T ]× R → R+ est telle que

∃K <∞, ∀t ∈ [0, T ], ∀x ∈ R, |η(t, x)| ≤ K(1 + |x|) et ∀y ∈ R, |η(t, x)− η(t, y)| ≤ K|x− y|,
∃α ∈]0, 1], ∀x ∈ R, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T, |η(t, x)− η(s, x)| ≤ K(1 + |x|)(t− s)α.

Partant de Φ̃N = ΦN , on définit par récurrence descendante Ψ̃k(x0:k, u) =
E[Φ̃k+1(x0:k, xk+u(Wtk+1

−Wtk))] et Φ̃k(x0:k) = Ψ̃k(x0:k, η(tk, xk)) pour k ∈ {0, . . . , N−1}.
11. Montrer que Φ̃k+1 ≤ Φk+1 entrâıne Ψ̃k ≤ Ψk.

12. On suppose que ∀(t, x) ∈ [0, T ] × R, 0 ≤ η(t, x) ≤ σ(t, x). Montrer que pour tout
k ∈ {0, . . . , N − 1}, Φ̃k ≤ Φk. En déduire que E

[
ΦN(Y

N
t0:N

)
]
≤ E

[
ΦN(X

N
t0:N

)
]
.

13. Soit Φ : C([0, T ],R) → R une fonctionnelle lipschitzienne et convexe. Montrer que
x0:N 7→ Φ(LN [x0:N ]) est convexe. En déduire que E[Φ(Y )] ≤ E[Φ(X)]. Que peut-on
dire de E[Φ(X)] comme fonction de la condition initiale z de l’EDS (3.65) ?

14. Comment comparer E[Φ(Y )] à E[Φ(X)] lorsque ∀(t, x) ∈ [0, T ] × R, η(t, x) ≥
σ(t, x) ?

3.8.19 Schéma d’Euler pour une dérive mesurable bornée

1. Soient p, q : Rd → R+ deux densités de probabilité sur Rd. Vérifier que pour φ :
Rd → [−1, 1] mesurable,∣∣∣∣∫

Rd
φ(x)p(x)dx−

∫
Rd
φ(x)q(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rd

|p(x)− q(x)|dx

avec le majorant atteint pour le choix φ(x) = 1{p(x)>q(x)} − 1{p(x)<q(x)}.
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Soit T > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) muni d’une
filtration (Ft)t≥0, on considère un Ft-mouvement brownien Wt à valeurs Rd. On se donne
une fonction de dérive b : [0, T ]× Rd → Rd, une condition initiale déterministe y ∈ Rd et
on s’intéresse à l’équation différentielle stochastique

Xt = y +Wt +

∫ t

0

b(s,Xs)ds. (3.66)

2. Écrire le schéma d’Euler pour cette EDS. Quelle est sa vitesse de convergence forte
lorsque la dérive b est une fonction lipschitzienne en espace et höldérienne d’exposant
1/2 en temps ? Et lorsque c’est une fonction C2 à dérivées bornées en espace ne
dépendant pas de la variable temporelle ?

Pour le cas où b est une fonction mesurable bornée nous allons nous donner une suite
(Uk)k∈N de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] indépendante de
(Wt)t≥0 et considérer le schéma d’Euler avec temps randomisé initialisé par XN

0 = y et
évoluant pour k ∈ {0, . . . , N − 1} par

XN
(k+1)T
N

= XN
kT
N

+W (k+1)T
N

−W kT
N

+ b

(
(k + Uk)T

N
,XN

kT
N

)
T

N
.

Nous supposerons dans un premier temps que y = 0 et la fonction de dérive b : [0, T ] → Rd

ne dépend pas de la variable d’espace et satisfait B := supt∈[0,T ] |b(t)| <∞ où pour x ∈ Rd,

|x| désigne la norme euclidienne de x. On note I =
∫ T
0
b(s)ds et IN = T

N

∑N−1
k=0 b

(
(k+Uk)T

N

)
.

3. Vérifier que E
[
IN
]
= I.

4. Vérifier que pour k ∈ {0, . . . , N −1}, E
[∣∣∣ TN b( (k+Uk)T

N

)∣∣∣2] ≤ B2T 2

N2 et en déduire que∑d
j=1Var

(
T
N
bj

(
(k+Uk)T

N

))
≤ B2T 2

N2 où bj désigne la j-ème composante de la fonction

b.

5. Conclure que

E
[∣∣IN − I

∣∣2] ≤ B2T 2

N
.

6. Soit a > 0. Vérifier que pour x ∈ R, |x− a| ≤ |x+ a| ⇔ x ≥ 0 et en déduire que∫
R
|e−

(x−a)2
2T − e−

(x+a)2

2T | dx√
2πT

= 2

∫ a

−a
e−

x2

2T
dx√
2πT

≤ 2a

√
2

πT
.

Pour t > 0 et x ∈ Rd, on note Gt(x) = (2πt)−d/2e−
|x|2
2t la densité au point x de la loi

gaussienne centrée de matrice de covariance égale à t fois l’identité en dimension d.

7. Soient maintenant y, z ∈ Rd avec y ̸= z et O ∈ Rd×d une matrice orthogonale dont
la première colonne est égale à e := y−z

|y−z| . Pour x ∈ Rd, on pose w = O−1(x− y+z
2
).

Vérifier que |x − y|2 = |Ow − |y−z|
2
e|2 = (w1 − |y−z|

2
)2 +

∑d
i=2w

2
i où wi désigne la

i-ème coordonnée de w puis que |x− z|2 = (w1 +
|y−z|
2

)2 +
∑d

i=2w
2
i . Conclure que∫

Rd
|GT (x− y)−GT (x− z)|dx ≤

√
2

πT
|y − z|.

8. Vérifier que WT + I possède la densité GT (x − I) et WT + IN possède la densité
E[GT (x− IN)].
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9. Vérifier que∫
Rd

|E[GT (x− IN)]−GT (x− I)|dx ≤
√

2

πT
E[|IN − I|] ≤ B

√
2T

πN
.

Dans le cas général où b : [0, T ]×Rd → Rd est mesurable bornée, nous allons maintenant
établir l’existence et l’unicité en loi pour (3.67).

10. Que peut-on dire de (βt = Wt −
∫ t
0
b(s, y + Ws)ds)t∈[0,T ] sous la probabilité de

densité e
∫ T
0 b(t,y+Wt).dWt− 1

2

∫ T
0 |b(t,y+Wt)|2dt par rapport à P ? Vérifier que (y +Wt)t∈[0,T ]

est solution de l’équation d(y +Wt) = dβt + b(t, y +Wt)dt obtenue en remplaçant
(Wt)t∈[0,T ] par (βt)t∈[0,T ] dans (3.67).

11. Inversement, soit (Xt)t∈[0,T ] une solution de l’EDS (3.67) sur l’intervalle de temps
[0, T ] et φ : C([0, T ],Rd) → R mesurable bornée. Que peut-on dire de (Xt − y)t∈[0,T ]

sous la probabilité Q de densité de densité dQ
dP = e−

∫ T
0 b(t,Xt).dWt− 1

2

∫ T
0 |b(t,Xt)|2dt par

rapport à P ? En déduire que

E
[
φ((y +Wt)t∈[0,T ])e

∫ T
0 b(t,y+Wt).dWt− 1

2

∫ T
0 |b(t,y+Wt)|2dt

]
= EQ

[
φ((Xt)t∈[0,T ])e

∫ T
0 b(t,Xt).dWt+

1
2

∫ T
0 |b(t,Xt)|2dt

]
puis que

E
[
φ((y +Wt)t∈[0,T ])e

∫ T
0 b(t,y+Wt).dWt− 1

2

∫ T
0 |b(t,y+Wt)|2dt

]
= E

[
φ((Xt)t∈[0,T ])

]
,

ce qui établit l’unicité de la loi des solutions de (3.67).

12. Pour φ : Rd → R C2 bornée ainsi que ses dérivées et t ∈]0, T ], on admet que la
fonction u(s, z) = 1[0,t[(s)

∫
Rd Gt−s(z − x)φ(x)dx + 1{s=t}φ(z) est C1,2 bornée ainsi

que ses dérivées et solution de l’équation de la chaleur ∂su(s, z)+
1
2
∆u(s, z) = 0 sur

[0, t]× Rd. Calculer u(t,Xt)− u(0, y) par la formule d’Itô et en déduire que

E[φ(Xt)] =

∫
Rd
φ(x)

(
Gt(y − x) + E

[∫ t

0

b(s,Xs).∇xGt−s(Xs − x)ds

])
dx.

Conclure que Xt admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue solution
de l’équation

p(t, x) = Gt(y − x) +

∫ t

0

∫
Rd
b(s, z).∇xGt−s(z − x)p(s, z)dzds.

En établissant une formule analogue pour la densité pN(kT
N
, x) du schéma d’Eu-

ler au kème instant de discrétisation avec k ∈ {1, . . . , N} , on peut montrer que
supN≥1

√
N max1≤k≤N

∫
Rd |p

N(kT
N
, x)− p(kT

N
, x)|dx <∞.

3.8.20 Schéma d’Euler pour des coefficients à croissance affine
et localement Lipschitziens

Soit T > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) muni d’une
filtration (Ft)t≥0, on considère un Ft-mouvement brownien Wt =

(
W 1
t , · · · ,W d

t

)
à valeurs
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Rd. On se donne un coefficient de diffusion σ : Rn → Rn×d, un coefficient de dérive
b : Rn → Rn, une condition initiale déterministe x0 ∈ Rn et on s’intéresse à l’équation
différentielle stochastique

Xt = x0 +

∫ t

0

σ(Xs)dWs +

∫ t

0

b(Xs)ds, t ∈ [0, T ]. (3.67)

Soit N ∈ N∗, (tk =
kT
N
)0≤k≤N et τt = ⌊Nt

T
⌋ T
N

l’instant de cette grille uniforme qui précède
t ∈ [0, T ].

1. (a) Écrire le schéma d’Euler en temps continu (X̄t)t∈[0,T ] avec N pas pour cette
EDS.

(b) Quelle est sa vitesse de convergence forte lorsque les coefficients σ et b sont
lipschitziens ?

(c) Comment améliorer cette vitesse de convergence forte lorsque σ et b sont plus
régulières ?

On souhaite expliciter la dépendance de la vitesse de convergence du schéma d’Euler
dans les constantes de Lipschitz respectives Kσ et Kb de σ et b. On rappelle à cet
effet l’inégalité de Young : ∀q, r > 0, ∀a, b ≥ 0, aqbr ≤ q

q+r
aq+r + r

q+r
bq+r. On note

|x| la norme euclidienne de x ∈ Rn.

(d) Dans cette question, on pourra supposer n = d = 1.
Pour p ≥ 1 et u ∈ [0, T ], calculer |Xu − X̄u|2p à l’aide de la formule d’Itô.

Avec l’inégalité de Burkholder Davis Gundy du lemme 3.1.5 du polycopié qui reste
valable pour p ≥ 1

2
, on en déduit l’existence d’une constante C < ∞ ne dépendant

pas de (N, σ, b) telle que pour t ∈ [0, T ], si on pose It =
∫ t
0
|Xs − X̄s|4p−2|σ(Xs) −

σ(X̄τs)|2ds,

E
[
sup
u≤t

|Xu − X̄u|2p
]
≤ C

∫ t

0

E[|Xs − X̄s|2p−1|b(Xs)− b(X̄τs)|]ds

+ C

∫ t

0

E[|Xs − X̄s|2p−2|σ(Xs)− σ(X̄τs)|2]ds+ CE
[√

It

]
,

estimation qui reste vraie pour des dimensions n et d générales.

(e) Montrer que√
It ≤

supu≤t |Xu − X̄u|2p

2C
+
C

2

∫ t

0

|Xs − X̄s|2p−2|σ(Xs)− σ(X̄τs)|2ds.

et en déduire que

E
[
sup
u≤t

|Xu − X̄u|2p
]
≤ 2C

∫ t

0

E[|Xs − X̄s|2p−1|b(Xs)− b(X̄τs)|]ds

+ C(2 + C)

∫ t

0

E[|Xs − X̄s|2p−2|σ(Xs)− σ(X̄τs)|2]ds.

(f) Montrer que

|Xs − X̄s|2p−1|b(Xs)− b(X̄τs)| ≤ Kb

(
2p− 1

2p
|Xs − X̄s|2p +

1

2p
|Xs −Xτs |2p

+ sup
u≤s

|Xu − X̄u|2p
)
.
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(g) En traitant de manière analogue |Xs−X̄s|2p−2|σ(Xs)−σ(X̄τs)|2, déduire l’exis-
tence d’une constante C <∞ ne dépendant pas de (N, σ, b) telle que

E
[
sup
u≤T

|Xu − X̄u|2p
]
≤ C(Kb +K2

σ)e
C(Kb+K

2
σ)T

∫ T

0

E[|Xs −Xτs |2p]ds.

On suppose désormais que les coefficients σ et b sont à croissance au plus affine et loca-
lement lipschitziens

∃K <∞, ∀x ∈ Rn, |σ(x)|+ |b(x)| ≤ K(1 + |x|) (3.68)

∀m ∈ N∗, ∃Kσ,m, Kb,m <∞,∀x, y ∈ Rn tels que |x| ∨ |y| ≤ m,

|σ(y)− σ(x)| ≤ Kσ,m|y − x| et |b(y)− b(x)| ≤ Kb,m|y − x|. (3.69)

Pour m ∈ N∗, on note

σm(x) = σ(Pmx) et bm(x) = b(Pmx) où Pmx = 1{|x|>0}
|x| ∧m
|x|

x (3.70)

désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée à l’origine.

2. À quelle condition sur la suite (Kσ,m)m∈N∗ , le coefficient σ est-il globalement lip-
schitzien ?

3. Soit m ∈ N∗.

(a) Pour x ∈ Rn, en remarquant que ⟨Pm(x), x− Pm(x)⟩ = m|x− Pm(x)|, vérifier
que pour z ∈ Rn tel que |z| ≤ m, ⟨Pm(x)− z, x− Pm(x)⟩ ≥ 0. En déduire que

∀x, y ∈ Rn, |x− y|2 ≥ |Pm(x)− Pm(y)|2 + |x− Pm(x) + Pm(y)− y|2

et conclure que σm et bm sont lipschitziennes de constantes respectives Kσ,m et
Kb,m et vérifient ∀x ∈ Rn, |σm(x)|+ |bm(x)| ≤ K(1 + |x|).

(b) Que peut-on en déduire pour l’équation différentielle stochastique

X
(m)
t = x0 +

∫ t

0

σm(X
(m)
s )dWs +

∫ t

0

bm(X
(m)
s )ds, t ∈ [0, T ]?

Les preuves du lemme 3.1.4 et de la proposition 3.1.6 du polycopié n’utilisent que
la croissance affine des coefficients et pas leur caractère lipschitzien si bien que pour

p ≥ 1, supm∈N∗,t∈[0,T ] E
[
|X(m)

t |2p
]
<∞ et

∃C <∞, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T, sup
m∈N∗

E
[
|X(m)

t −X(m)
s |2p

]
≤ C(t− s)p.

(c) Vérifier l’existence d’une constante C < ∞ ne dépendant pas de m telle que
pour t ∈ [0, T ],

E

[
sup
u∈[0,t]

|X(m)
u |2p

]
≤ 32p−1

(
|x0|2p + T 2p−1

∫ t

0

E[|bm(X(m)
s )|2p]ds

+ CT p−1

∫ t

0

E[|σm(X(m)
s )|2p]ds

)
.

En déduire que supm∈N∗ E
[
supu∈[0,T ] |X

(m)
u |2p

]
< +∞.



3.8. PROBLÈMES 131

En notant (X̄
(m)
t )t∈[0,T ] le schéma d’Euler en temps continu avec N pas associé, on

peut montrer de la même façon que supm,N∈N∗ E
[
supt∈[0,T ](|X

(m)
t | ∨ |X̄(m)

t |)2p
]
<

+∞.

(d) Soit τN,m = inf{t ∈ [0, T ] : |X(m)
t | ∨ |X̄(m)

t | ≥ m} (convention

inf ∅ = +∞). À l’aide de l’inégalité de Markov, montrer que ∀q ∈]0,+∞[,
limm→∞mq supN∈N∗ P(τN,m ≤ T ) = 0.

(e) Vérifier que lorsque τN,m > t, (X̄
(m)
s )s∈[0,t] et (X̄s)s∈[0,t] coincident.

On peut montrer qu’à N fixé dans N∗, (Xt =
∑

m∈N∗ X
(m)
t 1{τN,m−1≤t<τN,m})t∈[0,T ] où

τN,0 = 0 est solution de (3.67) et même que c’est l’unique solution de cette équation.

(f) Vérifier que pour t ∈ [0, T ] et p ≥ 1,

|Xt − X̄t|2p ≤
∑
m∈N∗

sup
u∈[0,T ]

|X(m)
u − X̄(m)

u |2p1{τN,m−1≤t<τN,m}.

(g) En déduire que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|Xt − X̄t|2p
]
≤
∑
m∈N∗

E1/2

[
sup
u∈[0,T ]

|X(m)
u − X̄(m)

u |4p
]√

P(τN,m−1 ≤ T ).

(h) Conclure que lorsque pour tout m ≥ 2, Kσ,m ≤ K
√
lnm et Kb,m ≤ K lnm,

alors

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, E
[
sup
u≤T

|Xu − X̄u|2p
]
≤ C

Np
,

résultat démontré par Mao et Yuan dans [52].
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Chapitre 4

Simulation de processus comportant
des sauts

La volonté de mieux rendre compte des phénomènes observés sur les marchés a motivé
l’introduction de sauts dans les modèles d’évolution d’actifs financiers. Sauf exception,
cela conduit à un marché incomplet. Les modèles considérés sont de deux types :

— équations différentielles stochastiques avec sauts, qui comportent, en plus des termes
de diffusion et de dérive usuels, un terme de sauts dirigé le plus souvent par un
processus de Poisson.

— exponentielles de processus de Lévy : le sous-jacent évolue comme l’exponentielle
d’un Processus à Accroissements Indépendants et Stationnaires. Le cas particulier
du modèle de Black-Scholes se retrouve lorsque les trajectoires de ce PAIS sont
continues.

4.1 Diffusions avec sauts

Nous nous intéresserons tout d’abord à la simulation du processus le plus simple qui
comporte des sauts : le processus de Poisson. Puis nous verrons comment simuler le modèle
de Merton qui est construit à partir d’un mouvement brownien et d’un processus de Pois-
son indépendants. Enfin, nous traiterons le cas des équations différentielles stochastiques
avec sauts.

4.1.1 Le processus de Poisson

Définition 4.1.1. On appelle processus de Poisson de paramètre λ > 0, un processus
(Nt)t≥0 à valeurs dans N et à trajectoires continues à droite t.q. pour tous temps 0 ≤ t1 ≤
t2 ≤ . . . ≤ tn, les variables aléatoires Nt1 , Nt2 − Nt1 , ..., Ntn − Ntn−1 sont indépendantes
et distribuées suivant les lois de Poisson de paramètres respectifs λt1, λ(t2 − t1), ..., λ(tn−
tn−1).

Remarque 4.1.2. — La variable aléatoire N0 étant distribuée suivant la loi de Pois-
son de paramètre 0, elle est presque sûrement nulle.

— Pour 0 ≤ s ≤ t, comme Nt − Ns suit la loi de Poisson de paramètre λ(t − s),
P(Nt ≥ Ns) = 1. On en déduit que P(∀s ≤ t ∈ Q+, Nt ≥ Ns) = 1 puis avec la
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continuité à droite des trajectoires que P(∀s ≤ t ∈ R+, Nt ≥ Ns) = 1. Ainsi les
trajectoires t 7→ Nt sont croissantes.

Le processus de Poisson est un PAIS (également appelé processus de Lévy) à trajectoires
discontinues. La proposition suivante décrit la structure de ses sauts.

Proposition 4.1.3. Soit (τi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées suivant la loi exponentielle de paramètre λ et pour n ∈ N∗,
T̄n =

∑n
i=1 τi. Alors le processus de comptage (N̄t =

∑
n≥1 1{T̄n≤t})t≥0 est un processus

de Poisson de paramètre λ.
Inversement, si (Nt)t≥0 est un processus de Poisson de paramètre λ et si Ti = inf{t ≥ 0 :
Nt ≥ i} pour i ≥ 1, alors les variables aléatoires (Ti−Ti−1)i≥1 (où par convention T0 = 0)
sont i.i.d. suivant la loi exponentielle de paramètre λ et pour i ≥ 1, NTi = i.

Démonstration : Pour la première assertion, nous allons nous contenter de raison-
ner avec deux temps 0 ≤ t1 ≤ t2. Le cas d’un nombre fini de temps s’obtient par une
généralisation aisée. Pour k, l ∈ N et f : Rk+l → R bornée, en commençant par intégrer en
sk+l+1 pour la quatrième égalité puis en effectuant le changement de variables de jacobien
1 r1 = s1, r2 = s1 + s2, . . . , rk+l = s1 + . . .+ sk+l pour la cinquième, on obtient

E(f(T̄1, . . . , T̄k+l)1{N̄t1=k,N̄t2−N̄t1=l}) = E(f(T̄1, . . . , T̄k+l)1{N̄t1=k,N̄t2=k+l})
= E

(
f(T̄1, . . . , T̄k+l)1{T̄k≤t1<T̄k+1,T̄k+l≤t2<T̄k+l+1}

)
=

∫
0≤s1+...+sk≤t1≤s1+...+sk+1

s1+...+sk+l≤t2
f(s1, s1 + s2, . . . , s1 + . . .+ sk+l)(∫ +∞

t2−(s1+...+sk+l)

λe−λsk+l+1dsk+l+1

)
λk+le−λ(s1+...+sk+l)

k+l∏
j=1

1{sj≥0}dsj

= e−λt2λk+l
∫

0≤s1+...+sk≤t1≤s1+...+sk+1
s1+...+sk+l≤t2

f(s1, s1 + s2, . . . , s1 + . . .+ sk+l)
k+l∏
j=1

1{sj≥0}dsj

= e−λt2λk+l
∫
f(r1, . . . , rk+l)1{0≤r1≤r2≤...≤rk≤t1}1{t1<rk+1≤rk+2≤...≤rk+l≤t2}dr1 . . . drk+l.

(4.1)

Pour le choix f ≡ 1, on conclut que

P(N̄t1 = k, N̄t2 − N̄t1 = l) = e−λt2λk+l

(∫
0≤r1≤...≤rk≤t1

k∏
j=1

drj

)(∫
t1≤rk+1≤...≤rk+l≤t2

k+l∏
j=k+1

drj

)

= e−λt2λk+l
tk1
k!

× (t2 − t1)
l

l!
= e−λt1

(λt1)
k

k!
× e−λ(t2−t1)

(λ(t2 − t1))
l

l!
.

Pour la réciproque, rappelons que d’après la remarque 4.1.2, P(t 7→ Nt croissante) = 1. In-
troduisons la suite (Sn)n≥1 des temps de sauts du processus (Nt)t≥0 définie par récurrence
par

∀n ∈ N∗, Sn = inf{t > Sn−1 : Nt > Nt−} où S0 = 0 et Nt− = lim
s→t−

Ns.

Pour t ≥ 0, on a Nt =
∑

n≥1 νn1{Sn≤t} où νn : Ω → N∗ désigne la taille a priori aléatoire
du saut de l’instant Sn.
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Comme P(S1 > t) = P(Nt = 0) = e−λt, S1 suit la loi exponentielle de paramètre λ. La
propriété de Markov forte du PAIS (Nt)t≥0 au temps d’arrêt S1 assure que (NS1+t−NS1)t≥0

est un processus de Poisson de paramètre λ indépendant de S1. Donc, d’après ce qui
précède, l’instant de premier saut S2 − S1 de ce processus est une variable aléatoire
exponentielle de paramètre λ indépendante de S1. Plus généralement les variables (Sn −
Sn−1)n≥1 sont i.i.d. suivant cette loi.
Pour t ≥ 0, comme Nt =

∑
n≥1 νn1{Sn≤t} ≥

∑
n≥1 1{Sn≤t} où les variables aléatoires Nt

et
∑

n≥1 1{Sn≤t} suivent toutes les deux la loi de Poisson de paramètre λt la première par
définition et la seconde d’après la première assertion, Nt =

∑
n≥1 1{Sn≤t}. □

On en déduit les deux possibilités suivantes pour simuler le processus de Poisson à partir
d’une suite (Ui)i≥1 de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] :

-génération des temps de sauts : (− 1
λ
ln(Ui))i≥1 est une suite de variables i.i.d. sui-

vant la loi exponentielle de paramètre λ et (
∑

n≥1 1{− 1
λ

∑n
i=1 ln(Ui)≤t}

)t≥0 est un pro-
cessus de Poisson de paramètre λ. Notons que

∑
n≥1

1{− 1
λ

∑n
i=1 ln(Ui)≤t}

= min{n ∈ N :
n+1∏
i=1

Ui < e−λt}.

-simulation à des instants déterministes : pour générer le processus à des temps
fixes 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn, on utilise la définition qui assure que les variables
aléatoires Nt1 , Nt2 − Nt1 , ..., Ntn − Ntn−1 sont indépendantes et distribuées suivant
les lois de Poisson de paramètres respectifs λt1, λ(t2 − t1), ..., λ(tn − tn−1).
Notons que d’après l’algorithme précédent, pour θ > 0, min{n ∈ N :

∏n+1
i=1 Ui < e−θ}

suit la loi de Poisson de paramètre θ.

On peut généraliser la définition du processus de Poisson en relachant l’hypothèse de
stationnarité des accroissements. Le paramètre réel est remplacé par une fonction positive
sur R+.

Définition 4.1.4. Soit λ : R+ → R+ une fonction mesurable telle que pour tout
t > 0, Λ(t) =

∫ t
0
λ(s)ds < +∞. On appelle processus de Poisson d’intensité λ(t) un

processus (Nt)t≥0 à valeurs dans N et à trajectoires continues à droite t.q. pour tous
temps 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn, les variables aléatoires Nt1 , Nt2 − Nt1 , ..., Ntn − Ntn−1

sont indépendantes et distribuées suivant les lois de Poisson de paramètres respectifs
Λ(t1),Λ(t2)− Λ(t1), ...,Λ(tn)− Λ(tn−1).

La simulation à des instants déterministes n’est pas plus compliquée que dans le cas
homogène où l’intensité est constante. En revanche, la simulation des temps de sauts
repose sur la proposition suivante :

Proposition 4.1.5. Soit (Ui)i≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
uniforme sur [0, 1]. Si la suite (Tn)n≥1 est définie par

∀n ≥ 1, Tn = inf

{
t ≥ 0 : Λ(t) = −

n∑
i=1

ln(Ui)

}
(convention inf ∅ = +∞),

alors (Nt =
∑

n≥1 1{Tn≤t})t≥0 est un processus de Poisson d’intensité λ(t).



136 CHAPITRE 4. SIMULATION DE PROCESSUS COMPORTANT DES SAUTS

Si l’intensité λ(t) est constante égale à λ, alors Λ(t) = λt et Tn = − 1
λ

∑n
i=1 ln(Ui), si

bien que l’on retrouve la première assertion de la proposition 4.1.3.
Démonstration : Par continuité de Λ, pour n ≥ 1, si Tn < +∞ alors Λ(Tn) =
−
∑n

i=1 ln(Ui). Par croissance de Λ, on en déduit que pour t ≥ 0, Tn ≤ t implique
−
∑n

i=1 ln(Ui) ≤ Λ(t). Inversement, si −
∑n

i=1 ln(Ui) ≤ Λ(t), la définition de Tn et la
continuité de Λ entrâınent que Tn ≤ t. Ainsi {Tn ≤ t} = {−

∑n
i=1 ln(Ui) ≤ Λ(t)}.

D’après la première assertion de la proposition 4.1.3, le processus (N1
s =∑

n≥1 1{−
∑n
i=1 ln(Ui)≤s})s≥0 est un processus de Poisson de paramètre 1. Comme pour tout

t ≥ 0, Nt =
∑

n≥1 1{−
∑n
i=1 ln(Ui)≤Λ(t)} = N1

Λ(t), on conclut facilement. □

Dans le cas inhomogène où λ(t) est une fonction majorée par λ̄ < +∞, on peut également
utiliser la technique de simulation de sauts fictifs qui repose sur le résultat suivant.

Proposition 4.1.6. Soit λ : R+ → [0, λ̄] et (T̄j)j≥1 la suite des temps de sauts successifs
d’un processus de Poisson (N̄t)t≥0 de paramètre λ̄ indépendant d’une suite (Uj)j≥1 de
variables i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Si on définit par récurrence

T0 = 0 et pour n ≥ 1, Tn = min

{
T̄j > Tn−1 : Uj ≤

λ(T̄j)

λ̄

}
,

alors (Nt =
∑

n≥1 1{Tn≤t})t≥0 est un processus de Poisson d’intensité λ(t).

On rejette chacun des temps de sauts du processus de Poisson dont le paramètre λ̄
majore l’intensité λ(t) avec une probabilité égale au rapport λ(.)/λ̄ calculé au temps de
saut. Les sauts rejetés sont les sauts fictifs dont la méthode tire son nom.

Démonstration : On a Nt =
∑N̄t

j=1 1{Uj≤
λ(T̄j)

λ̄
}
. Pour 0 < t1 < t2 et n,m ∈ N, en utilisant

l’indépendance de la suite (Uj)j≥1 et de N̄ pour la troisième égalité, puis (4.1) pour la
quatrième, on obtient

P(Nt1 = n,Nt2 −Nt1 = m) =
∑

k≥n,l≥m

P(Nt1 = n, N̄t1 = k,Nt2 −Nt1 = m, N̄t2 − N̄t1 = l)

=
∑

k≥n,l≥m

P

(
k∑
j=1

1
{Uj≤

λ(T̄j)

λ̄
}
= n, N̄t1 = k,

k+l∑
j=k+1

1
{Uj≤

λ(T̄j)

λ̄
}
= m, N̄t2 − N̄t1 = l

)

=
∑

k≥n,l≥m

∫
[0,1]k+l

P

(
k∑
j=1

1
{uj≤

λ(T̄j)

λ̄
}
= n, N̄t1 = k,

k+l∑
j=k+1

1
{uj≤

λ(T̄j)

λ̄
}
= m, N̄t2 − N̄t1 = l

)

du1 . . . duk+l

= e−λ̄t2
∑

k≥n,l≥m

λ̄k+l
∫
Rk

P

(
k∑
j=1

1
{Uj≤

λ(rj)

λ̄
}
= n

)
1{0≤r1≤...≤rk≤t1}dr1 . . . drk

∫
Rl
P

(
k+l∑

j=k+1

1
{Uj≤

λ(rj)

λ̄
}
= n

)
1{t1<rk+1≤...≤rk+l≤t2}drk+1 . . . drk+l. (4.2)

Comme (r1, . . . , rk) 7→ P
(∑k

j=1 1{Uj≤
λ(rj)

λ̄
}
= n

)
est une fonction symétrique, en notant
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Sk l’ensemble des permutations de {1, 2, . . . , k}, on obtient∫
Rk

P

(
k∑
j=1

1
{Uj≤

λ(rj)

λ̄
}
= n

)
1{0≤r1≤...≤rk≤t1}dr1 . . . drk

=
1

k!

∑
σ∈Sk

∫
Rk

P

(
k∑
j=1

1
{Uj≤

λ(rj)

λ̄
}
= n

)
1{0≤rσ(1)≤...≤rσ(k)≤t1}dr1 . . . drk

=
1

k!

∫
[0,t1]k

P

(
k∑
j=1

1
{Uj≤

λ(rj)

λ̄
}
= n

)
dr1 . . . drk =

tk1
k!
P

(
k∑
j=1

1
{Uj≤

λ(Rj)

λ̄
}
= n

)

où les variables aléatoires (Rj)1≤j≤k sont i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, t1] et

indépendantes des Uj. La variable aléatoire
∑k

j=1 1{Uj≤
λ(Rj)

λ̄
}
suit la loi binomiale de pa-

ramètres k et

P
(
U1 ≤

λ(R1)

λ̄

)
=

1

t1

∫ t1

0

∫ λ(r)

λ̄

0

dudr =
1

t1

∫ t1

0

λ(r)

λ̄
dr =

Λ(t1)

λ̄t1
.

On en déduit que la première intégrale au membre de droite de (4.2) est égale à

1

λ̄kk!

(
k

n

)
Λ(t1)

n(λ̄t1 − Λ(t1))
k−n =

1

λ̄kn!(k − n)!
Λ(t1)

n(λ̄t1 − Λ(t1))
k−n.

La seconde intégrale se calcule de manière analogue et on conclut que

P(Nt1 = n,Nt2 −Nt1 = m)

= e−λ̄t2
Λ(t1)

n(Λ(t2)− Λ(t1))
m

n!m!

∑
k≥n

(λ̄t1 − Λ(t1))
k−n

(k − n)!

∑
l≥m

(λ̄(t2 − t1)− Λ(t2) + Λ(t1))
l−m

(l −m)!

= e−Λ(t1)
Λ(t1)

n

n!
× e−(Λ(t2)−Λ(t1))

(Λ(t2)− Λ(t1))
m

m!
.

□

4.1.2 Le modèle de Merton

Le modèle de Merton s’écrit

Xy
t = yeσWt+µt

Nt∏
j=1

Yj (4.3)

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien, (Nt)t≥0 un processus de Poisson de paramètre
λ > 0 et (Yj)j≥1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. telles que P(Y1 > 0) = 1.
On suppose également (Wt)t≥0, (Nt)t≥0 et (Yj)j≥1 indépendants.

Exemple 4.1.7. Pour la loi commune des Yj,

— le choix P(Yj = a) = p = 1− P(Yj = b) où 0 < a < 1 < b permet de modéliser à la
fois des sauts à la baisse {Yj = a} et des sauts à la hausse {Yj = b},
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— le choix d’une loi lognormale assure que la loi conditionnelle de Xy
t sachant Nt = n

est lognormale.

Pour simuler le modèle de Merton, on peut utiliser

— la simulation des temps de sauts : on génère les temps de sauts successifs (Tn)n≥1 du
processus de Poisson et les variables aléatoires (Yn)n≥1 et, de façon indépendante,
une suite (Gn)n≥1 de gaussiennes centrées réduites indépendantes ; alors on simule
le processus aux temps de sauts en posant

Xy
0 = y, T0 = 0 et pour n ≥ 1, Xy

Tn
= Xy

Tn−1
Yne

σGn
√
Tn−Tn−1+µ(Tn−Tn−1).

— la simulation à des instants déterministes : d’après (4.3), pour simuler Xy
t , il suffit

de générer (Nt,Wt) puis Nt variables Y1, . . . , YNt indépendantes suivant la loi qui
donne les amplitudes de sauts.

Pour t ≥ 0, on pose Xy
t− = lims→t− X

y
s . Entre deux temps de sauts Tn−1 et Tn successifs, le

processus de Merton (4.3) évolue suivant l’EDS de Black-Scholes dXy
t = σXy

t dWt + (µ+
σ2

2
)Xy

t dt tandis qu’en Tn, X
y
Tn

= Xy

T−
n
Yn égalité qui se récrit Xy

Tn
−Xy

T−
n
= Xy

T−
n
(Yn − 1).

On en déduit que ce processus est solution de l’équation différentielle stochastique avec
sauts :

dXy
t = σXy

t dWt + (µ+ σ2/2)Xy
t dt+Xy

t−(YNt − 1)dNt.

Nous allons maintenant nous intéresser à la simulation d’EDS avec sauts plus générales
et dont la solution n’a pas d’expression explicite.

4.1.3 Équation différentielles stochastiques avec sauts

Pour σ : [0, T ]×Rn → Rn×d, b : [0, T ]×Rn → Rn, c : [0, T ]×Rn×Rq → Rn et y ∈ Rn,
on s’intéresse à l’EDS avec sauts en dimension n

dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt+ c(t,Xt− , YNt)dNt, X0 = y

où (Wt)t≥0 mouvement brownien à valeurs Rd, (Nt)t≥0 processus de Poisson de paramètre
λ et (Yi)i≥1 suite de vecteurs i.i.d. à valeurs Rq sont indépendants. En conditionnant par
la partie sauts ((Nt)t≥0, (Yi)i≥1), on vérifie facilement que si σ et b satisfont l’hypothèse
(Lip) du théorème 3.1.2, alors cette EDS admet une unique solution.

Remarque 4.1.8. Ce cadre englobe le cas d’une intensité de sauts γ : [0, T ] × Rn →
[0, λ] dépendant de l’état courant mais bornée en posant Yi = (Zi, Ui) et c(t, x, z, u) =
1{u≤ γ(t,x)

λ
}f(t, x, z) avec f : [0, T ]×Rn×Rq−1 → Rn, Zi à valeurs dans Rq−1 et Ui uniforme

sur [0, 1].

Pour discrétiser ce processus jusqu’à l’horizon T , on peut utiliser une grille croissante
d’instants qui combine les temps déterministes tk = kT

K
, k ∈ {0, . . . , K} et les temps

de sauts T1, . . . , TNT du processus de Poisson avant T . On initialise le schéma en posant
X̄0 = y. Puis, pour passer d’un instant de discrétisation sl à l’instant suivant sl+1,

— on commence par utiliser un schéma standard pour la partie EDS sans sauts, ce qui
donne dans le cas du schéma d’Euler,

X̄s−l+1
= X̄sl + σ(sl, X̄sl)(Wsl+1

−Wsl) + b(sl, X̄sl)(sl+1 − sl).
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— si sl+1 ∈ {T1, . . . , TNT } i.e. sl+1 est un temps de saut, on fait sauter le processus
discrétisé suivant

X̄sl+1
= X̄s−l+1

+ c(sl+1, X̄s−l+1
, YNsl+1

).

Sinon, on pose X̄sl+1
= X̄s−l+1

.

Sous de bonnes hypothèses de régularité sur les coefficients de l’EDS, on peut vérifier que
l’ordre de convergence faible de ce schéma est égal à celui du schéma utilisé pour la partie
EDS sans sauts.

4.2 Processus de Lévy

Le modèle de Black-Scholes s’écrit

∀t ≥ 0, Xy
t = yeZt (4.4)

où Zt = σWt+(r− σ2

2
)t est un Processus à Accroissements Indépendants et Stationnaires

continu. On peut montrer que tous les PAIS continus à valeurs réelles sont de la forme
σWt + µt où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien standard. Une généralisation naturelle
de la modélisation consiste alors à prendre pour (Zt)t≥0 un PAIS (ou processus de Lévy)
non nécessairement continu dans (4.4).

Définition 4.2.1. On appelle PAIS ou également processus de Lévy un processus (Zt)t≥0

à trajectoires continues à droite avec des limites à gauche tel que

1. Z0 = 0,

2. pour tous temps 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn, les accroissements Zt1 , Zt2 −Zt1 , . . . , Ztn −Ztn−1

sont indépendants,

3. pour 0 ≤ s ≤ t, l’accroissement Zt − Zs a même loi que Zt−s.

Exemple 4.2.2. Le mouvement brownien et le processus de Poisson de paramètre λ sont
des processus de Lévy.

Si (Zt)t≥0 est un processus de Lévy, alors comme pour n ∈ N∗,

Z1 =
n∑
k=1

(Zk/n − Z(k−1)/n) où les variables (Zk/n − Z(k−1)/n)1≤k≤n sont i.i.d., (4.5)

la variable aléatoire Z1 est indéfiniment divisible au sens de la définition suivante.

Définition 4.2.3. Une variable aléatoire réelle X et sa loi sont dites indéfiniment divi-

sibles si pour tout n ∈ N∗, il existe des variables i.i.d. (Xn
k )1≤k≤n telle que X

L
=
∑n

k=1X
n
k .

En fait, il existe une bijection entre lois indéfiniment divisibles et processus de Lévy :

Théorème 4.2.4. Pour toute loi indéfiniment divisible, il existe un processus de Lévy
(Zt)t≥0 unique en loi t.q. la variable Z1 est distribuée suivant cette loi.

Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, donne la structure de la fonction
caractéristique des variables aléatoires indéfiniment divisibles qui porte le nom de formule
de Lévy-Kinchine.
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Proposition 4.2.5. Une variable aléatoire réelle X est indéfiniment divisible si et seule-
ment si il existe un unique triplet (σ, µ, ν) avec σ ≥ 0, µ ∈ R et ν mesure sur la droite
réelle vérifiant ν({0}) = 0 et

∫
R(h

2 ∧ 1)ν(dh) < +∞ appelée mesure de Lévy, tel que

∀u ∈ R, E
(
eiuX

)
= eψ(u) où ψ(u) = −σ

2u2

2
+ iuµ+

∫
R
(eiuh − 1− iuh1{|h|≤1})ν(dh).

Remarque 4.2.6. Notons que e−
σ2u2

2
+iuµ = E(eiuG) où G ∼ N1(µ, σ

2).

Ainsi, pour tout processus de Lévy (Zt)t≥0, il existe un triplet (σ, µ, ν) tel que
E
(
eiuZ1

)
= eψ(u) avec ψ définie dans la proposition. Avec (4.5), on en déduit facile-

ment que pour n ∈ N∗, E
(
eiuZ1/n

)
= e

ψ(u)
n puis que pour tout t ∈ Q+, E

(
eiuZt

)
= etψ(u).

Comme la continuité à droite des trajectoires de (Zt)t≥0 entrâıne par convergence dominée
celle de t→ E

(
eiuZt

)
, on conclut que ∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E

(
eiuZt

)
= etψ(u).

On en déduit que (Zt)t≥0 admet la décomposition ∀t ≥ 0, Zt = σWt + µt+ Z̄t où (Z̄t)t≥0

est un processus de Lévy de sauts purs indépendant de (Wt)t≥0 tel que ∀t ≥ 0, ∀u ∈ R,
E
(
eiuZ̄t

)
= exp

(
t
∫
R(e

iuh − 1− iuh1{|h|≤1})ν(dh)
)
. Lorsque la mesure de Lévy ν est non

nulle et bornée au sens où λ = ν(R) ∈]0,+∞[, alors m = ν
λ
est une mesure de probabilité

sur R. Le processus (Z̄t)t≥0 est un processus de Poisson composé avec dérive au sens où
il existe un processus de Poisson (Nt)t≥0 de paramètre λ ainsi qu’une suite indépendante
(ξi)i≥1 de variables i.i.d. suivant m tels que

∀t ≥ 0, Z̄t =
Nt∑
i=1

ξi − t

∫
[−1,1]

hν(dh).

Cela découle du théorème 4.2.4 et du résultat pour t = 1 du calcul suivant :

E
(
eiu(

∑Nt
i=1 ξi−t

∫
[−1,1] hν(dh))

)
= e−t(λ+iu

∫
[−1,1] hν(dh))

∑
n∈N

(λt)n

n!

(∫
R
eiuhm(dh)

)n
= et

∫
R(e

iuh−1−iuh1{|h|≤1})ν(dh).

Dans ce cas (4.4) s’écrit

Xy
t = yeσWt+µ̄t

Nt∏
j=1

Yj avec Yj = eξj et µ̄ = µ−
∫
[−1,1]

hν(dh)

et on retrouve le modèle de Merton (4.3).
Pour sortir de ce modèle, il faut donc considérer le cas ν(R) = +∞ où (Z̄t)t≥0 possède
une infinité de sauts sur tout intervalle de temps de longueur non nulle.
Pour une étude détaillée des processus de Lévy, nous revoyons aux livres de Bertoin [11],
Sato [69] et Applebaum [5].

Exercice 4.2.7. Montrer que le triplet associé au processus de Poisson de paramètre λ
est σ = 0, µ = λ et ν = λδ1.

4.2.1 Processus gamma et variance-gamma

Rappelons tout d’abord la définition et une technique de simulation de la loi gamma.
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Définition 4.2.8. Pour a, θ > 0, on appelle loi gamma de paramètre (a, θ) et on note
Γ(a, θ) la loi de densité 1

Γ(a)
xa−1θae−θx1{x>0} sur la droite réelle où Γ(a) =

∫∞
0
xa−1e−xdx

désigne la fonction gamma d’Euler.

Propriétés :

1. La loi Γ(1, θ) est la loi exponentielle de paramètre θ.

2. Si X ∼ Γ(a, θ) et Y ∼ Γ(b, θ) sont indépendantes et λ > 0, λX ∼ Γ(a, θ
λ
) et

X + Y ∼ Γ(a+ b, θ).

3. Si X ∼ Γ(a, θ) alors

∀u ∈ R, ∀v > −θ, E(e(iu−v)X) =
(

θ

θ + v − iu

)a
. (4.6)

Les propriétés 1 et 2 sont à la base de la technique de simulation suivante.
Simulation d’une variable de loi Γ(a, θ) où a, θ > 0 : Soit ⌊a⌋ la partie entière de
a, α = a − ⌊a⌋ sa partie fractionnaire et U1, . . . , U⌊a⌋ des variables uniformes sur [0, 1]
indépendantes.
D’après la propriété 2, si Y ∼ Γ(α, 1) (convention Y = 0 si α = 0) est indépendante de

(U1, . . . , U⌊a⌋), la variable aléatoire 1
θ

(
Y − ln

(∏⌊a⌋
j=1 Uj

))
où
∏0

j=1 = 1 suit la loi Γ(a, θ).

Reste donc, pour α ∈]0, 1[, à savoir simuler Y ∼ Γ(α, 1) de densité 1
Γ(α)

yα−1e−y1{y>0} ≤
1

Γ(α)

[
yα−11{0<y≤1} + e−y1{y>1}

]
. On peut pour cela effectuer du rejet sous la densité p(y) =

e
α+e

[
αyα−11{0<y≤1}

]
+ α

α+e

[
e1−y1{y>1}

]
de fonction de répartition

F (y) =
e

α + e

[
yα1{0<y≤1} + (1 + α(e−1 − e−y))1{y>1}

]
.

Comme F−1(u) =
(

(α+e)u
e

)1/α
1{u≤ e

α+e
} − ln

(
(α+e)(1−u)

αe

)
1{u> e

α+e
}, on peut facilement si-

muler suivant la densité p. L’espérance du nombre géométrique de propositions suivant
la densité p nécessaires pour générer une variable de loi Γ(α, 1) est α+e

αeΓ(α)
. Son maximum

sur l’intervalle [0, 1] est d’environ 1.39.

Pour a, θ > 0, d’après la propriété 2, la loi Γ(a, θ) est indéfiniment divisible. Donc
d’après le théorème 4.2.4, il existe un processus de Lévy (Ut)t≥0 appelé processus gamma

de paramètre (a, θ) tel que U1 ∼ Γ(a, θ) et E
(
eiuUt

)
=
(
E
(
eiuU1

))t
, ce qui assure que Ut ∼

Γ(at, θ) d’après (4.6). Comme les variables aléatoires gamma sont positives, ce processus
est croissant. Cette propriété de monotonie n’étant pas satisfaisante pour modéliser le
cours d’un actif financier, Madan, Carr et Chang [54] proposent plutôt d’utiliser dans
(4.4) Zt = Ut − Dt où (Ut)t≥0 et (Dt)t≥0 sont des processus gamma indépendants de
paramètres respectifs (a, θ) et (a, λ). Le lemme suivant explique pourquoi le processus
(Zt)t≥0 porte le nom de processus variance gamma.

Lemme 4.2.9. Le processus (Zt)t≥0 a même loi que (BYt)t≥0 où Bt =
√

2a
θλ
Wt +

(λ−θ)a
λθ

t

avec (Wt)t≥0 mouvement brownien standard indépendant de (Yt)t≥0 processus gamma de
paramètre (a, a).

Démonstration : Posons σ =
√

2a
θλ
, µ = (λ−θ)a

λθ
et notons pt la densité de Yt pour t > 0.

Pour 0 < t1 < t2 et u, v ∈ R, en utilisant l’indépendance de Y et B puis le caractère
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indépendant et stationnaire des accroissements de ces processus et la positivité de ceux
de Y , il vient

E
(
e
i(uBYt1

+v(BYt2
−BYt1 ))

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

E
(
ei(uBτ+v(Bτ+r−Bτ ))

)
pt1(τ)pt2−t1(r)dτdr

=

∫ +∞

0

e(iuµ−
σ2u2

2
)τpt1(τ)dτ

∫ +∞

0

e(ivµ−
σ2v2

2
)rpt2−t1(r)dr

= E
(
e
iuBYt1

)
E
(
e
ivBYt2−t1

)
.

Donc (BYt)t≥0 est un PAIS et il suffit de vérifier que pour t > 0, Zt et BYt ont même
loi pour conclure. Pour cela, on utilise la fonction caractéristique. Pour u ∈ R, d’après le
calcul qui précède puis (4.6) et la définition de (σ, µ),

E(eiuBYt ) = E
(
e(iuµ−

σ2u2

2
)Yt
)
=

(
a

a+ σ2u2

2
− iuµ

)at

=

(
θλ

θλ+ i(θ − λ)u+ u2

)at
.

D’autre part, d’après la définition de Z, l’indépendance de U et D puis (4.6),

E(eiuZt) = E(eiu(Ut−Dt)) = E(eiuUt)E(e−iuDt) =
(

θ

θ − iu

)at(
λ

λ+ iu

)at
=

(
θλ

θλ+ i(θ − λ)u+ u2

)at
.

□

Au passage, nous avons vu que Zt2 − Zt1
L
= Zt2−t1

L
= σ

√
Yt2−t1G + µYt2−t1 où G est une

gaussienne centrée réduite indépendante de (Yt)t≥0. On peut utiliser cette remarque ou
bien la définition Zt = Ut − Dt du processus variance gamma pour pouvoir simuler ses
accroissements.

4.2.2 Processus Normal Inverse Gaussian

Définition 4.2.10. Soit γ ≥ 0 et δ > 0. On appelle loi Inverse Gaussian de paramètre
(γ, δ) et on note IG(γ, δ) la loi de densité

δeδγ√
2π
x−3/2e−

1
2
( δ

2

x
+γ2x)1{x>0} =

δ√
2π
x−3/2e−

(δ−γx)2
2x 1{x>0}

sur la droite réelle.

On a l’interprétation probabiliste suivante pour cette loi.

Lemme 4.2.11. Soit (Wt)t≥0 un mouvement brownien standard.
Alors τδ = inf{t ≥ 0 : Wt + γt ≥ δ} suit la loi IG(γ, δ).

Démonstration : On pose Bt = Wt + γt. Soit α > 0. Pour n ∈ N∗, d’après le théorème

de Girsanov, sous P̃ de densité dP̃
dP = e−γWn− γ2

2
n, (Bt)t≤n est un mouvement brownien. En
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outre, (eγBt−
γ2

2
t)t≤n et (e(α+γ)Bt−

(α+γ)2

2
t)t≤n sont des P̃ martingales exponentielles. Comme

dP
dP̃ = eγBn−

γ2

2
n, on a

E
(
eαBτδ∧n−

α2+2αγ
2

τδ∧n
)

= Ẽ
(
eαBτδ∧n−

α2+2αγ
2

τδ∧neγBn−
γ2

2
n

)
= Ẽ

(
e(α+γ)Bτδ∧n−

(α+γ)2

2
τδ∧n

)
= 1.

Lorsque n tend vers l’infini, la suite de variables aléatoires
(
eαBτδ∧n−

α2+2αγ
2

τδ∧n
)
n≥1

à va-

leurs dans [0, eαδ] converge presque sûrement vers eαδ−
α2+2αγ

2
τδ . Le théorème de convergence

dominée assure alors que

E
(
e−

α2+2αγ
2

τδ

)
= e−αδ.

Notons qu’en prenant la limite pour α → 0+, on obtient par convergence monotone que
P(τδ < +∞) = 1.
Pour λ ≥ 0, on vérifie facilement que −γ +

√
γ2 + 2λ est l’unique racine positive de

l’équation du second degré λ = α2+2αγ
2

en α. Ainsi la transformée de Laplace de τδ est

E
(
e−λτδ

)
= e(γ−

√
γ2+2λ)δ.

On conclut en remarquant que

∫ +∞

0

e−λxIG(γ, δ)(x)dx = eδγe−δ
√
γ2+2λ

∫ +∞

0

IG(
√
γ2 + 2λ, δ)(x)dx = e(γ−

√
γ2+2λ)δ.

(4.7)
□

D’après la propriété de Markov forte pour le mouvement brownien avec dérive Bt, pour
δ, δ′ > 0, la variable aléatoire τδ+δ′ − τδ est indépendante de τδ et a même loi que τδ′ . Donc

si X ∼ IG(γ, δ) et Y ∼ IG(γ, δ′) sont indépendantes, alors (X, Y )
L
= (τδ, τδ+δ′ − τδ) ce

qui assure que X + Y
L
= τδ+δ′ ∼ IG(γ, δ + δ′). Cette propriété qui peut également se lire

sur la transformée de Laplace (4.7), assure que la loi IG(γ, δ) est indéfiniment divisible.
D’après le théorème 4.2.4, il existe un processus de Lévy (Yt)t≥0 appelé processus Inverse
Gaussian de paramètre (γ, δ) tel que Y1 ∼ IG(γ, δ) et que E(e−λYt) = E(e−λY1)t, ce qui
avec (4.7) assure que Yt ∼ IG(γ, δt). Ce processus étant croissant, Barndorff-Nielsen [9]
propose plutôt d’utiliser dans (4.4) Zt = BYt où Bt = α+Wt+µt avec (Wt)t≥0 mouvement
brownien indépendant de (Yt)t≥0 et α, µ ∈ R.
En reprenant la preuve du lemme 4.2.9, on vérifie que le processus (Zt)t≥0 est alors un

processus de Lévy tel que Zt
L
= α +

√
YtG+ µYt où G est une gaussienne centrée réduite

indépendante de (Yt)t≥0. Il suffit de savoir simuler suivant les lois IG pour pouvoir générer
les accroissements de ce processus. C’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.12. Soient δ > 0, X ∼ χ2(1) = Γ(1
2
, 1
2
) de densité 1√

2πx
e−x/21{x>0} et U

uniformément répartie sur [0, 1] indépendantes.
Alors δ2

X
∼ IG(0, δ) et lorque γ > 0,

si Y± =
2γδ +X ±

√
4γδX +X2

γ2
, alors Y = 1{U≤ δ

δ+γY−
}Y− + 1{U> δ

δ+γY−
}Y+ ∼ IG(γ, δ).
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Notons que si G2 ∼ N1(0, 1), G
2 ∼ χ2(1), ce qui, avec la méthode polaire de simulation

des gaussiennes centrées réduites, permet de simuler facilement suivant la loi χ2(1).
Démonstration : Dans le cas γ > 0, la clé du résultat consiste à remarquer que si

Y ∼ IG(γ, δ), Z = (γY−δ)2
Y

∼ χ2(1).

La fonction f(y) = (γy−δ)2
y

de dérivée f ′(y) = (γy+δ)(γy−δ)
y2

décroit de +∞ à 0 sur ]0, δ
γ
[ et

croit de 0 à +∞ sur ] δ
γ
,+∞[. Pour z > 0, l’équation z = f(y) se récrit y2− (2γδ+z)

γ2
y+ δ2

γ2
= 0.

Le discriminant est ∆ = 4δγz+z2

γ4
et elle admet deux racines y± =

2γδ+z±
√

4δγz+z2

2γ2
avec

y+ > δ
γ
et y− < δ

γ
. Enfin f ′(y−) = − (γy−+δ)|γy−−δ|

y2−
= −(γy− + δ)y

−3/2
−

√
z et f ′(y+) =

(γy+ + δ)y
−3/2
+

√
z. Donc pour φ : R → R bornée,

E(φ(Z)) =
∫ +∞

0

φ(z)

(
−IG(γ, δ)

f ′ (y−) +
IG(γ, δ)

f ′ (y+)

)
dz

=

∫ +∞

0

φ(z)

(
1

γy− + δ
+

1

γy+ + δ

)
δ√
2πz

e−z/2dz.

Comme

1

γy− + δ
+

1

γy+ + δ
=

γ(y− + y+) + 2δ

γ2y−y+ + δγ(y− + y+) + δ2
=

2γδ+z
γ

+ 2δ

δ2 + δ 2γδ+z
γ

+ δ2
=

1

δ
,

on conclut que E(φ(Z)) =
∫ +∞
0

φ(z)e−z/2 dz√
2πz

. En reprenant les calculs en marche arrière,

on voit qu’il suffit de prendre la racine Y− avec probabilité δ
δ+Y−

= (δ+Y−)−1

(δ+Y−)−1+(δ+Y+)−1 et
la racine Y+ avec probabilité complémentaire pour obtenir une variable aléatoire de loi
IG(γ, δ) à partir de X ∼ χ2(1).

Lorsque γ → 0+,√
4γδX +X2 = X

√
1 +

4γδ

X
= X

(
1 +

1

2

(
4γδ

X

)
− 1

16

(
4γδ

X

)2
)

+ o(γ2)

= X + 2γδ − γ2δ2

X
+ o(γ2),

ce qui assure que Y− tend p.s. vers δ2

X
> 0. Donc 1{U≤ δ

δ+γY−
} tend p.s. vers 1 et Y vers δ2

X
.

Par convergence dominée, on en déduit avec (4.7) que

∀λ ≥ 0, E
(
e−

λδ2

X

)
= lim

γ→0+
e(γ−

√
γ2+2λ)δ = e−δ

√
2λ,

ce qui assure que δ2

X
∼ IG(0, δ). □

Remarque 4.2.13. — Comme Wτδ + γτδ = δ, on a (γτδ−δ)2
τδ

=
W 2
τδ

τδ
, égalité qui

peut donner un peu d’intuition sur la clé de la démonstration (pour tout t > 0

déterministe
W 2
t

t
∼ χ2(1)).

— Pour φ : R → R bornée, en effectuant le changement de variables y = δ2

x
, on obtient

E
(
φ

(
δ2

X

))
=

∫ +∞

0

φ

(
δ2

x

)
e−

x
2
dx√
2πx

=

∫ +∞

0

φ(y)δy−3/2e−
δ2

2y
dy√
2π
. (4.8)

On retrouve bien que δ2

X
∼ IG(0, δ).
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4.2.3 Processus stables symétriques

Définition 4.2.14. Une variable aléatoire X et sa loi sont dites stables si pour Y
indépendante de X et de même loi

∀a, b > 0, ∃c > 0, ∃d ∈ R, aX + bY
L
= cX + d. (4.9)

Exemple 4.2.15. 1. Si X ∼ N1(µ, σ
2), aX + bY ∼ N1((a + b)µ, (a2 + b2)σ2). Donc

aX + bY
L
=

√
a2 + b2X + ((a + b) −

√
a2 + b2)µ. Ainsi c =

√
a2 + b2 et d = ((a +

b)−
√
a2 + b2)µ.

2. Si X suit la loi de Cauchy de paramètre σ > 0 notée C(σ) de densité σ
π(x2+σ2)

et de fonction caractéristique E(eiuX) = e−σ|u|, alors E(eiu(aX+bY )) = e−σ(a+b)|u| =
E(eiu(a+b)X). Ainsi c = a+ b et d = 0.

3. Si X ∼ IG(0, δ), X
L
= inf{t ≥ 0 : Wt ≥ δ} = δ2 inf{t ≥ 0 : 1

δ
Wδ2t ≥ 1} ∼

δ2IG(0, 1), résultat que l’on déduit aussi du lemme 4.2.12. Donc aX ∼ IG(0,
√
aδ)

et bY ∼ IG(0,
√
bδ) puis aX + bY ∼ IG(0, (

√
a +

√
b)δ). Ainsi aX + bY

L
= (

√
a +√

b)2X et c = (
√
a+

√
b)2, d = 0.

Définition 4.2.16. Une variable aléatoire X et sa loi sont dites symétriques si X
L
= −X.

Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, caractérise les lois stables
symétriques au travers de leur fonction caractéristique.

Théorème 4.2.17. Soit X une variable aléatoire stable. Il existe α ∈]0, 2] tel que pour
tous a, b > 0, la constante c dans (4.9) est donnée par cα = aα + bα. La constante α
s’appelle indice de stabilité de X. Enfin, si X est stable symétrique d’indice α,

∃σ ≥ 0, ∀u ∈ R, E(eiuX) = e−σ
α|u|α

et on note alors X ∼ SαS(σ).

Remarque 4.2.18. — Les trois exemples précédents correspondent respectivement à
des lois stables d’indice 2, 1 et 1

2
.

— Si X ∼ SαS(1) et σ > 0, alors E(ei(uσ)X) = e−|uσ|α, ce qui assure que σX ∼ SαS(σ).

— S2S(σ) = N1(0, 2σ
2) et S1S(σ) = C(σ).

Exemple 4.2.19. Si G1 et G2 sont deux gaussiennes centrées réduites indépendantes,
σ
4

(
1
G2

1
− 1

G2
2

)
∼ S 1

2
S(σ). En effet, cette variable aléatoire est symétrique et comme, d’après

le lemme 4.2.12, 1
G2

1
∼ IG(0, 1), il est facile de vérifier qu’elle est stable d’indice 1

2
. Enfin,

comme pour λ ≥ 0, E
(
e
−λ 1

G2
1

)
= e−

√
2λ, par prolongement analytique, E

(
e
iu 1

G2
1

)
=

e−(1−sign(u)i)
√

|u| et E

(
e
iu

(
1

G2
1
− 1

G2
2

))
= e−2

√
|u|.

Soit α ∈]0, 2] et σ, σ′ > 0. Si X ∼ SαS(σ) et Y ∼ SαS(σ′) sont indépendantes, alors
E(eiu(X+Y )) = e−σ

α|u|αe−σ
′α|u|α = e−(σα+σ′α)|u|α et X + Y ∼ SαS((σα + σ′α)1/α). Cela

assure que la loi SαS(σ) est indéfiniment divisible. Avec le théorème 4.2.4, on en déduit
l’existence d’un processus de Lévy (Zt)t≥0 appelé processus stable symétrique d’indice
α tel que Z1 ∼ SαS(σ) et que E(eiuZt) = E(eiuZ1)t. D’après le théorème 4.2.17, cette
dernière égalité entrâıne que Zt ∼ SαS(σt1/α).
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Exemple 4.2.20.

— Lorsque α = 2 et σ = 1√
2
, ce processus est le mouvement brownien.

— Lorsque α ∈]0, 2[, par le changement de variables x = uh∫
R
(eiuh − 1− iuh1{|h|≤1})

dh

|h|α+1
= |u|α

∫
R
(eix − 1− ix1{|x|≤1})

dx

|x|α+1

où par parité de la fonction 1
|x|α+1 , la constante

∫
R(e

ix−1−ix1{|x|≤1})
dx

|x|α+1 est réelle.
On en déduit que le triplet associé à Z1 par la formule de Lévy Kinchine donnée
dans la proposition 4.2.5 est (0, 0, cdx

|x|α+1 ) avec c une constante de normalisation. Le
processus est discontinu et t.q.

∀β, t > 0, E(|Zt|β) < +∞ ⇔
∫ +∞

1

|x|β cdx

|x|α+1
< +∞ ⇔ β < α.

Pour simuler ses accroissements, il suffit d’utiliser Zt+s − Zt
L
= σs1/αX où la variable

aléatoire X ∼ SαS(1) peut être générée grâce au résultat suivant.

Proposition 4.2.21. Soit Θ variable uniforme sur [−π
2
, π
2
] et Y variable exponentielle de

paramètre 1 indépendantes. Alors

X =
sin(αΘ)

(cos(Θ))1/α

(
cos((1− α)Θ)

Y

)(1−α)/α

∼ SαS(1).

Plutôt que de démontrer ce résultat, nous allons voir que pour des valeurs particulières
de α, il permet de retrouver des techniques de simulation bien connues :

Cas α = 1 : on retrouve que X = tan(Θ) ∼ C(1).

Cas α = 2 : X = sin(2Θ)√
cos(Θ)

(
cos(−Θ)

Y

)−1/2

=
√
2
√
2Y sin(Θ)

L
=

√
2
√
2Y sin(2Θ). Comme

2Y est une variable exponentielle de paramètre 1/2 indépendante de 2Θ qui suit la
loi uniforme sur [−π, π], d’après la méthode polaire,

√
2Y sin(2Θ) ∼ N1(0, 1). On

retrouve ainsi que X ∼ N1(0, 2).

Cas α = 1
2
: X = sin(Θ/2)

cos2(Θ)
× cos(Θ/2)

Y
= sin(Θ)

2Y cos2(Θ)
. Toujours d’après la méthode polaire,

(G1, G2) =
√
2Y (sin(2Θ), cos(2Θ)) ∼ N2(0, I2).

1

4

(
1

G2
1

− 1

G2
2

)
=

1

8Y

(
1

sin2(2Θ)
− 1

cos2(2Θ)

)
=

cos2(2Θ)− sin2(2Θ)

8Y sin2(2Θ) cos2(2Θ)
=

cos(4Θ)

2Y sin2(4Θ)
.

Soit φ : R → R bornée. Comme la fonction γ → cos(γ)

sin2(γ)
est périodique de période 2π

et paire, on obtient en faisant la changement de variables θ = π
2
− γ,

E
(
φ

(
cos(4Θ)

sin2(4Θ)

))
=

1

4π

∫ 2π

−2π

φ

(
cos(γ)

sin2(γ)

)
dγ =

1

π

∫ π

0

φ

(
cos(γ)

sin2(γ)

)
dγ

=
1

π

∫ π
2

−π
2

φ

(
cos(π

2
− θ)

sin2(π
2
− θ)

)
dθ =

1

π

∫ π
2

−π
2

φ

(
sin(θ)

cos2(θ)

)
dθ,

ce qui assure que cos(4Θ)

sin2(4Θ)

L
= sin(Θ)

cos2(Θ)
.
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4.2.4 EDS dirigées par des processus de Lévy

Pour discrétiser l’EDS dXt = σ(t,X−
t )dZt dirigée par le processus de Lévy (Zt)t≥0 on

peut utiliser le schéma d’Euler qui s’écrit X̄tk+1
= σ(tk, X̄tk)(Ztk+1

− Ztk).
Pour simplifier on suppose ici que la dimension d du processus de Lévy et la dimension n
de la solution X sont toutes deux égales à 1. L’ordre de convergence faible du schéma reste
en 1

N
comme dans le cas sans saut dès lors que le processus (Zt)t≥0 ne comporte pas trop

de grands sauts. Pour quantifier cela, on demande que la mesure de Lévy ν associée à Z1

par la formule de Lévy Kinchine donnée dans la proposition 4.2.5 possède suffisamment
de moments finis [66].

Lorsqu’il n’est pas possible de simuler les accroissements Ztk+1
− Ztk , on peut simuler

les grands sauts qui sont en valeur absolue plus grands qu’un seuil ε et approcher la
contribution des petits sauts par un mouvement brownien avec dérive avec même moments
d’ordre 1 et 2 [68] [38]. Enfin, [44] est consacré à la construction de schémas d’ordre de
convergence faible élevé pour des EDSs dirigées par des processus de Lévy de sauts purs
dans l’esprit de ceux introduits dans le paragraphe 3.5 dans le cas brownien.
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dimensional SDEs without Lévy area simulation, Ann. Appl. Probab. 24(4) :1585-1620,
2014.

[30] Gobet, E. : Revisiting the Greeks for European and American options. Proceedings
of the ”International Symposium on Stochastic Processes and Mathematical Finance”
at Ritsumeikan University, Kusatsu, Japan, March 2003. 18 pages. 2004.

[31] Gobet, E. Weak approximation of killed diffusion using Euler schemes. Stochastic
Processes and their Applications, 87 :167-197, 2000.

[32] Gobet, E. Euler Schemes and Half-Space Approximation for the Simulation of Dif-
fusion in a Domain, ESAIM P&S, 5 :261-297, 2001.

[33] Gobet, E. Menozzi, S. Exact approximation rate of killed hypoelliptic diffusions using
the discrete Euler scheme, Stochastic Processes and their Applications, 112(2) :201-
223, 2004.

[34] Guyon, J. : Euler scheme and tempered distributions. Stochastic Processes and their
Applications, 116(6) :877-904, 2006.



BIBLIOGRAPHIE 151

[35] Hairer, M., Mattingly, J. C., Yet another look at Harris’ ergodic theorem for Markov
chains. Seminar on Stochastic Analysis, Random Fields and Applications VI, 109-117,
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[69] Sato, K. : Lévy processes and infinitely divisible distributions. Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, 68. Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

[70] Talay, D. and Tubaro, L. : Expansion of the global error for numerical schemes solving
stochastic differential equations. Stochastic Anal. Appl. 8(4) :483-509, 1990.



BIBLIOGRAPHIE 153

[71] Tanaka, H. and Kohatsu-Higa, A. : An operator approach for Markov chain weak
approximations with an application to infinite activity Lévy driven SDEs. Ann. Appl.
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