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Chapter 1

Discrétisation des EDS

1.1 Equations différentielles stochastiques

1.1.1 Existence et unicité, applications en finance

Soit 7" > 0 un horizon de temps (la maturité d’'une option par exemple). Sur un espace

de probabilité (2, A,P) muni d’'une filtration (F;):>0, on considere un Fi-mouvement
w

brownien W; = : a valeurs R? et Y une variable aléatoire F;, mesurable & valeurs
I/th

R™. On se donne également des coefficients o : [0, 7] x R* — R™*4 et b: [0, 7] x R" — R"

et on s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochastique

(1.1)

dXt = U(t, Xt)th + b(t, Xt)dt
XO - Y

Définition 1.1.1. On appelle solution de 'EDS (1.31) un processus (Xi)icpm continu
Fi-adapté a valeurs R™ tel que

o p.s., [ |b(s, X,)| + |o(s, X,)Pds < +o0,
o s, VLE0,T], X, =Y + [, o(s, X, )dW, + [, b(s, X,)ds.

Le principal résultat d’existence et d’unicité pour les EDS est I'analogue du théoreme
de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles ordinaires et s’obtient sous des hy-
potheses similaires sur les coefficients de I'équation.

Théoréme 1.1.2 (d’'Ttd). On suppose que

Vo € R, |o(t,z)| + [b(t, )| < K(1 + |z])

Lip) 3K > 0, Vt € [0, T], ’
(Lip) 0.} {Vm,yeR", o(t,x) — o(t,y)| + [b(t,z) — b(t,y)| < K|z —y|

cjo,r] (st Xi est une autre solution,

Alors ’EDS (1.31) admet une unique solution (X;)
) < 400, alors

alors p.s., Yt € [0,T], X; = X[). En outre, si E(|Y|

E (sup |Xt\2> < CA+E(]Y]?)) ou C ne dépend pas de Y. (1.2)

t<T
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Démonstration : La démonstration repose sur une technique de point fixe. L’espace

E = {(Xt)te[o,T} processus JFi-adapté continu a valeurs R" t.q. E <sup |Xt|2> < —i—oo}
t<T

muni de la norme \/ E (supy<q | X¢|?) est un espace de Banach.

e Dans le cas ou E(]Y|?) < 400 commengons par montrer que toute solution X de
(1.31) vérifie (1.2) et appartient donc a £. Pour v, = inf{t > 0: |X;| > m} (convention

inf) =T7),ona
2 t 2
+ </ |b(r A l/m,XM,,m)|dT) ) )
0

En utilisant l'inégalité de Doob pour lintégrale stochastique, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour U'intégrale classique, puis I'hypothese (Lip), on en déduit que

t
E (sup |me|2) <c (E<|Y|2) + [ B (lotr A v Xo, )P
0

s<t
t
<C (]E(]Y]Q) / 1+ E (sup ]XsA,,mIQ) dr)
s<r

ot la constante C' peut changer d’une ligne a ’autre mais ne dépend ni de ¢ ni de m. Par
le Lemme de Gronwall, on en déduit que

E (sup ]Xs/\,,m|2) < C(E(|Y)?) +T)e .

s<T

/ 1{7"§V7n}0-(/r7 X"')

s<t s<t 0

sup | Xon,, | <3 <|Y|2 + sup

+ t|b(r A v, XMVm)|2) dr)

Comme par continuité des trajectoires de X, p.s. v, =T pour m assez grand, on a p.s.
SUPs<7 | Xoavy | = SUDs<rn,,, | Xs| = sup,q | X,| lorsque m — +o0o. On déduit alors (1.2)
du lemme de Fatou.

On introduit ensuite ® qui a un processus X = (X;)ico,r) de £ associe le processus
(P(X)¢)teo,r) défini par

3 t
(I)(X)t =Y + / O'(S, Xs)dWs + / b(s7 Xs)d&
0 0

dont on vérifie facilement qu’il appartient a £ en reprenant le calcul ci-dessus mais sans
la technique de localisation. Comme nous avons vérifié que toute solution de (1.31) est
dans &, un processus X est solution de (1.31) si et seulement si c’est un point fixe de ®.
Pour X, X' € £ et t < T, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité de
Doob et enfin I'hypothese (Lip), il vient

2

E <sup (), - <1><X’>s\2) < zE(sup

s<t s<t

[ o) = otr X,
+t/t|b(r X,) — (r,X;)Fdr)

/

o(r, X))[* + [b(r, X,.) — b(r, X)) |?) dr

(sup | X — X’|2> dr

s<r
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ot la constante C ne dépend pas de ¢t ni de X et X'. En itérant cette inégalité, on obtient
que pour k € N*, si ®* désigne la composée k-ieme de @,

T pr Tk—1
[®*(X) — @*(X)|* < ck/o /0 /0 E <sup | X, — X;P) dry, .. .dry

s<rg

T r1 Tk—1 Cka
gc’“HX—X’HQ/ / / dr....dry = == [|X = X%
o Jo 0 k!

Donc pour k assez grand, PF est une contraction sur £. Soit X son unique point fixe.
Tout point fixe de ® est point fixe de ®* et donc égal & X. Par ailleurs,

O (B(X)) = & (X) = O(BF(X)) = O(X)

assure que ®(X) est point fixe de ®* et donc égal & X. On conclut donc que (1.31) admet
X comme unique solution.

e Dans le cas ot E(]Y']?) = 400, pour m € N*, on note (X;");c0.17 la solution de 'EDS
issue de la condition initiale Y1y |<py. On vérifie ensuite que

Xi= > Lmoagyiem X"

meN*

est solution de (1.31) et que toute autre solution lui est égale. O

Exemple. La plupart des modeles d’actifs financiers reposent sur des EDS.

e le processus d’Ornstein-Uhlenbeck : pour n = d = 1 et ¢ € R, 'unique solution
de
dXt = th + CXtdt, XO =Y

est Xy = Ye + fg e“t=9)qm,.
e le modele de Black-Scholes : pour n =d =1 et o,r € R, 'unique solution de
dX; = o XodW, +rXydt, Xo =Y
est X; = Ye"W“r(T_L;)t.

e le modele a volatilité locale (ou modeéle de Dupire) : pourn=d=1,r € R, et
n:[0,7] x R — R vérifiant

3K >0, V(t,z) € [0,T] x R, [n(t, z)| + |z||0en(t, 2)| < K,
I’équation différentielle stochastique
dXt = T](t, Xt)Xtth + TXtdt, XO =Y

. . ;. t _1rt 2
admet une unique solution. On vérifie que X, = Yo 1s:Xe)dWet(rt—5 Jo 17 (s,Xs)ds)

e le modele a volatilité stochastique : pour n = d = 2, on peut considérer un
modele de la forme

{dXt = (YD) X (pdW} + /T = p2dW?) + rX,dt

, (Xo, Yo) = (o, eR} xR
dY; = pdW} + (a — bY;)dt (Xo, ¥o) = (20, 90) +
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ou n,a,b,r € Ret pe[—1,1] est le coefficient de corrélation entre le brownien W}
qui dirige le processus de volatilité et celui pW}! + /1 — p?W? qui dirige 1’évolution
de 'actif. On suppose la fonction f : R — R lipschitzienne bornée. Mais la fonction

o(z,y) = ( pf)z /1= f(y)e )

i 0

n’est pas en général globalement lipschitzienne a cause du terme quadratique f(y)z.
En posant formellement Z; = In(X;), on obtient

A7, = (Y (pdW + VT = 2dWP) + (r — 5 f (Vo).

Comme f? est lipschitzienne, 'EDS pour (Z,Y) admet une unique solution. On
obtient une solution de 'EDS de départ en prenant I’exponentielle de la premiere
coordonnée. Le caractere localement Lipschitzien des coefficients suffit & en assurer
I'unicité.

Le prix d'un Call d’échéance T et de Strike K portant sur le sous-jacent X est donné
par C = E (e"’T(XT — K)*). Dans le cas du modele de Black-Scholes, on dispose a la
fois d’une formule fermée pour ce prix et de la possibilité de simuler exactement X, =

ye"WT*(T’é)T (y > 0 est le cours initial du sous-jacent) pour calculer C' par la méthode
de Monte Carlo. Mais des que 'on complique un peu le modele en supposant que la
volatilité est soit une fonction locale du temps et du sous-jacent, soit stochastique, ces
deux propriétés tres agréables disparaissent en général. Pour pouvoir calculer le prix,
on peut néanmoins discrétiser I’équation différentielle stochastique qui donne le modele
de facon & générer Xp qui approche Xp. La méthode de Monte Carlo consiste alors a
approcher C par & S°M e~"T(X%—K)* ol les variables X, générées par le méme schéma
mais pour des accroissements browniens independants sont i.i.d.. L’erreur se décompose
alors classiquement en un terme de biais plus un terme d’erreur statistique :

C - % Z e (X —K)"=E (e """ (Xr — K)") —E (e (X7 — K)¥)

=1
_ 1 Y _
+E (e Xy — K)T) - o ; e (XL — K)*.

Le comportement du terme d’erreur statistique est bien connu et découle du théoreme de
la limite centrale : pour peu que E ([(XT — K)*]Q) < +00, ce terme se comporte comme

e T4/ W G ou G ~ N1(0,1) lorsque M est grand. Dans le prochain chapitre,
nous présenterons différentes techniques de réduction de variance permettant de diminuer
ce terme.

Dans le présent chapitre, nous allons nous attacher a analyser le terme de biais qui
dépend bien stir du schéma de discrétisation retenu pour approcher Xrp.

Remarque 1.1.3. e En dimension n = d = 1, 'unicité énoncée dans le théoreme
1.1.2 reste vraie sans supposer que le coefficient de diffusion o est lipschitzien dans
la variable d’espace x mais sous ’hypothese plus faible d’existence d’une fonction
p: Ry — Ry telle que f0+ % = 400 et que

vt €[0,T], Yo,y € R, |o(t,2) — o(t,y)|* < p(lz — y).



EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 5

C’est ce qui assure I'unicité pour 'EDS de Cox-Ingersoll-Ross
dXt =1y Xtth + (a - bXt)dt, XO =Y Z 0

oun,a>0etbeR. On peut également montrer 'existence pour cette EDS et on
en déduit facilement 'existence et 1'unicité pour le modele a volatilité stochastique
d’Heston ou le carré de la volatilité est un processus de Cox-Ingersoll-Ross :

dSt = \/VtStthl + TStdt
AV, = iV Vi(pdW}E + /1 = p2dW2) + (a — bV;)dt

e Lorsque l'on ne fixe pas le mouvement Brownien mais que ’on cherche un couple
(Xt, We)ieor) tel que (W), est un mouvement brownien et que (X;); vérifie (1.31)
on définit une notion de solution plus faible que celle étudiée plus haut.

Soit par exemple (B;); est un mouvement brownien a valeurs R? independant de
Y & valeurs R? et b : [0,7] x R? — R? une fonction bornée et mesurable (mais
pas plus réguliere). Par le théoreme de Girsanov, sous la probabilité Q de densité

4% = exp (fOT s,Y + By)dB; —%fOTb2 (s Y+B)ds> le processus (W; = B; —

fo s,Y + By) ds)te[o 7] est un mouvement Brownien. Si on pose X; =Y + By, on a
alors

t t
Xt:Y+Wt+/ b(s,Y+Bs)ds:Y+Wt+/ b(s, X)ds.
0 0

Ainsi le couple (X, W,) est solution faible de (1.31) avec le coefficient de diffusion
o constant égal a la matrice identité d x d.

1.1.2 Propriétés des solutions

Sous 'hypothese (Lip), il est possible de controler les moments de la solution de I’équation
dX; = o(t, Xy)dW, + b(t, X;)dt, Xo =y € R" (1.3)

lorsque la condition initiale y est déterministe.

Lemme 1.1.4. Soitp > 1. Il existe une constante C dépendant de p, deT', des coefficients
o et b mais pas de la condition initiale y telle que

sup B(|X,[7) < C(1+[y[*). (1.4)

t<T

Démonstration : On se place pour simplifier dans le cas n = d = 1. La fonction
f(z) = |x]?P est telle que f'(z) = 2p|x|**~2x et f"(x) = 2p(2p — 1)|z|**2. La formule
d’Ito assure que

t
| X =[y[* + / 2p| X, P2 X (s, X)) + p(2p — 1)| X[ %07 (s, X,)ds
0

t
+ / 2| X, |72 X 0 (s, X, ) AW,
0
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Pour pouvoir assurer que 'espérance de l'intégrale stochastique est nulle, on utilise une
procédure de localisation. Pour v, = inf{t > 0 : |X;| > m} (convention inf() = T,

E ( OV’”M 2p| X |2 X0 (s, XS)dWS> = 0, ce qui assure, en utilisant (Lip) pour la seconde

inégalité, puis |z[*72 + |z~ + |z|*? < 3(1 + |x|*?) pour la troisieme
E (1 Xy,0el?) = |y + E (/VMM 2p| X2 X,b(s, X,) + p(2p — 1)]X5|2p_202(s,X8)d3>
0
<l*+C /0 (1P 0+ 1)+ a2+ X)) s
< [yl + C/t 1+ E (| Xy,.06|*) ds
0
<|yl*+Ct+ C’/tIE (| X0, ns|%7) ds,
0

ou la constante C' peut changer d’une ligne a ’autre mais ne dépend ni de m ni de y. Le
lemme de Gronwall implique alors que

vt < T, E(|X,.ne|*) < ([yl*” + CT)e“ < (Jy|* + CT)e ™.

Comme lorsque m — +00, v, = T p.s., X, At = X; p.s. et le Lemme de Fatou implique
que E (] X¢|**) < liminf,, ;o E (] X, A|*). On en déduit que

vt < T, E(|X:*) < (|ly|* + CT)e".
O

Nous allons également controler les moments des accroissements de la solution de (1.3), en
utilisant 'inégalité de Burkholder Davis Gundy qui généralise I'inégalité de Doob (p = 1).

Lemme 1.1.5. Soit p > 1. I existe une constante C, > 0 telle que pour tout processus
(Hy)s>0 @ valeurs R™ Fo-adapté et tout t > 0 tel que P (fg |H,|*ds < +oo> =1,

s 2p t P
E (sup / H,.dW, ) < C,E ((/ ]HTPdr) ) : (1.5)
s<t 0 0

Avec le lemme 1.1.4, nous allons en déduire la majoration suivante :

Proposition 1.1.6. Soit p > 1. [l existe une constante C' dépendant de p, des coefficients
o etb et de T mais pas de la condition initiale y telle que

VO<s<t<T, E(X, - X,|?) < C(1+|y|™)(t — s). (1.6)

Dans la preuve nous aurons besoin du résultat suivant : pour ¢ > 1,

q

>

1

< |Aj! / f@lde, (L)

K
k=

K
< K9! Z lag|? et ‘/ f(z)dz
k=1 A
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ou |A| désigne la mesure de Lebesgue de 'ensemble A. Ces inégalités évidentes si |A| €
{0,400} découlent sinon de I'inégalité de Jensen qui assure :

1 K q 1 K ) 1 q . q
<§§lakl> Sg;mkl et (W/AV(I)Idw) sm/Au(xn dz.

Démonstration : Par I'inégalité triangulaire

’Xt_Xsl S +

t
/ o(r, X,)dW,

t
/ b(r, X, )dr
Avec (1.7) et (1.5), on en déduit

E ( /:a(r, X,)dW, 2p> +E ( /: b(r, Xy )dr 2p>]
<cC [E ((/t o (r, Xr>|2d7’)p> + (= "R (/t o XT)WTH

<C [(t — )P /:Eﬂ (Jo(r, X)) dr + TP(t — s)P~! /StE (|b(r, X)) dr] :

E (|X; — X,[?) < 2%

On conclut facilement en remarquant que d’apres (Lip), (1.7) et le Lemme 1.1.4 sur les
moments de X,

E (lo(r, X:)[ + [b(r, X,)[7) < CE((1+[X,[)*) < C227H 1+ E(IX, ) < C(1+ [y]™).
O

1.2 Le schéma d’Euler

On subdivise l'intervalle [0,7] en N sous-intervalles de méme longueur et pour k €
{0,..., N}, on pose ty = % Le schéma d’Euler consiste a discrétiser 'EDS

dXt = O'(t, Xt)dVVt + b(t, Xt>dt, X() =y E R"

suivant la grille (¢;)x en posant

Xo=1y
{VO <k<N- L, th+1 = th + U(tkvth>(Wtk+1 - Wtk) + b(tk7th)(tk+l - tk)

(1.8)
Pour passer d’'un instant de discrétisation au suivant on fige les coefficients de diffusion
et de dérive a leur valeur au début de I'intervalle. Afin d’implémenter ce schéma, il suffit
de savoir simuler les accroissements (W, ,, — Wy, Jo<k<n—1 qui sont i.i.d. suivant la loi
gaussienne Ny(0, %]d) ou I, désigne la matrice identité de dimension d. Pour effectuer les
preuves de convergence, il est commode d’introduire le schéma d’Euler en temps continu
défini par

VO<k<N-—1, Vt€ [ty tr1], Xi = Xy, + 0(tr, Xe, )Wy — Wy, ) + b(tr, Xp, ) (t — tg).
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Bien sir, méme si pour ¢ € [tg, try1] et G ~ Ny(0, I4) vecteur gaussien centré indépendant
de l'accroissement W;, . — W, et admettant la matrice identité d x d comme matrice

k
t—tp, _ (tet1—t)(E—tx) A :
rm Why — W) + r—— G a méme loi

conditionnelle sachant Wy, . — W;, que W, — W, , il n’est pas possible de générer la
trajectoire du schéma d’Euler en temps continu en plus d’'un nombre fini d’instants.
Si pour s € [0, 7], on note 7, = [ %2 | x L le dernier instant de discrétisation avant s, on a

de covariance, le vecteur aléatoire

dXt = U(Tt, Xn)th + b(Tt, X‘rt)dta XO =Y. (1-9)

Lorsqu’il sera important de préciser le nombre N de pas de temps utilisés pour la
discrétisation, nous utiliserons la notation X}V.

1.2.1 Vitesse forte

Comme dans le schéma, les coefficients b et o sont figés a leur valeur au début de chaque
pas de temps, pour obtenir un résultat de convergence, il faut introduire une hypothese
de régularité en temps pour ces fonctions.

Théoréme 1.2.1. On suppose que les coefficient o,b satisfont ['hypothése (Lip) (voir
théoreme 1.1.2) et que

do, K > 0, Vo € R", V(s,t) € [0,T], |o(t,x)—0(s,z)|+|b(t, 2)—b(s,x)| < K(1+]|z|)(t—s)*.

Alors pour = min(«, 1/2),

_ 1 2p
¥p > 1, 3C, > 0,¥y € R", YN € N*, E (sup X, — Xﬁ?p) < G+ ™)

+<T - N2Bp

En outre siy < 8, N7 sup;<p | X; — XN converge presque sirement vers 0 lorsque N tend
vers l'infini.

_ _ 1
Remarque 1.2.2. e Ona | sup,.p | X;— X2y = (E (suppr | X; — XN [*)) > < &
et on dit que la vitesse forte du schéma d’Euler est en ﬁ. En particulier lorsque

les coefficients de I'EDS ne dépendent pas du temps ou que o > %, la vitesse forte
1
est en TN
e Sous des hypotheses de régularité sur 0,0 : R — R, Kurtz et Protter [29] ont
montré que si (X¢)ejo,r] est solution de 'équation différentielle stochastique d.X; =
o(X)dW; + b(X;)dt en dimension n = d = 1 avec coefficients homogenes en temps,

alors le processus (VN(X; — X))icpor) d’erreur renormalisée du schéma d’Euler
converge en loi vers (Y})¢cpo,r] solution de

t t
Y, = / n(o—f<xs)dws+bf<xs)ds)+\/§ / oo’ (X,)dB,
0 0

ot (By)tejo,r] est un mouvement brownien indépendant de (W;)cjo.r (résultat qui
se généralise en dimension supérieure). Nous renvoyons au probleme du paragraphe
1.8.4 pour une preuve de ce résultat dans le cas particulier du modele de Black-
Scholes. Notons qu’en dehors du cas ot le coefficient de diffusion o est constant, le
processus (Y;)cjo,r] st non nul, ce qui signifie que la vitesse de convergence obtenue
dans le théoreme 1.2.1 est la bonne.
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e Lorsque pour n = d = 1 on souhaite calculer le prix E((# fOT Xidt — K)*) d'un
Call asiatique, on peut introduire Y; = fot X,ds et vérifier qu’appliquer le schéma
d Euler au couple (X Y) revient a appliquer le schéma d'Euler a X et a poser

Zk . X N. Comme la fonction 2 — (z— K" est lipschitzienne de constante
1 on a alors

1 1= 1 C
§ v N N

En fait, il est bien préférable numériquement d’approcher le prix de I'option asiatique
TN TN _ +
par E ((% <% -+ Zj\;l th> - K > ) ce qui revient a approcher 'intégrale

fOT Xdt par la méthode des trapezes plutdt que par celle des rectangles (voir le
paragraphe 1.7).

e Danslecasa > %, on peut montrer que les vitesses fortes du schéma d’Euler constant
par morceaux (pour ¢ € [ty, tpe1[, X}V = X]) et du schéma interpolé linéairement

(pour te [tkv tk+1]: XtN = [(tk+1 - t)Xthv + (t —tk)XN ]/(tk+1 — tk)) sont en _log(N).

trt1 N

Démonstration : On a pour tout u € [0,77,

Xy — Xu = / o(s, Xs) — O'(TS,XTS)dWS +/ b(s, X) — b(TSaXTS)dS-
0 0

Donc pour t € [0,7], en utilisant (1.7) et I'inégalité de Burkolder Davis Gundy pour
I'intégrale stochastique, on obtient comme dans la preuve de la proposition 1.1.6

2p
E (sup | Xy — Xu|2p) < 2%*7IE (sup >
u<t u<t

2p
+ 2%71E (sup )

) ds. (1.10)

/ o (s, X.) — oo, X, )WV,
0

/ b(s, X.) — b(ra, X, )ds
0

t
< Ctpl/ E (lo(s, Xs) — (75, X7,)[?) ds
0

t
4 221421 / E (|b(s, Xs) — b(7s, X7,)
0
Avec (1.7) et les hypotheses de régularité faites sur les coefficients de ’'EDS, on a

‘U(S, XS) - 0(7'57 XT5>

2p§32p1<“7(8,Xs)— o(s, Xo )" + |o(s, Xr,) — o7, X7)

T lo(m, X)) — a(rs,XTSW)
<C (|X Ts’Qp + (1 + |XTs|2p)(S - TS>2pa + |XTs - X7s|2p) .

En utilisant (1.6), (1.4) et 0 <s—7, < L,

L+ [yl | 1+ [y .
2p _ 2p
)<C ( ~r T " Nap +E i?? | X — Xy :

on en déduit que

E (\U(s, X,) —o(r, X7.)
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Cette inégalité reste vraie en remplagant o par b au membre de gauche et avec (1.10), on
en déduit

E (sup|X,— X, J* )| <C 1+—|y|2p—i— tE sup | X, — X,|* | ds
s u u > NQ(OC/\%)p ] s n u .

La premiere assertion du théoreme découle alors du lemme de Gronwall. Pour rendre
I’argument qui précede rigoureux, il aurait fallu utiliser une technique de localisation,
par exemple avec les temps d’arrét v, = inf{t > 0 : |X; — X;| > m} qui sont tels que
E (supy<; [ Xunvm — Xurvn|?) < +00.

Pour v < £,
_ A\ C
Y — [
£ (N sup X Xu') S N
On choisit p > m, ce qui assure que
B 2p B 2p
E (Z (N7 sup | X, — Xu]> > < 400 puis P <Z (N7 sup | X, — Xu|> < +oo) =1.
N>1 u<T N>1 u<T

Comme le terme général d’une série convergente tend vers 0, on conclut que
N7su X, — X, | converge presque stirement vers 0 lorsque N tend vers 'infini. O
u<T

1.3 Vitesse faible :

Lorsque 'on souhaite calculer E(f(X7r)) pour f une fonction lipschitzienne de constante
de Lipschitz K, le théoreme 1.2.1 assure que

E(f(Xr)) — E(F(X))] < E(f(Xr) — FX) < E(S(Xr) - FXE)P)
C
o

< K\JE(1Xr - X)]2) < (1.11)
Mais la premiere inégalité qui consiste a majorer la valeur absolue de la différence des
espérances par l'espérance de la valeur absolue de la différence est tres grossiere. En fait,
la question de savoir si E(f(X2)) est proche de E(f(Xr)) revient & se demander si la loi
de XX est proche de celle de X7. On va donc s’intéresser au probléme de la convergence
en loi du schéma d’Euler. La convergence en loi est une convergence contre des fonctions
tests comme la fonction f introduite plus haut. C’est pourquoi on parle de convergence
faible. Le résultat suivant a été démontré par Talay et Tubaro [46].

Théoréme 1.3.1. On suppose que b, sont des fonctions C* sur [0,T] x R" avec des
dérivées de tous ordres bornées et que f : R" — R est C*° avec des dérivées a croissance
polynomiale :

aa1+---+anf

Va = (a1,...,an) €N, 3p,C >0, Yz e R", |2 T
a= (a1, an) €N, Sp R = T

()] < C(1+ |z[P).
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Alors il existe une suite (Cy);>1 de réels telle que pour tout L € N*, on a un développement
de l’erreur de la forme

- Cy O C
E(f(X%V))—E(f(XT))IW+ﬁ+...+N—’z+O(ﬁ).

Remarque 1.3.2. e En particulier cela implique que [E(f(XY)) — E(f(X7))| < £
alors qu’utiliser la vitesse forte et le caractere lipschitzien de f conduit a majorer

IE(f(XN)) — E(f(Xr))| par \/LN (v = 1 dans le théoreme 1.2.1 sous les hypotheses
faites ici sur b et o).

e On peut obtenir la majoration |E(f(X?)) — E(f(Xr))| < < (sans développement
de l'erreur) en supposant simplement o, b C* avec des dérivées bornées et f C* avec
des dérivées a croissance polynomiales.

e Extrapolation de Romberg (Richardson) : On a

E (2f(X2) — f(X2)) — E(f(Xr))
=2 (E(f(X7") - E(f(X1))) — (E(f(X7) — E(f(X1)))

. Cy Cy 1 C; Oy 1
—QGN+@W+O(NQ)‘(Wﬁ7ﬁ+0<ﬁﬂ)

Cy 1
——ﬁﬁ+0(ﬁﬁ-

En calculant ’espérance de la combinaison linéaire 2,f (X2V)— f(XX), on fait disparaitre
le terme principal de 'erreur et on obtient une vitesse faible en # Notons que comme
f(X2N) est proche de f(X&) pour N grand, on peut penser que Cov (f(X2V), f(XN)) >
0. Il est préférable en termes de variance d’utiliser les mémes accroissements browniens
pour générer X2V et X2 plutot que d'utiliser des accroissements indépendants pour les
deux schémas. En fait, on déduit facilement du théoréme 1.2.1 que Var (2f(X2Y) —
F(XF)) — Var (f(Xr)) lorsque N — +00.

Cette technique d’extrapolation de Romberg se généralise de la fagon suivante (voir [42])

. pour tout [ > 2,

m=1

De méme que précédemment, pour éviter que la variance n’explose, il faut utiliser les
mémes accroissements browniens pour générer (X7V) o< 1l suffit d’itérer N fois la
procédure utilisée a cet effet sur l'intervalle de temps [0,7/N]. Plutot que de générer
grand de générer (Wir/mn,1 <k <m,1 <m <[, pged(k,m) =1). Par exemple, si [ = 4,
on se donne G1, ..., Gg six vecteurs gaussiens centrés réduits indépendants a valeurs dans
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R? et on pose

T
e [ Lo/ La,

Wy = Laey[ L/ La

Wor = %Gl + %Gg + 6%((;3 +GY)

War = %Gﬁ %(G2+G5)+\/6EN(G3+G4)

Wi = %(G1+G6)+ %(G2+G5)+\/6EN(G3+G4).

La preuve du théoreme utilise la régularité de la solution de I’Equation aux Dérivées
Partielles

%(t’ [L’) + % ZZj:l aij(t’ x)%ai;j(@ 37) + Z?:l bi(t> x)aa_;;é@v 1’) =0, (t’ {E) S [07 T] x R™
w(T,z) = f(x), x € R"
(1.12)
o a(t,z) = o(t,x)o*(t,x) (Vi,j € {1,...,n}, a(t,x) = S0, oult,x)ou(t,z)). Cette
régularité est assurée par le résultat suivant.
Proposition 1.3.3. Sous les hypothéses du théoréme, (1.12) admet une unique solution.

En outre, cette solution est C* avec des dérivées a croissance polynomiale. Enfin, pour
(Xt)eepo,r solution de (1.3)

u(0,y) = E(f(X1)). (1.13)

Démonstration : Nous nous contenterons de démontrer ’égalité (1.13). Par la formule
d’Ito,

T
w(T, Xr) = u(0, Xo) +/ V.u(s, Xs).o(s, Xs)dWs
0

Tlou 1 9%*u
— 4+ = ———— ) X ) 1.14
+/0 (aﬁziga”axiaxﬁm“) (s, X,)ds (1.14)

D’apres (1.12), u(T, Xr) f(X7) et lintégrale en ds au second membre est nulle.
Comme Xy = vy, u(0,Xo) = u(0,y). Enfin la régularité de o et u assure que
la fonction o*(s,x)V,u(s,z) est a croissance polynomiale en z. Avec le controle
des moments de la solution de 'EDS donné par le lemme 1.1.4, on en déduit que

E (fOT\J*(S,XS)qu(s,Xs)Pds) < 400, ce qui entraine que lintégrale stochastique

Tvxu s, X).0(s, Xs)dW, est d’espérance nulle. Il suffit donc de prendre 'espérance
0
dans I'égalité (1.14) pour obtenir (1.13). O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.3.1.
Démonstration : Nous nous plagons en dimension n = d = 1 pour simplifier et nous
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allons seulement faire apparaitre le premier terme du développement de 'erreur. D’apres
la condition terminale dans (1.12) et d’apres (1.13),

E(f(X7)) — E(f(Xr)) = E(u(T, X1)) — u(0,y) = E (u(T, Xz) — u(0, Xo)) = > _ &

k=0
(1.15)

avec &, = ( (tk+1ath+1) — u(ty, th))

Comme sur [tg, tp1], dX; = o(tg, Xz, )dW; + b(ty, Xy, )dt, la formule d’'Tt6 assure que

_ B lk+1 _ du _
U(tk+1, th+1> - u<tk7 th) == / U<tk7 th)a_x(t7 Xt)th

ti

" Qu 1 d*u ou, -
+ /t at (t Xt) + 20' (tk,th)a D) (t Xt) + b(tk,th)ax (t,Xt)dt

k
En combinant la croissance polynomiale en x des fonctions o(tx,z) et %(t,m) avec le
controle des moments du schéma d’Euler déduit du lemme 1.1.4 et du théoreme 1.2.1 sur
la vitesse forte, on obtient que l'espérance de l'intégrale stochastique est nulle. On en
déduit que

teo . 0 0%u Ou
f= [ B (e, X)) dt o fultin) = G (63) + 50 (k) + b (8

ty

ou oy = o(ty, Xy,) et by = b(ty, Xy, ). Comme en écrivant la premiere ligne de (1.12) au
point (t,x) = (tx, Xt,), on a fi(tx, X¢,) = 0, la formule d’It6 assure comme précédemment
que pour t € [tg, tri1],

E(fk(t,)_(t)):/E(aajik( X)+% z%f’“( X)+bk%fk( )_(S))ds.

Ainsi, en remarquant que pour toute fonction g intégrable, f::“ ft ’; g(s)dsdt =
ftk+1(fk+1 — 5)g(s)ds, il vient

173
& /tkl(tJr—S)E( (s X)+—k2

O, <
Ee (s XS)) ds.

Avec la régularité des fonctions u, o et b, 'espérance dans l'intégrale est bornée ce qui
implique que

( X)—Fbk

Lttt CTQ
&l <C tpyr — 5)ds =
<0 [t = s = 55

En reportant cette inégalité dans (1.15), on obtient que [E(f(X7)) — E(f(X7))| < CT2

Pour faire apparaitre le premier terme du développement de ’erreur, on remarque que
ofk . = 1 ,0%f, = ofx . = Pu  oF DPu 0%u _

X X —— (s, X,) =~ = b tr, Xy,
Bt 5 X+ 50k (5. Xe) £ bug s Xo) 6t2+ 2 ow T %grag ) (e Xu)

Pu o Ou\
+3 (atax2 T2 gni T g 3) (tr, X)

Pu ol Pu 0*u -
Tk X,).
e (atax T2 0 +bk8x2> (ti, Xo,)
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On en déduit que

Pu, Fu Pu ok, P L0
b= 2N <E Kc%? T g0 T Marn t ot T O g Tl 2) (t’“’Xt’“)] '

On conclut alors que E(f(X7)) — E(f(X7)) est équivalent a

Pu Pu ot 0 O 0%u
o 2 g ou 2 X)| dt.
zN/ Kay oot Paos T Tom T Vo TV o ) (¢ t)l at

O

En vue d’applications en finance, I'hypothese de régularité faite sur f dans le théoreme
1.3.1 n’est pas satisfaisante car les fonctions de payoff © — (x — K)* et © — (K — x)*
du Call et du Put ne sont pas des fonctions C'. Dans le cas de coefficients o (¢, z) = o(z)
et b(t,z) = b(z) homogenes en temps et C* a dérivées bornées, Bally et Talay [6] [7] ont
montré que I'on conserve un développement de 'erreur

B((X) - B () = S+ 0 () (1.16)

pour f : R™ — R mesurable bornée des lors que o et b satisfont une condition de non
dégénérescence. L’outil utilisé, le calcul de Malliavin, dépasse le cadre de ce cours. La
condition de non-dégénerescence assure que X7 admet une densité C* par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R™. Elle est impliquée par la condition d’uniforme ellipticité
suivante :

Je >0, Vz,£ € R, Eo(x)o™(x)€ > el€

Sous cette condition d’uniforme ellipticité, Guyon [20] a démontré que le développement
(1.16) reste vrai lorsque f est une distribution tempérée, le terme E(f(XY)) (resp.
E(f(Xr))) s'interprétant alors comme < f,py > (resp. < f,p >) ou pn (resp. p)
désigne la densité de X¥ (resp. Xr). En particulier, f peut étre choisie mesurable a
croissance polynomiale, égale a une masse de Dirac ou a une dérivée de masse de Dirac.

Moralement, pour obtenir un développement de ’erreur faible du schéma d’Euler, il
faut donc soit que la fonction f soit tres réguliere soit que la densité de X le soit.

Lorsque I'on s’intéresse a une option exotique dont le payoff dépend de la trajectoire
du sous-jacent pas simplement au travers de sa valeur terminale X, I’analyse de I'erreur
faible developpée dans ce paragraphe ne s’applique plus. Si F' : C([0,7],R) — R est
lispchitzienne de constante de Lipschitz Lip(F') lorsque C([0,7T],R) est muni de la norme
sup, on peut généraliser (1.11) en

IE[F((Xt)eep1)] — EIF(X)eeom)]| < E|[F(Xeiepr) — (X )iepm)| < —

mais il n’y aucune raison pour que cette inégalité donne la bonne vitesse de convergence.
L’analyse d’erreur faible a été généralisée pour des options exotiques particulieres dont le
payoff se met sous la forme F((Xy)icpo,m) = f(Xr, Yr) avec Y; une fonction de (X)o<s<
telle que le couple ((X4, Y:))o<t<r reste Markovien, si bien que 'on dispose toujours d’une
équation aux dérivées partielles de pricing. Les cas Y; = fot Xsds et Y, = maxo<s<p Xs
correspondent respectivement aux options sur moyenne [48] et aux options barrieres [17,
18, 19] ou lookback.
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La théorie du transport optimal a permis d’obtenir un résultat qui s’applique a des payoffs
lipschitziens quelconques [3]
- C
Ve > O, E'CE < +OO, VN Z 1, sup ‘E[F((Xtﬁe[o"ﬂ)] - E[F<<X£N)t€[0,T]>H S NT;_E
F:Lip(F)<1

dans le cas de I’équation différentielle stochastique dX; = o(X;)dW; 4+ b(X;)dt en dimen-
sion n = d = 1 avec les fonctions o et b respectivement C* et C*® bornées ainsi que leurs
dérivées et vérifiant inf,cg o?(z) > 0.

1.4 Le schéma de Milshtein

Comme la possibilité de faire des extrapolations de Romberg permet de construire a
partir du schéma d’Euler des schémas d’ordre de convergence (puissance de 1/N dans le
terme principal de l'erreur) faible arbitrairement élevé, il semble plus intéressant d’essayer
d’améliorer 1'ordre de convergence forte du schéma d’Euler plutot que 1'ordre de conver-
gence faible. Le schéma de Milshtein est obtenu en rajoutant des termes au schéma

d’Euler et sa vitesse de convergence forte est en % au lieu de \/LN pour le schéma d’Euler

(cas a = 5 dans les hypotheses du théoréme 1.2.1).

1.4.1 Le cas de la dimension 1
On suppose n = d = 1 et on se place dans le cas homogene en temps o(t,z) = o(z) et
b(t,z) = b(x). On souhaite discrétiser 'EDS

dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt, X() =Yy - R

Sur U'intervalle de temps [tg, txi1],

t

¢
X = Xy, +/ o(Xs)dW, +/ b(X,)ds.

E _(/t:o(Xs)dI%)

_E (/tt JZ(XS)ds) ~ Ot —ty)

E (/t: b(XS)ds)2] < (t—t,)E (/t: bQ(XS)ds> ~ Ot — ty)?

on voit que le terme d’intégrale stochastique est dominant lorsque le pas de temps est
petit. Donc pour améliorer la convergence du schéma, il faut améliorer la discrétisation
de ce terme d’intégrale stochastique. Pour cela on remarque que

U(XS) = U(th) + J/(th)(XS - th) = O(th) + U,<th)g(th)(WS - Wtk)

Comme
2

On en déduit que
t t t
/ O'(X5>dWs ~ O'(th)/ dWS + Ul(th)O'(th)/ (Ws — Wtk)dWs
ti tk tg

= (X, ) (We = W) + 500/ (X,) (Wi = W, )? = (t — 1))



16 CHAPTER 1. DISCRETISATION DES EDS

Le schéma de Milshtein repose sur ce développement :

Xo=yetpour k € {0,..., N — 1}, Vt € [ty tysa],
Xo = Xy, + (X, )(Wy = Wey) + 500" (X)) (Wy = Wi )2 = (t = i) + (X4, ) (t — i)
(1.17)
Pour générer le schéma aux instants de discrétisation (X, Jo<p<n, il suffit & nouveau de
générer les accroissements (W, ,, — Wi, Jo<k<n—1 qui sont i.i.d. suivant la loi gaussienne
N1 (0, %) La vitesse forte du schéma est donnée par le résultat dont la démonstration
fait 'objet du probleme du paragraphe 1.8.5.

Théoréme 1.4.1. On suppose que les coefficients o et b sont C? & dérivées bornées. Alors

5 C
Vp>1, 3C, >0, VN e N*, E (SUP\Xt—Xt]VFp) < N_gp'

t<T -

En outre Vy <1, N7 sup,<r | Xy — )~(tN] converge presque surement vers 0 lorsque N tend
vers l'infini.

Remarque 1.4.2. e Lorsque la fonction o est constante, le schéma de Milshtein
coincide avec le schéma d’Euler et la vitesse forte de ce dernier est donc en %

e Pour éviter de calculer analytiquement la dérivée de o, Newton [37] a proposé le

schéma suivant qui a également une vitesse forte en % :

Xo =y et pour k € {0,...,N —1},
Xipor = Xop + (X)) (g — tr) — 0 (X)) VI — T + ou(We o, — Wiy + Ve — )
ol o1 = 0 (Xuy + 30 (X0 ) Wiy, = Wiy = Vs =10 )

Comme o), ~ O'(th) + %UU,<th)(Wtk+l — Wi, — Vte+1 — tr), ce schéma est tres
proche du schéma de Milshtein.
1.4.2 Le cas général

On effectue la méme correction qu’en dimension 1 mais les notations sont plus lourdes.
Pour s € [tg, tr+1] et (4,5) € {1,...,n} x {1,...,d}, on a

601»4
0if(Xs) = 035(Xp,) + ) = (X ) (XL = XL))

301»3

n d
~ 03 (Xp,) + > o, (Xe) D> oum (X, ) (W = W),
=1 m=1

On introduit les notations

(90’1]' acrlj
01j o0z et OTn
oj = : et Jo; = oo (1.18)
) 0o j 0o j
Onj P21 Oa,
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00
oz

pour la j-ieme colonne de o et pour la matrice < ) . Cela permet de récrire le
1<4,l<n
développement précédent sous forme vectorielle :

d
0;(Xs) ~ 03(Xy,) + Y 0040, (X, ) (W = W),

m=1

Dans o(X,)dW, = Z‘Ll 0;(Xs)dW7, la j-éme colonne de o vient multiplier dW?. Donc

o (X,)dW, ~ (X, )dW, + Z (Z 800 (X, ) (W Wm)> dW3.

j=1 \m=1

Le schéma de Milshtein s’écrit donc :
Xo =y et pour k € {0,.. — 1}, Vt € [ty tesl,
X, = X,, + o(X, ) (W — Wtk) + 300 Ojom(Xy,) [L (W — W) AW (1.19)
+ (X, ) (t — tr).
Pour implémenter en pratique le schéma, on rencontre le probleme suivant : pour j # m,

. . t ; N .
on ne sait pas simuler j;k’““(WSm — W")dW]. Le seul cas ou on sait mettre en ceuvre le
schéma est celui ou la condition de commutativité suivante est satisfaite :

Vi,me{l,....d}, 0ojo,, = 00,0;

_ , " 80’U 8azm
ie. Vie{l,...,n}, Vx €R Z 8xl Z 8xl x)oy;(x).

En effet comme pour m # j, fttk (W;”—W{:)de—i—ﬁk(Wﬁ—Wi)dW;”’ = (th—Wt’:)(Wtj—

W} ), sous la condition de commutativité,

d t
N 1 A A
Z aajam(th)/t (W =WT) )AW? = 280]0] Xi,) 2 ((Wtj - M/t]k)Q — (- tk))
7,m=1 k
d j-1 '
ZZ 0500 (X, ) (W) — W) (W] — W)
:1 m=1
1

[\3

d
5 Z 0;0m th (W — WZ:)(WtJ - Wtjk)

—_

d
—Z 0;0i( Xy, )(t —tg).

Et le schéma ne fait plus intervenir que les accroissements (W; — W4, ).
Que la condition de commutativité soit satisfaite ou non, le résultat de convergence énoncé
en dimension 1 dans le théoreme 1.4.1 reste valable.

[\]

Remarque 1.4.3. e Une condition suffisante de commutativité est que la dimension
d du mouvement brownien soit égale a 1.

e Comme la condition de commutativité fait intervenir des dérivées des coeflicients de
la matrice de diffusion o, elle est également vérifiée lorsque o est constante. Dans

ce cas, les schémas d’Euler et de Milshtein coincident et la vitesse forte du schéma

d’Euler est en %
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e Lorsque la dimension d du mouvement Brownien est égale a 2, on dispose
d’une expression pour la fonction caractéristique du triplet (W}, W2, fg Wldw? —

f(f W2dW}). Gaines et Lyons [13] ont tiré parti de cette expression pour construire
une technique de simulation du triplet. Comme

t 1 t t
/ Wdef:5 <W3Wf+ / wlaw? — / Wdesl),
0 0 0

générer le triplet permet ensuite d’implémenter le schéma de Milshtein.

e Parmi les développements récents concernant la discrétisation des EDS, on peut
également citer la technique de simulation exacte en dimension n = d = 1 proposée
récemment par Beskos Papaspiliopoulos et Roberts [9] et qui fait ’objet du probleme
du paragraphe 1.8.10.

e La méthode de Monte Carlo multipas proposée par Giles [14] et étudiée dans le
probleme du paragraphe 1.8.6 permet de tirer partie des propriétés de convergence
forte du schéma pour réduire la variance tout en controlant le biais grace a ’analyse
de l'erreur faible. Pour tirer pleinement partie de cette méthode, Giles et Szpruch
[15] ont récemment proposé un schéma tel que la différence entre le schéma sur
une grille grossiere et la demi-somme, sur la grille de pas moitié, du schéma et du
schéma dit antithétique ou les accroissements browniens d’indices impairs et pairs
sont échangés converge a l'ordre fort 1. Ce schéma est également étudié dans le
paragraphe 1.8.6.

1.5 Schémas d’ordre faible élevé

On a vu que pour obtenir un schéma d’ordre fort égal a 1, il faut faire intervenir des
intégrales itérées d’ordre 2 du mouvement brownien fti(WSm — W[;)de que l'on ne sait

pas simuler pour m # j. A laide de développements de Taylor stochastiques, on peut
construire des schémas d’ordre fort plus élevé (voir [25]) qui font intervenir des intégrales
itérées d’ordre supérieur que 1’on sait encore moins simuler. En remplacant ces intégrales
itérées par des variables aléatoires définies sur un espace fini et qui ont mémes moments
jusqu’a un certain ordre, Kuzuoka [30] [31] a récemment introduit une nouvelle classe
de schémas d’ordre faible élevé. Cette classe de schémas et son application en finance
font 'objet d’une recherche active [33] [38] [39]. Ninomiya et Victoir [40] et Ninomiya et
Ninomiya [41] ont récemment proposé une autre approche tres intéressante : 1’évolution de
leurs schémas de discrétisation sur un pas de temps s’obtient en intégrant des équations
différentielles ordinaires construites a partir des coefficients de 'EDS sur des horizons
aléatoires bien choisis (voir le probleme du paragraphe 1.8.13). Notons également les
travaux d’Alfonsi [2] et de Tanaka et Kohatsu-Higa [47] sur la composition de schémas
avec des applications respectives au modele a volatilité stochastique d’Heston et a des
modeles a sauts.

1.5.1 Développements de Taylor stochastiques

Pour effectuer ces développements, il est beaucoup plus pratique de récrire 'EDS X; =
y—l—fg U(Xs)dWs-i-fg b(X;)ds en remplagant I'intégrale stochastique d’It6 par une intégrale
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de Stratonovich. L’intérét est que les regles du calcul différentiel ordinaire s’appliquent
lorsque 1’on considere des intégrales de Stratonovich : il n’y a plus de terme faisant inter-
venir des dérivées secondes a ajouter. Nous rappelons que pour un processus unidimen-
sionnel adapté régulier (H;)s<r et pour t € [0, 7], 'intégrale de Stratonovich fot H,odW}
est égale & la limite en probabilité de S0 S(Hyne + HtkAt)(Wtk+1At Wi 5) lorsque
N — +4o00. Ainsi

t t
) . 1 )
/Hsodwg:/Hde5+§<H,Wﬂ >,
0 0

L’EDS se récrit donc

Xt—y+/ag ds+2/ 0;(X,) o dW? (1.20)

ouoy=0b— %E;lzl do,o; avec la matrice do; et le vecteur o; définis dans (1.18).
Introduisons les opérateurs différentiels V; = > | 04,0, pour 0 < j < d : pour une
fonction g : R"™ — R réguliere, on note Vg la fonction définie sur R™ par Vjg(z) =
Yor04(2)0y,9(x). Comme les regles du calcul différentiel usuel s’appliquent pour les
integrales de Stratonovich, pour f une fonction réguliere sur R”, on a

FX) = 1)+ [ Vs ds+Z/Vf JodiWi = f +Z/Vf )odW?,

olt on pose W2 = s.
En remarquant que V;f(X,) = V;f(y) + S0, Js ViV f(X.,) o dW, on obtient

d

Z/ VIV, f(X,) o dW! o dW.
4,1=0 0<u<s<t

d t
FO0) = ) + Vi) [ oawi+
=0 0
Par récurrence, on conclut que pour m € N*,

m d
JO) =fly)+> Z Vi Vig oo Vi fy) W)

/ Vo f(Xa) 0 dWE o o dWint:
0<81< <Sm+1<t

JiseessJm4+1=0

ot W) — Jocsi <zt 0AWIL 0 0 AWE.

Pour j € {1,...,d}, W/ est de l'ordre de /s tandis que W2 = s. En d’autres termes,
pour t > 0, (W2, W} ..., W) & méme loi que (tW VIW! oty Ws/t)SE[O 4 ce qui
entraine que

Wt(jl,...,jk) £ t(kJrCard{lglgk:jl:O})/Q/ odWSjll/t o o de,f/t

0<s1<... <5<t

_ j(hCard{1<I<k:=0}) /2 / od Vit o o dIVit
0<us <. <up<1 “ *
k+Card I<k:j;= 15ee0s].
— t( + {1<i<k:g; 0})/2W1(31 Jk)_
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Ainsi pour obtenir des termes du méme ordre dans le développement de Taylor précédent,
il faut compter les intégrales par rapport a W deux fois.

C’est pourquoi pour o = (j1,...,jk) € A= U;en-{0, ..., d}, on pose |a| =k et ||of| =
k4 Card{1 <1 < k:j = 0}. On écrit enfin

FX) =fW+ D Vi Vi f)We + R4t ot (1.21)

a1<[laf<m

Ryjt) = >, Vi VifWy

a:lal<m,||al|>m

d

+ Z / Vip oo Vi f(Xsy) o dW]l oo dWimit.
j17-~~7jm+1:0 OSS].S"'SS’"L+1§t

Comme le reste RK?(IS) ne comporte que des termes qui se comportent comme ¢ a une

puissance supérieure ou égale a (m + 1)/2, le résultat suivant dont la preuve se trouve

dans [25] n’est pas surprenant.

Proposition 1.5.1. Lorsque les fonctions f, b et o sont suffisamment réquliéres, le reste
1 m

ng?(t} est tel que pour p > 1, E(lRK’?(t)PP)% < Ct™s ou la constante C dépend de m,

p, [, b et o mais pas de t.

1.5.2 Schémas d’ordre faible élevé

La simulation des intégrales browniennes itérées W pose probleme. Pour lever cette
difficulté et obtenir des schémas implémentables, Kusuoka [30] [31] propose de remplacer
les intégrales itérées qui apparaissent dans le développement de Taylor stochastique (1.21)
par des variables aléatoires qui ont les mémes moments jusqu’a l'ordre m.

Définition 1.5.2. Soit m € N*. On dit qu'une famille (C*)|ja|<m de variables aléatoires
avec des moments de tous ordres finis préserve les moments jusqu’a ’ordre m si

k k
Vk e N, Yay,...,ap € A tq. |laa| 4+ ...+ o] < m, E (Hgal) =F (HWﬁl) .
=1

. (1.22)

L’exemple suivant est tiré de [39] ou d’autres familles préservant les moments sont
également données.

Exemple 1.5.3. Soit n t.q. P(n=0) = 2 et P(n = £v/3) = .
On obtient une famille qui préserve les moments jusqu’a l'ordre 5 en dimension d =1 en
posant

CO -1 Cl =1 C(Ll) — 17]2 C(I,O) — C—(O,l) — 17] C(Ll’l) — 1773
’ ) o'l o'l 6
CWLL0) — (011 i) (00) %7 LY % et ¢ = 0 sinon.

Exercice 1.5.4. Montrer que la famille précédente préserve bien les moments jusqu’a
I'ordre 5.
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En écrivant le développement (1.21) pour f(z) = I(z) ou I(x) = z est la fonction
identité sur R™ et en remplacant les intégrales browniennes itérées par les variables cor-
respondantes de la famille qui préserve les moments jusqu’a ’ordre m on approche la loi
de X; par celle de

YV=y+ Y 2y v T(y)ce

1<]le][<m

Pour g : R" — R, on note Qg la fonction définie sur R™ par Q;g(x) = E(g(Y;*)) ou Y}*
s’obtient en remplacant y par x dans le second membre de 1’équation précédente.

On peut approcher E(f(X;)) par E(f(Y}’)). Le résultat suivant assure qu’en itérant N
fois cette approximation, on obtient un schéma dont I'ordre de convergence faible est

(m—1)/2.
Théoreme 1.5.5. Lorsque les fonctions f, b et o sont suffisamment régulieres,

C
E(f(Xr) = Q1 fW)| <

ot la constante C dépend de m, f, b et 0 mais pas de N.

Remarque 1.5.6. e En posant ¢/ = W/ pour 0 < j < d, (09 = 2 pour 1 < j <d,
() =0pour 0 < j #1<det (VR =0 pourl < j k1 <d, on obtient une
famille qui préserve les moments jusqu’a l'ordre m = 3. Par la propriété de Markov,
cette famille est telle que QY f(y) = E(f(X®)). On retrouve ainsi que l'ordre de

N

convergence faible du schéma d’Euler est 1 = (3 —1)/2.

e Bien entendu, pour approcher numériquement E(f(X7)), il est préférable d’utiliser
une famille qui préserve les moments jusqu’a 'ordre m définie sur un espace de
probabilité fini de cardinal aussi petit que possible. La famille qui préserve les
moments jusqu’a l'ordre 5 de l'exemple 1.5.3 peut étre générée sur un espace de
probabilité de cardinal 3. Pour ce choix, le calcul exact de Q¥ f(y) est possible

N

en utilisant un arbre non-recombinant avec 3V feuilles. Le cardinal de I’espace

de probabilité nécessaire pour générer une famille qui préserve les moments jusqu’a

I’'ordre m augmente bien stur avec m et avec la dimension d du mouvement brownien.

Si le calcul exact de Q¥ f(y) n’est plus possible, on doit recourir & une technique
N

d’échantillonnage partiel comme la méthode de Monte-Carlo (voir [39]).

Proof. Pour g : R® — R, on note P,g la fonction définie sur R" par P,g(x) = E(g(X}))
ou X” est la solution de I'EDS

dXT = o(XF)dW, + b(X7)dt, X§ = .

On suppose désormais que g est une fonction réguliere. En remplacant y par x dans
(1.21), on obtient que la différence P,g(z) — Qg(x) vaut

Elglet D Vi ViI@We+RViM) | —glat D IRV, v, I(2)°

1< |a[<m 1<]lell<m
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En supposant pour simplifier que n = 1 et en effectuant un développement de Taylor
standard a l'ordre m, on obtient

P(o) - Qugla) = 3 ) B[ (5 Vi Vw4 RY <>)l

I=1 1<]laf<m

_( 3 tlla/zvjl._.vjkf@)@)l}+O(t”2“)

1<]lall<m

Le fait que le reste est un O(¢™2 ) se déduit de E(| X7 —z|™+!) < Ct™2 (voir Proposition
1.1.6 ) et de

m+1 m+1

E(| X v vawe] | R[] S e

1<]lal[<m 1< |al[<m

D’apres la proposition 1.5.1, anvf(t) se comporte en O(tmTH). En développant les puis-
sances [-iemes a l'intérieur de I'espérance et en utilisant (1.22), on obtient pour j < m,
que tous les termes en O(tj/ 2) disparaissent. On conclut que lorsque g est suffisamment
réguliere,

3C > 0,¥t > 0, ||Pg — Qig|os < CtMTV/2,

Lorsque f est réguliere, les fonctions Py, _, f, k € {1,..., N} le sont aussi. On en déduit

(m+1)/
T
3C > 0,YN e N Vk € {1,...,N}, [[PL Py, f = Q1 Pry_ fllow < C (N) .

Comme pour h : R” — R bornée, pour tout t > 0, ||Q¢h]|s < ||h]|, cela implique

(m+1)/2
T
3C > 0,YN e N, Vk e {1,..., N}, ||Q’“%‘1(P%Pt]v_kf—Q%PtN_kf)Hoo <C (N)

On conclut en reportant cette estimation dans la décomposition suivante de l'erreur

E(f(Xr) = QY F(y) = Prfy) = Q¥ () = > Q5 (PyPuyf = Qg Py f ) (0):

k=1

O

Pour terminer, nous allons présenter rapidement ’approximation de E(f(X7)) qui re-
pose sur la notion de cubature proposée par Lyons et Victoir [33] et que I'on peut relier
aux familles qui préservent les moments jusqu’a 'ordre m.

Définition 1.5.7. Soit m € N* et t > 0. Des trajectoires conlinues wyq,...,wr G
variation bornée de [0,t] dans R et des poids positifs \1,..., A\ de somme 1 fournissent
une formule de cubature de degré m au temps t si

Vo= (j1,....jx) € A t.q. |la]| <m, E(W) Zx,wt, (1.23)

ot wpy = f0<81<_”<sk<t dwi}l(sl) . dw{f}(sk) avec wgﬁl(s) désignant la j-iéme coordonnée de
wia(s) lorsque 1 < j < d et wyy(s) = s.
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D’apres [33], il existe une formule de cubature de degré m au temps 1 t.q. L est plus
petit que Card{a € A : ||a|| < m}. En outre, on en déduit facilement une formule de cu-
bature de degré m au temps ¢ en posant wy,(s) = (tw,(s/t), Viwi,(s/t), ..., Viwd (s/t)).

Pour [ € {1,..., L} soit (&,(s,y))s<: la solution de 'équation différentielle ordinaire :

d
gt,l(()? y) =yetVse [07 t]7 dgt,l(‘s? y) = Z O-j<§t,l(57 y))dwg,l(s)'
=0

Lyons et Victoir proposent d’approcher E(g(X7)) par Qug(z) = Y1, Mg(&u(t, z)). Le
théoreme 1.5.5 reste vrai pour cette nouvelle définition de ();g. La preuve repose sur une
décomposition analogue de I’erreur mais le controle de Pg(z) — Q:g(z) est plus facile. En
effet, le développement de Taylor (1.21) reste valable lorsque 'on remplace (X, W) par

(ft,hwt,l) :
(gtl(s I’ Z V]l" Jkg )wtl_'_thlm( )

a:l|al|[<m

En multipliant cette égalité par A;, en sommant sur [, et en soustrayant 1’espérance du
développement (1.21) pour la fonction g, on obtient

Qu(x)-Pg(x)= Y Vi ... Viglx (Zml Wa>+ZAz g () —E(RI2(1)).
a:llal|<m

La premiere somme est nulle d’aprés (1.23). Les termes de restes sont en O(¢m+1)/2)
d’apres la proposition 1.5.1 et le scaling qui permet d’obtenir la formule de cubature au
temps t a partir de la formule de cubature au temps 1.

1.6 Pont brownien pour les options barriere ou look-
back

En dimension n = d = 1, on condidere I’'EDS
dXt = O'(Xt)th -+ b(Xt>dt, XO = Xy.

On suppose que les coefficients o et b satisfont (Lip) et que o ne s’annule pas. Alors o est

de signe constant et quitte a remplacer W; par —W, on suppose que |Vx € R, o(x) > 0|

On souhaite calculer E (¢(Xrp, Mr)) ot pour ¢ > 0, M, désigne soit max,cp4y X, soit
mingep4 Xs. Pour fixer les idées, nous supposerons désormais que M; = max,co X
mais le cas du minimum se traite par symétrie.

Exemple. Lorsque (X;); modélise le cours d'un actif financier,
e le choix ¢(z,y) =y — = correspond a une option lookback,

e le choix ¢(z,y) = f(x)1l{y<ry correspond a une option barriere up and out.

Une approche possible consiste a discrétiser 'EDS suivant le schéma d’Euler

Xo=yetpour k€{0,...,N — 1}, Vt € [ty, trt1],
Xt = th + O'(th)(Wt — Wtk> -+ b(th)(t — tk)
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et & poser My = maxgcp<y Xy, Alors on peut approcher E (o(Xp, Mr)) par
E (@(XT, MT)) (la vitesse de convergence forte de My vers My fait 'objet du probleme
du paragraphe 1.8.2). Malheureusement le maximum discrétisé converge lentement vers
sa limite, ce qui conduit a un biais important. Pour remédier a cette difficulté, nous allons
voir qu'il est possible de simuler le couple (X7, maxyeo,7] X;) otl le maximum est main-
tenant pris sur ’ensemble de la trajectoire du schéma d’Euler en temps continu et non
plus seulement sur les valeurs de ce schéma aux instants de discrétisation. Cela améliore
grandement la performance.

Le résultat suivant montre que 'on peut en fait se ramener a la simulation du couple
Wy, maxeeios,;1 We). Puis nous verrons comment simuler ce couple.
19 €[0,t1]

Proposition 1.6.1. Conditionnellement a (X0, Xty .., X7) = (w0, 71, ..., 7N), les vari-
ables aléatoires maxyep, 1,1 X¢, k € {0,..., N — 1} sont indépendantes et ont respective-
Th+1—Tk

ment méme loi que xy, + o(x) maxeco,) Wy conditionnellement a Wy, = o)

Remarque 1.6.2. On constate que le coeflicient de dérive b n’intervient pas dans la loi
conditionnelle de maxefs, s, ,,] X¢ sachant (Xy,, Xy, ) = (@k, Tpg1)-

Démonstration : L’indépendance conditionnelle découle de I'indépendance des ac-
croissements browniens.

Intéressons nous a la loi conditionnelle de maxep, +,,,] X; sachant (X, , X, . ) =

(Tg, Tp1). On a

I _ b
max X; = X; +0(X;) max (Wt — Wi, + = (Xe,)(t — tk))

te[tk,tk+1] te[tk,thrﬂ o

Wtk—H - Wtk + g(th)(tk-&-l - tk) = )(MZ;(ITW))QIC
Il suffit donc de montrer que pour a = g(zk), la loi conditionnelle de
maXeei, i) (We — Wi, + ot — ti)) sachant Wy, — Wi, + a(tpyr — te) = % est
égale & la loi conditionnelle de max;e(o,] W; sachant W, = %

La stationnarité des accroissements browniens implique que pour g : R?> — R bornée,

E [g (Wtk+1 — Wi, + a(tps —tr), max (W, — Wy +alt — tk))>]

te [tk tit+1]

=E {g (th + aty, max (W; + oaf))] )

te[0,61]

2
O‘WH*O‘T

D’apres le théoreme de Girsanov, sous Q de densité Z% =e" Y par rapport a P,

(B; = Wy + at)i<y, est un mouvement brownien, ce qui implique que

[ dP
E |:g (th + Oétl, tIer[l(?gf] (Wt + Ozt)):| = EQ _g (th + Oétl, tIeI[l(JE?t}f} (Wt + Oét)) @:|

- p
= E© g (Btl, max Bt) eO‘WilJ“?tl}

te(0,t1]

- p
=E%|g <Bt1, max Bt> eo‘Btl_2t1]

te(0,t1]

042
=FE {g (th, max Wt) eath_ﬂl} .
t€(0,t1]
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Donc si on note p(z, y) la densité du couple (W;,, maxycp,) W;) dont I'existence est assurée
par le lemme 1.6.3 ci-dessous, on a pour toute fonction g : R? — R bornée,

E |:g (Wtk+1 — Wtk + a(tkﬂ — tk), max (Wt — Wtk + Oé(t — tk))):|

te[tk,thrl]

=E |g( Wy, max Wy ) e®Va=20 ) = [ gz, y)p(x,y)e®™ T dady.
te(0,t1] R2

On en déduit que le couple (I/Vltk+1 — Wy, + altiyr — tg), maxiep, 4, ) (W = Wy, + ot — tk)))
2

admet pour densité p(x,y)eo‘z’%tl. Donc la densité conditionnelle de

maxyep, t1] (We — Wy, +a(t — ;) sachant W, ., — Wi, + a(tipn — t) = o est
égale a
2t1

plz,y)ee*= T p(x,y)
Cl2 -
Jep(z,2)e**Thdz Jap(z,2)dz

c’est-a-dire a la densité conditionnelle de max;¢jo,) Wy sachant W, = x. O

Lemme 1.6.3. Soit (W}); un mouvement brownien réel. Le couple (Wi, , maxyeios,) We)

7(2w—z)2
posséde la densité p(z,w) = 1{w>z+}§f}"%e 2. En outre,
1 siy < max(0,x)
P max W, >yWy, =2 ) =< 2542 . (1.24)
te[0,t1] e 1 sinon
En  particulier, conditionnellement a W, = 1z, maxpo Wi a meéme loi que

3 (91; + /x? — 2t hl(U)) ot U suit la loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration : L’égalité (1.24) est claire si y < max(0,z). Lorsque y > max(0, z),
on va utiliser le principe de réflexion pour le mouvement brownien. D’apres la propriété
de Markov forte, si 7, = inf{t > 0 : W, = y}, le processus (B;);>o défini par

B, — WtSitSTy
L We, =Wy =W.) =2y —W;sit>1, ’

Yy

est un mouvement brownien. Donc lorsque y > max(z, 0),

]P’(max W, >y, Wy, §x> :P(max B, >y, By, gx) =P(r, <t1,2y — Wy, <x)

te[0,61] t€[0,t1]

:P(max W, >y, Wy, > 2y—x) =P (W, >2y—x)
tel0,61]

ou on a utilisé la définition de (B;):>o pour la deuxieme égalité et I'inégalité 2y — x > y
pour la derniere. Si x > y > 0, alors en utilisant le résultat précédent, on obtient

P(max Wy >y, Wy, gx) :P(max Wy >y, Wy, §y> +P(y < Wy, <2x)

tel0,61] te[0,t1]

:P(th Zy)+P(y<Wt1 Sx)
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Enfin si y < 0, P (maxte[o’tl] Wy >y, Wy, < x) = P(W;, <x). Comme W, possede la
22
densité e 21 /4/27ty, on vérifie alors facilement que
T +oo
V(z,y) e R*, P (II[laX] Wi >y Wy, < x) = / / p(z, w)dwdz (1.25)
te[0,ts o0 Juw—y

(2w—z)2

pour p(z,w) = 1{w>z+}i(L\/%ef 2, En effet

(2y—2)2
Foo +y_2)2 T ] +
(2(yvzT)—2) 1 >
/ p(z, w)dw = = S _ vt > Y=z
y V2rt —21 —e 1 sinon
V&Till

T

Ainsi lorsque y < 0, fJ;’Z p(z, w)dwdz = P(W,;, < z). Lorsque y > z™,

Z=—00

/x /+OO (2, w)dwd /x - _de Tem _pw, > 2y— o)
plz,w)awaz = e 1 = e “1 = = 4y — ).
z=—o00 Jw=y —o0 Vv 2'/Ttl 2y—x V 2'7”51 "

Enfin, lorsque 0 <y < z,

x +o0
/ / p(z, w)dwdz
z=—o0 Jw=y

On déduit de (1.25) que le couple (W, , maxicjor,] W) possede la densité p(z,w).

Y +o0 T 1 42
p(z, w)dwdz +/ e 2idz
L—oo [uy ( ) y V 27Tt1
P(W,, > 2y —y)+Ply < Wy, <.

Donc pour y > max(z,0),

+00
P (max W, > y'Wt - x) _ Ly M)y O (mengery We 2 v, Wiy < <)
- 1 - 22 - 22
rel0t] e 2 /21ty e 20 /\/2rty
8:(:]P) (th > 2y — .’L‘) _y—2)?—s? _2y(y—x)
— = e 2t —e t .

z2
e 2 /21ty

La derniere assertion du lemme repose sur la méthode d’inversion de la fonction de
répartition. Soit u €]0,1[. On cherche y > max(z,0) tel que

P(max Wy <wy

tE[O,tl]

Wy, = :)3) = u.
En utilisant (1.24), cette égalité se récrit
2y (y—=x) 2 —
1—e :uﬁln(l—u):—M
1

Le discriminant de I'équation du second degré est A = 2% — 2¢; In(1 — u) et la seule racine

t
@yQ—xy+§lln(1—u):0.

supérieure & max(z,0) est y = 1 (1: + /22 — 2t; In(1 — u))
D’apres la méthode d’inversion de la fonction de répartition, si U suit la loi uniforme
sur [0,1], 3 (m + /2% — 2t In(1 — U)) suit la loi conditionnelle de maxcjo¢,) W; sachant

W, = x. On conclut en remarquant que 1 — U a méme loi que U. 0

Exercice 1.6.4. Vérifier que conditionnellement a W;, = x, mino,,) Wy a méme loi
que 3 (x —x?—2t 1n(U)> ou U suit la loi uniforme sur [0, 1] (On pourra appliquer le

lemme 1.6.3 au mouvement brownien (—Wy)i>o).
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1.6.1 Application aux options barriere

On va approcher E (f(XT)l{maxte[o,T] Xt<L}> par E (f<XT)1{maXte[0,T] Xt<L})' Nous allons
voir que 'on peut calculer 'espérance conditionnelle de la variable aléatoire dans la sec-
onde espérance sachant les valeurs (Xg, Xy,,..., Xr) du schéma d’Euler aux instants de
discrétisation. Cela permet d’évaluer cette espérance par la méthode de Monte Carlo en
. 7 ) N-1 9 \
simulant le schéma d’Euler. Comme 1 {max,cpr X<z} = Llk—o 1 {masety iy, ) Xe<L} d’apres

la proposition 1.6.1, on a

N-1

Koo K. X) — (%) T (10— 0K X))

k=0

E (f(XT>1{maXte[o,T] Xi<L}
ou

w(xkaxk-i-l) - P ( max Xt 2 L‘<th7th+1) - (kaxk—‘rl))

tE[tk,tk+1}
Tk+1 — Tk
W, == )

I —
:P(max W, > o
o (k)

te[0,t1) o(xy)

D’apres (1.24),

3 fok Tk+4+1— Tk . .
B 1 si ey < max ( ey ,0> ie. si L < max(zy, Tpi1)
Yﬂ(iﬂk, ili'k+1) = 2(L—zp) (L= 41)

e o2 (zp)ty sinon .

On conclut finalement que

K (f(XT)l{maxte[oyT] Xi<L} XO; ti s 7XT>

_ ply 2L — X, )(L— X,
= f(XT)l{maxongN th<L} H |:1 — eXpP <_ ( t10'2)((X ) + )):| . (126)
k=0 Uk

Pour approcher E ( J(X7)Limax, clom Xi< L}>, on évalue 'espérance du terme de droite par
la méthode de Monte Carlo. Il suffit pour cela de générer le schéma d’Euler aux instants
de discrétisation. Par rapport a l’approche naive évoquée au début du paragraphe qui
consiste a calculer E (f(XT)l{maxnggN %, <1} ) par la méthode de Monte Carlo, nous
voyons que nous avons introduit un facteur multiplicatif plus petit que 1 dans 'espérance
pour tenir compte du fait que le schéma d’Euler en temps continu peut dépasser la barriere
alors qu’il est en dessous de cette barriere a tous les instants de discrétisation. Cela
améliore nettement le biais.

Exercice 1.6.5. Déterminer E (1{mint€[0 ) Xi>L}

XO,XtI,...,XT).

1.6.2 Application aux options lookback

Si on se donne (Uy)o<k<n-1 des variables indépendantes uniformes sur [0,1] et
indépendantes du brownien W, alors la proposition 1.6.1 et le lemme 1.6.3,
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assurent que conditionnellement & (X0, X4y, X7) = (20,...,7n), le vecteur
(maxye(r, t,.1] Xt)o<k<n—1 @ méme loi que le vecteur
o(x Thy1 — T Thy1 — Tp )2
2y + 200 ((Tenn V%(ki D ot ()
2 o () o* () 0<k<N-1
1 2 2
= 5 <l’k + Thi1 -+ \/($k+1 — SCk) — 20 (.Z'k)tl hl(Uk)) .
0<k<N-1

En particulier, cela implique que le vecteur ()_(0, th o, X, max;e[o,7] )_(t) a meme loi

que le vecteur

_ _ 1 _ _ — - -
(XO, Xt17 N ,XT, — Imnax (th + th+1 + \/<th+1 — th)2 — 20’2(th)'[;1 hl(Uk))) .

2 0<k<N-1

Ainsi on sait _simuler suivant la loi de ()_(T,maxte[oyT] )_(t). Cela permet
d’évaluer E(gp(XT,maxte[()’T] Xt)) par la méthode de Monte-Carlo pour approcher
E (o(Xr, maxiepo.r) X¢))

Remarque 1.6.6. Dans le cas des options barrieres, on pourrait utiliser cette approche
avec ¢(x,y) = f(x)lgy<r). Mais I'égalité en loi qui précede et (1.26) assurent que

E <f(XT)1{§ maxo<p<n—1(Xep+Xey 1y 1/ (Kep g =Xy, )2 =202 (X )01 In(Uy) ) <L} Xoy Xty - ’XT)

N—-1 \ %

) 2(L — X, )(L— Xy, )

= f(X7)1 ¢ 1 - - % =)
FOX) oo e %0, <L) kl_[() [ P ( t102(Xy,)

Donc 'approche proposée au paragraphe précédent qui consiste a évaluer 'espérance
de la variable aléatoire au second membre par la méthode de Monte Carlo est préférable
puisqu’elle est plus précise (réduction de variance par conditionnement) et nécessite moins
de calculs (pas besoin de générer les Uy).

1.6.3 Le cas des options barriere sur plusieurs sous-jacents

On suppose que les n sous-jacents évoluent suivant 'EDS
dXt = O'(Xt>th + b(Xt)dt
avec (W;); un mouvement brownien & valeurs R? et que I'on souhaite évaluer

C =E (f(X7)lgvtepr),x.epy) ot D ={z € R":e.(x—z) < 0} pour e,z € R" t.q. e # 0.

On va approcher cette quantité a I'aide du schéma d’Euler en temps continu (X)o7
en calculant

Cn = E (f(X7) Lo, %.eny) -

En généralisant 'approche développée en dimension 1, on peut montrer que

Cy=E (f(XT) 1__[ (1 — @/)(th,thH)))

k=0
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ou

V(T Tpyr) = P <3t € [th o] Xi ¢ D‘(th,thH) = (xk,xk+1)>

=P <E|t € [thtes1] e Xy > ez

(K X)) = <>) .

Pour t € [tg, t;.1], conditionnellement & X; = zy, on a
e. Xy = exy + (0" (wgp)e). (Wy — Wy, ) + (t — t1)b(zp).e

On distingue alors deux cas :

e Lorsque le vecteur o*(z;)e € RY est nul, t € [ty, tri1] — e.X; est une fonction affine
ce qui entraine que (2, Tht1) = L{z,¢D OU 2p11¢D}-

e Sinon, on remarque que ‘Zgi’;g;(Wt — Wi,) est un mouvement brownien uni-
dimensionnel. Comme dans la proposition 1.6.1, on en déduit que condition-

nellement a (th,th+1) = (Tk, Thy1), MAXyery b)) e.X; a méme loi que e.x; +
|o*(xr,)e| maxyepo,,) By sachant B, = % avec (By); un mouvement brown-

ien réel. Donc

e.(z — xy) e(Tpyr — xk))
Tk, T =P( max By > —|B;, = ———~ | .
V(@ Ti1) (tem,m = ot (ze| |7 o™ (.)€

En utilisant (1.24), on conclut que

lsiexp>ezouexy >ez

1/1<C(7k7 xk—i—l) = _2(54(27%)3(6.(.272%“))
e tilo* (zg)el

sinon.

On conclut que

Oy =E (f()_(:r)l{vogkszv, %, €D} ]i_f {1 — €exp (‘2(6'(2 et 2 XtHl)))D '

k=0 t1|0'*(th)€|2

Cette formule généralise celle obtenue en dimension 1.

Remarque 1.6.7. Lorsque D est un domaine régulier de R™ et non un demi-
espace comme supposé plus haut, on peut utiliser I'approche précédente sur chaque
pas de temps en remplacant la frontiere de D par un hyperplan tangent en un
point bien choisi.  Plus précisément pour xy,xrr1 € D, on pourra approcher

P <E|t € [te, trra] : Xi ¢ D|(X,,, thﬂ) = (xk,xk+1)> en remplacant la frontiere 0D de D

par 'hyperplan tangent a cette frontiere en la projection de x; sur 9D et en utilisant la
formule obtenue plus haut.
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1.7 Options asiatiques dans le modele de Black-
Scholes

En dimension n = d = 1, on condidere ’'EDS
dXt = O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt, Xo = Xy.

On s’intéresse a une option asiatique dont le payoff porte sur le couple (Xr, % fOT Xids) =

(X7, %]T) ou I, def ' X,ds vérifie dI, = X,dt. Appliqué & 'EDS en dimension n = 2

satisfaite par le couple (X, I;) le schéma d’Euler s’écrit (Xo, Iy) = (20, 0) et

{Ztk+1 ::thk +70-(tkﬂ th)(Wtk+1 - Wtk) + b(tk‘v th)(tk+1 - tk‘)
Loy = Ity + Xy (bryn — )

Vke{O,...,N—l}{

Les résultats de convergence forte et faible énoncés précédemment s’appliquent pour
controler I'erreur commise en approchant (Xr, % fOT Xds) par (X7, %IT = % fCV:_Ol Xt,).
En particulier, si les fonctions o et b satisfont I’hypothese (Lip), la vitesse d’approximation
forte de % fOT Xqds par % ,]C\:Ol th est en ﬁ ou « est I'indice de Holder donnant
la régularité en temps des coefficients o et b du modele.

Dans le cas du modele de Black-Scholes
dXt = O'Xtth + TXtdt, X(] =y > 0,

il est possible de simuler sans commettre d’erreur de discrétisation le vecteur
2 2 2

(X0, X4, Xpyy oo, Xp) =y x (1, e"Wutl=5)t oW t=5)t coWrt(r=59)T 1] faut

bien str tirer parti de cette possibilité comme l'indique le résultat suivant :

Proposition 1.7.1.

2p
< C

1 T 1N—1
v¥p>1,3C, >0, YN>1,E ‘17/0 Xtdt—NkZ_Oth < o

Remarque 1.7.2. En particulier pour une fonction de payoff ¢ lipschitzienne sur R?
comme p(z,y) = (x —y)* (Put floating Strike) ou ¢(z,y) = (y — K) (Call fixed Strike)
on en déduit

N-1
E (e’% (XT, % / ! Xtdt)) —E (w% (XT, % > th)>
0 k=0

Démonstration : Soit k € {0,...,N —1}. Sion pose V; = X; — X;, = fti(aXstVS +
rXsds), Zy = tyy1 — t, la formule d’intégration par parties

C
< —.
- N

tei1 tey1
mk-&-thk-‘rl - }/thtk — / }/;det —l—/ th}/;—{— < Y, Z >tk+1 - < }/, Z >tk
tr tr
s’écrit

tret1 trt1
0—0=— / (Xt — th)dt + / (tk+1 — t)(O'Xtth + TXtdt) + 0—0.

173 tg
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On en déduit que
1 T 1 N-1 N-1
— Xydt — — X
T/O TN ;

let1
= f Z / (tk+1 — t) (UXtth + TXtdt)
k=0 V&

o [T . (T
= T/o (Ty — t) XypdW + T/o (7 — 1) Xydt,

ou T = [%W % désigne le premier instant de discrétisation apres t (pour x € R, on note

[x] le plus petit entier plus grand que z). En procédant comme dans la preuve de la
Proposition 1.1.6, on en déduit que

1 (T R, 2 T T\ [T
— / Xdt — =YX, <C / (7, — )PE(XP)dt < C (—) / E(X/P)dt.
T Jo N 0 0 N 0

0,2
On conclut en remarquant que E(X?) = 322~ T 1E(e20We) = ¢2ep(2r+(2p-1)0")t gsqure
que [V E(XP)dt < +o0. O

Approcher my = % fOT Xdt par % k 0 th consiste a discrétiser l'intégrale par la
méthode des rectangles. D’apres les travaux de Lapeyre et Temam [32], il vaut beaucoup

mieux discrétiser I'intégrale par la méthode des trapezes et approcher la moyenne du cours

) : N _ 1 [ Xo+X7 5 . . C
de lactif par mp = + ( + Z Xt]>. L’erreur forte commise est toujours en %

mais la constante au numerateur est b1en plus petite. En fait, d’apres [32],

E ((mr — E (mg|(Wy,, Wi, ..., Wr)))?) = O (%)

E ((E (mr|(Wey, Wy, ..., Wr)) = mf)*) = O (%) ,

Comme 'espérance conditionnelle est la projection orthogonale au sens L? sur les variables
aléatoires mesurables par rapport & la tribu conditionnante, cela montre que m¥ est tres
proche de la meilleure approximation (au sens quadratique) E (mp|(Wi,, Wy, ..., Wr))
de mr ne faisant intervenir que (Wy,, Wy, ..., Wr).

Pour aller plus loin, il faut rajouter de I'information dans le schéma. Pour ¢ € [ty, tx11],
X est proche de sa discrétisation par schéma d’Euler : X, (14 o(W, — Wy, ) +r(t — tx)).

Ainsi f;:““ Xidt est proche de Xy, ( ftk“ — Wi, )dt + 2N2> ce qui conduit a

approcher mp par

N— t
. 1 olN ["+1 rT
T:N E (1—1—— ; (Wt—mk)dt—i—ﬁ)

D’apres [32], I'erreur forte de ce schéma est en <.

Proposition 1.7.3.

~ N|2p Cp
Vp>1, 3C, > 0, YN > 1, E(|mT_mT| >§W_
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En plus des accroissements AWy = Wy, — Wy, pour k € {0,..., N — 1}, ce schéma
fait intervenir les variables ftt:“(Wt — W4, )dt. Si on pose Yy = t:““(Wt — W, )dt —
%AW;CH il est facile de simuler le vecteur (Y, AWy, Ys, AWy, ..., Yy, AWy) d’apres
I’exercice qui suit.

T
loi gaussienne N5 (0, ( 126\’3 T ))
N

77777
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1.8 Problemes

1.8.1 Vitesse forte du schéma d’Euler dans le cas d’un coefficient
de diffusion constant

Soit T > 0, x € R, b : R — R une fonction C? (deux fois continuement dérivable
avec des dérivées premiere et seconde bornées) et sur un espace de probabilité (2, F,P),
(W) teo,r) un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a I’équation différentielle

stochastique
X p—
o= (1.27)

On se donne N € N* et pour 0 < k < N, on pose t;, = kAt ou At = T/N. Le schéma
d’Euler & N pas de temps associé a (1.27) est défini de fagon récurrente par

XO =X
Les 2 questions peuvent étre traitées de fagon indépendante.

1. Cas général :

(a) Quel résultat du cours assure que supc 7 E (|X; — Xi|) < C/N, ou C ne
dépend pas de N7 On se propose d’améliorer cette majoration en prouvant
que

te[0,7

E ( sup |X; — )_(t|) < % (1.28)

(b) Pour s € [0,7], on note 75 = [s/At] x At le dernier instant de discrétisation
avant s (pour y € R, [y] désigne la partie entiere de y). Vérifier que

t t
vt € [0,7), |Xt—Xt|§sup|b’|/ X, — X..|ds+ /b(XS)—b(XTS)ds
0 0

(¢c) Vérifier que pour 1 <k < N,

/ ") — b(X,, s = / ) (b(XT)b’( X+ Lo XT)) "

te—1 th—1

+ /tk (tk - 7’) b,(Xr)dWT.

th—1

(On pourra commencer par calculer b(Xs) — b(Xy,_,)).
(d) En déduire que

/Ot b(Xs) — b(X5,)ds = /Ot (min(t, 7. + At) — 1) (b(XT)b’(XT) + %b”(){”) dr

t
+/ (min(¢, 7 + At) — r) b (X,)dW,,
0
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puis que
E (Eﬁﬁ] /0 b(X,) — b(Xy,)ds )
< At /tE ‘b(Xr)b’(XT) + %b”(XT) dr + 2\//tIE ((b'(X;))?) dr

(e) On pose z(t) = E (sup,ep 4 | Xu — Xu|). Montrer que

Vi € (0,7, 2(t) < C (At+ /Otz(s)ds) ,

ou la constante C' ne dépend pas de N et conclure que l'inégalité (1.28) est
satisfaite.

2. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Vy € R, b(y) = cy ou ¢ € R*.

(a) Montrer que la solution de l'équation différentielle stochastique (1.27) est
donnée par

t
vt € [0,T], X; = e + / e AW,
0

(b) Que peut-on dire du vecteur (Xp, Wy, — Wo, Wy, — Wy, ... , Wiy — Wiy [)?
Pour 1 < k < N, calculer Cov (X7, Wy, — W4, _,).

(c) On note Fy la tribu engendrée par (Wy,, Wy,, ..., Wi, ). Montrer que

N
1 — c
B(XrlFy) = e + 5 > eI — (W, = W),
k=1
(d) Vérifier que
1 2 eAt—1
E (X —E(X N=—(T-1(1-— —— ).
(X - B FF) = e -1 (1- 5 S5 T)
(e) Vérifier que pour o« — 0,
e*—1 1 o

— = — — +o(d?).
alfe*+1) 2 24 (o)

(f) En déduire I'équivalent pour N tendant vers +oo de l'erreur quadratique min-
imale E((X7y — X7)?) commise en générant X a 'aide d’un schéma “simple”
qui ne fait intervenir que les accroissements W, — W, ,, 1 < k < N. Con-
clure que l'ordre de convergence du schéma d’Euler est 'ordre optimal parmi
les schémas “simples” (la constante multiplicative n’étant pas nécessairement
optimale).

(g) Que peut-on dire du vecteur (X, Xz, ..., X4,)?

Soit 1 < k < N. Vérifier que
Xi

k

tr
_ ecAtthil + / ec(tk—s)dWS
tk—1
et en déduire « t.q. la variable Z;, = X;, — aX;, , soit indépendante de X, .
Vérifier qu’en fait Z; est indépendante du vecteur (X, ,..., Xy, ).
Quelle est la loi de Z},?
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(h) En déduire une méthode permettant de générer un vecteur (Y1,...,Yy) qui a
méme loi que (X, ..., Xiy)-

1.8.2 Approximation du maximum par le schéma d’Euler

On considere 1’équation différentielle stochastique unidimensionnelle
dXt = O'(Xt> th + b(Xt) dt,
ou b et o sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (W;) est un mouvement brownien

standard unidimensionnel.

On se donne une condition initiale Xy = x déterministe. Enfin, on se fixe un horizon
en temps 7" et un nombre N € N* de pas de temps. Pour k € {0,..., N} on note t} = %
le k-eme instant de discrétisation et XfZ la valeur en t; du schéma d’Euler de pas %

Le but de ce probleme est de montrer 'estimation suivante (issue de la these de P. Se-

umen Tonou) : pour tout p > 1
2 In(N)\?”
E <C ( N ) . (1.29)

Dans l’inégalité précédente et dans tout le reste de ’énoncé on notera C' des
constantes indépendantes de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

max X; — max X,
0<t<T 0<k<N 'k

£ = max X, — max X},
0<t<T 0<k<N 'k

€1 = max X; — max X,
0<t<T 0<k<N

gy = max X; — max X}
0<k<N 0<k<N 'k

1. Montrer
&N
g9 < orgl}fgv(Xt’“ - X)),

puis

N
€9 > — max (X;' — X, ).

Appliquer un résultat du cours pour en déduire

C
E (le2l”) < 75

2. Montrer que
1 < max ( max (Xt—th)>.

T 0<k<SN—1 \ t<t<tpq1

En déduire que

t 2p t 2p
e1)”” < C' max < max /b(Xs) ds) +C max ( max /U(Xs> dWs) .
tE tg

0<k<N—1 \ t5<t<tpi 0<k<N—1 \ ¢ <t<tji1
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3. En utilisant 'inégalité

N-1
max g < fayl (1.30)
k=0

0<k<N-1

montrer que

t 2p C
E| max < max / b(X5s) ds) <
OSKSN—1 \tp<t<tii1 Jy N2r—1

4. (a) Montrer que

Ly

t 2p
C
_ < -
E(mN (s, 0 —ataw,) )—sz-l-

(b) Montrer que

t 2p
E( max ( max /U(th)dWS) )
0<k<N—-1 \ tp<t<tpy1 th

4p
<C E(( max  max |Wt—Wtk|) >
0<k<N—11p<t<tpi1

(c) Vérifier que pour y > 0, P(maxg<i<t, Wi > y) = 2P(W;, > y). En déduire que
maXo<ik<N-1 mathStStk+1(Wt - Wtk> a méme loi que \/EmaXOSkSN_l |Gk| ou
les variables aléatoires (Gj)o<k<n-1 sont i.i.d. suivant la loi normale centrée

réduite N(0,1).

(d) Soit ¢ le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour = > 0,

E(|Go|'1qigy|52}) = P(z)e™ = olt P(.) est un polynome de degré ¢ — 1. En
déduire a 'aide de (1.30) que pour o > 2,

; 4p _
J\P—I&E (OSII%aJSI(—l <’Gk| 1{Gk|2\/aln(N)}>) =0,

puis que pour N > 2, E (maxo<p<n_1 |Gi|*?) < C(In(N))?.

(e) Conclure que

t 2p p
In(N

IE( max ( max /O(XS) dWs) )SC(M) :
0<SkSN—1 \ tp<t<tpi1 Jy, N

5. Vérifier 'estimation (1.29).

6. Comment peut-on améliorer I’approximation de maxo<;<7 X;?
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1.8.3 Discrétisation d’une équation différentielle stochastique a
coefficients localement lipschitziens

Pour (W;)iejo,r) un mouvement brownien a valeurs R? et o : R — R™? et b : R" — R",
on s’intéresse a 'EDS

dX, = o(X)dW, + b(X)dt, t < T, Xo=y. (1.31)

On suppose que les fonctions o et b sont localement lipschitziennes au sens ou pour tout
m € N* il existe une constante C,, < 400 telle que

Vo,y € R" t.q. o] <meet |[y| <m, |o(z) —o(y)] + [b(z) — b(y)| < Crlz —yl.

On note

om(x) = o(Ppx) et by(z) =b(Prz) ou Phr=-——= (1.32)

désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée a 'origine.

On pose également t, = kAt avec At = % ou NV € N* est un nombre de pas de temps.

Absence de convergence faible et dans L” dans un cas particulier

On s’intéresse a I'EDS en dimension n =d = 1
t
X, =W, — / Xg’ds. (1.33)
0

On admet pour I'instant qu’elle possede une unique solution (X;).cjo,r) et que cette solution
vérifie E (sup,epo 7y [ Xe|*) < +oc.
On note (X}¥)tepo,r] le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose Ay = {|W,| >

%7 SUP1<k<N-1 |Wtk+1 - Wtk| <1}

1. Vérifier que P(Ay) > P(|Wy,| > %)P(suptemﬂ [W,| <1). En remarquant que pour

7w2 o0 Ly 0 - 7‘”2
x>0, <L = (14 y%)e*yz/Qdy, vérifier que [ e v/ 2dy > s "

1422 -
1\ _ 6(NT)3 -
e 2T
Conclure que P(Ax) = P(sup,cor) [Wil < 3) X 7o X S5

2. Vérifier que sur I'événement Ay, si pour k > 1, |[XJ| > 1, alors [X[ | >
(XN (FIXN[—2). En Igiélduire que pour N > L, sur D'événement Ay, Vk €
— 2 -
(Lo N} 1R 2 ()7

3. Conclure que limy_o E(|X7]) = 4o00. En déduire limy_o E(| X} — X7[) puis
Hmy o0 B(sup,co 7y [ X7 — XifP) pour p > 1.

4. En remarquant que la loi de XN est symétrique, montrer que pour K > 0,
E (XY — K)") > LE(|X}|) — K et en déduire que E ((X) — K)*) ne converge
pas vers E (X7 — K)™) lorsque N — oo.
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Convergence presque sire du schéma d’Euler

On suppose maintenant qu’il existe une solution a ’'EDS (1.31) (voir le paragraphe suivant
pour une condition suffisante). On pose vy = 0 et pour m € N* on note v, = inf{t €
[0, 7] : | X;| > m} avec la convention inf () = T

5. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (XN)icjo.7) associé & (1.31).

6. Soit m € N* et z,y € R". Vérifier que (x — Pz, Py — Ppx) < 0 (dans le cas ot
|z| > m, on pourra vérifier que (v — Pz, P,x) = m|lx — Pyx|).
En déduire que |P,y — P,z|* < (y — z, Py — Pnx) et conclure que les fonctions
om €t b, sont globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz C,,.

7. En déduire 'existence d'une unique solution (X;")¢co,r) & 'EDS
dX{" = 0y (X[")dWy + b, (X[™)dE, X" = . (1.34)

Décrire I'événement {v,, = T} a l'aide de la variable aléatoire sup;cp 7y |X:| et
vérifier que sur cet événement (X;")icp.1r), (Xi)iepr) et (X" )iepor) coincident.

Que vaut P(U,, e« {vm = T'})? Y-a-t-il unicité pour (1.31)7

On note (X;"™),e.) le schéma d’Euler correspondant & (1.34) et v/ = min{t;, : \X’t]kvm| >
m}.

8. Pour quelles valeurs de 7, la suite N7 sup,.q | X/ — X" ’N| converge-t-elle presque
surement lorsque N — oo a m fixé? -
En déduire que si vy, (w) = T, alors il existe N'(w) < +00 tel que pour N > N(w),
Ui (@) =T et supyer [ Xi(w) = XN ()] = sup,ep | X7 (w) = X7 ().

9. Conclure que pour tout v < %, N7 sup;ep | X; — XN| converge p.s. vers 0 lorsque

N — oo.

Existence pour P’EDS (1.31) lorsque la dérive est rentrante

On suppose maintenant que o est globalement lipschitzienne et que la fonction de
dérive b est localement lipschitzienne et rentrante au sens ou il existe € [0, +o00[ tel que

Vz € R", (z,b(x)) < B(|z| + |z[?). (1.35)

avec (z,y) qui désigne le produit scalaire de et y dans R”. On note (Y;");cpo,7] I'unique
solution de 'EDS

AY;" = o (Y)W, + b (Yt Yy = .

10. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Don-
ner un exemple de fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas
globalement lipschitzienne.

11. Pour m € N*, vérifier que la fonction b, définie dans (1.32) satisfait (1.35).



1.8. PROBLEMES 39

12. Calculer |Y™|? & I'aide de la formule d’Itd et en déduire que

5 (s ) < o i+ 458 (( [ |Y;"|2ds)2) ‘E (( A |a<nm>|2ds)2)
+ 16E (/Ot |a*(y;m)ysm|2d8) }

ou o (z)[* = 211%% |oij () [

13. En déduire que sup,, E (sup,eio 7y [V/™]*) < 400 puis P (U,ene{mm = T}) = 1 out
T = inf{t € [0,T] : |Y;™] > m} (convention inf® = T)
Conclure a l'existence d’une unique solution (Xi)icp,my pour (1.31) et que cette
solution vérifie E (sup,co 7 |Xe|*) < o0l

C’est 'absence de contréle des moments du schéma d’Euler qui peut empécher sa convergence
dans LP et sa convergence faible alors que I’on a convergence presque sire a la vitesse N7 pour
tout v < 1/2. Dans [21], Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite
suivant :

b(XN)At

XN S S T o—
1+ (X)) At

tk+1

= Xt];\j + J(XZZ)(W%JA - Wtk) +

Lorsque la fonction o est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est a croissance
polynomiale et b vérifie la condition

Ja € (07 +OO)7 V%y € an ('CC - y,b(:ﬂ) - b(y)) < Oé|$ - y|2

qui implique (1.35) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge a la vitesse
forte LN dans tous les espaces LP. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma

d’Euler semi-implicite

X—N

th+1

— (XN

tet+1

)At = th]k\f + O—(Xt]Z)<Wtk+1 - Wtk)

sous les mémes hypotheses.

1.8.4 Convergence en loi de ’erreur renormalisée du schéma
d’Euler dans le modele de Black-Scholes

On s’intéresse a la discrétisation du modele de Black-Scholes X, = e"WtJ“(“_é)t ou
(Wt)te[()’T] est un mouvement brownien réel. On se donne un horizon 7' et un nombre
N € N* de pas de discrétisation. Pour k& € {0,..., N}, on pose également t; = %T Pour
une suite réelle (xy)nven+ et a € R, on note zy = O(N?) lorsque la suite (N ™%z y) yen

est bornée.
1. Rappeler I’équation différentielle stochastique satisfaite par (X;)i>o.

77777

le schéma de Milstein (Xg:)ke{owN}.

3. Calculer E(X) et vérifier que E(XY) = E(X7) + O(+). Commenter ce résultat.

1Ce résultat s’applique en particulier & 'EDS (1.33).
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4. On pose
N Xi o(Wey o — W )+ (u— 20t
Ak — —X (e th+1 tp) T ] J(Wtk“ — Wtk) - #t1> .
tet+1
N xN
Exprimer AY & l'aide de (i k th+1) et en déduire que X7 — X» = Xp ij "AN.
5. On pose
B 2 o2 o2
R;cv = eg(WtkH We ) =5 )t 1- U(Wtk+1 - Wtk) - (y’ - ?)tl - ?(V[/tk+l - Wtk)Q
VkN B (j?vl a 1) <6U(Wtk+1_Wtk)+(“_%2)tl —1- U(Wtk+1 - VVtk) - Mtl)
tet1

X o2
Zy = X - (eJ(WtkH_WtkH(“_T)tl —1=o(Wy,, —Wy) - Htl> (Xt]Z — X, )-
tet1

Vérifier que

zN o?
lefv + VkN + X_kT = A;{V - 7((Wtk+1 - Wtk)2 - tl)'
En déduire que
9 N-1 N-1
VN(Xr — X7) = Xr <%SN+ \/NZ<RJICV+V;§N)> +VNY 7y
k=0 k=0

ou Sy = \/NZQT:—OI[(W%H - Wtk)2 o tl]'

On se donne (Gy)g>o suite de variables gaussiennes centrées de variance 7" indépendantes
de (Wt>t20'
6. (a) Montrer que (Wr, Sy) et Wy, Xn) = W S (G, G3 — T) ont méme loi.

(b) Montrer que lorsque N — oo, (Wy, X ) converge en loi vers un couple (W, X))
dont on précisera la loi.

(¢) Conclure que %ZXTS ~ converge en loi vers o2 \/gXTGO.

D’apres les questions 9 a 11, E ‘\/_Z (XTRN + X VN + 2 ’ = \/—%)

7. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que v N(X7 — X&) converge en
loi vers 02\/§XTGO.

Sous des hypotheses de régularité sur n,b : R — R, Kurtz et Protter [29] ont montré
que si (Xi)iep, T] est solution de I’équation différentielle stochastique dX; = n(X;)dW,; +
b(X;)dt et (X} )iepor désigne son schéma d’Euler en temps continu, alors le processus

(VN(X, — XN ))ieo,r) converge en loi vers (Y;)iepo,r) solution de

vi= [ Y V) / o (X.)dB

olt (By)iecpo,r est un mouvement brownien indépendant de (Wy)icpo,r)-
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8. Dans le cas particulier du modele de Black-Scholes, calculer dX% puis d%. En
déduire Yr et vérifier que la convergence établie a la question 7 est bien une
conséquence du résultat général de Kurtz et Protter.

9. (a) Calculer E(RY') et en déduire que E(RY) = O (33).
Montrer que RY = o ['(X, — 1 — oW,)dW, + p [o' (X, — 1)ds. Calculer
E((X, — 1 — oW,)?), vérifier que E((X, — 1 — oW,)?) = O(s?) pour s — 07 et
en déduire que E((R))*) = O (55)-

N3

(b) Montrer que E (( A Rff)z) = N(N —DE(RY))* + NE((RY)?).

(¢) Conclure que E ‘XT\/_ZN ! RN‘ = O(\/l—ﬁ)

On pose DY = ¢7Wensa =W tu=5)t _q _ oWy — W) — ity
10. (a) Calculer E(VZY) et vérifier que E(V{Y) = O(+).

N2

(b) Rappeler I’équation différentielle stochastique satisfaite par X% et vérifier que

E ((% - 1)4) —O(L).

En remarquant que DY = Otl(Xs — 1)(0dW, + uds), vérifier que E((DJ)*) =

O(+:)- En déduire que E((V{V)?) = O(+s).

N

(c) Conclure que E ’XT\/N SV VkN‘ = O(\/Lﬁ)

11. (a) Vérifier que E((Dy)?) = O(5).

(b) A l'aide de la vitesse forte, en déduire E((Z}))?) = O(=).

(¢) Pour 0 <l < k <N — 1, vérifier que

Xi,
th+1

X
E(Z)ZY) = E(X2, )E ( Dif) E (<ng X))

N N
th Dl (th - th)) .

Vérifier que E ( Toktl DN) = ekt (e(’”oj)tl —1—(u+ 02)t1). Remarquer que
k

X,
th+1

E‘<XN_th> DY (XY - X,)

y \/IE (smpe = X1 BOKG -, JE(DN)

et en déduire que E(Z) Z}Y) = O(57)-
(d) Conclure que E((\/_ZN ' ZN)?) = O(+) et que

N-1

N4 x4+ Z,fj)' =0
k=0



42 CHAPTER 1. DISCRETISATION DES EDS

1.8.5 Vitesse forte du schéma de Milstein

On s’intéresse & la discrétisation de 'EDS uni-dimensionnelle

(1.36)
Xo=y

ou (W;)i>0 est un mouvement brownien réel de filtration naturelle (F;)i>o, 0,0 : R = R
sont des fonctions C? avec des dérivées premieres et secondes bornées et y € R. On se

donne un horizon 7' et un nombre N € N* de pas de discrétisation. Pour k € {0,..., N},
on pose t;, = 5. Pour ¢ € [0,T], on note respectivement 7, = [J£|L et 7 = [T L

I'instant de discrétisation juste avant ¢ et I'instant de discrétisation juste apres t.

E[(X:—X:)?] 9
t—s :

1. Que peut-on dire de sup,co E(X/)? Et de supg, ;<

2. Ecrire le schéma de Milstein ()N(fz )keqo,..,N} associé a cette équation. Donner

également son extension en temps continu (X;V)ieo.7-

3. Vérifier que

Vu e [0,7], XN =y +/ (a(ij) oo (X)W, — WTS)) dw, +/ b(XY)ds.
0 0
4. En déduire que pour t € [0, 7],

]E{ sup (X, — X;V)Q} < 3(4 /OtIE {<U(XS) — o(XY) = 00! (XV)(W, — WTS))2] ds

u€l0,t]

+B| ([ oo - b(XR))ds)Q o f E[(b(X..) - B s ).

uel0,T

(1.37)

Dans toute la suite C' €]0, +00| désigne une constante qui ne dépend pas de N et peut
changer d’une ligne a l'autre.

5. Majoration du second terme du second membre de (1.37) :

(a) Calculer db(X,) et en déduire que pour u € [0, 7]

2111

[ o) = seeas= [T -0 (avecian o S cnar)

puis que E [Supue[oﬂ (Jo(b(Xs) = b(X+,))ds) 2] <<
(b) Vérifier que

up ( / B(X.) — b(X..)

u€e[0,7)

2 T g1 )
< — _
ds) < i / (B(X.) — b(X,.))ds
T

<
=N o Ts
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6. Majoration du premier terme du second membre de (1.37) en supposant oo’ lip-
schitzienne :

(a) Calculer do(X,) par la formule d’Ito.
(b) En déduire que pour s € [0, 7],

(c) Conclure que pour tout s € [0, 7],

. 2 - 1
B | (o)~ o) a0/ 7. - )| < € (B0, — X+ 1)
7. En supposant oo’ lipschitzienne, vérifier que

vt € (0,7, IE{ sup (Xu—)?f)?] <C </0t1@{ sup (Xu_)zg)z]dHL)

u€[0,t] u€(0,s] N?

5 C 5
et conclure que ]E[ sup (X, — Xiv)z] < Vi si fOTE{supue[o’t](Xu — XTJAV)2] dt <
u€[0,7T]
+00. Comment se passer de cette hypothese d’intégrabilité?

8. On ne suppose plus que la fonction oo’ est lipschitzienne.
(a) Vérifier que pour r € [0, 7], E[(c0o’(X,) — 00'(X,,))?] est majoré par

2 ([lo"|5E[(0(Xy) = o(X7))*] + 0" |SEl0™ (X )E[(X, — X7, )?|F]])

c

puis par 3.

(b) Pour s € [0,T], majorer E[(c0o’(X,) — oo’ (XX))*(W, — W, )?] par

2 (I Bl (X — (X2 4 20| B [0 (X JEM2((0' (Xz,) — o' (X2))7])

puis par C <E[(XTS - f(g)z] + ﬁ) (on pourra utiliser que Va,b € R, ab <

2,32
a—2i-b).

(¢) Conclure que le controle de la vitesse forte quadratique obtenu a la question 7
reste vrai.

9. Expliquer comment généraliser a toute constante p > 1 I'analyse de l'erreur forte
Elsup,,cjo7y | Xu — X [?] effectuée ci-dessus dans le cas particulier p = 1.
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1.8.6 Meéthode de Monte Carlo multipas et schéma de Giles et
Szpruch

On s’intéresse au calcul de E[f(X7)] out f : R™ — R est une fonction C* lipschitzienne
avec des dérivées a croissance polynomiale et (X;);cjo,7] est la solution de I'EDS

dXt == O'(Xt)th + b(Xt)dt
Xo = 9

ou (Wy)i>p est un mouvement brownien a valeurs R¢ o :R* - R™4 et b: R* - R"
sont des fonctions C* & dérivées bornées et 2y € R™. On note X 'approximation de X
obtenue par un schéma de discrétisation comportant N pas de discrétisation et dont le
temps de calcul est proportionnel a N. On suppose que les ordres de convergence
forte et de convergence faible pour la fonction f de ce schéma sont respectivement égaux
aa/2et faveca,f>1:

3C < 400, VN € N*, E[| X7 — X7']’] < % et [E[f(Xr) — f(XD)]] < %

Méthode de Monte Carlo multipas

1. Soit Y un estimateur de E[f(Xr)] de carré intégrable. Montrer la décomposition
biais/variance

E[(E(f(Xr)) = Y)’] = (E[f(Xr) = Y])* + Var (Y)
de l'erreur quadratique.

2. On suppose que Y = ﬁzzj\il f(X%N) est la moyenne empirique de M copies
indépendantes de f(X7¥).

(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(X7) — Y])? soit égal & €2 ol &
est un niveau de précision donné petit?

(b) Vérifier que limy_,, E[(f(X7) — f(XF))?] = 0.
En déduire que limy_, Var (f(X#%)) = Var (f(X7)). Combien de copies M
faut-il choisir pour que Var (V) soit égale & €27

(c¢) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision e (i.e.
une erreur quadratique égale & 2¢2) est proportionnel & ¢~(+1/8)?

3. On s’intéresse maintenant a l'estimateur multipas proposé par Giles [14] ¥V =
ZlL:o Y ar, ot les variables Y 5y, sont indépendantes et
e Yy, est la moyenne empirique de My copies indépendantes de f(X7),

e pour! € {1,..., L}, Y} p, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes
[ -1
de f(X7)— f(XT ).

(a) Vérifier que E[Y] = E[f(X2")] et en déduire que

logy(¢/C)

3C > 0,Ve €]0,1], L > 5

= [E[f(X7r) - Y] <e.



1.8. PROBLEMES 45

(b) En remarquant que pour [ € N*,
(F(X3) = FX3T)2 < 2 ((F(XF) = F(Xn)? + (F(Xr) = F(XET))?)

vérifier que sup;cy- 2°E[(f(X2) — f(X2 ))?] < 400. En déduire

L
3C < 400 t.q. VL € N, V(My, ..., M) € N*F, Var (V) < OZ
=0

On pose p; = pour [ € {0,...,L}.

2M 2la

(c) Vérifier que 3> pr < 1= Var (V) < &2,
Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel a 7 = Zleo M;2!.

Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var (V') < &2
nous allons minimiser 7 sous la contrainte ZZL:() p < 1.

Y

(d) Vérifier que 7 = % (ZZLZO(MZQI(”O‘)/Q)ZM) et en déduire a l'aide de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz que

~ L 2
c (1-a)/2
. <Z2 |

o O L ok(1-a)/2
Vérifier que (Ml = C2izo

— e — atteint ce minorant et satisfait la con-

. >ogsz
trainte.

(e) En déduire que le temps de calcul pour atteindre la précision € est d’ordre
(log (¢))?

= sia=1et 5 Lsia>1.

4. Comparer les temps de calcul de I'estimateur monopas et de I'estimateur multipas
pour le schéma d’Euler.

Pour j € {1,...,d} et x € R", on note oj(x) € R" la j-eme colonne de la matrice o(x) et
nxn : 9oj
Jdo; € R™™ la matrice <8$; (a:))ll

5. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour

lequel 5 = 1). Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma
de Milstein?

Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements browniens

Pour j,m € {1,...,d}, on définit 0,1 : R® — R™ par 0;,(z) = W(x) et

Njm(T) = M(w) On suppose que les fonctions 6, sont lipschitziennes. On
pose
d .
Xy =z + o(xo) Wy + b(xo)t + Z O (o)W W,
7,m=1

Xy = Xo+0(Xe)(Wy = We) +b(X

1 t
2 2

) + D O (X)W = WH(W" = W)
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6. Vérifier que

3C < +o0, ¥t € [0,T], B[|X; — 20 — o(z0)W,|*] < Ct? et B[| X, — x0[%] < Ct.

7. Montrer que

’ U(e"m(‘f{%) = O ) (WE = WHW" = W) 2} _B+2 . Lij=m))
x E { Qjm(f(%) _ gjm(%)‘z} |

En déduire I'existence d'une constante C' < 400 telle que pour tout ¢ € [0, 7],

d
o 1 % j j m m
EHb(Xé)ﬁ £ 30 0KV — W — W)
7,m=1
d 2
¢ . :
~ by = 3 Bnlen (87~ whwr - wp| | <o
7,m=1

8. Pour ¢ : R — R fonction C* telle que ¢ et Vi sont Lipschitziennes, en remarquant
'existence d’une variable aléatoire oy a valeurs dans [0, 1] t.q.

p(zoto(zo)Wi)—p(z0)—V(z0).0(x0) W = (Vep(20 + 0(20) s Wi) — Vip(0)) .0 (20) W1,
montrer
3C < 400, Vt € [0,T), E[(p(X;) — o(x0) — Veolao).o(zo)W,)?] < Ct2.

En déduire I'existence d’'une constante C' < 400 telle que pour tout ¢ € [0, 717,

?

9. En utilisant les propriétés de symétrie de 6 et 7, vérifier que

(0(Xs) = o(wo))(We = We) = 3 Oojo (o) Wi (W] = W)

Jsm=1

2
] < Ct.

t
2

d d
> 000z W W = W) = 3 (o) [WEW = W)+ WH(W" = W)
2 : : : : ;
=t Jm=1
d | | |
D M) [WE WY = W) = W (W — W]

. 2 2
7,m=1

10. Que vaut WIWy + Wr(W) — W) + Wi (W™ — W) + (Wi — W)W — Wir)?
2 2 2 2 2 2 2 2

11. En déduire l'existence d'une constante C' < +oo telle que Vt € [0, T,

d 2
E||X-X - > N (20) W (W] — W) = WE(W)" — W)

Jm=1

< O3,
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On pose
) d
X1 =0+ o(@0)(We = We) + b(zo) 5 + Z 0 (20) (W7 — WH(W™ — W)
j,m=1
d
_ _ _ _ ¢ _ i
=Xy +o(X )Wy +b(Xy)5 + .Zl (X WIWE
jm=

12. Vérifier que X; a méme loi que X, et montrer sans calcul I'existence d’une constante
C < +oo telle que Vt € [0, 7],

E Z Nim(20)] Wm)WJ Wi —wihwr| | <o’
2 2

13. Conclure que

. X+ X,
AC < 400, Vt € [0,T7, EHXt ST

] < Cts.

On note maintenant (X N) le schéma défini par Xév = zp et la relation de récurrence :
Vk e {0,...,N —1},

XN = XN o (X)W, =W, ) +b(X

lkt1

tk+1 _'_ Z 93’" tT:+1_WtT)<Wi]k+1 Wt]k)

7,m=1

Soit (X?V) le schéma défini comme (X?V) mais en transposant chaque paire
d’accroissements browniens successifs i.e. en remplacant

(We Wer =W War —Wor War — War, ..., Wen-nr — Wen-or, Wene — Wen_nr)
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N N 2N 2N T 2N
par (Wg — Wl, Wl, Wg — Wg, Wg — Wg, Ce ,WzNT — W(QN—l)T s W(2N—1)T — W(QN—Q)T).
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N

14. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch [15]

oy XXV

N *RIXN 2 T T | <«

3C < +o0, YN € N*, H 7 5 }_NQ
. . 2 . - 2 C
IEHX{FV—X%N +‘X§V—X%N }gﬁ?

15. On suppose que les dérivées d’ordre 2 de f sont bornées. Montrer que

/(@) : v _ (x;y)’ <Clo—yP. (138

dC' < +o0, Vx,y € R",

N 2N 2N\ 2
En déduire que E {(f(X%V) — w> 1 <<
On admet que 8 = 1 pour le schéma X*. Quel est ordre du temps de calcul
nécessaire pour atteindre la précision € a ’estimateur multipas ¥ = Zleo Y a, de

E[f(Xr)] ou les variables Y 5, sont indépendantes et

2Notons que l'estimation (1.38) appliquée & f = o permet de controler I'erreur liée au terme d’ordre
principal des schémas i.e. le terme linéaire en I’accroissement brownien.
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o Yj p, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f (X%),

e pour! € {1,..., L}, Y]y, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes

ol ol L
de (X% )‘;‘f(X%) N f(X%l 1)7

1.8.7 discrétisation d’un modele a volatilité stochastique

On considere le modele a volatilité stochastique

{dSt = rS,dt + f(Y})S,(pd W, + /1 — p2dB;); So =50 >0 (139

dY; = b(Yy)dt 4 o(Y,)dWy; Yo = yo

ou (By)i>0 et (Wi)i>0 sont deux mouvements browniens indépendants, r € R, p € [—1,1]
et f,b,0 : R — R sont des fonctions régulieres (c’est-a-dire bornées et dérivables autant
de fois qu’on le souhaite avec des dérivées bornées) avec ¢ qui ne s’annule pas.

On pose X; = In(S,), tr, = kAt avec At = 5= ou N € N* est un nombre de pas de temps
et T' > 0 une maturité.

1. Que représente le coefficient p?
2. Ecrire 'équation différentielle stochastique satisfaite par le couple (X+, Yi)e>o0.-

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (V,Y)o<p<n de pas At pour le processus
(Yy)tepo,m? Rappeler sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce
schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de
Milstein pour le couple (X3, Y;)icp,r7. Que peut-on dire de la volatilité de (Sy)i>0
lorsque la fonction o est nulle? Et lorsque f’ est nulle? Ecrire le schéma de Milstein
de pas At pour le couple (X3, Y;)sejo.r] lorsque |p| = 1.

5. On note | F(y) :/ i(z)dz, fonction que I'on suppose réguliere dans la suite.

Vérifier que
dX; = pdF(Y;) + /1= p2f(Y1)dB; + h(Y;)dt,

pour une fonction A que 1’on précisera.

On définit par récurrence (X;, Jo<k<ny en posant Xy = In(sg) et Vk € {0,..., N — 1},

B _ tet1 1_p2 tet1
Ko = Xt pF Vi) =P+ [ h0dsy [F = [ P (V)ds(Bi, B

tr tk

6. Vérifier que les vecteurs aléatoires ( Z \/At t”l Y,)ds(By,,, — Bi,))i1<k<n et

( gk f (Ys)dBS)lgkiN ont méme loi condltlonnelle sachant (Wy)icpo,r). En déduire

que les vecteurs (Xy, Jo<k<n €t (X, )Jo<k<n ont méme loi.
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Le schéma proposé et étudié dans [24] est le suivant : XY = In(sq) et pour k € {0,..., N—

1},

XN

tet+1

= X 4+ p (FY,) = FOVX)) 4+ T AL+ /T = 020 x (B, = Ba)

o = \/ (vr+ P20 [ v wias) v

ty

avec (y) = f*(y) et ¥ = infyep ¥ (y) = infyer f*(y) > 0. L’objectif final de cet énoncé
est de montrer que si ¢ > 0 alors

S C
3C >0, VN e N*, E < max | X;, — Xt]kv|2> < N2 (1.40)

0<k<N

Dans le reste de 1’énoncé on notera C' des constantes indépendantes de N qui
peuvent varier de ligne en ligne.

7. Comment peut-on simuler le vecteur (W;,,, — W, t’““(Ws — Wi, )ds)o<k<n-17 En
quoi, pour le pricing d’options exotiques, le schéma (XtJZ Jo<k<n est-il aussi perfor-
mant que le schéma de Milstein?

8. Vérifier que

max | X, — X' <C (TlN + II<I}€EZ}§V(T2]?§€)2 + max (T?f\;)Q)

0<k<N 1<k<N

0<k<N 1<k<N

ot T = max (F(¥;,) — F(Y,Y))” + max (Ati(hw—hw») ,

th k—1

TQN,CZ h(Y)ds—Ach (Y:,)

N J J 1<k<N-1
]:

déduire que E TN ) < Nif?

. 2
1 - _
9. Vérifier que max (— h(Y:,) h(YtN))> < max (M(Y,)—Rh(Y}Y))? et en

10. Vérifier que 73, = " o (Ts—s) ((bh’ 2h”)(Ys)ds + ah’(Y;)dWs> ou, pour s € [0,77,

e = [ ]At de31gne I'instant de discrétisation juste apres s. En déduire que
E(maX1Sk§N<T2]?;)2) S %

11. (a) Que peut-on dire du processus (Ty3y)1<r<n? En utilisant I'inégalité de Doob et
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le caractere lipschitzien de la racine carrée sur [¢), +00], en déduire que

= (g ) = G2 (S o)
oW(¥) —ov'(Yy) fhn
At /t (s = W, s

o T = (YY) —v(Y,) +

J

oy o' (Ys,) i1 1 tit1
T = (Ys, ! — W, - — Y,)ds.
et T = )+ 7 [ s = g [T uas

2
(b) Calculer E ((AL [ (W, — W, )ds) (Wu)ugtj> et en déduire que
E((T3)*) <
(c) Vérifierque T = & [ (s—7,) ((bw'+ 20" (v,)ds + (00! (Y. )—Uw’(Ytj))dW5>
et en déduire que E((Tg)Q) <&

<
N2

12. Conclure que (1.40) est vraie.

1.8.8 Simulation du modele de Cox-Ingersoll-Ross 1

On s’intéresse a I'équation différentielle stochastique

{dXt = a(b— X,)dt + o/X; dW,

1.41
Xy — 20 (1.41)

ou a,b,a,x9 > 0 et (W;);>0 est un mouvement brownien réel.

Pour une étude approfondie de schémas de discrétisation pour ce modele, nous renvoyons
a [1].

Soit T > 0 et N € N*. On pose At = T'/N et pour 0 < k < N, on note t, = kT /N = kAt.

1. (a) Quel résultat assure 'existence d’une unique solution a I’équation

dY; = —=5Yidt + % dB;
Yo = /o

ou (By)>0 est un mouvement brownien standard. Que peut-on dire du proces-

sus W, = [} (Liv,50y — Lvi<0y) dBs? Vérifier que X, = (V;)? est solution de

I'équation (1.41) pour b = Z—;

(b) On se donne maintenant (W}, ..., W);5>9 un mouvement brownien & valeurs
R? et pour 1 < i < d on note Y’ la solution de

Yy = L—13/To.

On pose X; = 3% (¥/)?. Que peut-on dire du processus

{dY;’ = —8Yidt + G W}

t 1 d ‘ ‘ t
W, :/ Lix, 00— Y;dW;+/ Lix,—oydW}?
' 0 { >}\/ys; 0 { J
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En déduire que X; est solution de I’équation (1.41) pour b = %2.
On admet désormais que I’équation (1.41) posséde une unique solution (X});>
telle que P(Vt > 0, X; > 0) = 1.

2. Vérifier que la variable thjlv obtenue par le schéma d’Euler prend des valeurs stricte-
ment négatives avec probabilité strictement positive. Quel probleme cela pose-t-il?

3. On pose « d:ef 20%1) et

Vo >0, s(z) = / y~e /b dy.
1
Pour k,n € N* tels que 1/n < x5 < k, on pose

7 =inf{t >0, X; ¢]1/n, k[}
™ =inf{t >0, X, >k}
T, = inf{t > 0, X; <1/n}.

On admet que P(7% < +00) = 1.

b
(a) Vérifier que Vo > 0, s"(z) = —04( bxx)s’(x).

(b) Calculer ds(X;). En déduire que E (s (X,x)) = s(xo).

(¢) On suppose que o > 1. Donner lim,,, 1 s(1/n).
En déduire lim,,_, P (erf =1/ n) puis lim, o P(7, > 7). Conclure que
P(vt < 7%, X; > 0) = 1 puis que P(Vt >0, X; > 0) = 1.

4. On se place désormais dans le cas o > 1.

(a) Calculer < VX, W >,.

(b) En remarquant que pour 0 < k < N —1, /X, (Wtk+1 — Wtk) est égal a

k+1

(\/ th+1 Y th) (Wtk+1 - Wtk) + th- (Wtk+1 - Wtk) )

donner la limite en probabilité de ch:_Ol VXteos Wiy — Way) lorsque N —
+00.

(c¢) Conclure que

=

J]O—l- [(a(b—th+1)—%> At—l-O'\/th+1 (Wtk+1 _Wtk):|

0

i

converge vers Xr lorsque N — +o0.
Ce résultat suggere I'utilisation du schéma implicite suivant

onxo et pour 0 <k <N —1,

th+1 = ka + (a(b - th+1) - é) At +o \/ thﬂ (Wtk+1 - Wtk)

pour I'équation (1.41). En raison du caractere implicite, il faut vérifier que
I’équation de récurrence qui précede a bien une solution.

(1.42)



52 CHAPTER 1. DISCRETISATION DES EDS

(d) Vérifier que pour > 0 et w € R, I’équation
(14 alAt)y* —wy — ((a — 1)o*At/2 +2) =0
portant sur la variable y admet une unique racine strictement positive f(z,w)
que 'exprimera.
(¢) En déduire existence d’une suite de variables strictement positives (X, Jo<k<n
vérifiant (1.42).

(f) Pour insister sur la dépendance en la condition initiale zy, on note X7° la
solution de I"équation (1.41) en T et X%O son approximation obtenue par le
schéma implicite (1.42). On peut démontrer que zyp — X;° est croissante.
Vérifier que zy — X%O satisfait la méme propriété (Indication : on pourra
commencer par s’intéresser a la monotonie de la fonction f(z,w) en sa premiere
variable).

5. Pour A > 0, on note ¢(t,\) = E (e7***) la transformée de Laplace de X; pour le
parametre A. En calculant de**¢, vérifier que ¢ est solution de ’équation

Oup(t,X) + Aabip(t, A) + (Aa+ Z2) Dyp(t, 1) = 0, (1,1) € Ry x R,
90(07 )‘) = efo()’ AE R-f—
90(15,0) - 17 t E R+.
L’obtention d’une telle équation aux dérivées partielles suggere que l'on peut

déterminer la loi de X;. C’est effectivement le cas et il est possible de simuler
suivant cette loi, ce qui constitue une alternative au schéma implicite (1.42).

1.8.9 Simulation du modele de Cox-Ingersoll-Ross 11

On s’intéresse a I'équation différentielle stochastique

dXt = adt + o Xt th (1 43)
X() = X9 '

ou a,o,xy > 0 et (W;)i>0 est un mouvement brownien réel.

1. On pose Y; = \/z¢ + §B; ou (Byi)i>0 est un mouvement brownien standard. Que
peut-on dire du processus W; = fot (1{Y520} — 1{ys<0}) dB,? Vérifier que X; = (;)?
est solution de I’équation (1.43) pour a = %.

On admet désormais que pour tout a > 0, I’équation (1.43) admet une
solution (X}):>o telle que P(Vt >0, X; > 0) = 1.

2. On souhaite maintenant montrer I'unicité pour (1.43). On suppose donc que (X;);>0
et (X¢)i>0 sont deux solutions telles que P(Vt > 0, min(X;, X;) > 0) = 1.

(a) Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Calculer fll/(xm In ) du

En déduire sans I'expliciter 'existence d’une suite de fonctions py : R, — R
continues avec py nulle en dehors de [1/(NY*1n N),1/1In N], vérifiant

8
uln N~

1/1n(N)
/ py(u)du =1 et Yu e RY, py(u) <
0
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(b) Pour N > 2 et z € R, on pose pn(x) fo pn(u)dudy. Vérifier que ¢y est
une fonction C? paire telle que

, 8
Vz € R, [py(z)] < min (!w\ 1HN,8NV4) : (1.44)

Verifier que Vo € Ry, 0 < ¢y () < 1. Que vaut ¢/y(z) pour z > 1/In N? En
déduire que

1

Ces fonctions régulieres qui approchent la fonction valeur absolue s’appellent
fonctions de Yamada.

(¢) En remarquant que pour x,Z > 0, (v — VZ)? < |z — Z|, vérifier que pour
t>0,

on(X; — Xt)<a/goNX ~X) <\/_ f)dw+faj$

3

(d) En introduisant les temps d’arrét, ny, = inf {s >0:

montrer que E (sON(Xt — Xt)) < ot

(e) Conclure que E|X; — X;| = 0.

0.2

Z .
On se donne T' > 0, un entier N supérieur ou égal & 2 et pour k € {0,..., N}, on
pose t, = kT /N.

3. On souhaite désormais discrétiser en temps 1’équation (1.43) dans le cas ou|a >

(a) Vérifier que la variable X’t]lv obtenue par le schéma d’Euler prend des valeurs
strictement négatives avec probabilité strictement positive. Quel probleme cela
pose-t-il?

(b) On note (X{Y)o<r<n la discrétisation de (1.43) & I’aide du schéma de Milshtein.
En remarquant que Xt];fﬂ — (a — %) % est une variable aléatoire positive,
vérifier que ce schéma est bien défini.

el

7 % le dernier instant de discrétisation avant

(c) Vérifier que si on note 7, = [
s € (0,77, alors

t
XtN:onrat+/( XN+ (W WR))dWS
0

coincide avec le schéma de Milshtein aux instant ¢.
(d) Soit t € [0,T]. Calculer E(X}) et vérifier que

4
E ((XtN - Xg)Q) = (CL2 + %) (t - Tt)2 + 0'2(.1’0 + aTt>(t - Tt).
En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que

VN € N*, vt € 0,7, E|X,Y — X}| <

e
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(e) Vérifier que pour t < T,

t , O'
ox 0= X2) < [ = X2 (ov/ X - oy /XE - L L)) aw.
t
+/¢N(X XN)( 21X, — XN|+ (WS WTS))ds.
0

(f) En utilisant notamment (1.44) et (1.45), en déduire que

1+ 802t

]E|Xt—XtN|§ N

t
+802N1/4/ IE(|XN XN|+ (W W) )d :
0

(g) Conclure a l'existence d'une constante C' > 0 telle que

VYN € N*, vt € [0, 7], E|X, — XN| < ICN

En fait, on peut par cette approche montrer que (X/,¢ € [0,T])nen+ est une
suite de Cauchy dans un espace complet bien choisi et en déduire I'existence
pour (1.43).

4. On se donne maintenant b € R* et on note
1 J—3sib<0
b= | 4ocosib>0

(a) Vérifier que pour ¢ > 0, (e —1) < ;= (ou par convention 1/0 est égal & +00)

1/.b
Ligbt _q . ’
et montrer que (Bt = fob ) %) est un mouvement brownien réel.
>0

(b) Montrer que pour t < 1/b~, Y, = vérifie

1+bt

t
Y;:xo+/(a—by +g/\/
0

1+bu

(c) Vérifier que pour ¢ > 0, maxo<p<n—_1 3 (e?FTVY/N — P /N tend vers 0 lorsque

1(€b(k+1)t/N 1) aw
N — +o0o. En déduire que Zk 0 ‘/Yl(ebkt/N 1)f ooRe/N 1) T converge

en probabilité vers fo (1) VY, %

Conclure que (Zt =Y. (ebt_1)> est solution de
b >0

dZt = (CL — bZt)dt + O'\/Z dBt
Zo = o,

équation pour laquelle on peut montrer 'unicité en procédant comme dans la
question 2.

(d) En déduire une méthode pour approcher Zg ou S > 0.
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1.8.10 Simulation exacte en loi d’'une EDS en dimension 1

Ce probleme présente dans un cadre simplifié la technique de simulation exacte proposée
par Beskos Papaspiliopoulos et Roberts [9].

1. Méthode du rejet
Soit (W*);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées a valeurs dans un espace mesurable (C,C) et f : C — [0, M] (ou M > 0)
mesurable telle que E(f(W1)) = 1.
On se donne également (A;);>; une suite d’événements tels que conditionnellement

a (W7);>1 les A; sont indépendants et de probabilités respectives 1 — ! (]\Vgi), ce qui
signifie que
: f)
VICNE Ta, [(W7); = 1—=—=. 1.46
W (H( m) ("5 (1.46)

(a) Pourquoi a-t-on M > 1?7 On pose

N = E nlanan..nan_inAs -

neN*

Pour n € N*, vérifier que

(Wj)m) - 1) (1 . f(AVZ"))

En déduire la loi de N et vérifier que P(N = 0) = 0.

(b) On pose ¥ = WY, Pour ¢ : C — R, mesurable et n € N* cal-
culer E (1y=n}¢(Y)). En déduire que les variables aléatoires Y et N sont
indépendantes et que

]E' <1A10A2ﬂ...ﬂAn1ﬂAfL
i=1

E(p(Y)) = E(e(W) f(W)).

(c) Si on dispose d'une suite (U;);>; de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
uniforme sur [0, 1] indépendante de (W?%);>;, comment génére-t-on usuellement
les événements A;?7

2. Transformation de I’EDS
On se donne sur (€2, F,P) un mouvement Brownien réel (W;,¢t < T'). On note E
Iespérance sous P. On s’intéresse a 'EDS

t t
X, =xg +/ o(Xs)dW +/ b(X,)ds, t <T
0 0

oito:R =R} et b:R — R sont des fonctions régulieres et xy € R.

(a) On pose n(x) = fa:) g‘fz 7. Pourquoi la fonction 7 est-elle inversible?

Vérifier que Y; = n(X;) est solution de I'EDS

t
Yt=Wt+/fy<Y;>ds,tST
0

pour une fonction v a préciser.
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(b) On suppose que E (eXp <— fOT”y(Y;)dWS - %fOT 72(1/;)615)) =1 et on note Q
la probabilité sur (£, F) définie par

dQ T 1 [T
—p = &P (—/O Y(Yo)dWs — 5/0 vQ(Ys)dS) :

Que peut-on dire du processus (Y;,t < T') sous Q?
En déduire que si ¢ : C([0,T],R) — R est mesurable et positive,

E (Wt,t < T)j%) _E (Wit <T)). (1.47)

(c) Vérifier & I'aide de la formule d’It6 que si on pose G(y) = [} v(2)dz,

2 e (~aom g [ b))

Soit ¢ : C([0,T],R) — R mesurable et positive. En choisissant bien ¢ dans
(1.47), conclure que

E(p(Yy,t <T)) =E(p(Wy,t <T)f(Wy,t <T)),
ou pour (z,t <T) € C([0,T],R),

flat<ty=ew (Gl 3 [ B 7Ies). 04

3. Simulation exacte en loi
On suppose désormais® que la fonction 2 € R — H(z) = exp(G(2)) est majorée par
Mp et que la fonction z € R — £[y% 4+ v](2) est & valeurs dans [m., m, + A] avec
Mg, A >0 et mWER.

(a) Vérifier que la fonction f définie par (1.48) est majorée par M =
My exp(—m,T) et que la fonction z € R — I(z) = 1[4 + 7](z) — m, est
a valeurs dans [0, AJ.

(b) On se donne indépendamment de (W;,t < T') deux suites indépendantes de
variables aléatoires i.i.d. (U;);>0 et (7;)i>1 avec Uy de loi uniforme sur [0, 1] et
71 exponentielle de parametre .
On pose Sg =0et pour n>1, S, =7 +...+ 7,. Montrer que pour n > 1 et
(2,t <T) e C(0,T],R),

P(Snswsm,m > “’Zjl),...,Unz @)

n

= €_>\T/ H(}\ — l(Zt1+...+tk)>dt1 ce dtn
D

n
T k=1

3Les hypotheéses que nous faisons ici sont restrictives dans un but de simplification. Mais cette tech-
nique de simulation proposée par Beskos, Papaspiliopoulos et Roberts peut étre adaptée des que

z

e la fonction exp (G(z) - %) est intégrable sur R,

e la fonction 1[y? +7'](z) est minorée par m. et 'une de ses limites supérieures pour z — +00 ou
pour z — —oo est finie.
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ou D} ={(t1,....t,) eRY - ti +...+t, <T}
En effectuant un changement de variables approprié dans cette intégrale, en
déduire que

AT — f (z5)ds "
P<S" ST <Spyr, U 2 Z<T1),...,Un > l(zsn)) =e M ( Onu ) .

Vérifier que cette formule reste vraie pour n = 0.

(c) En déduire que siv =73 . nlis,<r<s,,1};

H(zr) [(zs,) I(zs,) [z, t <T)
P < > o Uy, = | =
(Uo— My TN Ty M
(d) Soit A I'événement de contraire A =

{Uo < 200 7y > W) 0, > Wl L Caleuler B(1La|(W;,t < T)).

(e) En utilisant la question 1, conclure comment simuler en loi Y7 et donc Xr.

1.8.11 Méthode de Monte Carlo pour les options asiatiques

Sur un espace de probabilité (€2, F,P), on se donne (W})co,7] un mouvement brownien
réel standard. On se place dans le modele de Black-Scholes avec taux d’intérét r sous la

02
probabilité risque-neutre ol le cours & U'instant ¢ de actif risqué est S; = Spe?Vet (=7 )¢,
L’objectif de ce probleme est de récrire le prix

)

de 'option asiatique de payoff ¢ sous une forme préparant 1’application de la méthode de
simulation exacte décrite dans le probleme 1.8.10.

1. On pose y =1 — § et X; =3 f(f e~ "Wu=rudy, pour t > 0.
(a) Vérifier que Xr = %fOT Spe?Wr=Wr-o)+vtqy,
(b) Que peut-on dire du processus (Wp — Wr_¢)ejo.r)?

(¢) En déduire que P = E(e "To(X7)).

(d)

(e) En déduire que le processus Y; = In(X;/S) est solution de I'EDS

Donner lim,;_,g+ X; et calculer d.X;.

—Y:

-1
dY, = odW, + ~dt + ert, Yy = 0. (1.49)
(f) Pour Y une autre solution de cette équation, vérifier que d(Y; — Y;)?> < 0 et en
déduire 'unicité trajectorielle pour (1.49).
2. Pour t > 0 soit Z; = %fot sdW, + 1t.
(a) Pour u,t > 0, calculer E(Z;) et Cov (Z,, Z;).
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(b) Pour 0 <t; <ty <...<t, <T, que peut-on dire du vecteur (Z,,...,Z,)?
Comment peut-on le simuler?

(c) Vérifier que %fg sdWy = W, — %fot Wds et en déduire lim,_,g+ Z;.
(d) Montrer que Z; est solution de I'EDS

Z
dZ, = odW, + vdt — Ttdt, Zo = 0.

Pourquoi est-ce I'unique solution de cette équation?

3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que l'on est amené a considérer
sont bien définies.

(a) Pour un processus (Hy)iwcpo,r) adapté a la filtration de W et suffisamment
intégrable, donner % tel que sous la probabilité Q, (B, = W; — fot Hyds)i<r
est un mouvement Brownien.

(b) Préciser H; pour que Z; soit solution de 'EDS

e % — 1
dZ; = odBy + vdt + Tdt’ Zy = 0.
(c) On pose
l— 242 —e* A [z a2 9A\ 0A o PA
A(t,z) = E tft,2)=|=—+(Z—7— =) =— - === (t,2).
(t.:2) o’t et f(t,2) {t +(t 2 82) 0z 2 822](’z)

En admettant que d’apres la loi du logarithme itéré, pour tout ¢ > 0, Z; =
1 .
o(t27¢) en 07, donner lim;_,o+ A(t, Z;).

(d) Calculer dA(t,Z;). En déduire que foT H,dW, — %foT H2dt = A(T. Zy) +
foT f(t, Z;)dt puis que

P=E (WZT)efOT f(t’Zt)dt> ot P(z) = e " Tp(Spe)e ).

1.8.12 Schéma de Ninomiya Victoir [40]

Dans cette partie, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois
que nécessaire avec des dérivées bornées.

Soit T'> 0, y € R, b: R — R une fonction réguliere et sur un espace de probabilité
(2, F,P), (Wi)iep,r) un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a I'Equation
Différentielle Stochastique

X —
{ o= (1.50)

Pour (¢, z) € Ry xR, on introduit x(¢, z) la solution a I'instant ¢ de I'Equation Différentielle
Ordinaire issue de z a I'instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de I’'EDS

z(0,2) = z,
{%fﬂ(t@ = b(x(t, 2)). (1.51)
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On se donne N € N* et pour 0 < k < N, on pose t;, = kT/N. On s’intéresse a un schéma
de discrétisation proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans ’exemple simple qui
nous intéresse, pour passer du temps t, au temps t,4;, ce schéma consiste a intégrer?
I'EDO (1.51) sur l'intervalle [t, (%H)T] puis a ajouter 'accroissement brownien et enfin

2N
a intégrer 'EDO (1.51) sur l'intervalle de temps [(Qk;]'\})T, tht1)

XO =Y,
{Vk €{0,..., N =1}, X\, = 2(5y: Ziy1) 0t Zyy1 = a5y, X)) + We, — W,

2N 2N k

(1.52)
L’objectif de ce sujet est de vérifier que I'ordre faible de ce schéma est en % Pour cela,
on s’intéressera au cas d'un coefficient de dérive linéaire avant de traiter le cas général.

Les 2 questions peuvent étre traitées de facon indépendante.

1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Yy € R, b(y) = cy ot ¢ € R*.

(a) Quelle est la solution x(t, z) de 'EDO (1.51)7 Préciser le schéma (1.52) dans
ce cas particulier. Vérifier que
k
Vk e {0,...,N}, X;, = ye™ + ein Z Bt (W, — W, ).
=1

cT
€2CT_ 1 N

En déduire que Var (Xr) = < NEil
N

(b) Quelle est la loi de X7? En déduire que X7 a méme loi que X + /A8 G
ot G est une gaussienne centrée réduite indépendante de (W);co1 et vy une
constante que 1’on précisera.

(c) En remarquant que si f : R — R est une fonction C?, alors
1

Vi, z € R, f(x+z):f(x)+zf’(x)+22/ (1—a)f"(z + az)da,
0

en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,

[E(f(Xr)) — E(f(X7))| < w

Conclure que l'ordre faible du schéma est en 1/N2.

YN -

(d) On note th la valeur obtenue en t; par le schéma d’Euler avec pas de temps
L. Calculer E(X7) et Var (X7).

(e) On suppose ¢ > 0. Vérifier que X7 a méme loi que Xr+ v + v~ G pour des
constantes 7y et yy a préciser. Retrouver que l'ordre faible du schéma d’Euler
est en 1/N. Comment peut-on améliorer la convergence de ce schéma?

2. Cas général : Pour f : R — R une fonction réguliere, on introduit la solution w,
supposée réguliere, de I’Equation aux Dérivées Partielles
{%(t,x) + Lu(t,z) = 0, (t,z) € [0,T] x R

w(T,z) = f(x), x € R ’ (1.53)

ol L est le générateur infinitésimal de VEDS (1.50) : Lg(z) = 3¢"(z) + b(z)g'(z).

4Si la solution de 'EDO (1.51) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir & un schéma de
discrétisation pour cette étape. Il faut choisir ce schéma avec soin pour préserver ’ordre faible du schéma
qui en découle pour ’EDS (1.50).
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(a) Vérifier que
E(f(Xr)) —E(f(X7)) = Z & ot & =E (u(tpsr, Xop,,) — ulte, Xy,)) -

(b) Vérifier que at2 $(t,x) = L(Lu)(t,z). En admettant provisoirement que

_ _ _ _ T
E(u(teyr, Xe )1 X)) =ultess, Xe,) + Lu(tega, th)ﬁ

+ L nLu X)T2+o < (1.54)
B W)\ Uk+1, Aty N2 ) .

en déduire que &, = O (%) et conclure que l'ordre faible du schéma est 1/N2.

(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R — R réguliere

E(g9(X1,)) = 9(y) + Lg(y)ts + L(Lg)(y )t2 +0 (;3> (1.55)

propriété qui se généralise facilement en (1.54).

i. Vérifier que

smww»=ma+@w@ﬂ+[L[M@W@WAMMs

et en déduire que pour t au voisinage de 0,

/ N/ t2
9(x(t, ) = g(2) + (bg)(2)t + b(bg')'(z) 5 + O (')
2
et z(t,z) = 2+ b(2)t + bb’(z)% +0(t%).
ii. En déduire que
(%) =g (y+ )2 + )T+ w, +0 [
g\An) =g\ Y Y 5 3 t N3
o) (v o s wwmE w0 (L)) L
9) { v+ 0y)5 s T W N3/ )3
" t N 1 t2 1
+ b(bg") (y+b( )2 + bb'(y )8 +Wt1+O<N3)> 3 +0 ~3 )
iii. Vérifier que E <(bg’) <y+b(y)% 0 () + W, + O (&) ) est égal A

t 1
2

b 0) + Y (00 + 50 1+ 0 (53)-

iv. Vérifier que E <g <y+ b(y)% + bV (y )t1 + Wi, + 0 (35) ) est égal a un

terme en O ( ) pres a la fonction

) ty 12 1 ) L t2 3
g+g><(b2+bb8 +2 b4+t1 +6g X 3b2 +24g

prise au point y (¢g*) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).
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v. En remarquant que

1 1 1 1 1 1
L(Lg) = b(b'g" +bg") + 5b(bg') + 70(bg) + 5 (bg)" + 509 + 2g,
4 2 4 2 2 4
conclure que (1.55) est vérifiée.
Dans le cas de 'EDS générale posée en dimension n avec (W1, ... W9) un mouvement
brownien standard de dimension d :
d .
dX; = 0;(X)dW{ + b(X,)dt
j=1
ou b et les 0; = (01j,...,045)%, 1 < j < d sont des fonctions régulieres de R™ dans R",
le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Ug)1<r<ny de variables
uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W1, ..., W9). Pour passer de
Iinstant ¢; a l'instant ¢x,1, il consiste a
d 1<
1. intégrer sur la durée ;5 I'EDO Ex(t) = [b —3 jzl 8Jjaj] (z(t)) ou Oo; =

902 J1<i1<n’

2. Si Ugyr < %, intégrer successivement pour j croissant de 1 a d 'EDO %x(t) =
o;(x(t)) sur la durée aléatoive Wy, —W},. Si Upy1 > 3, effectuer la méme opération

mais pour j décroissant de d a 1.

3. Reprendre la premiere étape.

1.8.13 Schémas de Ninomiya-Victoir [40] et de Ninomiya-
Ninomiya [41]

Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé a la fin du probleme dans les
questions 8a et 8c.

1. Soit (X,Y") un couple qui suit la loi gaussienne Ny (< 8 ) , ( CCL Z )) On suppose

a>0etonpose Z=Y — <X,
(a) Quelle est la loi de (X, Z2)?

(b) Vérifier que E(X?) = 3a?, E(X?Y?) = ab + 2¢%, E(X3Y) = 3ac et E(XY?) =
3bc.

(c) Montrer que pour [,m € N, E(X'Y™) = 0 dés lors que [ + m est impair.
Dans toute la suite, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de

fois que nécessaire avec des dérivées bornées et ¢ désigne une fonction réguliere de R™
dans R.
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Soit T'> 0,y € R, 0 : R* — R™4 et b : R® — R" deux fonctions régulieres. Sur un
espace de probabilité (€2, F,P), on se donne également (W;);c(o,71 un mouvement brownien
a valeurs R, On s’intéresse & ’Equation Différentielle Stochastique

Xn =
o= (1.56)
dX, = o(X,)dW, + b(X,)dt.

On note L 'opérateur différentiel du second ordre défini par

n

Lo(z) = % Z aq(2)02 4, 0(x) + Z bi(z ) ou ay(z Z 0 (z)oy(z

il=1
Pour j € {1,...,d}, on note également o,(z) = (0j(x))1<i<n € R" la j-eme colonne de la
matrice o et 0o;j(z) = (0y,01(x))1<1i<n € R
2. Ecrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. A quelle condition peut-on
I'implémenter?

3. Pour f : R®™ — R une fonction réguliere, on introduit la solution wu, supposée
réguliere, de ’'Equation aux Dérivées Partielles

{%(t,a:) + Lu(t,r) =0, (t,z) € [0,7] x R (1.57)

w(T,z) = f(x), x € R”

On note également (th)ogkg ~ le vecteur obtenu sur la grille tempprelle t, = %

par discrétisation de 'EDS (1.56) par un schéma approprié tel que Xy = y.
(a) Vérifier que

N-1

E(f(Xr)) = E(f(Xr)) = Y & o & =E (ultir, Xi,,) — ulte, Xy,))

k=0

(b) Vérifier que at2 L(t,x) = L*u(t,z) ou L*u = L(Lu). En déduire que
2

_ T _
u(tpsr, Xyy,) + NLu(tk+1,th) + oN?

1
Db, Xoy) = ulte, o) + O (N3>
(c) Conclure que si pour tout k € {0,..., N — 1},
_ _ _ T _
E(u(tk-i-lv th+1)|th) :u(tk+17 th) + NLu(tk-l—h th)
T? 1
+ WL U(tk+1,th) —f— O N3 (158)

alors &, = O (%) et l'ordre faible du schéma est 1/N2.

L’objectif du probléeme est de démontrer que (1.58) est vérifiée pour deux schémas proposés
récemment par Ninomiya et Victoir [40] et par Ninomiya et Ninomiya [41].
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4. Pour j € {1,...,d}, on note V; l'opérateur différentiel du premier ordre défini
par Vip(z) = oj(x).Ve(z) = D7 0ij(x)0sp(x). Pour V et W deux opérateurs
différentiels, VW désigne 'opérateur différentiel (en général différent de W'V') défini
par VWep(z) = V(Wy)(x). Pour m € N*, V™ désigne l'opérateur V... V.

m fois
Enfin, on pose V; = L — %Z?:1 V7.
(a) Exprimer L? a l'aide des V;, i € {0,...,d}.
(b) Montrer que pour j € {1,...,d},

Z Ozj Ulj oy, xz + Z (Z 8%00 UZJ )) axlgp(x)

3,l=1
et en déduire que Voyp(x) = og(x).V(x) ou oo(z) = b(x) — %ijl Jdo,oj(x).

5. Pour n : R® — R" une fonction réguliere on note V D'opérateur différentiel du
premier ordre défini par Vo(z) = n(z).Ve(z) et (eV'(x))ier I'unique solution de
I’Equation Différentielle ordinaire

d
Y& =ny@)), y(0) ==
(a) Calculer %‘;(m et en déduire que Vi € R, oV (z)) = o(z) +

fg V(e (z))ds.
(b) En déduire que pour tout [ € N,

so(e”(r))zztmvm / / / Vi (e (2))dsiyy . . . dsy

m=0

Indication : écrire [’égalité de la question précédente en remplagcant ¢ par V™

oum > 1.
Justifier la notation eV (x) et vérifier que p(e!V(z)) = SO, Tee) 4
O(Jt]™*1).

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé a une fonction
réguliere de R™ dans R™. Montrer que pour s,t € R,

Pl ey = Y TERAD o)y .

m1!m2!

m1,mo=>0
mi1+ma<l

Indication : écrire le développement a lordre | de o(e*"V (y)) en une valeur bien
choisie de y € R™.

6. Soit t > 0, Gy,...,Gy4 des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour
jed{l,...,d}, Z; = VtG,;.
(a) Pour m = (myg,...,mgr1) € N2 on note ||m|| = 2(mgo + may1) + Z;lzl m;.

Expliquer comment obtenir 1’égalité

E [QD(GQVOBZlVI .. eZVagz¥o (m))]

[l

ooy b W V()

2mo+md+1 mo!ma!. .. mglmgiq!

E[GT" x ... x G744 + O(t?).

m:|lm[|<5
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(b) Remarquer que s'il existe j € {1,...,d} tel que m; est impair, alors E[G]" X
x G| = 0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d+2)-

uplets m tels que ||m|| € {0,2,4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0,...,0),
les seuls termes non nuls de cette somme correspondent aux cas suivants ot on
ne précise que les m; non nuls :
(1) mo+map =1,
(2) m; = 2 pour un indice ¢ € {1,...,d},
(3) m; =4 pour un indice ¢ € {1,...,d},
(4) m; = m; = 2 pour un couple d’indices i < j € {1,...,d},
(5) m; =2 pour un indice i € {1,...,d} et mg+ mgs1 =1,
(6) mg+mgy = 2.

(c) Conclure que

E [gp(eév‘)ezﬂ/1 . eZdVde%VO(:z:))} = () + tLp(z)

< Zv4+— > VAR + {%ZV2+ZV2%}+V2> (z) + Ot?).

1<i<j<d =1
(d) En déduire que

B | pled AL HMieih(0)) 4 Jp(ed et ()

= @(x) + tLp(x) + %L%p(x) + O(t?).

7. Le schéma de Ninomiya et Victoir [40] nécessite de générer une suite (Ug)i<rp<n
de variables uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W*,..., W9).
Pour passer de X;, a Xy, , il consiste a

(i) Intégrer sur la durée - 'EDO Ly(t) = oo(y(t)),

(ii) Si Upyr < 5 1ntegrer successivement pour j croissant de 1 & d 'EDO Ly(t) =

o;(y(t)) sur la durée aléatoire Wtjk Wt]k Si Upyq > %,

opération mais pour j décroissant de dal.

effectuer la méme

(iii) Reprendre I'étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

propriété qui se généralise facilement en (1.58).

8. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu’il faut intégrer (d+2) EDOs
a chaque pas de temps, ce qui peut s’avérer tres cotteux. Ninomiya et Ninomiya
[41] ont proposé un schéma qui préserve 'ordre de convergence faible en 1/N? mais
dans lequel il suffit d’intégrer deux EDOs a chaque pas de temps.
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(a) Soit (G1;,Gaj)1<j<a des couples i.i.d. suivant la loi N3 <( 8 > , ( OCL Z ))

A Taide de la question 1, montrer que E(H?Zl Glﬁ ;G57) = 0 dés que la somme
des deux coordonnées de 1'un des couples (;,m;) € N? est impaire.
(b) Soient «, 8 € R. Expliquer comment obtenir ’égalité

E (w(etﬁ‘/()"r\/{z;i:l GQJ'VJ'etO‘VOJr\/{Z?:l G1sVs (I)))

d 9 )
= o)+ o) o3 2ot (G 60 + HG)

° 2
j=1

L2y ( o? 52)
o w(z) 5 +af +

d 2 )
RO AGE <EW?J%4a+ﬁguGgGm>+ﬁwi%f)

j=1

aE(C;%,j) +QE(G1,J'G2J2)+E(G%,J') JrﬂE(C;%J))

o 1) + 5

E(G%)j) +E(G1,;G2,5) n BE(GgJ)
2 6

E(G!) E(G3.Go,) E(G2.GZ.) E(G,;G3.) EG)
4 1,5 1,5 »J 1,92, 12,5 2,7
+Viela) ( 2 6 L Y }

d 2 2 2 2 2
G1.,GY E(GY .Gy ;G ; E(G% .G5 .
2 Z { : @(x)( ( 14 ) ( 1,01, 2,5) ( 1 2,3)

24 6 4

E(Gl,iGQ,iG§7]‘) . E(G%,iG%j)
6 24

(G1,G3 )_i_E(G%,iGLjG?J) +E(G1,iG1,jG2,iG2,j)
24 6 4

SV Te) (-

E(G,:G2:G3 E(G3,G3 .
( 1, 62, 27j) + ( 22,14 2,]))}+O(t3)

(c¢) Soit u > 1/2 et € € {—1,1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1 +
u—e\/2Q2u—1) et c = —u+ E—VQ(QU_I), ( Z ¢ ) est bien une matrice de

2 b
\/2(2u—1)

covariance. En posant également a = e~———= et § =1 — a, vérifier que

(0 +b+2c=1=a®+ 4ac + 2ab + 4¢® + 4bc + b?
aa+ b+ 3(a+ p)e=0

aa+ b+ 3a(c+b) =3/2

aa+ b+ 36(c+a) =3/2

a® + 4ac + 6ab + 4bc + b* = 3

[ a? + dac + 6¢* + 4bc+ b* =0

En déduire que pour ce choix

t2
E (ip(e!?orVIRin Gaati oWt VIZn 61t (1)) ) = () +tLip(2)+ 5 Lp(w)+O(E).
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(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya?



Chapter 2

Réduction de variance

Dans ce chapitre, nous allons passer en revue les différentes techniques de réduction de
variance et voir comment les implémenter lorsque 1’on souhaite calculer ’espérance d’une
fonction faisant intervenir la trajectoire d'un sous-jacent modélisé a I'aide d'une équation
différentielle stochastique.

2.1 Conditionnement

Lorsque l'on souhaite calculer l'espérance d’une variable aléatoire Z JF-mesurable
intégrable, la méthode de conditionnement consiste a approcher E(Z) par % Zf\il Y; ou
les Y; sont i.i.d. suivant la loi de Y = E(Z|G) avec G sous-tribu de F. Notons que E(Y) =
E(E(Z|G)) = E(Z) et que lorsque E(Z?) < +o0, Var (Y) = Var (Z) — E((Z —E(Z|G))?)
d’apres le théoreme de Pythagore, ce qui assure que la méthode de conditionnement réduit
la variance. La remarque 1.6.6 fournit un exemple d’application de cette technique qui
s’applique également pour le calcul du prix d’options dans le modele a volatilité stochas-
tique :

{dXt = (V)X (pdW} + /T = p2dW?) + rX,dt

, (X0,Y5) = (z0,50) € Ry xR (2.1
dY; = n(Y,)dW;} + b(Y;)dt (Xo,Yo) = (w0, %0) € Ry x R (2.1)

oun,b: R — R sont des fonctions lipschitziennes, r € R et p € [-1,1]. On a
T 1 [T
Xp = zoexp (rT s [ eawi 4T paw) - 5 fz(Yt)dt) .
0 0

Pour une fonction de payoff ¢, on note vgs(z,0) = E <e"’T<,0 (ze"WYQ‘“”’%)T)) le prix
de l'option dans le modele de Black-Scholes avec volatilité constante o lorsque le sous-
jacent vaut z a l'instant initial. Le résultat suivant est le fondement de la technique de
conditionnement dans ce contexte.

Proposition 2.1.1.

, I
E(eTp(Xp)|W},t < T) = vps | moels #HODMI5Jy 2200, \/? / (1= p?)f2(Y)dt
0

67
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Démonstration : La preuve consiste juste a remarquer que lorsque l'on con-
nait (W}, ¢t < T), on connait également (Y;,t < T) et a fortiori fOTpf Y;)aw} —

3 fOT 2f2(Y;)dt. En outre comme W?2 est indépendant de W1, la loi conditionnelle de

fo V1-— f (V) dw? — (1 — p?) fA(Y;)dt sachant (W}t < T) est la loi gaussienne
M(—— o*T) ol 0 = \/ fo (1 —p?)f2(Y)dt. Au passage, on remarque que le résultat
se généralise au cas ou le coefficient de corrélation est une fonction p(Y;) du processus qui
dirige la volatilité. 0

Lorsque, comme dans le cas du Call ¢(z) = (z — K)* ou du Put ¢(z2) = (K — 2)7,
on dispose d'une formule fermée pour vgg, on peut approcher le prix E(e™"Tp(X7)) de
I'option dans le modele a volatilité stochastique par

217
E(UBS< eXkmo I Wiy thk)’pf, (1—p2)v))

F2(yo) + F2(YY)

avec v = +

1
2N N

ou les variables fﬁiv sont obtenues en discrétisant par un schéma approprié ’'EDS satisfaite
par le processus Y;.

2.2 Variables de controle

Cette méthode consiste a approcher E(Z) par ZZ (Z; = Y) +E(Y) out Y est une
variable aléatoire proche de Z d’espérance connue et les (Y;, Z;) sont i.i.d. suivant la loi
de (Y,Z). Comme Y est choisie proche de Z, on peut espérer (sans garantie) que la
variance de Z — Y soit plus faible que celle de Z. Apres avoir exploré cette technique sur
trois exemples particuliers, nous verrons que le théoreme de représentation des martingales
browniennes implique qu’elle a un caractere générique.

2.2.1 Options européennes dans un modele a volatilité aléatoire

On souhaite calculer le prix P = E(Z) avec Z = ¢ "7 (K — X7)* d’un Put dans le modele
a volatilité aléatoire
dXt = UtXtth + TXtdt, XO = X

ou
e soit oy = n(t, Xy) et W, est un mouvement brownien de dimension 1 (modéle a
volatilité locale),
e soit 0; = f(V};) avec le processus Y; donné par (2.1) et dW; = pdW} + /1 — p2dW?

(modéle a volatilité stochastique).

Lorsque le processus de volatilité aléatoire ne fluctue pas trop, on peut utiliser Y =

et (K — xge°0WT+(’”2())T) comme variable de controle. En effet, 'espérance E(Y) est
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connue par la formule de Black-Scholes. On utilisera bien stur les mémes accroissements
Browniens pour générer e "T(K — X~)* en discrétisant X; par un schéma approprié et
pour calculer Y.

Cette technique se généralise immédiatement a toutes les options pour lesquelles une
formule explicite est disponible dans le modele de Black-Scholes.

Dans le cas du modele a volatilité stochastique, s’il existe une probabilité invariante w
pour 'EDS satisfaite par Y;, remplacer dans la définition de la variable de controle Y la

valeur initiale oq de la volatilité par & =/ [ f2(y)7(dy) peut s’avérer un meilleur choix,
notamment lorsque la maturité 7" est grande.

2.2.2 Options vanilles générales

On souhaite calculer le prix C' = E(Z) avec Z = e "Tp(Xr) de loption européenne de
payoff ¢ et de maturité T dans le modele a volatilité aléatoire

dXt = OtXtth + T'Xtdt, X() =2y
introduit au paragraphe précédent. Le sous-jacent actualisé & = e "' X, vérifie
d&y = 01§ dWy, &o = wo.

En discrétisant ce processus a l'aide du schéma d’Euler, on approche Z par 7N =
e (e TE) ot
N-1
FN _NFN
T — o + Z O-tké.tk (M/tk+1 - Wtk)
k=0
Comme E(£Y) = x4 est connue, on peut utiliser Yr = pEX ot p est un parametre réel a
choisir comme variable de controle. Lorsque Var () > 0, la variance

V(p) = Var (Z% —Y?) = Var (Z") — 2pCov (Z",&7) + p*Var (&7)

Cov (ZN,EJTV)

Var @) du parametre p. Pour ce choix,

est minimale pour la valeur p* =

Cov 2(ZN, &N)
Var (£Y)

V(p*) = Var (ZV) — = Var (Z") x (1 — Corr*(Z", &}))

; : : Aot N Ny _ Cov (ZN 7))
est d’autant plus faible que le coefficient de corrélation Corr(Z™V, &) = T @) e G
ar ar T

entre ZV et & est proche de 1 en valeur absolue, ce qui n’est pas surprenant.

Exemple 2.2.1. Dans le cas p(x) = (z — K)™ d’un Call, la corrélation entre ZV =
(€N — Ke™™)T et €N sera d’autant plus proche de 1 que le Call sera dans la monnaie, i.e.
que le Strike K sera petit. En effet, lorsque K diminue, la probabilité que ZV soit égale
a &Y — Ke™' | variable aléatoire de corrélation 1 avec &Y, tend vers 1.

En pratique, si on génere une suite (Z;i,&)ien+ de tirages indépendants suivant la loi
de (ZN €X), on peut estimer p* en méme temps que I'on calcule E(Z). Si on pose

~ 1 X . 1 ~ 1 U 1 . 1 X
Du=pd 2o Bhy= 570 20 &u=q; > 6 E= 17D & et 26y = 17> Zi&:
=1 =1 =1 i=1 =1
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Z&y —x0Zm

alors py = B P est un estimateur de p*. On approche alors C' = E(Z) par
Cos = Zas - 2= I @ ),
§a — T

Le résultat suivant assure qu’en termes de variance asymptotique, on ne perd rien par
rapport a la situation ot on connait p* et on approche E(Z) par Zy, — p* (& — o).

Proposition 2.2.2. Si les variables aléatoires ZN = e Tip(erTeN) et EN sont de carré
intégrable et Var (EN) > 0, alors, lorsque M tend vers l'infini, py converge presque

surement vers p* et v M Cu —E(e*TTgp(eTT&]Y)» converge en loi vers une variable

gaussienne centrée de variance V (p*).

2
—x

On peut utiliser Viy = 22, — (Zy)? — &ééggfﬂﬁﬂdi = 22, — (Zu)? — (Pu)2(&3, — 22)
pour estimer la variance asymptotique V' (p*) et construire des intervalles de confiance.
Démonstration : Sous les hypotheses, d’apres la loi forte des grands nombres, lorsque
M tend vers linfini, Z¢,,, Zyr et €3, convergent presque siirement respectivement vers
E(ZVEN), E(ZN) et E((EX)?) > x2. On en déduit que py; converge presque stirement vers
E(ZNEN)-E(ZMEEY) _  «

E((67)%)—(E(&7))?

Em — Zo
vers un vecteur gaussien en dimension 2 centré et de matrice de covariance I' =

Var (ZV)  Cov (ZV,&¥) o o
( Cov ( ZN. EJTV ) Var (éj]y) . On déduit alors du théoreme de Slutsky que

o . . Zy —E(ZN) .
D apres le théoreme de la limite centrale M ~ converge en loi

—PM M — o

VM (G~ B(z)) = ( L ) \/M( Zu ~B(Z") >

. . . , . 1 1
converge en loi vers une variable gaussienne centrée de variance ( o I . | =

p
V(p*).

2.2.3 Technique de Kemna et Vorst[26] pour les options asia-
tiques

0_2
Si on souhaite calculer le prix C = E(Z) avec Z = e %fOT eoWetr=5)sds — K
d'un Call asiatique dans le modele de Black-Scholes, on peut utiliser la technique de
variable de controle proposée par Kemna et Vorst [26]. Cette technique consiste a

o2
approcher la moyenne de l’exponentielle % fOT e?Wst(r=%)5ds par 'exponentielle de la
moyenne exp (% fOT oWy + (r — %)sds). Cette approximation est d’autant meilleure que

le taux d’intérét r et la volatilité o sont petits. Notons que d’apres I'inégalité de Jensen,

L (T o e? I o?
— IWsTIr="5)5s > — W — —)sds | .
T/Oe P s_exp(T/Oa +(r 2)33)
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On a

T T
Var (/ st) Cov (/ st/ Wtdt) / / Cov (W, Wy)dsdt
0
T3
—2/ /Cov W, Wy)dsdt = / /23dsdt / t2dt:?.

On en déduit que %fOT oWy + (r — %Q)Sds ~ N ((7“ — 7)% TT> et 'espérance de Y =

+
T (y exp (% fOT oW+ (r — %2)st> — K) s’obtient par une formule analogue a la
formule de Black-Scholes. Ainsi, on peut utiliser Y comme variable de controle.

Remarque 2.2.3. e Pour calculer un Call asiatique dans le modele a volatilité
aléatoire considéré au paragraphe 2.2.1, on peut utiliser la variable de controle Y
avec le parametre o égal a 0g, la valeur initiale de la volatilité aléatoire.

e En pratique, on doit discrétiser I'intégrale en temps dans Z. D’apres le paragraphe
1.7, pour réduire le biais, il convient d’utiliser la méthode des trapezes et approcher

+
Zpar ZN — e—rT (% (1 + 6UWT—I—(T——)T + 22N 1 aWtk-i-(?”——)tk) o K>  La vari-

able de controle associée est
2 T +
YN _ —rT —_ 0— — — K .
e (yexp (2]\7 + (r 2)2> )

On peut bien siir calculer la variance de la variable aléatoire gaussienne centrée
Wr+2 Z,]cv;ll W;, et en déduire E(Y?) par une formule de type Black-Scholes. Ce
calcul, plus délicat que celui que nous avons effectué en temps continu plus haut,
s'avere inutile ici. Comme E(Y — YY) est proche de E(Z — Z%), pour réduire le
biais lié a la discrétisation en temps, on préferera approcher E(Z) par % Zf\il(ZzN —
YN)+E(Y).

N-1

Wr+2> W,

k=1

2.2.4 Variables de controle et représentation des martingales

Soit (W;)¢>o un mouvement brownien & valeurs R? de filtration naturelle (F;, = o(Wj, s <
t))i>0. Rappelons le théoreme de représentation des martingales browniennes.

Théoreme 2.2.4. Soit Z une variable aléatoire réelle Fr-mesurable et de carré intégrable.
Alors, il existe un unique processus (Hy)icpm @ valeurs R?, F,-adapté et vérifiant

E (fOT |Ht|2dt) < o0 tel que
T
+/ H,.dW, (2:2)
0

Lorsque I'on souhaite calculer E(Z), la variable aléatoire centrée Y = fOT H,.dW; est
une variable de contrdle parfaite au sens ot Var (Z —Y) = 0. En général, on ne sait
malheureusement pas expliciter le processus (H¢)sco,r7- On peut néanmoins le faire dans
le cas particulier

Z = e I s Xp) 4 [T em i rXdsy (X, ) dt
dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt, XO =Yy
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ot 0 : R" — R™? et b : R® — R" sont des fonctions lipschitziennes, ¢, : R® — R sont
des fonctions a croissance sous linéaire, r : R” — R est une fonction minorée et y € R™.

Proposition 2.2.5. Soit a(z) = o(z)o*(z). Siu(t,x) est une fonction de C2([0,T]xR™)
avec des dérivées partielles dans les coordonnées de x = (x1,...,x,) bornées, solution de

I’EDP

duu(t, ) + 3 D oi i1 @i ()00 u(t, )

+b(z).Vyu(t,z) +¢(z) —r(x)u(t,z) =0, (t,x) € [0,T] xR*
w(T,z) = p(z), v € R"

alors H, = e~ Jo r(Xo)ds o (X, )V pu(t, Xy) i.e.

T
Z =FE(Z)+ / e~ JorXIAsg u(t, X,).o(Xy)d W
0

Démonstration : D’apres la formule d’'Ito, puis 'EDP satisfaite par la fonction wu,

t t 1 -
de=Jo T(Xs)dsu(t, Xi)=e" Jor(Xs)ds (—Tu + Ou + B Z 3O, + b.Vzu> (t, Xy)dt
ij—1
+ e f()t T(XS)dSV:BU,(t, Xt).U(Xt)th
— e ho T X (X))t + Vault, Xp).0(X,)dWS) . (2:3)

En intégrant entre 0 et 7', on en déduit

T T t
e~ Jo Ty (T XY —u(0,y) = / e~ Jo TS (X)) dt + Vault, Xp).o(X,)dWy) .
0

Avec la condition terminale dans 'EDP vérifiée par u et la définition de Z, cette équation
se récrit

T
Z =u(0,y) + / e~ Jor (gt X,).0(X,)dW.
0

En prenant 'espérance dans cette égalité, on obtient E(Z) = u(0,y), ce qui acheve la
démonstration. 0

Remarque 2.2.6. Soit 7 € [0,7]. En intégrant (2.3) entre 7 et 7', puis en prenant
I’espérance conditionnelle sachant ., on obtient

T
B (6_ foT r(Xs)ds(p(XT) _|_/ e fo T(Xs)ds¢(Xt)dt

T

}"T) el T(XS)dSu(T, X,).

Dans le cas olt ¥ = 0, cette égalité se réerit B(Z|F,) = e~ Jo r(Xeddsy (7, X ).

En pratique, connaitre la fonction u sur [0, 7] xR est bien str un probleme plus difficile
que connaitre E(Z) = u(0,y). Mais si on dispose d'une approximation @ de u, on peut
essayer de remplacer u par @ dans la formule qui donne la variable de controle parfaite
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fOT e Jo r(Xe)ds7 u(t, X;).0(X;)dW;. Lorsque Z est approchée en utilisant un schéma de
discrétisation (X}Y)o<r<n pour le processus X, on évalue Uespérance de

T N1 N T - B _ _
e N Lk=0 tk QO +Z€ NZ] 0 (th) |:N¢(Xt]:) - vxu(tk7Xt]kv)0<Xt]kv)<Wtk+1 - Wtk)

par la méthode de Monte-Carlo pour calculer E(Z).
Il est possible de choisir comme fonction u la solution de 'EDP obtenue en figeant les
fonctions a, b, ¥ et r a leur valeur au point y dans 1’équation satisfaite par u.

2.3 Fonction d’importance

Le principe de cette méthode est le suivant. Si P est une probabilité telle que la mesure
de densité 1;7.0y par rapport a la probabilité I’ de départ est absolument continue par

rapport & P, alors, E(Z) = E <Z1{Z§+dp>' Bien siir, il sera intéressant d’approcher E(Z)

. < = {1z dP
par la moyenne empirique correspondant & [ (Z %) lorsque

- lizz0ydP\° 1720y dP
B <22 (Hizzo ™) ) —5 (2l g

Notons que
. 1 P\ * . 1 P\\”
ol (ﬂ) > (]E (|Z|ﬂ)) = (E|Z])*.
dP dP
Lorsque P(Z # 0) > 0 ie. E|Z] > 0, le choix @ = % est optimal puisqu’il permet
d’atteindre ce minorant. Le cas particulier Z = f(X) et % = % avec f : R" — R,

X : Q) — R” vecteur aléatoire de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue sur R"
sous IP et p densité sur R qui s’annule lorsque p s’annule (pour assurer que E <%) =1)et

qui est non nulle lorsque le produit f x p est non nul (pour que 1{z.)dP soit absolument

continue par rapport a P) est important en pratique. Comme X possede la densité p

M fpy

ie1p (Y;) ou les variables

sous PP, on associe alors a E (Z %) la moyenne empirique >

aléatoires (Y;);>1 sont i.i.d. de densité commune p.

2.3.1 Changement de dérive dans le modele de Black-Scholes

Si on souhaite calculer le prix du Call sur moyenne

T +
C =T e—rT (E / UWt+ T——)tdt K)
T 0

avec y << K, seule une faible proportion des tirages va avoir une contribution non
nulle a 'espérance. Pour A\ € R, d’apres le théoreme de Girsanov, sous la probabilité P de
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2

. s dP _AT . ~
densité % = 7775 par rapport & P, le processus (W; = W; — At);<r est un mouvement
. _ AT AT, A2T
brownien. Comme % = e MWrti — e MWr=25" op a

- T 2 - i AT
C=F e*TT (%/ 60Wt+(r+a)\f%)tdt _ K> ef)\WTfT
0
T +
) (erT (%/ cWit(rtoA= )t gy _ K> e,\WTAQQT> ‘
0

.. T a2 . . .

Y r+oX— t _ )
En choisissant A tel que = fo el 2)tdt = K, on garantit qu’une proportion significa-
tive des tirages va contribuer a I’espérance de la variable aléatoire au membre de droite,
ce qui devrait réduire sa variance.

2.3.2 Cadre général

Soit (W;)i>0 un mouvement brownien & valeurs R¢ de filtration naturelle (F; = o(Wj, s <
t))i>0. Pour une large classe de variables aléatoires Fp-mesurables, il existe un changement
de probabilité qui annule la variance [36] :

Proposition 2.3.1. Soit Z une variable aléatoire de carré intégrable Fr-mesurable telle
que 3¢ > 0, P(Z > ¢) = 1 et (Hy)i<r le processus Fi-adapté a valeurs RY tel que

E (fOT \Htht) < 400 et
T
0

donné par le théoreme 2.2.4. Alors, si on pose hy = ]E(gﬁ,

p (ze W et b _ (7)) — 1

Remarque 2.3.2. e Comme P(Z > ¢) = 1, on a pour tout t € [0,7],
P(E(Z|F) >¢)=1et E (fOT ]ht|2dt> < +00.

e En termes de fonction d’importance, ce résultat s’interprete de la facon suivante

s T N T 1T, 2
sous la probabilité P de densité % = elo hedWimg Jy [hf*dt

: L _ (T LT g2 . , .
variable aléatoire Z d—g = Ze~Jo hedWitg [y Ihl*dt ogt presque siirement égale & son
espérance E(Z). Notons qu’en prenant l'espérance dans (2.5) ci-dessous, on vérifie

que E <efoT ht-th*%f(TlhtIQdO —1.

par rapport a P, la

e Notons qu’en finance, par positivité des payoffs, les variables aléatoires dont on
souhaite calculer I'espérance sont le plus souvent positives et qu’il suffit de leur
ajouter € > 0 pour que I’hypotheése de minoration soit satisfaite.

Démonstration : On pose ¢; = EEEZ(%;). En divisant (2.4) par E(Z) et en prenant

I’espérance conditionnelle sachant JF;, il vient

b !
¢ :1+/ —s.dW5:1+/ Gshs.dWs.
! 0 ]E(Z) 0



2.4. VARIABLES ANTITHETIQUES 75

L’unique solution de cette équation affine est ¢; = eo hsdWs=3 [g |hsl?ds - Poyy ¢ = T, cette
égalité s’écrit

L T heawed T ol (2.5)
E(Z)

0
Dans le cas particulier ot Z = e~ fo r(Xs)ds o ( X) avec
dXt = O'(Xt)th + b(Xt)dt, X() =Y,

d’apres la proposition 2.2.5, si pour a = oo*, u(t, z) est solution C*? de 'EDP

Au(t, o) + 5 7 ) aij(2) O ult, ) + b(x).Vu(t, z) — r(z)u(t,z) = 0, (t,z) € [0,T] x R
w(T,z) = p(z), z€R”

alors H, = e h r(Xo)dsox (X, )V,u(t, X;).  Par ailleurs, d’aprés la remarque 2.2.6,

E(Z|F,) = e~ Jor(X)dsy (¢ X,). Donc

B, — cr*(Xt)un(t,Xt)
b U(t, Xt) )

Bien str, si on ne connait pas u(0,y) = E(Z), il est illusoire de supposer que ’on connait

. , . _[r 1T 2
toute la fonction u. On peut néanmoins remplacer u dans hy et e~ Jo P-dWitz Jo [hldt oy
une approximation @ calculée par exemple en figeant les coefficients a, b, r dans 'EDP a
leur valeur en y.

2.4 Variables antithétiques

Soit I : C([0,T],RY) — R telle que E(F*((Wy)i<r)) < +oo. Comme —W =
(—=Wi)i<r a méme loi que W = (W,;);<p, pour calculer E(F(WW)) lestimateur sans

biais ﬁzlj\il(F(Wl) + F(—=W?") est plus précis que 5r- ffl F(W?) des lors que

Cov (F(W),F(=W)) < 0. En outre, il est plus rapide a calculer puisqu’il ne fait in-
tervenir que M mouvements browniens indépendants W,

On se place en dimension d = 1 et on se donne une fonction de payoff f monotone.
D’apres le probleme du paragraphe 2.5, la covariance est négative pour

o F((w)i<r) = f(ye?tt=5)T) ce qui correspond au prix E <f(ye"WT+(’“—7)T)

d’une option européenne vanille,

02 . . 0,2
o F((wy)cr) = f <:% fOT e”wﬁ(T*T)tdt) i.e. pour le prix E (f (% fOT e"Wf*(’"*T)tdt))
d’une option européenne asiatique,

0_2
o F((w)i<r) = f(ymaxte[o’T] e”“’t*(”_T)t), ce qui correspond au prix

0'2 . , .
E ( f (y maxe(o,7] e"WtJr(’”_T)t)) d’une option européenne sur maximum.
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En pratique pour le calcul de 'option asiatique, on doit discrétiser 'intégrale en temps.
En reprenant la démarche de la question 4. du probleme, on vérifie que la covariance reste
négative pour

2 N-1
1+€UwT+ ow § LA
F((wt)tg)zf(%< S )>)

k=1

c’est-a-dire pour la discrétisation par la méthode des trapezes préconisée au paragraphe
1.7.

Dans le cas de 'option sur maximum, on remarque que comme o > 0,

02
max e”VeHr=F) — exp (O’ max (W, + at))
t€[0,T] t€[0,T]

ot a = = — 2. On déduit alors de la preuve de la proposition 1.6.1 et du lemme 1.6.3 que
2
oWit(r=5)t 3 méme loi que exp (%(WT +aT ++/(Wr +aT)? - 2T ln(U))) ol

U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] indépendante de W. Comme la fonction

maXeo, 1] €

o(w,u) :f(yexp< (w + aT +/(w + aT)? — 2T In(u ))))

2

est monotone en chacune de ses deux variables, en adaptant la question 3. du probleme, on
vérifie que Cov (o(Wr, U), o(—Wr, 1 —U)) < 0. On utilisera donc 5t S°M (o(Wi, U?) +

o(=Wi 1 —U")) pour calculer le prix de I'option sur maximum.
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2.5 Probleme : Variables antithétiques

On se donne (G;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi gaussienne centrée réduite.

On dit qu’une fonction f : R™ — R est monotone (resp. croissante) en chacune de ses
variables si pour tout k € {1,...,n}, application qui & (x1,..., Tk 1, Tki1, -, Tn, T, Y) €
R™ associe

(y—x) (f(x1, oy o1, Yy Thaty ooy Tn) — f(T1y 0o X1, Ty Thg1y - -+, T))

est de signe constant (resp. positive) sur R,

1. Quelle est la loi de —G;?

2. Soit f,g: R — R croissantes et bornées.

(a) Quel est le signe de (f(G1) = f(G2))(9(=Gh) — 9(=G2))?
En déduire que Cov (f(G1),9(—G1)) < 0.

);
(b) Pour lestlmatlon de E(
f

LS F(GY) et & S (f(

et leffort de calcul)

(G1)), quelle variable faut-il préférer entre
Gi) + f(—=G;))? (comparer a la fois la précision

3. Nous allons voir que la technique de réduction de variance précédente s’étend a la
dimension n > 2 et méme a la dimension infinie.
On suppose que pour ¢ et ¢» : R"! — R croissantes en chacune de leurs variables
et bornées,

Cov (qb(Gl, ce ,Gn_l), @D(—Gl, ey _Gn—l)) S 0

et on se donne f et g : R™ — R croissantes en chacune de leurs variables et bornées.
(a) Pour x € R, quel-est le signe de
E(f(G1,...,Gpn1,2)9(=G1, ..., —Gp_1,—2x)) — A(2)['(—2x) (2.6)
ou A(z) =E(f(Gy,...,Gpo1,2)) et I'(x) = E(g(—Gy,...,—Gp1,2))?
(b) Que peut-on dire des fonctions A(z) et I'(x)? En déduire le signe de
E(AMGo)I(=Gr)) —E(f(Gy,...,Gue1,Gn))E(9(—Gy, ..., —Gpo1, —G)).
(c) En intégrant 'inégalité (2.6) contre une densité bien choisie, vérifier

Cov (f(Gy,...,Gn),g9(—G1,...,—G,)) <0

(d) Conclure que pour tout n € N*| pour toute fonction f : R™ — R monotone en
chacune de ses variables et bornée,

Cov (f(G1,...,Gn), f(=Gl,...,—Gn)) < 0.

(Indication : on pourra remarquer que si e = (1,...,&,) € {—1,1}", le vecteur
(e1Gy, ..., e,Gy) a méme loi que (Gy,...,G,).)

Qu’indique ce résultat pour l'estimation de E(f(Gy,...,G,)) par la méthode
de Monte-Carlo?
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4. On se place maintenant dans le modele de Black-Scholes
St(W) _ SOGUWt+(T—02/2)t

ou Sy € RY et W = (Wy);> est un mouvement brownien standard. On fixe une
maturité 7' > 0 et f : R — R une fonction de payoff monotone, continue et bornée.
Pour N € N*, on pose At =T/N et t;, = kT/N = kAt, k€ {0,...,N}.
(a) Quel est le signe de Cov (f(Sp(W)), f(Sp(=W)))?
(b) On note MY (W) = + NS, (W),
i. Donner, en la justifiant, la limite presque stire de M2 (W) lorsque N tend
vers +00.

ii. Montrer que

SO Wt Wt Wt Wt, _Wt>
MNW—— 1 2 17.“7 N-1 N-2 7

ou pour n € N*,

On: (21,...,2,) ER" — Zn: eTVALT] 1 7 +h(r—o®/2) At
k=0
iii. En déduire le signe de Cov (f (MY (W)), f(M¥(=W))).
iv. Conclure que Cov (f (% fOT St(W)dt> f (% fOT St(—W)dt)> <0.
(¢) Montrer de méme que Cov (f (maxiep,r] Se(W)), f (maxieor Se(—W))) < 0.

5. On considere W, T, N, At, t;, f comme a la question précédente et on s’intéresse a
I’équation différentielle stochastique

dX, = dW, + b(X,)dt
dY, = —dW, + b(Y;)dt (2.7)
XO = }/E] =T,

ou b: R — R est une fonction lipschitzienne croissante.

(a) Dans le cas particulier b(y) = by, vérifier que Var (X + Y7) = 0.

(b) On note (X7, Y N)o<p<n le schéma d’Euler & N pas de temps appliqué & (2.7).
Pour quelle “valeur de o a-t-on (X7, Yr) — (XN, Y|l < C/N°? Quelle
régularité de la fonction b assure que o = 1 convient?

(c) Montrer que E(f(X7)) = E(f(Y)) et que Cov (f(X7), f(Y)) < 0. On

pourra exprimer XX et YV & Daide des fonctions ¢,, définies par

{g&l( z21) = p(x,21) et pour n > 2, ©u(z1, ..., 20) = @(@n_1(21, -+, Zn1), Zn)-

oup(y,z) =y+ VAL + b(y)At

(d) Conclure que E(f(Xr)) =E(f(Yr)) et que Cov (f(X7), f(Yr)) < 0.



Chapter 3

Simulation de processus comportant
des sauts

La volonté de mieux rendre compte des phénomenes observés sur les marchés a motivé
I'introduction de sauts dans les modeles d’évolution d’actifs financiers. Sauf exception,
cela conduit & un marché incomplet. Les modeles considérés sont de deux types :

e équations différentielles stochastiques avec sauts, qui comportent, en plus des termes
de diffusion et de dérive usuels, un terme de sauts dirigé le plus souvent par un
processus de Poisson.

e exponentielles de processus de Lévy : le sous-jacent évolue comme I’exponentielle
d’un Processus a Accroissements Indépendants et Stationnaires. Le cas particulier
du modele de Black-Scholes se retrouve lorsque les trajectoires de ce PAIS sont
continues.

3.1 Diffusions avec sauts

Nous nous intéresserons tout d’abord a la simulation du processus le plus simple qui com-
porte des sauts : le processus de Poisson. Puis nous verrons comment simuler le modele de
Merton qui est construit a partir d’'un mouvement brownien et d’un processus de Poisson
indépendants. Enfin, nous traiterons le cas des équations différentielles stochastiques avec
sauts.

3.1.1 Le processus de Poisson

Définition 3.1.1. On appelle processus de Poisson de parameétre A > 0, un processus
(Nt)t>0 @ valeurs dans N et a trajectoires continues a droite t.q. pour tous temps 0 < t; <
to < ... < iy, les variables aléatoires Ny, Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny, sont indépendantes
et distribuées suivant les lois de Poisson de parameétres respectifs At1, A(to —t1), ..., A(t, —
tn-1).

Le processus de Poisson est un PAIS (également appelé processus de Lévy) a trajectoires
discontinues. La proposition suivante décrit la structure de ses sauts.

79
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Proposition 3.1.2. Soit (7;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiguement distribuées suivant la loi exponentielle de paramétre X et pour n € N¥,
T, = Y. 7. Alors le processus de comptage (Ny = Y, Lym<iy)i>0 est un proces-
sus de Poisson de parametre \. -

Inversement, si (N¢)i>o est un processus de Poisson de parameétre X et si T; = inf{t > 0 :
N; > i} pouri > 1, alors les variables aléatoires (T; —T;—1)i>1 (ot par convention Ty =0)
sont i.1.d. suivant la loi exponentielle de paramétre X et pour i > 1, Ny, = 1.

Démonstration : Pour la premiere assertion, nous allons nous contenter de raisonner
avec deux temps 0 < ¢; < ty5. Le cas d’'un nombre fini de temps s’obtient par une
généralisation aisée. Pour k,I € N et f : R¥! — R bornée, en commencant par intégrer
en Sky+1 pour la quatrieme égalité puis en effectuant le changement de variables de

jacobien 1 ry = s1,79 = 81 + So,..., Tk = S1 + ... + Sp1y pour la cinquieme, on obtient
E(f(Ths - Tort) Lwy, =¥y -5 —1y) = BT, - Tos) L, =k, Ry —hy)

=E (f(T1, - Tost) Lty <ty <Too1 To 1 <ta<Tis1s1})

== 0<sy+...+sp<t1<sy+...+spiq f(sly S1 + 527 .. 751 + L + Sk+l>

S1+.. sk <t2
k+l1

+oo
(/ )\6—>\Sk+z+1d8k+l+1> Aot o= A(s1te Askt) H 1{5]_20}de
t

2—(s1+...+sk41) j=1
k+l1
=Xy K+l
=e A %gsﬁ...wgtlgsﬁ...wﬂ f(s1,81+82,...,81+ ...+ Sk1) H Lis;>0yds;
14 Asp 1 <t2 j=1
_ = At2 \k+I
=€ A /f(7"17 ce 7Tk:—i-l)1{0§r1§r2§...§m§t1}1{t1<rk+1grk+2§...§rk+l§t2}d7nl o dryyg.

(3.1)

Pour le choix f =1, on conclut que

k k+1
P(N,, =k, Ny, — Ny, = 1) = e M2\ / [1dr / IT @
0<m<..<me<ty 0 ST S ST St jop1g

Jr

6—)\t1 (Atl)k % 6—)\(t2—t1) (A(tQ B tl))l )

k! ! k! il

k l
_ e—Atg/\k+lt_1 « (t2 — tl) _

Pour la réciproque, commencons par remarquer que pour 0 < s < ¢, comme N; — N,
suit la loi de Poisson de parametre A(t — s), P(N; > N;) = 1. On en déduit que P(Vs <
t € Q, Ny > Ny) = 1 puis avec la continuité a droite des trajectoires que P(Vs < t €
R,, Ny > Ng) = 1. I ntroduisons la suite (S,,),>1 des temps de sauts du processus (IV;);>o
définie par récurrence par

Vn e N*, S, =inf{t > S, 1 : N, > Ni-} ot Sy =0 et N,- = lir? N;.
S—t—
Pourt > 0, on a N, = Zn>1 Vnl{s,<¢y ou v, 1 2 — N* désigne la taille a priori aléatoire
du saut de l'instant .S,,.
Comme P(S; > t) = P(N; = 0) = ¢, S} suit la loi exponentielle de paramétre A. La
propriété de Markov forte du PAIS (V;);>0 au temps d’arrét S assure que (Ng,++— N, )i>0
est un processus de Poisson de parametre )\ indépendant de S;. Donc, d’apres ce qui
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précede, l'instant de premier saut Sy — S; de ce processus est une variable aléatoire

exponentielle de parametre A indépendante de S;. Plus généralement les variables (S, —

Sn—1)n>1 sont i.i.d. suivant cette loi.

Pour ¢t > 0, comme N, = 2@1 Unlgs, <ty > 2@1 l¢s,<¢y ol les variables aléatoires IV; et

Y n>1 1{s.<t} suivent toutes les deux la loi de Poisson de parametre A\t, Ny = Y~ -, 1s, <}
O

On en déduit les deux possibilités suivantes pour simuler le processus de Poisson a partir
d’une suite (U;);>; de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] :

-génération des temps de sauts : (—3 In(U;));>1 est une suite de variables i.i.d. suiv-
ant la loi exponentielle de parametre A et (3 -, 1 (—iyn, ln(Ui)St})tZU est un pro-
cessus de Poisson de parametre A. Notons que

n+1
Z 1{7% " U<y = min{n € N : H U; < e ML
n>1 i=1

-simulation a des instants déterministes : pour générer le processus a des temps
fixes 0 < t; <ty < ... < t,, on utilise la définition qui assure que les variables
aléatoires Ny, , N, — Ny, ..., Ny, — N, sont indépendantes et distribuées suivant
les lois de Poisson de parametres respectifs Ay, A(ta — t1), ..., Mt — tn_1).

Notons que d’apres l'algorithme précédent, pour § > 0, min{n € N : H?jll U <e %
suit la loi de Poisson de parametre 6.

On peut généraliser la définition du processus de Poisson en relachant I’hypothese de
stationnarité des accroissements. Le parametre réel est remplacé par une fonction positive
sur R,.

Définition 3.1.3. Soit A : R, — R une fonction mesurable telle que pour tout t > 0,
Alt) = fot A(s)ds < +oo. On appelle processus de Poisson d’intensité A(t) un pro-
cessus (Ni)i>o G valeurs dans N et a trajectoires continues a droite t.q. pour tous
temps 0 < t1 < ty < ... < t,, les variables aléatoires Ny, Ny, — Ny, ..oy Ny, — Ny,
sont indépendantes et distribuées suivant les lois de Poisson de parametres respectifs

A(t1), Alts) — At)s ooy Alt) — Altar).

La simulation a des instants déterministes n’est pas plus compliquée que dans le cas
homogene ou l'intensité est constante. En revanche, la simulation des temps de sauts
repose sur la proposition suivante :

Proposition 3.1.4. Soit (U;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
uniforme sur [0,1]. Si la suite (T,,)n,>1 est définie par

Vn > 1, T,, = inf {t >0:A(t) =— Zln(Ui)} (convention inf ) = +00),
i—1

alors (Ny = 2@1 Lir, <ty )e=0 est un processus de Poisson d’intensité (t).

Si I'intensité A(t) est constante égale & A, alors A(t) = Xt et T, = —+ Y1 In(U)), si
bien que l'on retrouve la premiere assertion de la proposition 3.1.2.
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Démonstration :  Par continuité de A, pour n > 1, si T, < 4oo alors A(T,) =
—> ¢ In(U;). Par croissance de A, on en déduit que pour ¢ > 0, T,, < ¢ implique
= >0 In(U;) < A(t). Inversement, si — Y ", In(U;) < A(t), la définition de T;, entraine
que T,, < t. Ainsi {T,, <t} = {— Z In(U, )<A()}

D’apres la premiere assertion de la proposition 3.1.2, le processus (N! =
2@1 L{_sn m(w)<s))s>0 est un processus de Poisson de parametre 1. Comme pour tout
t>0, N, = Zn21 Liosn mwa<amy = Nk(t), on conclut facilement. O

Dans le cas inhomogene ot A(¢) est une fonction majorée par A < 400, on peut également
utiliser la technique de simulation de sauts fictifs qui repose sur le résultat suivant.

Proposition 3.1.5. Soit A : Ry — [0, A] et (T});>1 la suite des temps de sauts successifs
d’un processus de Poisson (Ny);>o de paramétre X indépendant d’une suite (U;);>1 de
variables i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,1]. Si on définit par récurrence

_ AT
To =0 et pourn > 1, Tn—min{Tj>Tn1:Uj§ <>\3)},
alors (Ny = 3,51 Lim,<1})i=0 est un processus de Poisson d’intensité A(t).

On rejette chacun des temps de sauts du processus de Poisson dont le parametre A
majore l'intensité A(¢) avec une probabilité égale au rapport A(.)/A calculé au temps de
saut. Les sauts rejetés sont les sauts fictifs dont la méthode tire son nom.

Démonstration : On a N, = Z;th 1{U< ATy Pour 0 < t; < thb et n,m € N, en

utilisant I'indépendance de la suite (Uj);>1 et de N pour la troisieme égalité, puis la
proposition 3.1.2 et (3.1) pour la quatriéme, on obtient

P(Ntl = n,Nt2 Nt1 = m Z P Nt1 =N Nt1 =k th Nt1 =1m Nt2 Nt1 = l)

k>n,l>m
k k+1
= E P E 1{U~</\(?j) =n Nt1 = k) E 1 ‘ A(T) =1m, NtQ Nt1 =
k>n,l>m 7=1 R j=k+1 vis Ry
k+1
= E / § 1 A(Tj) =n, Ny, =k, E 1 A(TJ-) =m, Ny, — Ny =1
k>n>m Y 0,1]FH =1 j=kt1

du1 Ce dukH

k
— e—)\tQ Z j\k"rl /Rk IP) (Z 1{Uj<>‘(rj>} = n) 1{0§7‘1§-~~§7‘k§t1}dr1 e drk

k+l1
/Rz P < Z 1{UjS)\(Tj)} - n) 1{t1<Tk+1§~~~STk+zSt2}drk+1 oo gy (32)
J

Comme (rq,...,r) — P (Z’?_ L a0y >} = n) est une fonction symétrique, en notant
J—=
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Sk 'ensemble des permutations de {1,2,... &k}, on obtient

k

/Rk P (Z 1{Uj</\(;j)} - n) 1{0§T1§---§Tk§t1}drl e d?“k
Jj=1 N
]{j' Z /]Rk (Z 1{U <)‘(T Iy T ) 1{0§r0(1>S"'Srg(k)gtl}drl e d?"k
UGS 7
th (&
Zl{U ’\(""J) dry...dry = H]P) Zl{U]’<>\(Rj)} =n

ou les variables aléatoires (R;)i<j<, sont iid. suivant la loi uniforme sur [0,#] et
indépendantes des U;. La variable aléatoire Z

Otl

A(R) suit la loi binomiale de

=1 L, <20,

parametres k et

PGL_ ) h/!/mm——o %lwﬁﬁf

On en déduit que la premiere intégrale au membre de droite

(3.2) est égale a

L (MY Aty Gty — At = ! At)"(Aty — A(ty))F

WTL (1)<1_ (l)) _m(l)(l_ (1)) :

La seconde intégrale se calcule de maniere analogue et on conclut que

I[D(Ntl =n, Nt2 — Nt1 = m)

_ e A" (A(t2) — Alta))™ S (At = A(t)F 3 (A(t2 = t1) = Alta) + A(t2)™™
—n)!

nlm! (k ! (I —m)!
k>n I>m
g At)” o o (A(E2)=A(1)) (A(t2) — A(ta))™
n! m)!
O
3.1.2 Le modele de Merton
Le modele de Merton s’écrit N
XY =yt [T, (33)

j=1

ot (W) est un mouvement brownien, (IV;);>o un processus de Poisson de parametre
A > 0 et (Y;);>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. telles que P(Y; > 0) = 1.
On suppose également (W;)i>0, (Ni)i>0 et (Y;);>1 indépendants.

Exemple 3.1.6. Pour la loi commune des Y,

o le choix P(Y; =a) =p=1—P(Y; =b) ou 0 < a <1 < b permet de modéliser a la
fois des sauts a la baisse {Y; = a} et des sauts a la hausse {Y; = b},



84 CHAPTER 3. SIMULATION DE PROCESSUS COMPORTANT DES SAUTS

e le choix d’une loi lognormale assure que la loi conditionnelle de X} sachant N; = n
est lognormale.

Pour simuler le modele de Merton, on peut utiliser

e la simulation des temps de sauts : on génere les temps de sauts successifs (73,),>1 du
processus de Poisson et les variables aléatoires (Y},),>1 et, de fagon indépendante,
une suite (G,),>1 de gaussiennes centrées réduites indépendantes; alors on simule
le processus aux temps de sauts en posant

X{=y, Ty=0ect pourn>1,X} = X%n_lYne"G"V Tn=Tn—1u(Tn=Tn-1)

e la simulation & des instants déterministes : d’apres (3.3), pour simuler X7 il suffit
de générer (Ny, W;) puis N, variables Y7,..., Yy, indépendantes suivant la loi qui
donne les amplitudes de sauts.

Pour t > 0, on pose X_ = lim,_,,- X¥. Entre deux temps de sauts 7,,_; et T}, successifs,
le processus de Merton (3.3) évolue suivant ’EDS de Black-Scholes d X} = o X} dW;+ (u+

)Xydt tandis qu'en T,,, X7, = X7_Y, égalité qui se réerit X — XY = X7 (¥, —1).
On en déduit que ce processus est solutlon de I'équation dlfferentlelle stochasthue avec
sauts :

X} = o XPAW, + (u+ 0®/2)XYdt + X! (Yy, — 1)dN,.

Nous allons maintenant nous intéresser a la simulation d’EDS avec sauts plus générales
et dont la solution n’a pas d’expression explicite.

3.1.3 Equation différentielles stochastiques avec sauts

Pour o : [0,7] x R* — R"™4 b :[0,T] x R* - R", ¢:[0,T] x R® x R? — R" et y € R",

on s’intéresse a 'EDS avec sauts en dimension n
dX; = o(t, X;)dW; + b(t, Xy)dt + c(t, X4, Yn,)dNy, Xo =1y

ott (W;)¢>0 mouvement brownien a valeurs R, (NV;);>o processus de Poisson de parameétre
A et (Y;);>1 suite de vecteurs i.i.d. a valeurs R? sont indépendants. En conditionnant par
la partie sauts ((N¢)i>0, (Y;)i>1), on vérifie facilement que si o et b satisfont I’hypothese
(Lip) du théoréme 1.1.2, alors cette EDS admet une unique solution.

Remarque 3.1.7. Ce cadre englobe le cas d'une intensité de sauts v : [0,7] x R* —
[0, \] dépendant de I’état courant mais bornée en posant Y; = (Z;,U;) et c(t,x,z,u) =
1{u<7(t z)}f(x z) avec Z; a valeurs R?"! et U; uniforme sur [0, 1].

Pour discrétiser ce processus jusqu’a I’horizon 7', on peut utiliser une grille croissante
d’instants qui combine les temps déterministes t, = %, k € {0,...,n} et les temps de
sauts 17, ...,Tn, du processus de Poisson avant 7. On initialise le schéma en posant
Xo = y. Puis, pour passer d’un instant de discrétisation s; a I'instant suivant s;,;,
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e on commence par utiliser un schéma standard pour la partie EDS sans sauts, ce qui
donne dans le cas du schéma d’Euler,

X = XSL + 0-(817 XSZ)(W81+1 - Wsl) + b(8l7 st)(SH—l - Sl)’

S141

o sis;y € {Th,...,Tn,} i.e. s34 est un temps de saut, on fait sauter le processus
discrétisé suivant

XSz+1 = Xs; 1 + C(Sl+17 X5f+1 ) YNSz+1 )

Sinon, on pose Xy, | sy

Sous de bonnes hypotheses de régularité sur les coefficients de 'EDS, on peut vérifier que
I’'ordre de convergence faible de ce schéma est égal a celui du schéma utilisé pour la partie
EDS sans sauts.

3.2 Processus de Lévy

Le modele de Black-Scholes s’écrit
vt >0, X! = ye” (3.4)

ouZy =W+ (r— %2)25 est un Processus a Accroissements Indépendants et Stationnaires
continu. On peut montrer que tous les PAIS continus a valeurs réelles sont de la forme
oWy 4 ut ot (W) est un mouvement brownien standard. Une généralisation naturelle
de la modélisation consiste alors & prendre pour (Z;);>o un PAIS (ou processus de Lévy)
non nécessairement continu dans (3.4).

Définition 3.2.1. On appelle PAIS ou également processus de Lévy un processus (Zt)i>o
a trajectoires continues a droite avec des limites a gauche tel que

2. pour tous temps 0 <ty < ... <t,, les accroissements Zy,, Ly, — Ly, . .., Ly, — Zy

sont indépendants,

n n—1

3. pour 0 < s <'t, l'accroissement Z; — Zs a méme lot que Z;_.
Exemple 3.2.2. Le mouvement brownien et le processus de Poisson de parametre A sont

des processus de Lévy.

Si (Z;)i>0 est un processus de Lévy, alors comme pour n € N*,

n

Zy =Y (Zijm — Zig—1)/n) olt les variables (Z/n — Z(k-1)/n)1<k<n sont iid, (3.5
k=1

la variable aléatoire Z; est indéfiniment divisible au sens de la définition suivante.

Définition 3.2.3. Une variable aléatoire réelle X et sa loi sont dites indéfiniment divis-
ibles si pour tout n € N*, il existe des variables i.i.d. (X}})1<k<n telle que X £ > Xy
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En fait, il existe une bijection entre lois indéfiniment divisibles et processus de Lévy :

Théoreme 3.2.4. Pour toute loi indéfiniment divisible, il existe un processus de Lévy
(Z¢)i>0 unique en loi t.q. la variable Zy est distribuée suivant cette loi.

Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, donne la structure de la fonction
caractéristique des variables aléatoires indéfiniment divisibles qui porte le nom de formule
de Lévy-Kinchine.

Proposition 3.2.5. Une variable aléatoire réelle X est indéfiniment divisible si et seule-
ment si il existe un unique triplet (o, u,v) avec o > 0, € R et v mesure sur la droite
réelle vérifiant v({0}) = 0 et [, (h* A1)v(dh) < 400 appelée mesure de Lévy, tel que

2u2

Vu € R, E (") = e’ o p(u) = — 5

+ wup + /(emh —1-— iuhl{‘h‘gl})y(dh).
R

Ainsi, pour tout processus de Lévy (Z;)i>o, il existe un triplet (o, p,v) tel que
E (%) = ¢*® avec ¢ définie dans la proposition. Avec (3.5), on en déduit facile-

ment que pour n € N*, £ (eiuzl/") — puis que pour tout t € Qy, E (ei“Zf) = (),
Comme la continuité a droite des trajectoires de (Z;);>¢ entraine par convergence dominée
celle de t — I (e™#), on conclut que Vt > 0, Vu € R, E (e™%) = (),

On en déduit que (Z;):>o admet la décomposition Vt > 0, Z, = oW, + pt + Z; ot (Z4)1>0
un processus de Lévy de sauts purs indépendant de (W;)i>o tel que V¢ > 0, Vu € R,
E (e™#) = exp (¢ [(e™" — 1 — iuhl{p<1y)v(dh)). Lorsque la mesure de Lévy v est non
nulle et bornée au sens ot A = v(R) €]0, +-00], alors m = § est une mesure de probabilité
sur R. Le processus (Z;):>o est un processus de Poisson composé avec dérive au sens ol
il existe un processus de Poisson (/V;):>o de parametre A ainsi qu’une suite indépendante

(&i)i>1 de variables i.i.d. suivant m tels que

—1,1]

Nt
vt >0, Zt:Z&—t/ hv(dh).
i=1 [
En effet

E (eiu<2£\21 §i—tfi_1 hu(dh))) _ e—t(A-D—iuf[le] hv(dh)) Z (/\t>n / ezuhm(dh> "
n! R

neN
— et fR(ei“h—1—iuh1{|h‘§1})u(dh) .

Dans ce cas (3.4) s’écrit

N
XY = yeoWetit HY} avec Y; = €% et i = pu — / hv(dh)
ey [—1,1]
et on retrouve le modele de Merton (3.3).
Pour sortir de ce modele, il faut donc considérer le cas v(R) = 400 ot (Z;);>o possede
une infinité de sauts sur tout intervalle de temps de longueur non nulle.
Pour une étude détaillée des processus de Lévy, nous revoyons aux livres de Bertoin [5],
Sato [45] et Applebaum [4].
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3.2.1 Processus gamma et variance-gamma

Rappelons tout d’abord la définition et une technique de simulation de la loi gamma.

Définition 3.2.6. Pour a,0 > 0, on appelle loi gamma de paramétre (a,0) et on note
['(a,0) la loi de densité ﬁx“’lme’(’xl{mo} sur la droite réelle ot T'(a) = [[° x* e "dx
désigne la fonction gamma d’FEuler.

Propriétés :

1. Laloi I'(1, 0) est la loi exponentielle de parametre 6.

2. Si X ~ I'(a,0) et Y ~ I'(b,0) sont indépendantes et A > 0, AX ~ I'(a,%) et
X+Y ~T(a+0,0).

3. Si X ~TI'(a,0) alors

) 6 @
Vu € R, Yo >0, E(e®™ %) = <m) : (3.6)

Les propriétés 1 et 2 sont a la base de la technique de simulation suivante.

Simulation d’une variable de loi I'(a,6) ou1 a,0 > 0 : Soit |a] la partie entiere de
a, « = a — |a] sa partie fractionnaire et Uy, ..., U, des variables uniformes sur [0, 1]
indépendantes.

D’apres la propriété 2, si Y ~ I'(«, 1) (convention Y = 0 si a = 0) est indépendante de
(Uh,...,Ulq)), la variable aléatoire 5 (Y —1In (H]L‘ijl Uj)> ol H?:l = 1 suit la loi I'(a, ).

Reste donc, pour « €]0, 1], a savoir simuler Y ~ I'(a, 1) de densité ﬁya
1

o) [ya_11{0<y§1} + e‘yl{y>1}} . On peut pour cela effectuer du rejet sous la densité p(y) =

o [y Mocy<ry] + e [¢!¥1{,~13] de fonction de répartition

e s <

(&

F(y) = Tt e [ya1{0<y§1} + (1 +afe! - efy))l{y>1}} -

1/a
Comme F~l(u) = (@) Luc_ey —In <W) L{y>_<_}, on peut facilement

simuler suivant la densité p. L’espérance du nombre géométrique de propositions suivant

la densité p nécessaires pour générer une variable de loi I'(a, 1) est ag‘ff(z). Son maximum

sur l'intervalle [0, 1] est d’environ 1.39.

Pour a,0 > 0, d’apres la propriété 2, la loi I'(a, ) est indéfiniment divisible. Donc
d’apres le théoreme 3.2.4, il existe un processus de Lévy (U)o appelé processus gamma
de parametre (a, 0) tel que U; ~ I'(a,0) et E (ei“Ut) = (IE (ei“Ul))t, ce qui assure que U; ~
I'(at, ) d’apres (3.6). Comme les variables aléatoires gamma sont positives, ce processus
est croissant. Cette propriété de monotonie n’étant pas satisfaisante pour modéliser le
cours d’un actif financier, Madan, Carr et Chang [35] proposent plutét d’utiliser dans (3.4)
Zy = Uy — Dy ou (Uy)i>o et (Dy)i>0 sont des processus gamma indépendants de parametres
respectifs (a,0) et (a,\). Le lemme suivant explique pourquoi le processus (Z;);>0 porte
le nom de processus variance gamma.

Lemme 3.2.7. Le processus (Z;)i>0 a méme loi que (By,)i>0 ot By = @/z—i Wy + (’\;g)at

avec (Wy)i>0 mouvement brownien standard indépendant de (Y;)i>o processus gamma de
paramétre (a,a).
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Démonstration : Posons 0 = @/3—3‘\, W= (’\/\9) et notons p; la densité de Y; pour ¢t > 0.

Pour 0 < t; < ty et u,v € R, en utilisant 'indépendance de Y et B puis le caractere
indépendant et stationnaire des accroissements de ces processus et la positivité de ceux
de Y, il vient

' —+o00 +oo
]E, <€z(uBytl +U(Byt2 7Byt1 / / z(uB +U(BT+T T))) ptl (T)pt2_t1 (T)deT

oty T (o)
= / e (fup 2 ptl( )dT/ € v 2 rptz—h (T)d’l"
0 0

- <€iuByt1> E <€iUByt2_tl) .

Donc (By,):>o est un PAIS et il suffit de vérifier que pour ¢ > 0, Z; et By, ont méme loi
pour conclure. Pour cela, on utilise la fonction caractéristique. Pour u € R, d’apres le
calcul qui précede puis (3.6) et la définition de (o, u),

at
. 22 a ) o
E iuBy,\ _ E ( (fup— )Yt) — — )

D’autre part, d’apres la définition de Z, I'indépendance de U et D puis (3.6),

at at
E(gi“Zt) _ E(eiu(Utht)) _ E(ez’uUz)E@*iUDt) — (0 0 - ) ( A ; )
(AV)

A+
B 9)\ at
S\ Nu+ur)

O

Au passage, nous avons vu que Z;, — Zy, £ Lyt £ o/ Yy,—t,G + Yy, 4, o G est une

gaussienne centrée réduite indépendante de (Y;)¢>0. On peut utiliser cette remarque ou
bien la définition Z; = U, — D, du processus variance gamma pour pouvoir simuler ses
accroissements.

3.2.2 Processus Normal Inverse Gaussian

Définition 3.2.8. Soit v > 0 et 6 > 0. On appelle loi Inverse Gaussian de parametre
(7,0) et on note IG(v,0) la loi de densité

oy 2 §—~ )2
56 {L‘_3/26_%(%+,¥21) 5 _3/26_( 2’:};7))

Jon Lzs0y = \/—Q—WIU Liz>0y

sur la droite réelle.

On a l'interprétation probabiliste suivante pour cette loi.

Lemme 3.2.9. Soit (W;)>0 un mouvement brownien standard.
Alors 75 = inf{t > 0: W, +~t > 6} suit la loi [G(7,0).



3.2. PROCESSUS DE LEVY 89

Démonstration : On pose B; = W, +t. Smt a > 0. Pour n € N*| d’apres le théoreme

de Girsanov, sous P de densité dP = e Wn—g " (Bt)i<n st un mouvement brownien. En
2
,(aﬂ) ~ . :
outre, (e“’Bt ) cp et (@Bt | sont des P martingales exponentielles. Comme
2
dP _ yBn—
= , on a

2
_ o +2ay
E (ean 2

~ 2
Tg/\n) . ) (eaBTaAn—a +22°W

Lorsque n tend vers l'infini, la suite de variables aléatoires (eaBTM"

2 » 2
T(;/\nefan—'YQn> —F <e(a+7)BT§An_(a+2“f) T(;/\n) -1

7+2a7 T,;/\n) 3
n>1

a?+20y PR
0—"—3 . Le théoreme de conver-

valeurs dans [0, e*] converge presque siirement vers e s

gence dominée assure alors que
—olt2ay —as
Ele 2 )=

Notons qu’en prenant la limite pour a — 0%, on obtient par convergence monotone que
P(15 < +00) = 1.

Pour A > 0, on vérifie facilement que —y 4+ /7% + 2A est 'unique racine positive de
I’équation du second degré \ = @ en «. Ainsi la transformée de Laplace de 75 est

E (e—/\ﬂs) — e(’Y_ V 'Yz+2)\)(5‘

On conclut en remarquant que

+oo 400
/ e MIG(y,0)(x)dr = eV 72”)‘/ G2 + 2\, 0)(z)dx = D=V,
0 0

(3.7)
OJ

D’apres la propriété de Markov forte pour le mouvement brownien avec dérive By, pour
9,0’ > 0, la variable aléatoire 75, 5 — 75 est indépendante de 75 et a méme loi que 75. Donc
si X ~ IG(7,0) et Y ~ IG(v,d") sont indépendantes, alors (X,Y) £ (75, Toxsr — Ts) Ce
qui assure que X + Y £ Tsvrs ~ 1G(y,0 + ¢'). Cette propriété qui peut également se lire
sur la transformée de Laplace (3.7), assure que la loi IG(7,d) est indéfiniment divisible.
D’apres le théoreme 3.2.4, il existe un processus de Lévy (Y;);>0 appelé processus Inverse
Gaussian de parametre (7, ) tel que Y, ~ IG(7,6) et que E(e ) = E(e™*M)!, ce qui
avec (3.7) assure que Y; ~ IG(7,dt). Ce processus étant croissant, Barndorff-Nielsen [§]
propose plutot d’utiliser dans (3.4) Z; = By, ou By = a+W;+ ut avec (W;);>o mouvement
brownien indépendant de (Y;)i>o et a, u € R.

En reprenant la preuve du lemme 3.2.7, on vérifie que le processus (Z;);>¢ est alors un

processus de Lévy tel que Z; £a+ VY:G + Y ot G est une gaussienne centrée réduite
indépendante de (Y;):>o. Il suffit de savoir simuler suivant les lois IG pour pouvoir générer
les accroissements de ce processus. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 3.2.10. Soient 6 > 0, X ~ x*(1) = I'(3,1) de densité ﬁe‘xﬂl{wo} et U
uniformément répartie sur [0, 1] indépendantes.
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Alors % ~ IG(0,0) et lorque v > 0,

, 2790 + X £ /4v6 X + X?
s1Yy = 5
~y

,alors Y = 1{U< ERVES 1{U> Y IG(7,9).

Notons que si G* ~ N;(0,1), G* ~ x*(1), ce qui, avec la méthode polaire de simulation
des gaussiennes centrées réduites, permet de simuler facilement suivant la loi x?(1).
Démonstration : Dans le cas v > 0, la clé du résultat consiste a remarquer que si

2
Y ~ IG(y,9), Z = 252 ~ x2(1),
La fonction f(y) = (wy‘s de dérivée f'(y) = Q0= ggeroit de +oo 0 sur |0, %[ et

v
croit de 0 a 400 sur ]%, +oo[. Pour z > 0, I'équation z = f(y) se récrit y2 — 252y 4 82 —

72 72 -
0. Le discriminant est A = M et elle admet deux racines yy+ = 275+Zi2”724 dyate? avec
yr > ety < S Enfin f/(y) =~ — (. 4 0)yT Pz et f(ys) =
(vys + 5)y;3/2\/5. Donc pour ¢ : R — R bornée,
i 1G(v,9) 1G(v,9)
Be(2) = [ ote) (- + 20 )) ds
0
oo 1 1 )
- 2 + e 2z
/0 #l2) (7@/— +0 7y++5) V212
Comme
| 1 Yy +ys) + 26 P4 1

+ - - )
VY- 4+ vy +0  Vy_yr +0v(y- +y4) + 02 62+5275%+52 5

on conclut que E(p(Z2)) = 0+°O o(z)e*/? \/di En reprenant les calculs en marche arriere,
on voit qu’il suffit de prendre la racine Y_ avec probabilité x fy_ =G +Y_(;$:i(zs o et

la racine Y, avec probabilité complémentaire pour obtenir une variable aléatoire de loi
IG(v, ) a partir de X ~ x?(1).

Lorsque v — 07,

4~v9 1 (40 1 [4~6 2 9
VAVOX + X2 =X /1+ —=X[1+=— ) — = =
70X+ X ( 2(X> 16(X +olr)

252

i 2
=X +290 — — ,
18— 7 +o(v)
ce qui assure que Y_ tend p.s. vers & > 0. Donc 1 U<t tend p.s. vers 1 et Y vers

2 <7
%. Par convergence dominée, on en déduit avec (3.7) que

YA>0, E (g%) _ lim VTN — VR

~y—0t

ce qui assure que % ~ I1G(0,9). O
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_ W2 .
Remarque 3.2.11. e Comme W, + 775 = 0, on a @ = T—;‘s, égalité qui
peut donner un peu d’intuition sur la clé de la démonstration (pour tout ¢t > 0
, W
déterministe = ~ x*(1)).
52

xT

On retrouve bien que % ~ IG(0,9).

e Pour ¢ : R — R bornée, en effectuant le changement de variables y = %, on obtient

(NI

3.2.3 Processus stables symétriques

Définition 3.2.12. Une wvariable aléatoire X et sa loi sont dites stables si pour Y
idépendante de X et de méme loi

Ya,b>0, 3¢ >0, 3d € R, aX +bY £ X +d. (3.9)

Exemple 3.2.13. 1. Si X ~ Ni(p,02), aX 4+ bY ~ Ni((a + b)p, (a® + b*)o?). Donc
aX +bY £ Vi + 02X + ((a+b) — Va2 +b*)u. Ainsi c = vVa?+b% et d = ((a +
b) — Va? +b?)pu.

2. Si X suit la loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 notée C(o) de densité o

o )
et de fonction caractéristique E(e™X) = e~ alors E(e™(@X+Y)) = g=olatbllul —
E(e™@+D)X) . Ainsi c =a+b et d = 0.

3. Si X ~ IG(0,6), X £inf{t >0: W, > 8} = 62inf{t > 0: 1Ws, > 1} ~ 621G(0,1),
résultat que on déduit aussi du lemme 3.2.10. Donc aX ~ IG(0,+/ad) et bY ~

1G(0,v/b6) puis aX +bY ~ IG(0, (v/a + Vb)5). Ainsi aX + bY £ (vVa+vb)2X et
c=(va+vb)? d=0.

Définition 3.2.14. Une variable aléatoire X et sa loi sont dites symétriques si X £_X.

Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, caractérise les lois stables
symétriques au travers de leur fonction caractéristique.

Théoréme 3.2.15. Soit X une variable aléatoire stable. Il existe o €]0,2] tel que pour
tous a,b > 0, la constante ¢ dans (3.9) est donnée par ¢* = a® + b*. La constante «
s’appelle indice de stabilité de X. Enfin, si X est stable symétrique d’indice «,

Jo >0, Yu € R, E(e™X) = 7o 1ul”
et on note alors X ~ SaS(o).

Remarque 3.2.16. e Les trois exemples précédents correspondent respectivement a
des lois stables d’indice 2, 1 et %

e Si X ~ SaS(1)eto >0, alors E(e!X) = ¢~1ul* ce qui assure que 0 X ~ SaS(0).

e 525(0) = N1(0,20%) et S1S(0) = C(0).
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Exemple 3.2.17. Si G et G5 sont deux gaussiennes centrées réduites indépendantes,

4

d’apres le lemme 3.2.10, é ~ I1G(0,1), il est facile de vérifier qu’elle est stable d’indice
1

e (G% — G%) ~ S %S (0). En effet, cette variable aléatoire est symétrique et comme,

a4
2
G1

Enfin, comme pour A > 0, Efe = e_m, par prolongement analytique,

1
5

E (em"}%) = e_(l_Sign(“)i)\/m et E (ew(cl%_clg>) = 6_2\/m.

Soit a €]0,2] et 0,0’ > 0. Si X ~ SaS(0) et Y ~ SaS(0’) sont indépendantes, alors
E(eXHY)) = g=o"lule=o"ul® = o=@+ of X 1Y ~ SaS((c® + ¢/*)'/*). Cela
assure que la loi SaS(o) est indéfiniment divisible. Avec le théoréme 3.2.4, on en déduit
I'existence d'un processus de Lévy (Z;):>o appelé processus stable symétrique d’indice
a tel que Z; ~ SaS(o) et que E(e™?) = E(e?1)!. D’apres le théoreme 3.2.15, cette
derniere égalité entraine que Z; ~ SaS(at'/®).

Exemple 3.2.18.

e Lorsque a =2 et o= \%, ce processus est le mouvement brownien.

e Lorsque « €]0, 2], par le changement de variables x = uh

, dh , dx
iuh ; — = @ “w '
/R(e — 1 —duhlyp<1y) e |ul /R(e 1 —ixlqz<iy) [z[orT

ou par parité de la fonction |x|++1, la constante [ (e —1 —2'x1{|3[;|§1})‘m'“fT"’ir1 est réelle.
On en déduit que le triplet associé a Z; par la formule de Lévy Kinchine donnée
dans la proposition 3.2.5 est (0,0, mﬁ%) avec ¢ une constante de normalisation. Le

processus est discontinu et t.q.

5 cdx
’SL’|O‘+1

+00
VBt >0, E(|Z:]°) <+oo<:>/ || <4oo& fB<a
1

Pour simuler ses accroissements, il suffit d’utiliser 2, — Z; = os'/*X o la variable
aléatoire X ~ SaS(1) peut étre générée grace au résultat suivant.

s

Proposition 3.2.19. Soit © variable uniforme sur [~5, %] et Y variable exponentielle de
paramétre 1 indépendantes. Alors

sin(aO©) cos((1 — a)O) (1-a)/a
X = (cOS(@))l/a < Y ) ~ SO&S(l)

Plutot que de démontrer ce résultat, nous allons voir que pour des valeurs particulieres
de «, il permet de retrouver des techniques de simulation bien connues :

Cas a = 1: on retrouve que X = tan(©) ~ C(1).

. ~1/2
Cas o =2: X = S0 (=5F2) 7 = V2v2V sin(0) £ V2V2Y sin(260). Comme 2Y

est une variable exponentielle de parametre 1/2 indépendante de 20 qui suit la
loi uniforme sur [—m, 7], d’apreés la méthode polaire, v2Y sin(20) ~ N7(0,1). On
retrouve ainsi que X ~ N;(0,2).
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Cas a = %: X = Sigs(ze(g)) X 008(5/2) = 2;2(3()@). Toujours d’apres la méthode polaire,

(G1,Ga) = V2Y (5in(20), cos(20)) ~ N3(0, I,).

1/1 1 1 I _ cos?(20) —sin*(20)  cos(40)
G?  G3 ~ 8Y \sin 2(20)  cos2(20) )  8Ysin?(20)cos2(20) 2V sin?(40)’

cos( )

n*(v)
et paire, on obtient en faisant la changement de Varlables 0=7T—~,

o) [ ()
0

Soit ¢ : R — R bornée. Comme la fonction v — est perlodlque de période 21

us

-2/ (%) = %/ (fg:?(w))) “

s s
2 2

i r cos(40) L sin(O)
ce qui assure que Smoa = CHrEs

3.2.4 EDS dirigées par des processus de Lévy

Pour discrétiser 'EDS dX; = o(t, X; )dZ; dirigée par le processus de Lévy (Z;)i>o on peut
utiliser le schéma d’Euler qui s’écrit Xy, ., = o(te, Xy, )(Ze,,y — Zty)-

Pour simplifier on suppose ici que la dimension d du processus de Lévy et la dimension
n de la solution X sont toutes deux égales a 1. L’ordre de convergence faible du schéma

reste en + comme dans le cas sans saut deés lors que le processus (Z;);>0 ne comporte

N
pas trop de grands sauts. Pour quantifier cela, on demande que la mesure de Lévy v
associée a Z; par la formule de Lévy Kinchine donnée dans la proposition 3.2.5 possede

suffisamment de moments finis [43].

Lorsqu’il n’est pas possible de simuler les accroissements Z;, , — Z;,, on peut simuler
les grands sauts qui sont en valeur absolue plus grands qu'un seuil € et approcher la
contribution des petits sauts par un mouvement brownien avec dérive avec méme moments
d’ordre 1 et 2 [44] [22]. Enfin, [27] est consacré a la construction de schémas d’ordre de
convergence faible élevé pour des EDSs dirigées par des processus de Lévy de sauts purs
dans l'esprit de ceux introduits dans le paragraphe 1.5 dans le cas brownien.
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Chapter 4

Calcul des sensibilités et des
couvertures

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux différentes techniques qui permettent
d’évaluer la dérivée d’'une espérance par rapport a un parametre. Plus précisément, on
consideére une variable aléatoire Y? qui dépend d’un parametre réel 6 et on s’intéresse &
I'espérance v(f) = E(Y?) et & ses dérivées par rapport & 6.

Exemple 4.0.20. Un exemple de cette problematique particulierement important en
finance est donné par le calcul de la couverture. Si on s’intéresse a une option européenne
de maturité T' et de payoff ¢ dont le sous-jacent évolue suivant le modele a volatilité
aléatoire du paragraphe 2.2.1

ng/ = O-tXL%/th + TXtydt, XO =Y,

le prix initial de cette option est donné par v(y) = E (e "Tp(X%)). La dérivée v'(y) de
ce prix par rapport a la valeur initiale du sous-jacent, couramment appelée delta, est
une quantité tres importante a calculer pour pouvoir couvrir 'option. Dans le cas d’un
modele a volatilité locale ou le marché est complet, ¢’est la quantité d’actif risqué a détenir
a I'instant initial dans le portefeuille de couverture.

4.1 La méthode des différences finies

Elle consiste a approcher les dérivées de v en 6 par des combinaisons linéaires bien choisies
de valeurs de v en des points proches de 0. Par exemple, on a

_ v(0+ h) —v(0)

v'(6) - + O(h) siwvest C?,
v'(0) = vld+ h)2—hv(0 —h) + O(h?) sivest C°,
V" (0) = v(6+h) + U(:2_ h) = 20(0) + O(h) siwvest C3.

On peut évaluer les valeurs de v en ces points par la méthode de Monte Carlo. Notons
que lorsque l'on calcule a la fois v(0) et v'(#), approximation centrée de la dérivée, qui
conduit a un biais moins important dans le cas ou v est réguliere, est plus cotliteuse en
temps de calcul que 'approximation décentrée.

95
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Pour bien comprendre les enjeux en termes de variance, concentrons nous sur I’exemple
de 'approximation décentrée de la dérivée :

U(e 4 h) _ ’U(Q) B E(y0+h) _ ]E(Ye) g <Y6+h _ Yé)) |

h B h h
Les deux écritures de cette approximation qui font intervenir des espérances suggerent

deux approches possibles :

e utiliser des tirages indépendants pour estimer E(Y?™") d'une part et E(Y?) d’autre

. o+h o . , .
part. La variance Y& h);’ Var (1) qui en résulte explose alors lorsque h — 0 i.e.

lorsque le biais tend vers 0.

o effectuer des tirages de (Y, Y?*") pour estimer E <w> Cette approche est

justifiée dans le cas ot § — Y possede une certaine régularité. En fait, elle diminue
la variance par rapport a I'approche précédente des que Cov (Y? Y9+h) > 0. 1l se
peut que § — v(f) soit réguliere sans que § — Y? le soit puisque la régularité de v
traduit la régularité de la loi de Y% en € et non une régularité trajectorielle. Mais en
général, si v(f) est réguliere, c’est vrai également pour Y?. En particulier, si § — Y
est dérivable p.s. et que 'on peut justifier I’échange entre limite et moments d’ordre

let?2 ona
‘ Y@—i—h o YO dye ’ Y0+h o YG dye
BT T P (T) -V (W) -

Ainsi il n’y a plus explosion de la variance lorsque A — 0.

De fagon générale, le choix de h est délicat. Il faut choisir h petit pour diminuer le biais.
Mais il arrive, comme dans le cas de payoffs irréguliers (options barrieres ou lookback)
que méme avec la seconde approche, la variance de ’estimateur explose lorsque h — 0
(méme si cette explosion n’est pas en h™2 comme dans la premiere approche).

Exemple 4.1.1. Supposons que I'écart type se comporte comme C'h™® et que le biais
comme C’'h?. Par exemple (o, 3) = (1,1) (resp. (1,2)) lorsque I'on estime I"approximation
décentrée (resp. centrée) de la dérivée premiere par la premiere approche. L’erreur lorsque
I'on effectue M tirages se comporte comme % + C'hP. Pour optimiser le temps de
calcul, il convient de faire en sorte que les deux contributions soient du méme ordre de
grandeur. Ainsi on choisit h? = % ce qui conduit a h = M "3t et & une erreur de
Pordre de M~ 7@ . Ainsi pour lestimateur décentré (resp. centré) de la dérivée premiere

avec tirages indépendants I'erreur est en M~/4 (vesp. M~1/3).

4.2 L’approche trajectorielle

Dans le cas ot § — Y? est dérivable p.s., on peut aller jusqu’au bout de la logique de

/s dy’? . .
la seconde approche du paragraphe précédent et calculer £ (W)' On obtiendra un esti-

mateur sans biais i.e. on aura v'(f) = E (%) si I’échange entre espérance et dérivation

est possible. On peut essayer de justifier cet échange a I’aide du théoreme de conver-
. . . L 1

gence dominée ou bien en montrant que les variables aléatoires <n(Y9+n — Y9)> sont

neN*
uniformément intégrables.
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Exemple 4.2.1. Si Y’ = f(X?) ou XY suit la loi exponentielle de parametre 6, on peut
utiliser 1'égalité en loi X? £ —5In(U) ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1.
. . /. In(U) :

Alors, si la fonction f est dérivable, £ f (—11In(U)) = ( f'(=3In(U)). Si on peut

échanger espérance et dérivée, il vient

V(0) =F (még])f, (—% ln(U)>> - —%E (X?f (X?)).

4.2.1 Dérivation des solutions d’EDS par rapport a la condition
initiale
On considere 'EDS n-dimensionnelle
dX} = o(X])dW, + b(X{)dt, X{ =y
oty = (y1, - un) €ERY XV = (XP', ..., X' € R, 0 : R" — R™ b R* - R”

t (W;); est un mouvement brownien a valeurs R%. Pour 4,5 € {1,...,n}, en dérivant
formellement la dynamique

XV = Zad (XP)YAW] + bi(XY)dt

de la i-ieme coordonnée de la solution I’'EDS par rapport a la j-ieme coordonnée y; de la
condition initiale, on obtient

aXW aazl ) S aXty ok
dw; dt.
8y] ; ; &'Ek 0y, Z 6% X7 0y,

En reprenant la notation Jo; introduite dans (1.18) et en posant dans le méme esprit

by by ox! oxi!
dr1 " Oxn dy1  Oyn
ob=1 =+ .. et V) = o ;
Obn b axy™ axy™
oxr1 ' Ozn D Ce um
on obtient
d

d(Y?)i; = Y (001(X))Y,) )i dW] + (9b(X])Y, )yt

=1

Ainsi la matrice Y}/ € R"*" est formellement solution de

, 4.1
o (4.1)

{de S 90y (XY)YYdW] + 9b(XY)Ydt
ou I, désigne la matrice identité n x n. La proposition suivante due a Kunita [28] assure
que si les coefficients o est b sont suffisamment réguliers, cette dérivation formelle est
rigoureuse.
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Proposition 4.2.2. Si o : R® — R™? et b : R® — R" sont des fonctions dérivables
a dérivées bornées, alors p.s. pour tout t > 0, Uapplication y € R" — X/ € R" est
dérivable et sa matrice jacobienne est l'unique solution de (4.1). Plus généralement, si o
et b sont C* a dérivées bornées, lapplication y — X} est C™ et les dérivées successives
sont solution des équations obtenues par dérivations successives de I’EDS de départ.

Cas de la dimension n = d =1 : Si les coefficients ¢,b : R — R sont C? & dérivées
o2xy _ oyY

bornées, en posant Z; = T — ayoona

dX} = o(X!)dW; + b(X})dt
dYY =o' (X} )Y dW, + b/ (X?)Y dt
Az} = (o'(X})Z{ + 0" (XP) (V7)) dWy + (V' (XY) ZY + b"(XV)(Y')?) dt
(X(?)J>YE)ya Zg) = (Z/, 1’())
On peut facilement discrétiser cette EDS de dimension 3 par exemple en utilisant le

schéma d’Euler. Cela permet d’approcher le delta et le gamma donnés par les formules
suivantes dans le cas ou 1'on peut échanger espérance et dérivation :

SPEGOXD) =BG (XY | et | SB(O0) =B (FOXDZE+ 1/ (XED?).

02
Exemple 4.2.3. Dans le modele de Black-Scholes, X} = ye®Vt+0—5)t — y X1 ce qui
assure Y = X} et Z/ = 0.

Remarque 4.2.4. Pour les options asiatiques, on a a— =1 Xydt =7 fo Y, dt. Pour
les options lookback, on perd en général la dérivabihte sauf dans le cas du modele de
Black-Scholes pour lequel maxejor) X{ = y maxyepo 7| X!, ce qui assure 88 maxepr X; =
maxte[oﬂ th.

Dans le cas d'un Call digital, la fonction de payoff f(x) = 1{z>k} n’est pas dérivable,
ce qui empéche d’appliquer I'approche trajectorielle que nous venons de présenter. Nous
allons voir qu’en utilisant une intégration par parties, il est possible de faire porter la
dérivée sur la loi de X% plutot que sur la fonction f. Cette approche, développée dans le
paragraphe suivant, permet d’exprimer le delta du Call digital sous forme d’espérance et
donc de le calculer par la méthode de Monte Carlo.

4.3 Intégration par parties

4.3.1 La méthode du rapport de vraisemblance

Revenons au probleme du calcul de v/(#) ott v(f) = E(Y?). Si pour tout 0, Y? = f(X?)
ol X? possede une densité p(:c 9) par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est cette densité
qu'il faut dériver. Comme v(f) = [ f(x)p(x,0)dx, dans le cas ol I'on peut échanger
intégrale et dérivation, on a

0 = [ 1@ 5wy = [ 1) @ 0ot )
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Ainsi

V(0) =E (f(Xe)%(Xe,e)) .

La dérivée s’exprime comme I’espérance de la variable aléatoire de départ f(X?) multipliée
par un poids qui ne dépend pas de f. En outre, il n’y a pas besoin de supposer f réguliere
pour que le membre de droite ait un sens.

Exemple 4.3.1. Si X suit la loi exponentielle de parametre 6 > 0 de densité p(x,0) =
Lz=030e™%, pour z > 0, In(p(z,0)) = In(f) — Oz et 8;5”(%9) =1 —z. Alors V() =
E (f(X?) (3 — X?)). On retrouve cette formule si on reprend l'expression de v(6) obtenue

par 'approche trajectorielle dans 'exemple 4.2.1 et on effectue une intégration par parties

1 +00 +oo
v = Lm0y () = = [ ptoreesmia = [ gty - o

4.3.2 Le cas du modele de Black-Scholes

Dans le cas du modele de Black-Scholes, le delta de I'option européenne de maturité T et

T UWT+(7"—‘7—22)T

de payoff ¢ est égal & v/'(y) ot v(y) = E (f (X¥)) avec f =e T et X% =ye

0_2
On a, en effectuant le changement de variables 2 = ye?**"=%)T pour la seconde égalité
> dx
oxV 21T

o2 22 dZ +oo 1 In(%)— _ﬁ T
o(y) = 7T i _ p)e" 5 () -0=5)T)
= [ 1 (v v el

1 e—%%T(ln(x/y)—(T—L;)T)2

p(z,y) = oovooT
In(p)(z, y) = —2012T (ln(m/y) . %Z)T)2 1 (ov2rT)

dlnp

(o) = g (mnGaf) — (- 5T,

On en déduit

Ainsi

v =2 (ran2n). (12)

Dans I'exemple du modele exponentiel, nous avons vu que la formule du rapport de
vraisemblance se retrouve en effectuant une intégration par parties dans la formule obtenue
par 'approche trajectorielle. Cela reste le cas dans le modele de Black-Scholes. Dans ce
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cas, il est en fait plus facile d’effectuer une intégration par parties par rapport a la loi de
Wr dont I'expression analytique est plus simple. D’apres l'approche trajectorielle,

V(y) = E(f(X$)X7) =E (f, (ye”WT“""%)T) e“WT+(r—%)T>

-2 o2 2 d 1 0 -2 2
= / f <y€az+(r—7)T> eoz-i—(r—g)Te—ZTﬁ _ U_ya [f (yeaz+(r_7)T>} e z
R v R

_ oz-i-(r—ﬁ)T) —z 2 dz —E XY WT
/Rf<y€ 2 ayTe 2T o7 f( T)_UyT .

Meme s’il faut que f soit réguliere pour effectuer ce raisonnement, la formule obtenue
(4.2) reste vraie pour des fonctions f non régulieres que 'on approche par un procédé de
régularisation.

En dérivant (4.2) par 'approche trajectorielle, il vient la formule suivante pour le gamma

W W.
o) =& (—1 )+ e ).

Comme précédemment, on peut remplacer f’ par f au prix d’une intégration par parties.
]. a 02 22 dz

E (f/(X%)X3W. :/__[ ( egzwﬁ)Tﬂ g
(f( 7) X7 T) Rayazfy —

2
_ _/f (yecrz—i-(r—%)T) 1 < /Te—% dz
R oy VaonT

s (2 1)

J(X3) (W} 1
" —E T T = '
v'(y) ( oTy? \oT Wr o
On peut également faire apparaitre un poids multipliant f(X7.) pour le calcul d’autres

dérivées comme la dérivée par rapport a la volatilité o que 'on appelle vega.
Les formules que nous venons d’obtenir cumulent plusieurs avantages :

On conclut que

1. il n’y a pas de biais comme dans ’approche par différences finies,
2. avec les mémes trajectoires browniennes, on calcule X7 et les poids,

3. comme les poids ne dépendent pas du payoff, on peut calculer les prix et les sensi-
bilités de plusieurs options simultanément,

4. il n’y a pas besoin de régularité sur f; on peut calculer le delta d'un Call digital ou
le gamma d’un Call standard.

4.3.3 Le cas d’un modele général en dimension 1

Le plus souvent, 'obtention de formules généralisant celles que nous venons de démontrer
dans le modele de Black-Scholes repose sur la formule d’intégration par parties du calcul
de Malliavin. Néanmoins, dans le cadre suivant, on peut suivre I’approche beaucoup plus
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simple proposée par Gobet [16]. Pour 1'équation différentielle stochastique en dimension
n=d=1
dX} = o(X})dW, + b(X})dt, X§ = v,

axy
9y

Proposition 4.3.2.

on note Y/ =

Dwoan =x (soms [ o
dy e mr o o(XY) ya
Remarque 4.3.3. e Cette approche permet d’exprimer sous forme d’espérance le

delta du Call digital qui correspond au payoff f(z) = 1>k

= Ay =Let 1 [T HmdW, =

e Dans le cas du modele de Black-Scholes, cr(};i(f) =oxr = oy ot 7 o oo

o'yT'
Ainsi on retrouve la formule (4.2).

e Il existe beaucoup de poids Zr tels que %E(f(X%)) = E(f(X¥)Zr) pour toute
fonction de payoff f. En fait, il suffit pour cela que

. 1Ty
E(Zr|XY) = Z5 on ZT:E(T/O (Xy)th XY ) (4.3)

Notons que Z7 est le poids qui permet de minimiser la variance ou, ce qui
est équivalent, E(f*(X%)Z2). En effet, 'inégalité de Jensen et (4.3) entrainent
E(Z2|XY) > (Z5)?. On en déduit que

E (F(X0)Z3) = E (P(XPE(ZEXD) > E (PXD(Z3)?).

e Dans le modele de Black-Scholes, il est équivalent de connaitre X% et de connaitre
Wr, ce qui assure que les poids obtenus au paragraphe précédent sont optimaux.

Démonstration : On introduit la solution v de I’équation aux dérivées partielles
Bult, z) + 20, ult, x) + b(x)d,u(t, z) = 0, (t,x) € [0,T] x R
uT,z) = f(z), v €R
Par la formule d’'It6 et en utilisant ’EDP, on obtient

ult, XV) = u(0,y) + /0 o (XY)Dyu(s, XY)dIW,. (4.4)

Donc u(0,y) = E(u(t,X?)) = E(f(X%)) et en admettant I’échange de la dérivée et de
I'espérance, E(0,u(t,X})Y) = 0,E(f(X%)). En utilisant (4.4) pour ¢ = T, puis la
formule d’isométrie pour les intégrales stochastique et enfin la derniere égalité, on conclut

E < F(XH) 7 /0 ' E;y)dwt) _E ((u(O,y) + /0 Ta(Xty)amu(t,Xf)th) = /0 ' Ugi)dwt)
_E (% /O (XYt XP) &y)dt)

_ % / E (9,ult, X})Y,") dt = 0,E(f(X)).
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