Transport Optimal (Martingale)

Examen du mardi 31 mars 2026 9h00-12h00

On note Fy(z) = n((—oo,z]) et Fy'(u) = inf{z € R : Fy(z) > u}, u €]0,1[ la
fonction de répartition et la fonction quantile de € P(R). On pose également
= [* Fy(y)dy pour z € R et pour u €]0,1[, ¥} (u) = sup,cp{uz — ¥V, (z)}.

1. Pour U ~ U]0, 1[, quelle est la loi de F-H(U)?

n

2. Vérifier que pour u €0, 1], F)(F, ' (u)) > u et que si x < F, ' (u), Fy(z) < u.
Lorsque F, est continue, en déduire que pour tout u €0, 1], Fy(F, '(u)) =

u puis que [ g(F,(z), = fo u))du pour toute fonction g :
0,1] xR — R, mesurable

3. Vérifier que pour z € R, [o(z —y)* = [ _Fy( (Ecrire (z —y)* =
J* 1{y<-3dz). En déduire que ¥, est a valeurs reelles si et seulement si

J(=y)Fn(dy) < .
On suppose cette condition satisfaite.

4. Soit u €]0,1[. Remarquer que pour x < Z, on a uZ — U, (%) — (ux — ¥, (z)) =
ff(u — F)(y))dy et en déduire que W(u) = ukF,"(u) — [fn ) F,(y)dy.

o0

Vérifier que pour y € R, F,(y) = fvlzo L pm1(p)<yydv- Conclure que W7 (u) =

Jo F M (v)dv et que W est a valeurs réelles.

Soient u, vE 731( ) telles que j <ex V. On pose W, (u) = ['(F — F Y (v))Tdv
et W_(u) = [(F, — F ' (v))*dv pour u € [0, 1].

5. Justifier que U, (1) = U_(1) et que Wy (u,v) = U, (1) + U_(1).

6. Que peut-on dire de ’ensemble IT;(p, v) des couplages martingales entre p et
v? Quel résultat assure cela?

7. Vérifier que ¥, < ¥, et U7 < \If; En déduire que W_ < W,
On note ¥1'(v) = inf{u € [0,1] : ¥i(u) > v} pour v € [0, ¥, (1)] et
o) = Vg ymr @ L s rr 0y - (W () + 1 ey 3 (- (),

pour u € [0, 1]. On suppose que ¥ (1) > 0.

8. Montrer que pour u €]0,1[, ;' (V_(u)) < u et que lorsque F, '(u) > F, ' (u)
alors W (u) > U_(u) et W"H(U (u)) >u
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9. On pose n+(dv) = %(Fgl(v) — F;Y(v))*dv. Exprimer F,, al'aide de W4
et F,.' & l'aide de Ui! et de ¥, (1). Conclure a I'aide de la question 1 que

pour A : [0,1]? — R, mesurable
/0 h(p(0), ) (7 (0) — F5 () do = / h(v, o(0) (F; () — F7(0))* do.

10. Avec des choix appropriés de h, en déduire que du p.p. dans |0, 1],

FNu) > FNu) = F p(u) > Fi(e(u) > FoH(u) > Fy (),

FH (u) < FyH(u) = F (e(u) < F 7 (e(w) < F(u) < B (u).

n

On suppose toujours que p <. v. Pour (U, V) un couple de variables aléatoires
indépendantes distribuées suivant /|0, 1], on pose

—1 —1 -1
X = FH (U) et Y = 1{V<Fyl(w(U))Ful(U)}FV (U) + 1{V>Fu1<<P<U))FM1(U)}FV ((,O(U))

~F e - L) ey -Fr )

: F (o) —Fil(w) _ -1 _ -1
avec la convention que P (o) —Fo () — 1 lorsque F, '(p(u)) = F, H(u).

11. Montrer que pour g : R — R, mesurable,

E

1{V> F o) —F (W) }g(Fy_l(cp(U)))

7y Lo -r Y )

12. En déduire que Y ~ v puis que L((X,Y)) € Uy (u, v).

Powr p > 1 et pv € P, (RY telles que p <, v, on pose

. 1/p
MP(M’ V) = lanEHM(IMV) (fIRded |y - .’L‘|p7r(d$, dy)) et MP(M» V) =

1/p
SUD ety o) (frarpa [y = 2177 (da, dy))

13. Vérifier que pour a,b € R, tels que a + b > 0, % < 2a(a+b)P7 L

14. En déduire que pour p,v € P,(R) telles que p <., v,

M1, v) < 2 / F ) — E (o)) [P () — F ()] dus,

et que M, (i, v) < 2W(u, v) lorsque p = 1.

15. Soit p = £(6_1 4 61) et pour n € N*, v, = %(6_(1+%) + 51+%). Vérifier que
Iy (1, 1) est un singleton et expliciter son unique élément. En déduire que
M, (p,v) = n%’;ii) Calculer W (u, v,,) et conclure que la constante 2 au
second membre de la seconde inégalité de la question précédente est optimale.
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16. On suppose que p €]1,2] et on pose 7 = [, yv(dy). Vérifier que

1
M) <4 1B ) = ol () = By )
0

p—1

Conclure que M2 (1, v) < AW, (,v) ([ |y — vlPr(dy)) » .

Nous allons montrer que pour p > 2,
Elomép < 00, ‘v’x,y € Rd) |y - x|p S Cp((p - 1)|:L,|p + |y|p - p|l‘|p_2[)3.y) (1)
et yl” — |2” < Cply — 2| (|yl~" + [z, (2)

17. Pour p = 2, donner les constantes optimales Cy et 52 et vérifier que pour ce
choix, (1) est méme une égalité. Vérifier que pour p,v € Py(R?) telles que
1 <cx V, [gaypa |y — z|*7(dz, dy) ne dépend pas de m € Iy (p, v).

18. Pour p > 2 donner les constantes C), et 5,, minimales pour que (1) et (2) soient
vraies pour tout y € R? lorsque x = 0.

19. On pose 7 = [, yv(dy). En admettant (1) et (2), vérifier que pour 7 €
My (p,v) et 7 € T(p, v),

/ ((y — ) — (z — 0)|Pr(dz, dy) < Cpép/ ly — x| (ly —o1P" + |z — o|°") T(dx, dy).

20. Montrer que R? 3 2+ |z — 7| est convexe et en déduire que

p—1
P

Vu, v € P,(RY) telles que p <., v, Mﬁ(u, v) < QCpépr(u, V) (/ ly — D\Py(dy))

On suppose désormais p > 2.

21. Pour z € R4\ {0} et y € R?\ {z}, on pose e = G 2 = e Vérifier que

‘Z—| — ze = wet avec w € R, et et € R tel que e.et =0 et |et| = 1.

22. Vérifier que (1) est une conséquence de l'existence de C, € [1, 400 telle que
V(z,w) € RA\{(1,0)}, ((z=1)*+uw?)? < Cpp(z,w) ot p(z,w) = (p=1)+(z*+w”)5 —pz.
P
23. Donner la limite de % lorsque |z| + |w| — 4o0. Vérifier que pour
(z,w) = (1,0), p(z,w) ~ £(p—1)(z —1)* + Sw?* et conclure que (1) est vraie.

24. Vérifier que (2) est une conséquence de 'existence de 5,) € [1, +oof telle que
V(zgw) S R2\{(1,0)}, (2’2+’LU2)§_1 < 5,;((2—1)2+w2)% <(22 + wg)f’%l 4 1) ‘

s (z2+w2)§71
25. Donner la limite de

p—1

- lorsque |z|+|w| — +o00. Vérifier
(=12t} () 2 1)

que pour (z,w) — (1,0), (22 +21)2)§ — 1~ £(2(z — 1) + w?) et en déduire que
(22 +w?)2 -1 _p

(-r2run)} (G2 ) 2

im sup, ,)-(1,0) . Conclure que (2) est vraie.

3



