Méthodes mathématiques pour la finance : o3

Soit (Wy)i>0 un mouvement brownien standard et (F; = o(Ws, s € [0,¢]))i>0 sa filtration
naturelle.

Sommes de Riemann et mouvement brownien

SoitT>OetN€N*.PourOSng,onnotetk:kWT.

1. En remarquant que W2 = Zli;V:1(Wt2k — Wti_ ,), montrer que
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> Wiy (Wi, =W ,) = 5 (W% =S (W, - Wtk_1)2> .
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2. Caleuler E (Y4, (Wi, — Wy, ,)") puis E <(fo1 (Wi, — Wi, _,)° — T)2> (Rappel :
si G ~N(0,1), E(G*) = 3).

3. En déduire que ij:l Wi, (I/Vt,C — Wtk—l) converge dans L? vers %(W%—T ) lorsque
N — 4o00.

4. Soit f : [0, T] — R une fonction C* t.q. £(0) = 0. Vérifier que S0, (f(tx) — f(tx_1))?
tend vers 0 lorsque N — 400 et en déduire la limite de Z,]Ll flte—1) (f(tx) — f(tr—1))-

5. Pour k € {0,...,N — 1}, on se donne une variable aléatoire Hj, F;, -mesurable de

2
carré intégrable. Vérifier que E [(Zi\le Hi_ (W, — Wtk71)> ] =1L szl E((Hy_1)?).

Martingales browniennes et temps d’atteinte

1. Soit A € R. Que peut-on dire des processus (X; = W7 — t);>¢ et (€>\Wr/\2t/2)t20
pour la filtration (F)i>0 7
2. Pour a < 0 < b on note

Tap = inf{t >0, Wi ¢]a,b[} (convention : inf () = +o0)

le temps de sortie de I'intervalle |a, b et on pose 7, = T_44.
Vérifier que 7, est un Fi-temps d’arrét. Quelle est la limite de P(W; ¢]a, b[) pour
t — +o00. En déduire que P(7,; < +00) = 1.

3. Soit n € N*. Que vaut E(Wr, ,an). En déduire E(W.,_ ,) puis les probabilités pour
que Wz, vaille a et b.

4. Calculer E(7,5) (On pourra appliquer le théoreme d’arrét a la martingale X;).

5. Vérifier que E (€_A2Tb/21{WTb:b}) =E <6_/\2”’/21{W7b:_b}). En déduire la trans-
formée de Laplace de 73 i.e. la fonction £, : 0 e R — E (6*9”’).
6. Soit maintenant
vy = inf{t > 0, Wy > b} (convention : inf () = +00).

Remarquer que pour n € N*, P(v, = +00) < IP’(WT_n’b = —n) et en déduire que v
est presque stirement fini. Calculer la transformée de Laplace de vy.

7. Que peut-on dire de (Z; = +W,2;);>0? Comparer 7, avec 71 = inf{t > 0, Z, ¢
] —1,1[} et conclure que E(73) = b%E(7), égalité qui se déduit aussi de 4.



