Méthodes mathématiques pour la finance : 1p 4

Soit (W})i>0 un mouvement brownien standard et (F; = o(Ws, s € [0,1]))s>0 sa filtration
naturelle.

Formule d’intégration par parties
Soit X; = Xgo + fot K.ds + f(f HdW, et X; = Xo + fot Kds + fot H,dW, deux processus
d’Ito.
1. Calculer dX? par la formule d’Ito et préciser le résultat dans le cas particulier
(XOa stHS) = (0707 1)

2. En remarquant que d(X;X;) = 3d((X; + X;)? — X? — X?), en déduire la formule
dite d’intégration par parties :

t
d(XtXt) = Xtht + Xtht + d<X,X>t ou <X,X>t = / HSHSdS.
0

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit 9,0 > 0 et a € R. On cherche a résoudre I’Equation Différentielle Stochastique
dX; = —aXdt + odWi, Xo = x9

c’est-a-dire a trouver un processus Fi-adapté continu (Xi)i>o t.q.
t

p.s., Vt >0, Xy =z — a/ Xgds + oWy,
0

1. En supposant que (Xt);>0 est solution, calculer d(e®X;) et en déduire que pour
tout t > 0, X; = e~ %Y, avec Y; = g + O'fot e dWs.
2. Vérifier que (e~™Y;);>0 est bien solution de I'EDS de départ.

(k—1)t

3. Pourt > 0, calculer E(X}) et Var(X;). Remarquer que > ;_; e 7 (Wi —Wk_1))

converge dans Lo vers fg e*dWy lorsque n — oo et en déduire la loi de X5.

En fait on peut montrer plus généralement que (Wi, Xy, fg Xsds)¢>0 est un processus

gaussien et pour effectuer des calculs portant sur fg Xsds il peut étre pratique d’exprimer
cette intégrale comme %(a:o — Xi + oWy).

Modele de Black-Scholes

Soit xg,0 > 0 et u € R. On cherche & résoudre I’Equation Différentielle Stochastique de
Black-Scholes
dSt = O'Stth + ,uStdt, S() =X

c’est-a-dire & trouver un processus Fy-adapté continu (S¢)i>0 t.q.

¢ t
p.s., Vt >0, Sy = xo + 0/ SrdW,. + ,u/ Sydr.
0 0



1. En supposant que (St)¢>0 est solution avec Vt > 0, Sy > 0, calculer In(S;) puis S;.
2. Vérifier que le processus Sy obtenu a la question précédente est bien solution.

3. On pose Y; = 1/S; ou S; est le processus obtenu a la question 1. Exprimer Y;
comme processus d’It6 et vérifier que si (X;)¢>0 est une autre solution de 'EDS de
Black-Scholes alors p.s. V¢t > 0, X;Y; = 1. Conclusion ?

Exercice

w? wi

2(1-1) T3t it 1
On pose (Mt)Ht) = \/ﬁ ( )3/26 > S1 S [0, [,

1. Montrer que p.s. t — (M;, Hy) est continue sur [0, 1] et que PP <f01 H2ds < —i—oo) =1.

2. Montrer que V¢ € [0, 1], M; = 1+fg H,dW, et en déduire fol H,dW, puis E (fol Hszds).

3. Vérifier que pour t € [0,1], E(H?) = - t2)3/2 et E(M;) = 1. En déduire que
E(supsepo,) [Mi]) = +oo.

Exercice

Soit (Ht)ie[o,r] un processus Fi-adapté t.q. IP’(fOT H2ds < +o0) = 1. L’inégalité de Doob

assure que si E(fOT H2ds) < +oo alors E(Supte[oﬂ(fg H,dW,)?) < +00. On veut montrer
une réciproque a ce résultat. On suppose donc que

(o ([ ) ) < oo

1. Montrer que pour n € N*, 7, = inf{t € [0, 7] fo H2ds > n} AT est un temps
d’arrét t.q. E(fy" H2ds) = fo (Lgs<r,1 Hs)? ds) <

2. En déduire par la propriété d’isométrie de I'intégrale stochastique que E( fOT " H2ds) <
E(suprefo,r)(fy HsdWs)?)-

3. Conclure que E(fOT H2ds) < IE(supte[O,T](f(;5 HydWy)?).



