Méthodes mathématiques pour la finance : 1ps

Modele de Cramer Lundberg en assurance

On suppose que les réserves financieres a 'instant ¢ d’une compagnie d’assurance sont
données par

Ny
Xt:xg—kct—Ytaveth:ZZj ou
j=1

— xg > 0 est la richesse initiale de la compagnie,

— le terme ct ol ¢ > 0 représente les cotisations des assurés qui sont supposées étre
versées de fagon réguliere,

— les montants aléatoires (Z;);>1 remboursés aux assurés lors des sinistres sont sup-
posés positifs i.i.d. et indépendants du processus (N¢)¢>0,

— (N¢)¢>0 est un processus de Poisson d’intensité A > 0 qui compte le nombre de
sinistres. On note 7, = inf{t > 0 : N; = n} le n-éme temps de saut du processus
de Poisson et on rappelle que les variables aléatoires (7}, = 7, — Th—1)n>1 sont i.i.d.
suivant la loi exponentielle de parametre .

Nous allons nous intéresser tout particulierement au temps n = inf{t > 0: X; < 0} dit
de ruine ou les réserves de la compagnie deviennent négatives.

1. Vérifier que 7= p;s}n_,oo % et que N tend p.s. vers 400 avec t. Remarquer que pour
t> T, TNLE < N% < TNN#:I et en déduire que % ﬁn_mo A
En écrivant pour ¢ > 7, % = % X N% Z;V:tl Z;, conclure que % L AE[Z4].
2. En déduire que si AE[Z;] > ¢ (P'espérance des remboursements dépasse les cotisa-
tions), P(n < o0) = 1.
On se place dans le cas particulier ou les Z; sont distribuées suivant la loi exponentielle
de parametre p > 0.
20
3. Pour 0 > —pu, vérifier que E [e‘eyf] = ¢ #+0'. En déduire que pour F; = o(Ys, s <

A
t) =o0(Xs,s <), (eextw(m*c)t)go est une Fy-martingale.

4. Vérifier que pour s,t > 0, P(Z1 —t > s|Z1 > t) = P(Z1 > s) c’est-a-dire que la loi
conditionnelle de Z; —t sachant Z; > t est toujours la loi exponentielle de parametre
p (propriété d’absence de mémoire).
Comme t — X; croit au taux ¢ > 0 entre les sauts du processus de Poisson, si
1 < 00, alors nécessairement 7 est 'un des temps de sauts du processus de Poisson
et 'absence de mémoire de la variable exponentielle Zy, qui dépasse la variable
aléatoire indépendante lim,_,, - X entraine que Zy, —lim,_,,- X; = — X, suit la loi
exponentielle de parametre p. Plus formellement, pour ¢, : R — R mesurables,

0
E [90(77)1{77<oo}w(X7])] =K [@(77)1{77@0}] /_ ¢(9€)M€“Id9€, (1)

égalité qui sera démontrée a la question 7 et que nous admettrons auparavant.
5. Supposons que les cotisations dépassent I'espérance des remboursements : ¢ > %
A A
(a) Vérifier que (ele 7Xt),5( est une Fy-martingale et que pour ¢t > 0, ele =Xt <
A .S.
1{n<oo}€(37“)x” + 1{77:00}. Pourquoi a-t-on X; Qt_mo 400 ?



(b) En déduire que P(n < c0) = %e(%*u)zo‘

6. Supposons ¢ = %

(a) Pour 6 €] — pu,0[, vérifier que H(ﬁ —c¢) < 0et queE [1{n<oo}eg(fjr€_c)"] —

,LL+9 69.’20 .
m

(b) Conclure que P(n < o0) = 1.
7. L’objectif de cette question est de démontrer la formule formule (1).

(a) Montrer que pour n > 1,

n
Ell{x,, >0,.,X0, 1 >0} Haotera—7, 2;<0}¥ (0 + ¢Tn — Z Z)(T1, Z15 o s Ta=1, Zn—1,Tn)]
j=1

0
= EU{XHZO,...,XW120,X7n<0}|(713213-~77n1,Zn1,7n)]/ Y(z)pet*dr.
—00

(b) Remarquer que 1y, = 2,51 1iy=r,}, traduire 'événement {n = 7,} sur le
vecteur aléatoire (X,,,...,X;,) et conclure que (1) est vraie.

Les propriétés P(n < oo) = 1 lorsque ¢ = AE[Z;] et P(n < o0) = )‘]E[Zl] lorsque ¢ >
AE[Z1] et 9 = 0 restent vraies méme si la loi commune des variables ( j)j>1 n'est pas
nécessairement exponentielle. Pour vérifier que c’est le cas pour la seconde nous allons
supposer ¢ > AE[Z1] et poser ¢(x) =P(Vt > 0,2+ ct — Y; > 0) pour z € R.

8. Que vaut ¥ (x) pour z < 07
9. Pourquoi a-t-on P(inf;> ¢t — Yy > —o0) = 17 En déduire que limg_, 4 (z) = 1.
10. Soit > 0. Vérifier que pour h > 0, ¥(x) = E[¢p(z+c(m1 Ah) =Y an)]- En admettant
que 1) est dérivable, en déduire que ¢'(x) = A(1/1(:1;) E[y(z — Z1)1z,<a1])-

C
11. Montrer que [; y Zl)l{Z1<y}dy— Jo ¥(2) Lz <0 Z}dz
En déduire que fo E[d)(y Z1) Yz, <pyldy = fo )YP(Zy > x —y)dy puis que
¥(0) = fo P(Zy > y)dy.

12. Remarquer que E[Z;] = fo (Z1 > y)dy et conclure que 1(0) =1 — AE[Z1]

[

Processus de Poisson composé

Soit V; = Z;V:tl Zj ou (Ng)¢>0 est un processus de Poisson d’intensité A > 0 indépendant
de la suite (Z;)j>1 de variables i.i.d. telles que E[Z?] < oo.

1. Calculer E[Y;|N; = n] pour n € N et vérifier que E[(Y; — E[Y;|Ny])?|N;] = N;Var(Z;).
En déduire que E[Y;] = E[NJE[Z1] et Var(Y;) = E[Ny]Var(Z;) + Var(N;)E?[Z].
Conclure que Var(Y;) = ME[ZZ].

2. Calculer E[e™Yt|N;] et en déduire que les fonctions caractéristiques de ®y, et @z, de
Y; et Z; sont reliées par Py, (u) = exp (A(Pz, (u) — 1)).

Conclure que \[( — XE[Z1]) e W~ N1(0, \E[Z2]).



