
Méthodes mathématiques pour la finance
Examen du 29 mai 2019 (8h30-11h00)

On se donne sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) un mouvement brownien standard
(Bt)t≥0 de filtration naturelle (Ft)t≥0. On se place dans le cadre du modèle de Black&Scholes
sur l’intervalle de temps [0, T ]. On considère un marché financier qui comporte un actif
sans risque de prix S0

t = ert à l’instant t (avec r > 0) et un actif risqué de prix St à
l’instant t dont l’évolution est régie par l’équation différentielle stochastique

dSt = σStdBt + µStdt, S0 = s0

où σ > 0 est la volatilité, µ ∈ R le rendement et s0 > 0 le cours initial de l’actif. On

notera P∗ la probabilité de densité e
r−µ
σ
BT− (r−µ)2T

2σ2 par rapport à P sous laquelle (Wt =
Bt + µ−r

σ t)t∈[0,T ] est un mouvement brownien. On note E l’espérance sous la probabilité P
et E∗ celle sous la probabilité P∗.

Limite σ → +∞ du prix du Call
On note c(σ) la prime à l’instant initial du Call européen de maturité T et de prix d’exercice
K pour la volatilité σ.

1. Exprimer c sous forme d’une espérance sous P∗.

c(σ) = E∗[e−rT (s0e
σWT+(r−σ

2

2
)T −K)+]

2. Que vaut E∗[eσWT−σ
2

2
T ] ?

Comme (eσWt−σ
2

2
t)t∈[0,T ] est une P∗-martingale exponentielle, E∗[eσWT−σ

2

2
T ] = 1.

3. Quel est le comportement asymptotique presque sûr de eσWT−σ
2

2
T lorsque

σ →∞ ?

Lorsque σ → +∞, presque sûrement, σWT − σ2

2 T → −∞ et eσWT−σ
2

2
T → 0.

4. En déduire que E∗[supσ>0 e
σWT−σ

2

2
T ] = +∞.

Comme E∗[limσ→∞ e
σWT−σ

2

2
T ] = 0 6= 1 = limσ→∞ E∗[eσWT−σ

2

2
T ], le théorème de

convergence dominée entrâıne que E∗[supσ>0 e
σWT−σ

2

2
T ] = +∞.

Calculer supσ>0 e
σWT−σ

2

2
T et retrouver ce résultat.

Pour x ∈ R, supσ>0(σx − σ2

2 T ) = 1{x>0}
x2

2T avec le supremum atteint pour σ = x
T

lorsque x > 0 et pour σ → 0 sinon. Par croissance et continuité de l’exponentielle,

on en déduit que supσ>0 e
σWT−σ

2

2
T = 1{WT≤0} + 1{WT>0}e

W2
T

2T si bien que

E∗
[
sup
σ>0

eσWT−σ
2

2
T

]
= P∗(WT ≤ 0)+

∫ +∞

0
e
x2

2T e−
x2

2T
dx√
2πT

=
1

2
+

∫ +∞

0

dx√
2πT

= +∞.

5. Quel est le comportement asymptotique presque sûr de (s0e
σWT−σ

2

2
T −

Ke−rT )+ lorsque σ →∞ ?

D’après la question 3, limσ→∞(s0e
σWT−σ

2

2
T −Ke−rT )+ = 0.

6. Montrer que

c(σ) = s0−E∗
[
s0e

σWT−σ
2

2
T 1
{s0eσWT+(r−σ2

2 )T≤K}

]
−Ke−rTP∗(s0e

σWT+(r−σ
2

2
)T > K).
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On écrit

e−rT (s0e
σWT+(r−σ

2

2
)T −K)+ = e−rT (s0e

σWT+(r−σ
2

2
)T −K)1

{s0eσWT+(r−σ2
2 )T>K}

= s0e
σWT−σ

2

2
T

(
1− 1

{s0eσWT+(r−σ2
2 )T≤K}

)
−Ke−rT 1

{s0eσWT+(r−σ2
2 )T>K}

avant de prendre l’espérance et d’utiliser le résultat de la question 2.

7. Montrer que limσ→∞ E∗
[
s0e

σWT−σ
2

2
T 1
{s0eσWT+(r−σ2

2 )T≤K}

]
= 0. Quel est le

comportement asymptotique de P∗(s0e
σWT+(r−σ

2

2
)T > K) lorsque σ → ∞ ?

En déduire limσ→+∞ c(σ).

Comme 0 ≤ s0e
σWT−σ

2

2
T 1
{s0eσWT+(r−σ2

2 )T≤K}
≤ K, la convergence presque sûre de

la question 3 et le théorème de convergence dominée assurent que

lim
σ→∞

E∗
[
s0e

σWT−σ
2

2
T 1
{s0eσWT+(r−σ2

2 )T≤K}

]
= 0.

On a P∗(s0e
σWT+(r−σ

2

2
)T > K) = E∗

[
1
{s0eσWT+(r−σ2

2 )T>K}

]
où l’espérance tend vers

0, toujours par convergence dominée. La décomposition de la question précédente
entrâıne donc que limσ→∞ c(σ) = s0.

Option passeport
Une option passeport donne le droit à son acheteur de choisir un processus ∆ = (∆t)t∈[0,T ]

Ft-adapté à valeurs dans [−1, 1] et toucher à maturité T la partie positive (X∆
T )+ de la

valeur en T du portefeuille autofinancé de valeur initiale x0 et qui consiste à détenir ∆t

actif risqué en t ∈ [0, T ]. On note X∆
t la valeur de ce portefeuille en t ∈ [0, T ] et on pose

w(∆) = E∗[e−rT (X∆
T )+].

1. Exprimer en fonction de S0
t , X

∆
t , ∆t et St la quantité d’actif sans risque

détenue en t dans ce portefeuille ?
X∆
t −∆tSt
S0
t

On pose Y ∆
t = X∆

t /St.

2. En appliquant un résultat vu en TD, dont on rappellera le nom, vérifier
que l’autofinancement s’écrit dY ∆

t = (X∆
t −∆tSt)e

−rtdUt où Ut = S0
t /St.

On applique la technique de changement de numéraire vue dans le TD7 en utilisant
l’actif risqué comme numéraire (les prix s’expriment alors en quantités d’actif risqué).
Comme l’autofinancement est invariant par changement de numéraire, il s’écrit alors

dY ∆
t = d

(
X∆

S

)
t

= ∆td

(
S

S

)
t

+
X∆
t −∆tSt
S0
t

d

(
S0

S

)
t

= 0 + (X∆
t −∆tSt)e

−rtdUt.

3. Calculer Ut et en déduire que dY ∆
t = σ(∆t − Y ∆

t )(dWt − σdt).
On a Ut = 1

S̃t
= 1

s0
e−σWt+

σ2

2
t. En appliquant la formule d’Itô au processus d’Itô

−σWt + σ2

2 t de crochet σ2t avec la fonction x 7→ 1
s0
ex de dérivées successives égales

à elle-même, il vient

dUt = Ut

(
−σdWt +

σ2

2
dt

)
+

1

2
Utσ

2t = Ut(−σdWt + σ2dt).
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En reportant cette égalité dans la formule de la question précédente, il vient

dY ∆
t = (X∆

t −∆tSt)e
−rtS

0
t

St
(−σdWt + σ2dt) = σ(∆t − Y ∆

t )(dWt − σdt).

4. Pourquoi peut-on définir une probabilité P̂ de densité dP̂
dP∗ = e−rTST

s0
par

rapport à P∗ ? On a P∗( e
−rTST
s0

≥ 0) = 1 et, d’autre part, comme (S̃t = e−rtSt)t∈[0,T ]

est une P∗ martingale exponentielle, E∗[ e
−rTST
s0

] = E∗[S̃T ]
s0

= s0
s0

= 1.

Que peut-on dire du processus (βt = Wt−σt)t∈[0,T ] sous cette probabilité P̂ ?

Comme e−rTST
s0

= eσWT−σ
2

2
T , le théorème de Girsanov assure que (βt = Wt−σt)t∈[0,T ]

est un mouvement brownien sous P̂.

On note désormais Ê l’espérance sous la probabilité P̂.

5. Pourquoi l’équation différentielle stochastique

dZt = σ(1 + |Zt|)dβt, Z0 = z0

admet-elle une unique solution pour toute condition initiale z0 ∈ R ? Le
coefficient z 7→ σ(1+ |z|) étant Lipschitzien de constante σ, le théorème d’Itô (voir le
théorème 3.5.3 de la 3ème édition du Lamberton/Lapeyre) assure l’existence d’une
unique solution à cette équation.

6. Justifier que (Zt)t∈[0,T ] est une Ft-martingale de carré intégrable sous P̂ et

en déduire que pour s ∈ [0, T ], Z+
s ≤ Ê[Z+

T |Fs].
Le même théorème assure que Ê[supt∈[0,T ] Z

2
t ] <∞. Donc

Ê
[∫ T

0
(σ(1 + |Zt|))2dt

]
≤ σ2

∫ T

0
Ê[2(12 + |Zt|2)]dt ≤ 2σ2T (1 + Ê[ sup

t∈[0,T ]
Z2
t ]) <∞.

(1)
Cette condition d’intégrabilité assure que l’intégrale stochastique (

∫ t
0 σ(1+|Zs|)dβs)t∈[0,T ]

par rapport au mouvement brownien βt sous P̂ est une P̂-martingale de carré intégrable.
Il en va de même pour (Zt = z0 +

∫ t
0 σ(1+ |Zs|)dβs)t∈[0,T ]. L’inégalité de Jensen pour

l’espérance conditionnelle et la fonction convexe z 7→ z+ entrâıne alors que pour
s ∈ [0, T ], Ê[Z+

T |Fs] ≥ (Ê[ZT |Fs])+ = Z+
s .

On admet l’existence d’une solution v(t, z) continue sur [0, T ]×R et C1,2 avec ∂zv bornée
sur [0, T [×R à l’équation aux dérivées partielles{

∂tv(t, z) + σ2

2 (1 + |z|)2∂zzv(t, z) = 0, (t, z) ∈ [0, T [×R,
v(T, z) = z+, z ∈ R

(2)

7. Soit s ∈ [0, T [. Calculer dv(t+ s, Zt) pour t ∈ [0, T − s[.
En déduire que (v(t + s, Zt))t∈[0,T−r] est une Ft-martingale sous P̂. Par la
formule d’Itô puis l’équation aux dérivées partielles satisfaite par la fonction v, pour
t ∈ [0, T − s[,

dv(t+ s, Zt) = ∂tv(t+ s, Zt)dt+ ∂zv(t+ s, Zt)dZt +
1

2
∂zzv(t+ s, Zt)d〈Z〉t

= ∂zv(t+ s, Zt)σ(1 + |Zt|)dβt +

(
∂tv(t+ s, Zt) +

σ2

2
(1 + |Zt|)2∂zzv(t+ s, Zt)

)
dt

= ∂zv(t+ s, Zt)σ(1 + |Zt|)dβt + 0.
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Or, en notant M = sup(t,z)∈[0,T [×R |∂zv(t, z)|, et en utilisant (1), pour la seconde
inégalité, on obtient

Ê
[∫ T−s

0
(∂zv(t+ s, Zt)σ(1 + |Zt|))2ds

]
≤M2Ê

[∫ T−s

0
(σ(1 + |Zt|))2ds

]
<∞.

Donc (v(s, z0) +
∫ t

0 ∂zv(u + s, Zu)σ(1 + |Zu|)dβu)t∈[0,T−s] est une P̂-martingale de
carré intégrable continue qui, d’après le premier calcul effectué dans cette question,
coincide avec v(t+ s, Zt) sur [0, T − s[. Par ailleurs, par continuité de v sur [0, T ]×R
et de (Zt)t∈[0,T ],

P̂
(

lim
t→T−s

v(t+ s, Zt) = v(T,ZT−s)

)
= 1.

Ainsi l’égalité v(t+ s, Zt) = v(s, z0) +
∫ t

0 ∂zv(u+ s, Zu)σ(1 + |Zu|)dβu est vraie pour
tout t ∈ [0, T − s] si bien que (v(t + s, Zt))t∈[0,T−s] est une Ft-martingale de carré

intégrable sous P̂.

8. Soient t, s ≥ 0 tels que t + s ≤ T . Montrer que v(t + s, Zt) = Ê[Z+
T−s|Ft] et

v(t, Zt) = Ê[Z+
T |Ft] et en déduire que v(t, Zt) ≥ v(t+ s, Zt). D’après la question

précédente puis la condition terminale dans l’équation aux dérivées partielles (2),

v(t+ s, Zt) = Ê[v(T − s+ s, ZT−s)|Ft] = Ê[v(T,ZT−s)|Ft] = Ê[Z+
T−s|Ft].

Pour le choix s = 0 puis en utilisant que T − s ≥ t et l’inégalité de la question 6, on
en déduit que

v(t, Zt) = Ê[Z+
T |Ft] = E[E[Z+

T |FT−s]|Ft] ≥ E[Z+
T−s|Ft] = v(t+ s, Zt).

9. Quel est le signe de ∂tv sur [0, T [×R ? En déduire que pour tout t ∈ [0, T [,
z 7→ v(t, z) est convexe. D’après la question précédente, v est décroissante dans sa
première variable si bien que ∂tv ≤ 0. En utilisant (2), on en déduit que ∂zzv(t, z) =
− 2
σ2(1+|z|)2∂tv(t, z) ≥ 0 sur [0, T [×R si bien que pour tout t ∈ [0, T [, z 7→ v(t, z) est

convexe.

10. On pose V ∆
t = v(t, Y ∆

t ). Vérifier que pour t ∈ [0, T [,

dV ∆
t = σ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )dβt +Dtdt,

où Dt = σ2

2 ∂zzv(t, Y ∆
t )[(∆t − Y ∆

t )2 − (1 + |Y ∆
t |)2]. Quel est le signe de Dt pour

t ∈ [0, T [ ? En utilisant la formule d’Itô puis l’expression de dY ∆
t obtenue à la

question 3 et enfin l’équation aux dérivées partielles (2), on obtient

dV ∆
t = ∂tv(t, Y ∆

t )dt+ ∂zv(t, Y ∆
t )dY ∆

t +
1

2
∂zzv(t, Y ∆

t )d〈Y ∆〉t

= −σ
2

2
∂zzv(t, Y ∆

t )(1 + |Y ∆
t |)2dt+ σ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )dβt +

σ2

2
∂zzv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )2dt

= σ∂zv(t, Y ∆
t )(∆t − Y ∆

t )dβt +Dtdt.

Par inégalité triangulaire et comme ∆t prend ses valeurs dans l’intervalle [−1, 1], on
a |∆t − Y ∆

t | ≤ |∆t| + |Y ∆
t | ≤ 1 + |Y ∆

t | si bien que (∆t − Y ∆
t )2 − (1 + |Y ∆

t |)2 ≤ 0.
Comme ∂zzv ≥ 0 d’après la question précédente, on en déduit que Dt ≤ 0.
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11. En déduire que v(0, Y ∆
0 ) + σ

∫ T
0 1{t≤τn}∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )dβt ≥ (Y ∆

T∧τn)+ où

τn = inf{t ∈ [0, T ] : |Y ∆
t | ≥ n} avec n ∈ N∗. Justifier que lim infn→∞ Ê

[
(Y ∆
T∧τn)+

]
≥

w(∆)
s0

et conclure que s0v(0, x0
s0

) ≥ sup∆w(∆). Quel choix de processus ∆ =
(∆t)t∈[0,T ] Ft-adapté à valeurs dans [−1, 1] semble atteindre cette borne
supérieure ? Quelle équation faut-il savoir résoudre pour justifier ce choix ?
En utilisant successivement la condition terminale de l’équation aux dérivées par-
tielles (2), la décroissance de v dans la variable temporelle, l’inégalité Dt ≤ 0 et enfin
l’expression de dv(t, Y ∆

t ) obtenue à la question précédente, on obtient

(Y ∆
T∧τn)+ = v(T, Y ∆

T∧τn) ≤ v(T ∧ τn, Y ∆
T∧τn) ≤ v(T ∧ τn, Y ∆

T∧τn)−
∫ T∧τn

0
Dtdt

= v(0, Y ∆
0 ) + σ

∫ T

0
1{t≤τn}∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )dβt.

Comme Ê
[∫ T

0 (1{t≤τn}∂zv(t, Y ∆
t )(∆t − Y ∆

t ))2dt
]
≤ M2(n + 1)2T , l’espérance sous

P̂ de l’intégrale stochastique est nulle si bien que Ê[(Y ∆
T∧τn)+] ≤ Ê[v(0, Y ∆

0 )], où,

comme Y ∆
0 = x0

s0
, le membre de droite vaut v(0, x0

s0
).

Par continuité du processus d’Itô (Y ∆
t )t∈[0,T ], en prenant la convention inf ∅ = T

dans la définition de τn, on a

P̂
(

lim
n→∞

τn = T
)

= 1 = P̂
(

lim
n→∞

(Y ∆
T∧τn)+ = (Y ∆

T )+
)

si bien que, par le lemme de Fatou,

lim inf
n→∞

Ê
[
(Y ∆
T∧τn)+

]
≥ Ê

[
(Y ∆
T )+

]
= E∗

[
e−rTST
s0

(Y ∆
T )+

]
=

E∗[e−rT (X∆
T )+]

s0
=
w(∆)

s0
.

En passant à la limite n → ∞ dans l’inégalité v(0, x0
s0

) ≥ Ê[(Y ∆
T∧τn)+], on en déduit

que v(0, x0
s0

) ≥ w(∆)
s0

puis comme ∆ est arbitraire que s0v(0, x0
s0

) ≥ sup∆w(∆).
Pour atteindre cette borne il faut que Dt = 0 c’est-à-dire que

(∆t − Y ∆
t )2 = (1 + |Y ∆

t |)2

équation qui se récrit ∆t = −signe(Y ∆
t ) avec la fonction signe(y) = 1{y>0} − 1{y<0}.

Avec la dynamique de Y ∆
t donnée à la question 3, cela demande de savoir résoudre

l’équation différentielle stochastique dYt = −σ(signe(Yt) + Yt)dβt dont le coefficient
y 7→ −σ(signe(y) + y) est une fonction discontinue en 0.

12. On note S̃t = e−rtSt. Donner dS̃t en fonction de dWt, calculer d(S̃tV
∆
t ) et en

déduire que

e−rT (X∆
T )+ ≤ s0v

(
0,
x0

s0

)
+

∫ T

0
(V ∆
t + ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t ))σS̃tdWt.

D’après le cours, dS̃t = σS̃tdWt = σS̃t(dβt + σdt). Par la formule d’intégration par
parties puis l’inégalité Dt ≤ 0, on en déduit que

d(S̃tV
∆
t ) =S̃t(σ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )(dWt − σdt) +Dtdt)

+ σV ∆
t S̃tdWt + σ2∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t )S̃tdt

=(V ∆
t + ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t ))σS̃tdWt + S̃tDtdt

≤(V ∆
t + ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t ))σS̃tdWt.
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En intégrant entre 0 et T puis en utilisant V ∆
T = v(T, Y ∆

T ) = (Y ∆
T )+ et V ∆

0 = v(0, x0
s0

),
on obtient∫ T

0
(V ∆
t + ∂zv(t, Y ∆

t )(∆t − Y ∆
t ))σS̃tdWt ≥ S̃TV ∆

T − s0V
∆

0 = S̃T (Y ∆
T )+ − s0v

(
0,
x0

s0

)
= e−rT (X∆

T )+ − s0v

(
0,
x0

s0

)
.

13. Quelle est l’évolution de la valeur actualisée Ṽt d’un portefeuille autofi-
nancé qui consiste à détenir v(t, Y ∆

t ) + ∂zv(t, Y ∆
t )(∆t − Y ∆

t ) actif risqué en
t ? Conclure qu’en gérant celui de valeur initiale s0v(0, x0

s0
), le vendeur de

l’option (qui observe le processus ∆) surcouvre l’option passeport. D’après
le cours, dṼt = σ(v(t, Y ∆

t )+∂zv(t, Y ∆
t )(∆t−Y ∆

t ))S̃tdWt. Si la valeur initiale du por-
tefeuille est s0v(0, x0

s0
), alors on a, en utilisant la question précédente pour l’inégalité,

ṼT = s0v

(
0,
x0

s0

)
+

∫ T

0
σ(v(t, Y ∆

t ) + ∂zv(t, Y ∆
t )(∆t − Y ∆

t ))S̃tdWt ≥ e−rT (X∆
T )+.

Ainsi VT ≥ (X∆
T )+ et la valeur terminale de ce portefeuille est supérieure au payoff

de l’option passeport si bien que le vendeur est couvert.
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