Méthodes mathématiques pour la finance
Examen du ler juin 2016 (8h30-11h00)

On se donne sur un espace de probabilité (€2, F,P) un mouvement brownien standard
(Bt)iepo,r) de filtration naturelle (F; = o(Bs, s < t))iejo,1)-

Probleme : couverture en temps discret d’une option eu-
ropéenne vanille dans le modele de Black&Scholes

On se place dans le cadre du modele de Black&Scholes sur l'intervalle de temps [0, T].
On considére un marché financier qui comporte un actif sans risque de prix S = e’ a
Iinstant ¢t (avec r > 0) et un actif risqué de prix S; a l'instant ¢. L’évolution du processus

(St)tefo,1) est régie par 'équation différentielle stochastique
dSt == O'St dBt + MSt dt

ou o > 0 est la volatilité et 4 € R le rendement de 'actif. On notera P* la probabilité
[ G & _
de densité ¢ @ 202 par rapport a P sous laquelle (W; = By + %t)te[O’T] est un

mouvement brownien. On note E l'espérance sous la probabilité P et E* celle sous la
probabilité P*. Soit f : R% — Ry une fonction de payoff C? vérifiant sup,- |f'(x)| < oco.

Br

1. Donner sans preuve sous forme d’espérance conditionnelle le prix a instant ¢ € [0, 7]
de l'option européenne qui rapporte f(Sr) a I’échéance T

2. Montrer que ce prix se met sous la forme F'(t, S;) avec F(t,z) une fonction que 'on
précisera sous forme d’espérance portant sur Wy_y.

On pose ¢(t,x) = 0, F(t,x).
3. Quel role joue la quantité (¢, S;) pour le vendeur de 'option ?

4. Rappeler sans la démontrer I’équation aux dérivées partielles avec condition termi-
nale vérifiée par la fonction F(t,z) pour (t,z) € [0,T] x R% ?

5. En déduire que ¢ satisfait

Brp(t, ) + T Dpup(t, ) + (r + 02 2dpp(t,x) = 0, (t,2) € [0,T] x R%
o(T,z) = f'(z), z € RY.
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6. Que peut-on dire du processus (e?Vt~% t)te[O,T] sous P* 7

7. En dérivant sous le signe espérance, vérifier que

ok | oW DT ot (oW (r— T2 ) (T—t)
o(t,z) =E |e 20 f | e 2 .
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8. Que peut-on dire de (8; = Wi — ot).ejo,r) sous Q telle que jlg — ¢Wr=%5" 9 Ep
déduire PEDP satisfaite par 1 (t,z) = e T=Dp(t,z) ot p = r + o2 puis retrouver
celle satisfaite par ¢.
En pratique, on ne peut bien sir pas modifier la composition du portefeuille de couverture
en temps continu. On va s’intéresser a ’erreur de couverture introduite en rebalangant
le portefeuille sur la grille discréte (ty = F)g<k<y ot N € N*. On note V;V (resp.



VN = e VM) la valeur (resp. la valeur actualisée) en ¢ € [0,7] du portefeuille autofi-

nancé de valeur initiale F'(0,Sp) et qui consiste a détenir ¢(tx, Sy, ) unités d’actif risqué
Nt

sur Uintervalle [ty,t;41]. Pour t € [0,7], on note 7, = | 3£|% le dernier instant de reba-
lancement du portefeuille avant ¢.
9. Vérifier que df/tN = op(m, STt)S’tth.
10. En déduire que E* [(f(S7) — V)?] = 02T fOT E* [S*tz(go(t, Si) — (72, S7,))?| dt.

11. Vérifier que 1 (p(t, S;) — (11, S5,)) = f:t Ozp(u, Sy)Su(dW,, — odu) et en déduire que

g

S -
(et 51) = @(14, 7)) = S0 (7i, S7) S, (Wy = W)

t
+ 55, / (83090(’“7 Su>5u - 6x90(7—t7 STt)STt)dWU

t

¢ ¢
+ (S — STt)/ Opp(u, Sy)SudW,, — O'St/ Opp(u, Sy)Syudu.
Tt

Tt

On admet que pour N grand, ce qui entraine que t — 74 < % est petit, le terme dominant
de cette décomposition est Sy, 0 (¢, S, ) S (We — W, ) qui est d’ordre \/t — 7 et que l'on
peut négliger les trois autres qui sont d’ordre ¢ — 7.

12. Soit k € {0,..., N — 1}. Vérifier que pour t € [tg, tg41],

E* (32 (070, S7))2S2 Wy = Wi )?| = " [S1 (Oasplth, $1,))%] (¢ — ).

Calculer jz:“*l (t — t)dt et conclure que pour N — oo,
0_4627"TT T

B [(£(5r) =V ] ~ =55 | e E [/ (Op(t 1))

Exercice

Soit (Hy)iepo,r) un processus Fi-adapté tel que P(Vt € [0,T], |H;| < 1) = 1. L'objectif de
cet exercice est de montrer que pour une fonction convexe ¢ : R — R telle que ¢(Br) est

intégrable, alors . .
o[ man)] s [ )]

L’intuition financiere derriere ce résultat est qu’augmenter la volatilité augmente le prix
d’une option de payoff convexe. Soit (Wt)te[o,T] un mouvement brownien indépendant de

(Bt)iepo.11- Pour t € [0,T), on pose X; = [I HydBs + [i /1 — HZdWs.
1. Justifer que la loi conditionnelle de fOT /1 — H}dW; sachant Fr est N7(0,T —
T 172
Jo Hzdt).
2. En déduire que E[Xp|Fr| = fOT HdB, puis que E [4,0 (fOT thBtﬂ < E[p(X7)].
3. Pour u € R, calculer de™** & l'aide de la proposition 3.4.18 du livre (on pourra si
besoin décomposer en partie réelle et partie imaginaire).

4. En déduire que YVt € [0,T], E[e®Xt] =1 — g%E[emXS]ds. Quelle est la loi de X; 7
Conclure que (1) est vraie.



Questions subsidiaires

L’objectif est de montrer que I'inégalité (1) n’est pas nécessairement satisfaite si p(z) =
¥(|z]) ol ¢ est croissante.

Soit a > 0, ¢(x) = 1{jz>a}, 7 = inf{t > 0 : [Bi| > a} et (Hy = ly<1)iejo,r)- Soit enfin
f(t,x) =P(|x + By| > a) pour t > 0 et x € R.

5.

6
7
8
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10.

La fonction ¢ est-elle convexe ?

. Vérifier que P(7 < 00) = 1. Que vaut |B;|?
. Vérifier que E [gp (fOT thBt)} =P(r<T)+E [1{TZT}QD(BT)].
. Pour t > 0 et x € R, vérifier que f(t,z) = f(t,—x) et que f(¢t,z) < 1.

. En admettant que (B — Br)t>0 est un mouvement Brownien indépendant de

(1, B-), vérifier que E [@(Br)lir<r.B,—a}] = E[f(T — 7,a)l{;<7,B,—q}] puis que
E [¢(Br)li<ry] = E[f(T — 7,a)1 <1y
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Justifier que P(1 < T') > 2N(—%) ou N(z) = [ e*%% > 0 et conclure que
T
E[p(Br)] < E [gp (fo thBtﬂ.



