Méthodes mathématiques pour la finance

Examen du 31 mai 2017 (8h30-11h00)
Notes de cours et documents autorisés

On se donne sur un espace de probabilité (£2, F,P) muni d’une filtration (F¢)i>0 un Fi-
mouvement brownien standard (By);>o.

Modeles de Black-Scholes authentique puis falsifié

On se place dans le cadre du modele de Black&Scholes sur l'intervalle de temps [0, 7).

rt

On considére un marché financier qui comporte un actif sans risque de prix SY = e’ &
Iinstant ¢ (avec r > 0) et un actif risqué de prix S; a 'instant ¢. L’évolution du processus
(St)iefo,1) est régie par 'équation différentielle stochastique

dSt = O'StdBt + /,LStdt, S() = S0

ou o > 0 est la volatilité et 4 € R le rendement de 'actif. On notera P* la probabilité

de densité e

ronp.  (r=w?T .
7 Br—"50 par rapport & P sous laquelle (W; = By + ¥-"t),c(0.7] est un

mouvement brownien. On note E I'espérance sous la probabilité P et E* celle sous la
probabilité P*. Soit f : R} — Ry une fonction de payoff vérifiant 3C < oo, Vo >
0, f(z) <C(1+ux).

1.

Donner sans preuve sous forme d’espérance conditionnelle le prix a U'instant ¢ € [0, 7]
de l'option européenne qui rapporte f(Sr) a 1’échéance T

Montrer que ce prix se met sous la forme F,(t,S;) avec F,(t,z) une fonction que
I’on précisera sous forme d’espérance portant sur Wp — Wy.

On suppose que z — f(z) est convexe et on se donne t € [0, et & €]o, +00|.

(a) Montrer que x — F,(t,x) est convexe.

(b) Quelle est la loi de ov/T —t x Gy + /(62 — 02)(T —t) x G3 ot (G1,G2) ~

N5(0, I5) sous la probabilité P?
(¢) En déduire que

Fot,z) =E (efr(Tft)f <x€m/7T7t><G1+(r702/2)(T7t)e (62702)(T7t)><G27(62702)(T7t)/2)>

)
puis que

Fs(t,z) =E (Fa (t,me\/mwz—(&?—a?)(zr—t)/z)) .

(d) Conclure que F5(t,z) > Fy(t,z) i.e. que la fonction de prix est croissante en la

volatilité.

4. Quel role joue la quantité 0, F,(t,S¢) pour le vendeur de I'option ?

5. Rappeler sans la démontrer I’équation aux dérivées partielles avec condition termi-

nale vérifiée par la fonction F,(t,z) pour (t,x) € [0,T] x R ?

On s’intéresse maintenant a un actif risqué avec une dynamique plus générale

dgt = Utgtth + ’I”Stdt, S'(] = S0

ott (0¢)iefo,7) est un processus Fy-adapté et borné.



6. Calculer d(e " F,(t, S;)).
Soit V; = e~ "V} la valeur actualisée en t € [0,7] du portefeuille autofinancé de valeur
initiale F; (0, s0) et qui consiste a détenir la quantité 9, F,(t, S;) d’actif risqué en ¢.

7. Vérifier a I'aide de la question 5 que

—rt

AV, — e ™y (t,8) = S (02 — 02)820,, F, (t, S;)dt
et en déduire que
. 1 (T . .
F, (0, 50) — E* (e—TTf(ST)> - 2/0 e TR ((02 — 02)820,, Fy (t, St)) dt.

8. Lorsque f est convexe et (0)¢c[o,] est & valeurs dans [—o, o], vérifier que V > f (S7).
Interpréter ce résultat pour le vendeur de ’option.

On suppose désormais

Vt € [0,T], P* ps. , E* (af\St) — 2. (1)

9. Vérifier que F,(0,s9) = E* <e*"Tf(5’T)> et E* (VT — f(S'T)> = 0. Cela signifie-t-il
que le portefeuille autofinancé considéré permet de couvrir 'option de payoff f (S*T) ?

10. Vérifier dans le cas d’un Put de strike K > 0, Vo > 0, f(z) = fOK liz<,ydy et en
déduire que
K . K
/ P* (St < y)dy = / P* (St < y) dy.
0 0
N 0,2
11. Conclure que sous P*, St a méme loi que soe?Wrtr=F)T
o o2
En fait pour tout t € [0,7], S; a méme loi que s0e”Vtt(r=5)t & bien que l'on parle de
modele de Black-Scholes falsifié lorsque le processus (o¢)i>0 n’est pas constant et égal a
o. Dans la suite, nous allons montrer I'existence d’un mouvement brownien falsifié (V)0
avec lequel on pourrait effectivement construire un modele de Black-Scholes falsifié. Sous
P, on se donne un couple (Gy,G2) ~ N2(0, ) Fp-mesurable et donc indépendant de
t 1
(Bi)i=0 et on pose pour t > 0, X; = 1y>qy [) d% — gy J, d% et

Yo =0 et Y; = V1 (G cos(X) + Gosin(X;)) pour t > 0.

12. Justifier que t — Y; est continue en 0.

cos(f)  sin(6)

—sin(0) cos(d) est orthogonale,
justifier que (G cos(8) + Gosin(f), Go cos(f) — G1sin(6)) ~ N3 (0, ).

14. En déduire que pour ¢ : R> — R mesurable bornée,

E (¢ (G1 cos(Xt) + Gosin(Xy), Ga cos(Xy) — Grsin(Xy)) | Xt) = E (p(G1, G2))

puis que (Gq cos(X;) + Ga sin(Xy), G2 cos(X;) — Gy sin(Xy)) ~ N2(0, I).
Quelle est la loi de Y; 7

15. Pour ¢ > 1, calculer dcos(X;) et dsin(X;) et en déduire que

dY; = (G cos(Xy) — Gy sin(Xy)) dBy

13. Soit # € R. En remarquant que la matrice

formule qui reste valable pour ¢ € [0,1].

16. Vérifier que E ((Gg cos(X;) — Gy sin(Xy))? |Yt) = 1, propriété analogue de (1).



