Méthodes mathématiques pour la finance
Examen du 29 mai 2019 (8h30-11h00)

On se donne sur un espace de probabilité (€2, F,P) un mouvement brownien standard
(Bt)t>0 de filtration naturelle (F;):>0. On se place dans le cadre du modele de Black&Scholes
sur l'intervalle de temps [0,7]. On considére un marché financier qui comporte un actif
sans risque de prix S = e & linstant ¢ (avec 7 > 0) et un actif risqué de prix S; a
Iinstant ¢t dont 1’évolution est régie par ’équation différentielle stochastique

dS; = 0S;dB; + MStdt, So = sg

ou o > 0 est la volatilité, u € R le rendement et sy > 0 le cours initial de I'actif. On
LB _ (r—w?T

notera P* la probabilité de densité e = 2T~ 2.2 par rapport & P sous laquelle (W, =
By + 1) 4cjo,m) est un mouvement brownien. On note IE I'espérance sous la probabilité P
et E* celle sous la probabilité P*.

Limite ¢ — 400 du prix du Call
On note ¢(o) la prime a l'instant initial du Call européen de maturité T et de prix d’exercice
K pour la volatilité o.

1. Exprimer ¢ sous forme d’une espérance sous P*.
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2. Que vaut E*[e?WT=FT]?
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3. Quel est le comportement asymptotique presque sir de eV7~%7 lorsque o — 0o ?
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4. En déduire que E*[sup,-e’V7~271] = 4o0.
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Calculer sup,qe? =T et retrouver ce résultat.

0_2
5. Quel est le comportement asymptotique presque sir de (soe”WT_TT — Ke 1)t
lorsque ¢ — 00 ?

6. Montrer que
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c(g) = so—E* |:3060WT_2T1 :| —Ke_rTP*(80€UWT+(T_7)T > K)
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7. Montrer que lim,_,, E* [SOGUWT_le } = 0. Quel est le com-
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portement asymptotique de P*(soe"WT+(T_UT)T > K) lorsque 0 — oo ? En déduire

limy, 400 (o).
Option passeport
Une option passeport donne le droit & son acheteur de choisir un processus A = (At)te[o,T}
Fi-adapté a valeurs dans [—1,1] et toucher & maturité 7' la partie positive (X:%)Jr de la
valeur en T du portefeuille autofinancé de valeur initiale xg et qui consiste a détenir A;
actif risqué en ¢t € [0, T]. On note X/ la valeur de ce portefeuille en ¢ € [0,7] et on pose
w(A) = E* e (X) 7.

1. Exprimer en fonction de S?, XtA, A; et Sy la quantité d’actif sans risque détenue en
t dans ce portefeuille 7

On pose Y2 = X2/S,.



2. En appliquant un résultat vu en TD, dont on rappellera le nom, vérifier que ’auto-
financement s’écrit dY;® = (X — ApSy)e "t dU; ot Uy = SV /.
3. Calculer Uy et en déduire que dY;2 = o(Ay — Y2)(dW; — odt).
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4. Pourquoi peut-on définir une probabilité P de densité jgk = %

P*? Que peut-on dire du processus (5 = W; — Ut)te[O,T] sous cette probabilité P?

par rapport a

On note désormais | I’espérance sous la probabilité P.

5. Pourquoi ’équation différentielle stochastique
dZt = 0'(]. + |Zt’)dﬁt, ZO = 20

admet-elle une unique solution pour toute condition initiale zyg € R?
6. Justifier que (Z;),c[o,7] est une Fi-martingale de carré intégrable sous P et en déduire
que pour s € [0,T], Z < E[Z5|F).
On admet I'existence d’une solution v(t, z) continue sur [0, 7] x R et C%? avec 9,v bornée
sur [0,T[xR a I’équation aux dérivées partielles

{atv(t, 2) 4+ S (14 |2))20..0(t,2) = 0, (8, 2) € [0, T[xR, 0

v(T,2z)=z%, z€R

7. Soit s € [0, T[. Calculer dv(t + s, Z;) pour t € [0,T — s]. )
En déduire que (v(t + s, Zt))ie[o,r—r) €st une Fi-martingale sous IP.
8. Soient t,s > 0 tels que t+s < T. Montrer que v(t+s, Z;) = I@[Z;_S\Ft} et v(t, Z;) =
IAE[Z;C|]-}] et en déduire que v(t, Z;) > v(t + s, Zy).
9. Quel est le signe de dyv sur [0, T[xR ? En déduire que pour tout ¢ € [0,T'[, z — v(t, 2)
est convexe.
10. On pose VA = v(t, Y;*). Vérifier que pour ¢ € [0, T,

AV = 00.0(t, Y2) (A — Y2)dB, + Dy,

ou Dy = %28221;(15, YA)(A: — Y22 — (1 + [Y2)?]. Quel est le signe de D; pour
tel0,T[?

11. En déduire que v(0, Y) + o fOT Li<r,y0:0(t, YA) (A —YA)dp > (YTA/\TTL)Jr ol T, =
inf{t € [0,T] : |[Y,2| > n} avec n € N*. Justifier que lim inf, o, E [(YTAATH)JF] > wgoA)
et conclure que spv(0, 32) > supp w(A). Quel choix de processus A = (A¢)ico,7)
Fi-adapté a valeurs dans [—1,1] semble atteindre cette borne supérieure? Quelle
équation faut-il savoir résoudre pour justifier ce choix ?

12. On note S; = e~ "S,. Donner dS; en fonction de dW;, calculer d(S’tVtA) et en déduire
que

T
e T(XA)T < squ (o, io) + / (VA 4 0.0, Y2) (A — V2)) oS dWs.
0 0

13. Quelle est Iévolution de la valeur actualisée V; d'un portefeuille autofinancé qui
consiste a détenir v(t, Y;2) + d,v(t, Y;2) (A — Y,2) actif risqué en ¢ ? Conclure qu’en
gérant celui de valeur initiale sov(0, "g—g), le vendeur de 'option (qui observe le pro-
cessus A) surcouvre option passeport.
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