Méthodes mathématiques pour la finance
Examen du 14 juin 2023 (8h30-11h00)

Propagation de la convexité par une Equation Différentielle
Stochastique

Soient (W;)¢>0 un mouvement Brownien, n : R — R et b: R — R des fonctions C! avec
des dérivées 1 et b’ bornées. On suppose que nn’ est lipschitzienne. Soit ¢ : R — R une
fonction C? avec des dérivées bornées. Pour T' > 0, on admet l’existence d’une fonction
v :[0,T] x R — R solution réguliére de ’équation aux dérivées partielles

{atv(t, ) + 20,0t 2) + b(2)d(t,x) =0, (t,z) € [0,T] x R
v(T,z) = p(x), z€R

et telle que 0, v et J,,v sont bornées sur [0,7] x R.

1. D’apres quel résultat I’équation différentielle stochastique

t t
X! = x—i—/ n(XT)dWs +/ b(XZT)ds, t €]0,T]
0 0

ou la notation X permet d’expliciter la dépendance en la condition initiale x € R,

admet-elle une unique solution ? Que peut-on dire de E [SuPte[O,T] (th)ﬂ ?

2. Calculer dv(t, X}). Vérifier que E [fOT(n(Xf)axv(t, Xf))zdt} < o0 et en déduire que
v(0,2) = E[p(X7)].

3. Vérifier que u(t,z) = 0,v(t, z) est solution de I’équation aux dérivées partielles

{Gtu(t,x) + P9 gt z) + W) dpu(t, z) + Y (x)ult,x) = 0, (t,2) € [0,T] x R
uw(T,x) =¢'(x), z € R

pour une fonction b que 'on précisera. Montrer que b est lipschitzienne.

On note (j?tx)te[O,T] la solution de I’équation différentielle stochastique
Xy = x+/ n(X3)dWs +/ b(XY)ds, t € [0,T].
0 0

4. Calculer d (efot bl(f(?)dsu(t, )Z'f)) et en déduire que 0, E [p(X7)] = E [efoT b/()?g)dsgo’(f(%)} .
Que peut-on dire de la fonction R 3 z +— 0, [p(X7)] lorsque ¢ est croissante ?

On suppose maintenant que la fonction nn’ est dérivable avec une dérivée bornée et que
@ est C* avec des dérivées bornées.

5. Préciser le coefficient de dérive b de I’équation différentielle stochastique satisfaite
-~ =~ TTr vz )
par le processus (X{)icpo,1] tel que 0,E [@’(X%)} =F [efo VXDds (X2 |
6. On suppose que la fonction b est affine : Jo, § € R t.q. Vx € R, b(z) = a+Sz. Montrer
que Oz, [p(XE)] = PTE [efoT b/(XéE)dS@"()A(%)} et en déduire que R 3 = — v(0,z)

est convexe lorsque ¢ ’est.



Modele a volatilité locale

On se donne sur un espace de probabilité (2, F,P) un mouvement brownien standard
(Bt)>0 de filtration naturelle (F;);>0. On considére un marché financier qui comporte un
actif sans risque de prix SY = e" & Iinstant ¢ (avec 7 > 0) et un actif risqué de prix S a
I'instant ¢ dont I’évolution est régie par ’équation différentielle stochastique

dS; = U(t, St)StdBt + uSydt, Sy = sg (1)

ol 4 € R est le rendement, sg > 0 le cours initial de l'actif et o la fonction de volatilité
locale vérifie inf(; »)efo,r)xr 0 (t,2) > 0 et supy zyepo,rxr (0 (8, @) + [2|[0z0(t, 7)]) < +oo.
On note E 'espérance sous la probabilité P et E* celle sous la probabilité P* de densité
i Bt Y (i)
1. Quel résultat assure ’existence d’une unique solution (St)te[o,T] al’équation différentielle
stochastique (1) ? Vérifier que la solution (S¢)e(o, est telle que

“ par rapport & P.

vVt € [0,T], Sy = Soef(;f o (u,Su)dButut—3 [ o?(u,Su)du,

2. Que peut-on dire de (Wt = B; + fg %du) . sous P* ?

Vérifier que E* [SuPte[o,T] Sf} < +0o0. En déduire que (S; = e " St)iepo,m) est une
martingale sous P*. Quelle propriété cela entraine-t-il pour le marché ?

3. On considere une option européenne de payoff h Fp-mesurable et tel que E*[h?] < oo.
Quel résultat assure que cette option est réplicable ? Exprimer son prix V; a l'instant
t € [0, 7] sous forme d’une espérance conditionnelle.

On suppose désormais que h = ¢(St) ot ¢ : RY — R est lipschitzienne et on admet
I’existence d’une solution réguliere avec d,v bornée a ’équation aux dérivées partielles

O (t, x) + Mﬁmv(t, x) +raedyu(t,x) —ro(t,z) =0, (t,x) € [0,T] x RY
v(T,x) = p(x), z € R

4. Calculer d (e "v(t, Sy)). En déduire que (e "u(t, St))te[o 7) €st une martingale sous
P* puis que V; = v(t,S;). Quelles sont les quantités d’actif risqué et d’actif sans
risque & détenir dans le portefeuille de réplication a l'instant ¢ € [0, 7.

5. Quel résultat assure l’existence d’une fonction de volatilité locale o qui permet de
répliquer les prix de marché des Calls de maturité t € [0,T] et strike K € R% 7

On suppose finalement que ¢ est convexe.

6. Donner des exemples courants de telles fonctions de payoff.
On peut alors montrer comme dans ’exercice précedent que pour tout ¢ € [0,7], z
v(t, z) est convexe. On suppose enfin que le cours de 'actif risqué évolue en fait suivant

dX; = 0, Xy dBy + pXdt, Xo = so,

ot (0¢)e[o,) est un processus positif Fi-adapté tel que P (fOT OZdt < oo) =1.
7. Vérifier que
0t2 — 02 (tv Xt)
2

En déduire que si P (Vt € [0,T], 6; < o(t, X)) = 1, alors le portefeuille autofinancé
de valeur initiale v(0, sp) et qui contient Oyv(t, X;) actif riqué en ¢ € [0,7] a une
valeur terminale qui dépasse ¢(Xr) i.e. permet de surcouvrir l'option.

de " (t, X;)) = dpv(t, X )d(e " X,) + e X20,,0(t, Xy)dt.
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